9. INTEGRALE MULTIPLE

9.3. Exercitii propuse

Exercitiul 9.3.1. Sa se calculeze integralele urmatoare:

)[4

dxdy, unde D=0, 3] x [0, 1]
)”(1+ unde D = [0, 1] x [0, 1]
C)”1+

J] cosy dxdy, unde D = {O,Z} X {O,z}
1+mnxmny 2 2

dxdy, unde D =[1, 3] x [0, 1]

dxdy , unde D = [0, 1] x [0, 1]
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Exercitiul 9.3.2. Si se calculeze ” f (X, y)dxdy in fiecare din cazurile urmitoare:
D

x° 1
a)f(X,y)= oo D={(X,y)€R2‘1§X§2, - <y§X}
y

X

b) f(x,y) = 1= X* —y* D= {(x y) e [0sx=1,0=y< V1-x" }

) f(x, y) = y’sinx, D={(x,y) ER* | 0<x <m 0 <y<I +cos x}
d) f(x, y) =x+2y, D={(x,y) €R*|-3<y<3,y’ -4 <x<5}

&) f(x, y) =ye* , D={(x y)eR?[0<y <1y’ < x <y**}

f) f(x, y) = x%sin?y, D = {(x, y) € R?| % SyS%,OSxSkos v}
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Exercitiul 9.3.3. Sa se calculeze urmatoarele integrale duble:

1<x+y<5
2 —x*)dxdy, D:
a)jDI(y )dxdy {Ogy_xg

b) J] (X + y)dxdy, D fiind domeniul mérginit de dreptele x =y, x +y=2,y =0
D

X>1
c) ” ;- dxdy , D fiind domeniul determinat de ¢y >1
U+y X+y<4



d) J] xydxdy , D fiind domeniul marginit de parabola y = x” si dreapta de ecuatie y = 2x + 3
D
e) ” % dxdy , D fiind domeniul mérginit de parabola y = x*+ 1 si dreptele y = 2x, x = 0.
+

y2
ﬂIDJX2+2

o) [[ Voydxdy, D={(x ey 2y =x*,x20}
D

dxdy ,D={(x,y)€R?|1<x*+y <4,- x< y <x}

h) ”1/1—% ydxdy , D = {(x, y)eR |y <x,xy > 1, 1<x<2}
D

4 1 1 1 31 3 2 3
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Exercitiul 9.3.4. Utilizand coordonatele polare sau o schimbare de variabild convenabild, sa se calculeze:

2) ”mdxdy,D:{(X,y)eR2|x2+y2 <4y
b
b) ﬂ (X y) dxdy D={(x, y)eR X2+ <1}
0 H(m)gdxdy,D={(X,y)eR2|x2+y2 <4,y >0}
d) fjex“yzdxdy, D={(x, y)eR? |2+ <1}
e) ﬁ(x2+y2)3’2dxdy,D={(x,y)6R21§x2+y2 <9}
ﬂln(x +y )dxdy D={(xy)er?|1<x’+y <c’}
b
9) Hmdxdy,D={(X,y)€R2\1§x2+y2 <2x}

h) _[Hl————dxdy D = {(x, y) €R? |—+—<1 y<0}

y’
b® ~

j) I xdxdy , D este domeniul limitat de curba de ecuatie
D

L
9 16 9 16

K) ”(X+3)dxdy,D:(2x—y+ 12+ (x + 3y - 4)2 = 49
D

i) ”(x+y)dxdy D = {(x, y) €R? |—+ <1}
a



1) ” xydxdy , unde D este limitat de axele de coordonate si arcul de astroida x = a COS3t, y=a sin3t, te
D

o

m) J‘J’ (a2/3 ENCTE y2/3)3/2dxdy, D = {(x,y) € R | 2%+ y?9 < a%%}

D
n) _U Ja? —x* — y?dxdy , unde D este domeniul marginit de

(x* ; ) =<’ - y), x> 0;

0) ”xdxdy D={(xy)eR|1<xy<2, 1< Y <2,x>0}
X
Ra)GT byx(1-1In2); ¢) 3?3 D 16 T oo
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Exercitiul 9.3.5. Sa se calculeze aria domeniului plan D marginit de curbele urmatoare:
a)y?=10x+25y?=-6x+9;

b) X 2+y° =2, X"+ Y = 4X,y =X,y =0;

C) X2/3 + y2/3 - 3.2/3 (a > O),

d) (¢ + y?)* = 2ax’;

Xy ) _xy
6) (?+b—2j =C—2.
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R.a)16\3/1_ b)3(72’ 1) o 3@, 5m At

4 2

Exercitiul 9.3.6. Sa se calculeze masa pentru fiecare din placile plane, de densitate de masa p(x, y) data:
2 2

X
a) D este limitat de —2+Z—2:l,x20,y20; p(x,y) = Ja? —x? ;
a

XZ

b) D={(x,y)€R?*|1<xy <2, ¥ <x<4y’}; p(x, y) = —
y

2 5
R.a) —a’; b) —
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Exercitiul 9.3.7. Sa se calculeze coordonatele centrelor de greutate ale placilor plane de densitate p(X, y) :
a) D este limitat de y* = 4x + 4, y* = -2x + 4; p(x, y) = k;

T
b) D este limitatdey = cos x, y =0, - — <x < E;p(X:Y): L.
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2
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Exercitiul 9.3.8. Sa se calculeze momentele de inertie in raport cu axele de coordonate pentru placa plana
omogena, marginitd de dreptele x +y=2,x=2,y=2
R.4

Exercitiul 9.3.9. Si se calculeze momentul de inertie al placii omogene limitatd de cardioida r = a(l +
cosf) , 6 € [0, 2x] in raport cu originea.
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R.
16

Exercitiul 9.3.10. Si se calculeze momentul de inertie fatd de origine al placii plane neomogene
reprezentatd prin domeniul:

, X2 y2
D:{(X,y)ER |¥+—2 <1}

1
si avand densitatea n fiecare punct, p(x, y) = (bZX +a’ y +a’b? ) 2

R. %(a2+b2)(2—\/§).

Exercitiul 9.3.11. Sa se calculeze urmatoarele integrale :

a) m' (xyz + X)dxdydz , unde @ = [0, 1] x [0, 1] x [0, 1]
Q

b) m' x®y?zdxdydz , unde
Q
Q={(x,¥,2)€rR’|0<x<1,0<y<x,0<z<xy}

0) m (X+ Y + z)dxdydz , unde @ = [0, 1]x [0, 1] x [0, 2]

dxdydz , unde Q = [0, 2] x [0, 1] x [0, 3]

d)mm
Ra)—b) c)4d)\/_ 1

Exercitiul 9.3.12. Si se calculeze J..U f (X, y,z)dxdydz , in urmitoarele situatii:

Q
a)f(x,y, 2)=x+y, Q={(x,y, 2) ER} | X' +y* <22, 0<z<2}

X2 y2 ZZ
b) f(x, y, Q= : +-—+—=x<1
) f(x, y, 2) = X, {(XyZ)ERI 9 25 }
¢) f(x, y,z)—;2,Q:{(x,y,z)ER3|x2+y2+22516}
+yi+z
Z3
d) f(x,y, z) = ,
) 1xy.2) (y+2)(x+y+2)
Q={(x,y,2)€R*|x>0,y>0,z>0,x+y+z <1}
e) f(x,y,2) = 1

L+x+y+2)*



Q={(x,y,2)€rR®|x>0,y>0,z>0,x+y+z <1}
f)f(x, y, 2) =x + y+ 2, Q= {(x, y, z)eR3\0<z<1—x2—y2}

R.a) Z b)32nc)l6nd)— )—f)—

Exercitiul 9.3.13. Utilizdnd o schimbare de variabild adecvata, sa se calculeze urmatoarele integrale triple:
a) m (x? + y?)dxdydz , unde
Q

Q={(x,y,2)eR’|X*+y—2x<0,y>0,0<z <1}

b) m \/mdxdydz L Q={(x,y,2)€R’ X’ +y’ +2* <1}
Q

c) m' (X2 +y? + 2%)dxdydz ,
Q

Q={(xy,2)€R’|X*+y <az,0< z<h}
) [[[ 22dxdydz, Q= {00y, e R +y + 22 <Pl 4P 47 < 202
Q

€) J].J- \/dedde ,Q={(x,y,2)erR®| X} +y* +7° <x}
Q
" Iﬂ [(x—2)? + (y ~b)? + (2~ c)* pixdlydz,

2 2 2

Q={xy,2)er®| — +y—+—_1}
a C

bZ
) [[] (¢ +y? —2%)dxdydz , 2 ={(x y, )€ & |’ + ¥ + 2 <R%}
Q
59721" T
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f) 8?”abc[a2 +b? +c2] ;g)

Exercitiul 9.3.14. Si se determine volumul partii din cilindrul x?+y” = 2ax cuprinsa intre paraboloidul x* +
y? = 2az si planul xOy.
3ma’
4

Exercitiul 9.3.15. Sa se calculeze volumul corpului:
Q={(x,y,2) R’ | X* +y* + 7° <daz, x* + Y* + az < 42’}
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Exercitiul 9.3.16. Si se determine volumul corpului mérginit de suprafetele x* + y* + z2 = 3a? si x* + y* =
2az,z>0.

()

Exercitiul 9.3.17. Sa se calculeze volumul corpului limitat de suprafata



mabc® 1
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Exercitiul 9.3.18. Sa se calculeze volumul corpului limitat de suprafetele:
X+y+2 =1, +yY +7° =16, 2=x"+y,2=0,y=0,y=x.
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Exercitiul 9.3.19. Sa se determine volumul corpului marginit de:

2
XZ y2 Z2 _X?_ y2 22.
| S5 +5+—| =—+5——;
a2 2

b> ¢ a’> b*> c?
X2 y2 22 .XZ y2 22
b)—2+b—2+—2=2$1—2+b—2——2:0,Z20.
a C C
)y2+22 X i planul
) —+— =— siplanulx=a.
b> ¢* a?

d) (¢ + Y2+ =@ (< + Y — 2%)
e) (C+y +2%)°? =2’z

rlabcy2  4mabc n’a’®

b V2 -1); ¢) mabe; d) ——; &) —

a) 3 ) 3 ( ) ; ¢) mabe; d) 102 €) 3

Exercitiul 9.3.20. Sa se calculeze masa corpului

2 2 2
X z
Q=4(xY,2) >—2+y—2+—2£1
a~ b° c
stiind ca densitatea n fiecare punct este p(X, y, z) = 2|z|.
R.mabc’

Exercitiul 9.3.21. Sa se determine masa sferei
Q={(x,y,2)eR®|x*+y* + 7> < 3rz}
stiind ca densitatea 1n fiecare punct este egald cu patratul distantei de la origine la acest punct.

81 .
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Exercitiul 9.3.22. Sa se determine coordonatele centrului de greutate al corpului Q, cu densitatea de masa
p(x,y, z), daca:
2 2 2

_ S Xy 2 _
a)Q={(x,y,2)€ER |¥+b—2_c—2,OSZSc},p(x,y,z)—l
b) Q={(x,y, 2) €R®|x* +y* <2az, x*+y* + 72" < 3a%}, p(x, y, z) = |
) Q={(xy,2)€R®| Y +22°<4x,x <2}, p(x, ¥, 2) = 1
d) Q={(x,y, 2) €R®|x*+ V* + 2°< 21z}, p(x, y, z) = x> + y* + Z*
3c 5
R.a)xG:yGZO;zG:?;b))xG:yGZO;zG:§<6\/§+5)a;



C) Xg = z. =25=0;d))Xc=Ys=0;z¢ = 243r
c= =iY¥e=2c=0; 6=Ye=0,Zc= ——TI.
3 512
Exercitiul 9.3.23. Sa se calculeze momentul de inertie in raport cu axa Oz a corpului material omogen,
limitat de suprafetele x*+y*+z° =2, X* + y* = 72,
z>0.

R 2% (42 —5)
15

Exercitiul 9.3.24. Sa se determine momentele de inertie fata de axe si fatd de planele de coordonate, ale
2

X
elipsoidului omogen T + y2 +z% <1,

8 32 16 8
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