8. INTEGRALA CURBILINIE DE PRIMUL TIP

8.1. Notiuni teoretice si rezultate fundamentale
8.1.1. Drumuri si curbe in R”

Definitia 8.1.1.1. Se numeste drum n R? orice functie continui
v:[a,b]— R’ cua ber,a<h.

Dacia f;, f, ..., fy [a, b] = R sunt componentele lui y, atunci egalitatile
x = f,(t)
x, = f,(t)

,t € [a, b] se numesc ecuatiile parametrice ale drumului y.

x,=f,(t)
Imaginea drumului y se noteaza (y) si este :
() ={(fa(0), fo(1), ..., (1)), t € [a, b]}.
Ea este o submultime a lui R
Punctele y(a) si y(b) se numesc capetele drumului vy.
Drumul y : [a, b]— RP definit prin y"(t) =y(a + b —t) se numeste opului lui y.

Observatia 8.1.1.1. Evidenty(a) =y (b), y(b) =7 (a) si (y) = (v)

Definitia 8.1.1.2. Dacdy; :[a, b] — RP,y,:[b, c]— RPsunt doud drumuri siy;(b) = y»(b), atunci drumul
11 Y v2:[a c] — RP definit prin:

n(t)telab]

(1 Y y)() = {7/2 (O).teb.c]

se numeste juxtapunerea drumurilor y; si y,.
Observatia 8.1.1.2. Imaginea drumului y; U v, este reuniunea imaginilor drumului y; §i v».

Definitia 8.1.1.3. Un drum v : [a, b] — R se numeste neted daci functia y este de clasi C* pe [a, b] siy '(t)
# Ogf pentru orice t€ [a, b]. Drumul y se numeste neted pe porfiuni daci este juxtapunerea unui numar
finit de drumuri netede.

Definitia 8.1.1.4. Doui drumuri netede y; :[a, b] — R, v, : [a, p]— RP se numesc echivalente, cu aceeasi
orientare, daca exista h : [a, b] — [o, B] astfel incét:

1. heste de clasa C* pe [a, b]

2. heste bijectiva;

3. h este strict crescitoare ;

4. y1(t) = yo(h(t)) pentru orice te [a, b].

Observatia 8.1.1.3. a) Orice doud drumuri echivalente au aceeasi imagine, dar reciproca afirmatiei nu este
adevarata, adicd existd drumuri avand aceeasi imagine si care nu sunt echivalente (de exemplu y; :[0, 1] —
R (D) = (6, 0 si v2:[-1, 1] = R y2(t) = (%, 19)).

b) Faptul cd h este strict crescatoare corespunde intuitiv faptului ca imaginile lor sunt parcurse in acelasi
sens, ceea ce explica folosirea cuvintelor “cu aceeasi orientare” in definitia precedenta. Daca h este strict
descrescitoare, atunci y; este echivalent cu v .

¢) Relatia binara obtinutd pe multimea drumurilor netede prin definitia 8.1.1.4. este o relatie de echivalenta.



Definitia 8.1.1.5. Se numeste curba in R’ o clasd de drumuri echivalente din RP. Imaginea curbei este
imaginea oricarui drum continut in curba.

Observatia 8.1.1.4. Deseori se foloseste notiunea de curba in sensul de imagine a sa, care este o
submultime din R, ceea ce explicd urmitoarele afirmatii privind:

a) Curbein g%

e Daciy:[a, b] > R®este un drum neted in R? cu componentele

o x=1(0)
f, g :[a, b] = R, se spune ca egalitatile sunt ecuatiile parametrice ale
y=g9(t).te[ab]
curbei din care face parte drumul y

e Daciy:[a, p] — R?este dat de y(t) = (t, ¢(t)), atunci se spune ci
y=0(X), XE [a, b] este ecuatia explicita a curbei din care face parte drumul y.

e DaciF:A C R?>> Reste o functie de clasid C' pe multimea deschisi A < R?si ecuatia F(x, y)
= 0 defineste (local) implicit pe y ca functie de X, se spune ca F(x, y) = 0 este ecuatia implicita a
unei curbe in B?.

b) Curbe in R,

e Daciy:[a, b] > R®este un drum neted in R®, cu componentele f, g, h:[a, b] — R, se spune ci

x=f(t)
egalititile 3y = g(t) sunt ecuatiile parametrice ale curbei din care face parte drumul
2 =h(t),t e[a,b]
v.
5 3 _ . _y=0(x)
e Dacd vy :[0, B] — R’ este dat de y(t) = (t, o(t), w(t)), atunci se spune ca
z=w(X),x e[a,b]

sunt ecuatiile explicite ale curbei din care face parte drumul y.
e DaciF, G:A c R’>> R sunt doud functii de clasi C' pe multimea deschisa A < R®si
sistemul F(x, y, z) = 0, G(X, y, z) =0 defineste (local) implicit pe y si z ca functii de x, se spune ca
F(x,y,z2)=0 ) s
sunt ecuatiile implicite ale unei curbe in R”.

G(x,y,2)=0

8.1.2. Drumuri rectificabile. Lungimea unui drum.

Fie y :[a, b] — RS, y() = (f(t), g(t), h(t)) un drum in R®si A o diviziune a intervalului [a, b]
determinatidea=ty <t} <...<t,=h.

Punctele Mi(f(t), g(t), h(t)), i = 0,n determini o linie poligonald ale cirei varfuri apartin
imaginii lui vy.
Lungimea acestei linii poligonale este:

= 2= T+~ 9t )T +[E) ~he )T

si creste dacd diviziunea A este inlocuita cu o diviziune mai fina.

Definitia 8.1.2.1. Drumul y se numeste rectificabil daca multimea
{ls, A este o diviziune a lui [a, b]} este majoratd. Marginea superioard a acestei mulfimi se numeste
lungimea drumului v si se noteaza |, .

Teorema 8.1.2.1. Daci y :[a, b] — R, y(t) = (f(t), g(t), h(t)) un drum neted, atunci 7 este rectificabil si



L= [VIFOF +[g'OF +[NOF dt

Pentru calculul lungimii unui drum neted se pot folosi si urmatoarele formule:
e Dacd y este dat de ecuatiile explicite y = o(x), z = y(x), x€ [a, b], atunci: I, =

JVL+I0/ 0P + [y () dx

b
e Daci y:[a,b] — R y(t) = (f(t), g(t)) este un drum neted, atunci: I, = J.\/[f )] +[g'()]* dt

e Dacd y este un drum neted dat prin ecuatia explicita y = f(x), x€ [a, b], atunci: I, =
b
j 1+[f'(x)]% dx

a
Teorema 8.1.2.2. Un drum echivalent cu un drum rectificabil y este rectificabil si are aceeasi lungime cu vy.

Observatia 8.1.2.1. Din teorema anterioard rezultd ca toate drumurile ce apartin unei curbe netede au
aceeasi lungime, care va fi numita lungimea curbei.

8.1.3. Integrala curbilinie de primul tip

Fie vy :[a, b] — R®un drum neted si F : (y) — R o functie arbitrari. Pentru o diviziune d a
intervalului [a, b] determinata de
a=ty<t <..<t,=Dbsenoteaza cu l; lungimea arcului de extremitéti y(ti.1) si y(t;), iar 6 = (64, 0o, ..., 0y), 6;
€ [tig, ti] este un sistem de puncte intermediare.

Functiei F, diviziunii d si sistemului 0 de puncte intermediare
1 se asociaza suma:

o(F.d 0= Y F(6)]

i=1

Definitia 8.1.3.1. Functia F se numeste integrabild in raport cu arcul pe drumul y daca existd [€ R astfel
incét, pentru orice € > 0 existd § > 0 astfel ca, pentru orice diviziune d a lui [a, b] cu || d || < J si orice sistem
de puncte intermediare 0 sd avem:
|o(F,d,0)-1|<e.
Numarul real I se numeste integrala curbilinie Tn raport cu arcul sau integrala curbilinie de
primul tip a functiei F pe drumul vy si se noteaza:

| = jF(x, y,z)dl

Observatia 8.1.3.1. a) Dacéd F(x, y, z) = 1, pentru orice (X, y, z) € (y), rezultd imediat cd numarul I este

tocmai |, a arcului (y). Deci |, = Id| :

¥

b) Se poate demonstra ca daca y; si vy, sunt doud drumuri echivalente si F este integrabila in raport cu arcul
pe 71, atunci ea este integrabild si pe y, si cele doud integrale coincid. De aici rezultd ca, dacd F este
integrabila 1n raport cu arcul pe un drum v, atunci ea este integrabild pe orice drum din curba din care face
parte y si valoarea integralei este aceeasi. Aceasta justificd denumirea de integrald curbilinie (sau integrala
pe curba din care face parte ).

Teorema 8.1.3.1. Fiey :[a, b] — R’ un drum neted de ecuatii x =f(t),



y=9(t), z=h(t), t € [a, b] si F o functie continua pe un domeniu ce contine imaginea lui y. Atunci F este
integrabila in raport cu arcul pe drumul vy si

[Fexy.2)di = [F(£ 1), 90.hONIOF +[0'OF + [N OF dt

Observatia 8.1.3.2. Daci y :[a, b] — R’ este un drum neted de ecuatii
x =f(t),y=g(t), t € [a, b] si F: (y) > R este o functie continua, atunci F este integrabila in raport cu
arcul pe vy si

ROyl = [F(F @), g@WIF'OF +[g'®)]dt

Teorema 8.1.3.2. (Proprietati ale integralei curbilinii de primul tip)
Fiey :[a, b] — R®un drumneted, F, G : (y) — R continue.
Atunci:

j (aF (X, Y, 2) + BG(X, y,2))dl = & j F(x,y,z)dl + j G(X, v, 2)dI (liniaritate)

/4

e Daci F(y(t)) > 0 pentru orice t € [a, b], atunci
J.F(X, y,z)dl >0 (monotonie)
¥

[Fxy,2)d

< J|F(X, Y, Z)|d| (estimarea modulului integralei)
e

e Existit € [a, b] astfel Incét J.F(X, y,z)dl = F(y(t")) - I, , unde I, este lungimea drumului y

Y
(formula de medie)

. j F(x,y,2)dl = j F(x,y,z)dl + j F(x,y,2z)dl (aditivitate faga de drum)
n\ra 7 72

. J.F(X, y,2)dl = IF(X, y,2)dl (independenta de orientare)
y v

8.1.4. Aplicatii ale integralei curbillinii de primul tip
8.1.4.1. Lungimea unei curbe

Curba reprezentata de drumul neted y de ecuatii x = f{t), y = g(t),
z=h(t), te [a, b] are lungimea |, = Idl .

Y
8.1.4.2. Masa unui fir material

Daca imaginea (y) a drumului neted y modeleaza un fir material, iar p : (y) — R este o functie
continud care asociaza fiecarui punct

(X, ¥, ) € (y) densitatea p(x, y, z) a firului in acel punct, atunci masa firului este m = I p(X, y,z)dl
Y

8.1.4.3. Centrul de greutate al unui fir material



Coordonatele centrului de greutate al firului (y) a carui densitate in punctul (x, y, z) este p(X, y, z)
sunt date de egalitatile:

jx,o(x, y,z)dl _[yp(x, y,2)dl jz,o(x, y,z)dl

ST ety ad T Tatyad T [ty 2l

8.1.4.4. Momentele de inertie ale unui fir material

Momentele de inertie ale firului material (y), avand densitatea
p(X, y, z) in punctul (x, y, z), In raport cu axele Ox, Oy, Oz sunt:

W= [(y* +2°)p(x, . 2)dl
l, = j(x? +29)p(x,y,z)dl ;

2 2
= [ +y?)p(x,y, 2)d
7
8.1.4.5. Atractia exercitata asupra unui punct material de catre un fir material

Punctul material M(Xo, Yo, Zo) avdnd masa m,, este atras de firul material (y), cu densitatea p(x, y,
z) In punctul (X, Y, z), cu o fortd ale carei componente sunt:

F, = kmoI _ (X=%,)p(X, Y, 2) T
b4 _(X_Xo)2 +(y_ yo)2 +(Z_ Zo)z_

Fy= ko[£ (Y=Yo) (% Y,2) .
b4 _(X_Xo)2 +(y_ yo)2 +(Z_ Zo)z_

S @-2)pley?)
4 _(X_Xo)2 +(y_ yo)2 +(Z_ 20)2_

Aici k este o constanta ce depinde de alegerea unitatilor de masura.



