6. INTEGRALA SIMPLA.
INTEGRALA SIMPLA CU PARAMETRU

6.2. Exercitii rezolvate

Exercitiul 6.2.1. Sa se calculeze urmétoarele integrale:
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b) Aplicam de doua ori formula de integrare prin parti:
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d) Se observa cd ————=| ——- si folosind formula de integrale prin parti, obtinem:
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Pentru calculul acestei din urma integrale folosim descompunerea in fractii simple, §i anume:
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Un calcul simplune aratica A=1,B=-11C=0.
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e) Se foloseste a doua formula a schimbirii de variabili. Facem schimbarea de variabild v€* —1=t, adica
x=1In (1 + ). Integrala devine:
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f) Se foloseste schimbarea de variabila tg E =t, de unde x = 2arctg t si integrala cerutd devine:
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g) Folosim schimbarea de variabila x = 2sin t
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h) Efectudm schimbarea de variabild ,|—— =1t, deci X = 5 - Integrala devine:
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Exercitiul 6.2.2. Si se determine aria domeniului D C R? mérginit de graficul functiei f(x) = e”sin x, x
€R, axa Ox si dreptele x = 0 si x = 27.

Solutie. Tinand seama de 6.1.6.1. avem :

2 V3 2
a(D) = Ie‘x lsin x|dx = Ie‘x sin xdx — _[e‘x sin xdx .
0 0



Integrand prin parti, obtinem
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Rezulta: je‘x sin xdx = E(e‘” +1).
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Rezulta: Ie *sin xdx:—z(e 7 1 ”).

Prin urmare, a(D) = %(e‘” +1)+%(e‘2” +e‘”)= e +%+%e‘2”.

Exercitiul 6.2.3. Si se determine volumul corpului Q< R® obtinut prin rotirea in jurul axei Ox a graficului
functiei f: [0, 1] — R, f(X) = cos X.

Solutie. Tinand seama de 8.1.6.2., deducem:
71+ cos 2x z(_ sin2x\"  #?
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v(Q) = 7Z'I cos® xdx = 7z =
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Exercitiul 6.2.4. Si se determine lungimea graficului functiei
f:[0, 1] — R, f(x) = arcsin ™

Solutie. Tinand seama de 6.1.6.3., obtinem:
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— In(t+t? —1)‘e —In(e+e? —1).
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Exercitiul 6.2.5. Sa se arate ca funtia F: (1, 0) - R



zl2
F(x) = Iln(xz —sin? t)dt este continud pe (1, 00) .
0
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Solutie. Functia f: (1, o) X {O,E} — R, f(x, 1) = In (x* - sin’) este continud pe (1, ) X

T
{O, > :| , fiind compunere de functii continue (evident, pentru orice (x, t) € (1, %) X { ,—:| avem X°—
sin’t >0).

Exercitiul 6.2.6. Fie F: (-1, 1) — R, definita prin:
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F(x) = _[i-ln(1+xcost)dt
v cost

Sa se arate ca functia F este derivabild pe (-1, 1) si sa se determine derivata ei
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Solutie.Functia f: (-1, 1) X {O, E} —R,

f(x, t)= 1 In(1+ x cost)
cost

T
este continud pe (-1, 1) X {O, E} , fiind compunere de functii continue.
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— este evident continui pe (-1, 1) x | 0,— |.
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Deci F este derivabild pe (-1, 1), iar F’(x) = I —dt.
5 1+ Xxcost
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Facand schimbarea de variabild tJ —= u, obtinem
u=1
F'(x)=2 Jl. ! du = -arctgu, [—— 1-x
X)= =
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Exercitiul 6.2.7. Folosind posibilitatea de derivare in raport cu parametrul, sa se calculeze integrala
7l2

F(x) = ! -|n1+XCOStdt,undexe(—l,l).
, cost  1-xcost

Solutie. Integrala cerutd nu poate fi calculatd prin metode elementare. Sunt satisficute insa
conditiile teoremei 6.1.7.3. pentru functia



1 1
L x |07 | fx = ——— In XSt cadar functia
2 cost 1-xcost

S| 1+ xcost

F:(-1,1) >R, F(X) = _[ -In dt este derivabili pe
. cost  1—xcost
zl2 1
-1, siFPx)=2 dt, pentru orice x € (-1,1).
-([ (1+ xcost)(1— xcost)
Integrala obtinuta se mai poate scrie:
7l2 1 7l2 1
F(x) = _[ ——dt+ I ———(t
5 1+ Xcost , 1—Xxcost
t

si folosind substitutia tg E = u, se obtine:

1 1

F'(x) = J' u+2|
5 1+x)+(1 x)u o (11— x)+(1+x)u
. 2 1-x I+x | oo . , .
adicd F’(x) = ————"| arctg,/—— +arctg.,/—— | si folosind egalitatea trigonometrica arctg a +
J1—x2 1+Xx 1-x
1 = _
arctg — = —, obtinem
a 2
T .

F(x)= , pentru orice x € (-1, 1), de unde deducem ca

V1-x°
F(x) = marcsin x + C, unde C trebuie determinat.

Facand pe x = 0, obtinem F(0) = C si, cum din relatia de definitie F(0) = 0, rezulta C = 0. Prin
urmare, F(x) = & arcsin x , pentru orice
xe(-1,1).

Exercitiul 6.2.8. Folosind posibilitatea inversarii ordinii de integrare in integralele depinzand de un

parametru, sd se calculeze .[ f (x)dx, unde
0
f: [0, 1] — R este functia definita prin :

B_yo
X X#0,Xx=#1,unde0<a<f
In x
f(x) = 10, x=0
B-a, x=1

Xﬁ —x“ B 1 118
Solutie. Observam cd ———— = .[Xtdt , deci I f(x)dx = I IXtdt dx
In X a 0 0«

Cum teorema 8.1.7.5. este aplicabild, schimband ordinea de integrare, obfinem:
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.([f(x)dx: !:Mx‘dx}dt: {md‘:'”ﬂ;
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