5. FUNCTII IMPLICITE. EXTREME CONDITIONATE.

5.2. Exercitii rezolvate

Exercitiul 5.2.1. Si se determine y’si y’” dacd y = y(X) este o functie definitd implicit de ecuatia (x* + y?)®
—3(x*+y?)+1=0.

Solutie. Fie F(x, y) = (X* + y?)* = 30 + y?) + 1, (x, y) € R%. Evident F este de clasa C' pe R%

oF (X, y) =6x(X* +y* - )(x* +y* + 1)
OX
F (X, y) =6y(X’ +y* - )(x* +y* + 1)
oy

8_ (X, y)= 0 daca si numai dacd y = 0 sau x* + y* — 1 = 0. Prin urmare, ecuatia F(x, y)= 0 defineste pe y ca

functie de X in vecindtatea oricarui punct (Xo, Yo) din multimea D = {(x, y) € R%: y #0, x* + y* — [ # 0} care
verificd ecuatia datd. Pentru orice x dintr-o vecinatate a punctului X, ecuatia data are solutie unica y(x).

. X
Obtinem, y’ = - —.
y
X
' y+Xx-— 2 2
. s YTXY y _ ¥y +X
Calculul direct arata ca y”” = - > =- > =- T -
y y y

Exercitiul 5.2.2. Sa se determine derivatele partiale de ordinul intéi si al doilea ale unei functii z definita
implicit de ecuatia: X~ 2y* + 32 —yz + y=0
Solutie. Fie F(x,y, z) = x*— 2y* + 32> —yz +y. Evident, F este de clasa C pe R®.

oF oF oF ,
— Y. 2)=2%X — (X, ¥,2)=-4y—-z+1, — (X, v, 2) = 62— . Ecuatia F(X, y, z) = 0 defineste pe z ca
OX oy oy

functie de variabilele X, y in vecinatatea oricdrui punct (Xo, Yo, Zo) din multimea D = {(X, y, 2): F(X, ¥, 2) =
0,6z -y# 0}

Pentru orice (x, y) dintr-o vecinatate a punctului (Xo, Yo) ecuatia data are solutie unica z(x, y). Calculul direct
arata ca:

0z 0z —4y—-z+ L o 5
6_ (X, y)= -6—_, E X, y)= - 62——y Derivand inca o datd, tindnd seama ca z = z(X, Y)
obtinem :
oz 2X
—V)=2X-6-= 2(6z-y)+2x-6
6_22()( )= 2(62-y) - 2x Gax _ 6z=y) 6z—y _ 2(6z-y)® +24x’
ox* (6z-y)* (6z-y)* (6z-y)®
oz oz
—(6z-y)—(-4y-z+1)-6—
oz ox P22 6L ax(esy—6)
oxdy (62-y)* (6z-y)°
0z 0z
—-4——|6z-y)—(-4y-z+1)|6—-1
2 ( 8yj( y)—(-4y )( & j
— X y)=- > =
oy (6z-y)

_ 150z* —50yz+50y —100y* — 6
(62 -y)° '




0’z 0%z
oXoy  OyoX

observand ca F este de clasd C?, de unde deducem ci z este de clasa C? si, prin urmare, derivatele mixte
sunt egale.

Printr-un calcul asemanator se aratd ca . Acecastd egalitate se poate deduce

2

Exercitiul 5.2.3. Sa se calculeze (1, -2) daca 7 este functia definitd implicit de ecuatia x* + 2y* +

32 + xy —z—9 = 0'si de conditia z(1, -2)= 1.

Solutie. Functia F(x, y, z) = x* + 2y* + 32° + xy — z — 9 si punctul (1, -2, 1) satisfac conditiile teoremei
51.1.2

F xy.z(x.y))

0z OX 2X+Y
~ (X, y):' =-
0 oF 2 _
X Tyzxy)  F L
0z
oF
7 X1 y ’
o2 ay( Y, Z(X,Y)) ty+z
~ (X, y):' =- 2
oy 9z° -1

ZF(x,y,z(x,y))
Z

pentru orice (X, y) dintr-o vecinatate a punctului (1, -2).
0z
, (9z% 1) — (4y + z)(18z ax)
X, y) = - .
axay &Y 922 —1)?

Atunci

0z 9%z g8 1
Deoarece z(1, -2) =1, — (1, -2) = O rezulta 1-2)=- 5=—-.
OX OX 8 8
Exercitiul 5.2.4. Sa se determine derivatele partiale de ordinul intéi si doi ale functiilor u = u(x, y) si v =
v(x, y) definite implicit de sistemul
{u +V-X-y=0

Xu+yv-1=0
Solutie. Fie Fi(X,y,u,V)=u+v-Xx-ysiF(X,y,u,v)=xu+yv-1
Calcule simple aratd ca:
oF, oF, oF,  oF
=-1 =-1, — =1,

ox oy ou o
oF, oF, oF, oF,

:ul :V, :)(, :y
OX oy ou ov
D(R,F) ) 11
y—X
D(u,v) [xvy
D(F.F) F) -11
__y_u
D(x, V) uy
D(R.F) _|-1 1‘
_-y_\/
D(y.,v) |Vvy




. —y-u _y+u ~du _y+vVv oV U+X ov

Rezultd cd — =- = si— = pentruy - x#0. Analog — = - , — =
OX y—X y-X 0y y-—-X OX y—X oy

V+ X

y-x

Derivatele de ordinul doi se calculeazd folosind regula de derivare a catului si tindnd seama ca u = u(x, y), v

=v(x,y).

ou
J: K Y0y +u(=D) _2(y+u)
(y-x)* (y-x)*

+VJ: TO-0-HED
X (y-x)* (y—x)*

(1+Z;J<y—x)—(y+v)

’u 8(y+vj_ _—2(x+V)
oy*  oy\y-x (y-x)* (y-x)°
. _0°v 9°v P
Analog se determina > , 5
OX° 0Oxoy oy
Exercitiul 5.2.5. Si se determine extremele unei functii implicite y = y(x) definiti de ecuatia x> + 8y* — 6xy

=0.

- s oF )
Solutie. Fie F(x, y) = x® + 8y° — 6xy. Avem 8_ (X, y) = 3x“ — 6y,
X

oF )
— (X, y) = 24y° — 6X.
oy

Ecuatia F(x, y) = 0 defineste pe y ca functie implicita de variabila X in vecinatatea oricarui punct
(Xo, Yo) din multimea

D={(x,y) €R% x> +8y’—6xy =0, 4y* - x # 0.

Pentru orice x dintr-o vecinatate a punctului X, avem:

“ 1 x*-2y
) =- —-
d 2 4y —x
2 —

X®—2y=0 X, =32
y'=0< x> +8y° —6xy =0 = 34

4y* —x #0 Yo=—7~
yreg=- L. (2x=2y'(X))(4y* —x) = (x* = 2y)(8y - y'(x) —1)

2 (4y* —x)?
2
Deoarece y’(xo) = 0, deducem ca y’’(xo) = ——-% = -1 <0 sideci xp = %/E este punct de
2 (4YO - Xo)
maxim pentru functia y = y(X) definitd implicit de ecuatia datd in vecinatatea acestui punct; valoarea
- Y4

maxima a lui y este y(Xo) = Yo = 7 .

Exercitiul 5.2.6. Sa se determine extremele unei functii implicite z = z(X, y) definitd de ecuatia



5x? + By + 572 — 2xy — 2xz2 —2yz— 72 =0
Solutie. Fie F(x,y, z) = 5x* + 5y* + 5% — 2xy — 2xz — 2yz — 72.

oF
Evident, in orice punct (x, y, z) € R®, avem: 6_ =10x — 2y — 2z,
X

oF oF ) a3
— =10y — 2x - 2z, 8_ =10z — 2x — 2y. Deci F este de clasa C™ pe R”.
z

Ecuatia F(x, y, z) = 0 defineste pe z ca functie implicita de variabilele X si Yy in vecinatatea oricarui punct
(Xo, Yo, Z0) din multimea
D = {(x,y,z) € R®*:5x°+5y*+57°— 2xy — 2xz — 2yz - 72 = 0, 10z — 2x — 2y # 0.

0z y+z-5x o0z X+2z -5y
Avem —(X,y)= ——— si — (X, y)=———
OX 52-x-y oy 9Z—-X-Y
0z y+z-5x=0
a_x=0 X+z2-5y=0
=
9z _y 5x2 +5y? +52% —2xy —2xz —2yz—72=0
oy 9Z-x-y=#0
_ Xx=y=1 Xx=y=-1
adicd sau .
z=4 Zz=-4

Derivatele partiale de ordinul doi ale Iui z sunt :

0z 0z
(ax —5)(52 -X-Yy)—(y+z —SX)(SaX —1)

0T -
ox? Y (5z-x-y)?

0z 0z

—=5|5z-x-y)-(x+z-5y)|5—-1
5% (ay j( y)—( y)( & j
dy (5z-x-y)

oz 0z

022 . (1+axj(Sz—x—y)—(x+z—5y)(58x—1)
oxoy i (5z-x-Yy)®

Tinand cont de teorema 5.1.1.2. ecuatia data defineste in mod unic pe z ca functie de X si Yy pe o vecinatate
a punctului (1, 1, 4). Punctul (1, 1) este punct critic pentru aceasta functie si z(1, 1) = 4. Hessiana lui z in
(1, 1) este

> 1
Hen=| % 18
18 18
Ay =- — <0siA; = — >0. Prin urmare, (1, 1) este punct de maxim local pentru functia z = z(x, y)

18
definita implicit de ecuatia data in vecinatatea acestui punct, iar valoarea maxima este z(1, 1) = 4.
Analog, (-1, -1) este punct critic pentru unica functie z = z(X, y) obtinuta aplicand teorema 5.1.1.2.
ecuatiei date si punctului (-1, -1). Hessiana acestei functii este



5 1

Hy(-1, -1) = 181 %8

18 18
Deoarece A; = E> 0siA; = E > 0 rezulta ca (-1, -1) este punct de minim pentru aceasta functie.

Valoarea minima este z(-1, -1) = - 4.

1
Exercitiul 5.2.7. Sa se determine extremele functiei f(X, y, z) = X + y+ z conditionate de —+—+— =1.
Xy z
- 1 1 1
Solutie. Fie F(x,y,z) =x+y+z+A| —+—+——1| cux£0,y#0,
X Yy z
oF A
—Xy)=1-—=0
oX X
oF A
E(va) :1_7 =0
z # 0, L€ R. Rezolvand sistemul
oF A
—xy)=1-—=0
0z z
1 1 1
—+—+—-—-1=0
X Yy z
se obtin solutiile A\ =9, X; =y; =2, = 3.
7»2=1,X2=y2=1,22='1
7»2=1,X3=23=1,y3='1
7»2=1,Y4=Z4=1,X4='1
Fie ©(X, y) = F(X, , z(X, y)) restrictia lui F la mul{imea
1 1 1
M={KxvVy,2: —+—+— =1}
X Yy z
0o oF oF oz 0od OF OF oz
Atunci — = — + — — si — = — + — — unde
OX OX OXox oy oy o0zoy
1 1
Z = 2(X, y) este definita implicit de restrictia —+—+— = 1.
X 'y z
. - . oz 7 o0z 7?
Derivand restrictia in raport cu X (respectiv y) obtinem — =- —- (respectiv — = -— ).
oX X 0 y
2> o0 z? , . o
Rezultacd — =1- — =1- —-. Calculand derivatele partiale de ordinul doi obtinem:

ox Y y?
O’®d  2z%(z+x) o'® _ 2z° o*® _ 2z°(z+y)
ox2 - x4 ' oXay - Xzyz' ayz B y4
4/3 2/3
2/3 4/3

minim pentru @, deci (3, 3, 3) este punct de minim conditionat pentru f.

4 4
Obtinem Hg(3, 3) = [ J Deoarece A; = g >0, A, = g > 0 rezulta ca (3, 3) este punct de



me = & T ma=(0 Hsmay=[° 2
<1>(:)—_20,¢(,)—20$1<1>(,)—20.

in aceste cazuri valorile proprii sunt solutii ale ecuatiei A* — 4 = 0 adicd A;, = + 2, ceea ce arati ci
punctele stationare (1, 1, -1), (1, -1, 1) si
(-1, 1, 1) nu sunt puncte de extrem conditionat.
Exercitiul 5.2.8. Si se determine extremele functiei f(X, y, z) = xyz conditionate de X + y* + 2> = 1six +y
+2=0.
Solutie: Fie F(x, y, z) =xyz + 4 (C + Y2+ 22 - 1) + Jp(x +y+ 2) cu
xy,2) € R®, M, A, €R. Rezolvam sistemul

g(x,y,z) =yz+2h,X+A, =0
X
%(x,y,z):xz +20,Y+1, =0

%(x,y,z):xy4r2klz+k2 =0

x*+y*+z7 =1
X+y+z=0

Adunand primele trei ecuatii si tinand cont de ultima, obtinem
xy +xz +yz + 31, =0, iar din

X2 +y? +2° =(X+y+2)° —2(xy + X2 +Y2)
x> +y?+z° =1

X+y+z=0
1 . 1
rezulta Xy + X2 +yz=- — decid, = —.
Scazand primele doud ecuatii obtinem (y - X)(z - 24;) = 0. Dacd y = X obtinem punctele

( 1 1 2 j . ( 1 1 2 J
_l_l__ sl __l__l_ .
J6 V6 6 J6' V6 /6
Considerand acum z = 24;, inmultind prima ecuatie cu X, a doua cu Yy, a treia cu z si adunand
3xyz+2i, =0
rezulta .
z=2\,
Deci 3xyz +z = 0 de unde z = 0 sau 3xy = -1.
3xy =-1
Se observa cd z = 0 nu convine, iar din X% + y2 +2% =1se obtin solutiile

X+y+z=0

Gkl G ()

M\ se calculeaza in fiecare caz din relatia 3xyz + 24; = 0. Fie acum



O(x) = f(x, y(x), z(x)), unde y = y(x), z = z(x) sunt explicitari locale ale sistemului de restrictii

{x2+y2+22:1

X+y+z=0
of : -
Rezulta ca @’(X) = — + — *y’(x) + — *z’(x). Derivand membru cu membru restrictiile rezulta
ox oy 0z
2X+2y-y'(X)+2z-2'(x)=0
1+y'(xX)+z2'(x)=0
Z-X . X—y
de unde y’(x) = siz'(x) = .
y—-2 y-z
of of . 2 .
Cum — =yz, — =xz, — =Xxy obtinem @’(X) =yz—Xy —XZ + X" si®’(X) =y z+yz -y —xy' - 72—
OX oy 0z

xz’ + 2x = 2(2x -y - Z). Deoarece CD”(

6 1 1 2
— | = —= >0rezultaci | ——,—,—— | si
JEJ J6 (\/6\/5 x/EJ
1 2 1

- 1
(— —— —j sunt puncte de minim conditionat. Valoarea minima este - —— . Analog, deoarece

J6' 6 /6 3J6

1 2 1 1
puncte de maxim conditionat, iar valoarea maxima este —— . Punctele (— —,—,— | si
3J6 J6 '\6 /6
( 2 L L J trebuie analizate td 1 tisf: ditia y #
—_— separat deoarece ele nu satisfac conditia y # z.
J6' V6 6
In vecinatatea fiecaruia dintre ele sistemul de restrictii defineste implicit pe X si pe y ca functie de
Z.
Derivand n raport cu z sistemul de restrictii obtinem:
2x-X'(2)+2y-y'(z2)+2z2=0
X'(2)+y'(2)+1=0
A
X'(z) = y
X-y
adica yXEY.
, Z—X
y'(2) =
X —

Restrictia functiei f la multimea M poate fi scrisa acum astfel:

y(z) = f(xE), @) 2).

e o,
Deciy'(z) = — x'(z2)+ — y'(z)+ — =2 —-yZ—xz+xy, X +).
OX oy 0z

W) =2z—-yz-y—-xy—-x+txy+xy =202z-X-Y).



1 6 2 1 1
Se observacd y’’'| — | = —= >0, deci | ——=,—=,——= | este punct de minim conditionat,
(\/6 j J6 [ 6 /6 /6 j
iar valoarea minimé este n timp ce [ L J -8 < 0, deci ( L J este
- 'l —— 1= i _—
J6 V&) 6 NG
1

punct de maxim conditionat, iar valoarea maxima este \/_ .

Exercitiul 5.2.9. Si se determine inf f(A) si sup f(A) daca f :R> — R este f(x, y) = 5x* + 3xy + y* si A = {(x,
y)e R E+y <]}
Solutie. Deoarece f este continud, iar A este multime compacta, rezultd ca marginile inf f(A) si sup f(A)
existd si sunt atinse.

Determinam punctele stationare ale lui f.

of
—(X,y)=10x+3y =0
X
Sistemul are solutie unica X =y = 0.

of
—(X,y)=3x+2y=0
oy

Deci f are un singur punct stationar (0, 0) si acesta se afla in interiorul lui A.
Functia Lagrange este F(X, y) = 5X° + 3xy + y* + A(x* + y* - 1).Din sistemul

g(x,y):lox+3y+27»x:0
X

oF
5 (X,y¥) =3Xx+2y+2AX =0 se obtin patru puncte stationare pe frontiera lui A, anume

x?+y?=1

(s s ) o)

Calcule elementare arata ca f(0, 0) = 0, f[i , Lj = E, f[—
J10
f(i _ij 1
Jio' J10) 2
f(_i i} 1
Ji0'vio) 2

Rezultd ca inf f(A) = f(0, 0) = O'si

supf(A)—f[\/_ \/1_) f(—%,—%}z%.

Exercitiul 5.2.10. Si se determine punctele curbei X° + xy + y? = 1 care sunt cele mai depirtate de origine.
Solutie. Trebuie sa determindm punctele de extrem ale functiei
f(x, y) = x* + y? (patratul distantei de la (x, y) la (0, 0)) conditionate de
Xe+xy+y =1
Functia Lagrange este F(x, y) = X2 +y* + Ax® + xy + y* - 1)



§:ZX+ZXX+xy:O
oX
%:xx+2(l+x)y:0

XZ+xy+y>=1

2
Solutiile sunt: A; = -2 cu doud puncte stationare (1, -1) si (-1, 1) si A, = -E cu doua puncte stationare

V'V3) L V3B
sunt puncte de maxim conditionat.

1 1} ( 1 1)
_l_ sl __1__

depértate de origine, situate pe curba data sunt (1, -1) si (-1, 1).

1 1 1 1
( J, [ j Aplicand metoda prezentatd in exercitiul 5.3.9. se arata ca (1, -1) si (-1, 1)

Punctele [ sunt puncte de minim conditionat. Punctele cele mai



