11. INTEGRALA CURBILINIE TN RAPORT CU COORDONATELE. CAMPURI DE
GRADIENTI

11.1. Notiuni teoretice si rezultate fundamentale
11.1.1. Elemente de teoria cAmpurilor

Definitia 11.1.1. 1. Fie D  R® o mulfime deschisa. O functie U:D —R se numeste camp scalar.

Daca U:D —R este un cdmp scalar fixat si c € R este fixat, suprafata (Sy) de ecuatie
U(x, y, z) = ¢, se numeste suprafati de nivel constant asociata campului U si numarului c.

Daci D R® si CER este fixat,curba (vo) de ecuatie implicita U(x, y) = ¢, se numeste curba de
nivel constant asociata campului U i lui c.

Definitia 11.1.1.2. Fie A si B doud puncte oarecare din R®. Perechea ordonati (A, B) se numeste Vector
-

tangent la R® in punctul A (sau segment orientat sau vector legat) si se noteaza AB . Punctul A se

numeste originea sau punctul de aplicatie al vectorului.

5

Daci O = (0, 0, 0) este originea lui R, atunci OB se numeste vectorul de pozitie al punctului B.

-

Punctul V = B - A€R® se numeste partea vectoriald a vectorului tangent si in loc de AB
- -

putem nota V, sau chiar V' daca punctul de aplicatie se subintelege.

Definitia 11.1.1.3. Doi vectori tangenti care au aceeasi parte vectoriald, dar au puncte de aplicatie diferite
se numesc paraleli.

Definitia 11.1.1.4. Dacd A € R® este fixat, multimea tuturor vectorilor tangeni 1a R® in A se numeste spatiu
tangent la R® in punctul A si se noteazd cu ThR®.
Spatiul tangent se organizeaza ca spatiu vectorial cu operatiile

V. +W, = (V +W), sixV, = AV
v, .

si este izomorf cu R®, izomorfismul fiind dat de corespondenta V —

—

Norma (lungimea) vectorului V, se defineste prin

IVa =1V

Produsul scalar n TAR? se defineste cu ajutorul produsului scalar din R® prin
> >
VoW, ) = (V,W).

- -
Daca <V ,W> =0, atunci V, , W, se numesc ortogonali.

Un sistem ordonat de trei versori (vectori de norma 1) reciproc ortogonali, tangenti la R* In A se

numeste reper in punctul A.
e -
Daca {E,, E,, E, } este un reper in punctul A, atunci orice V € T,R® se scrie

v :<V,E1>-El+<V,E2>-E2+<V,E3>-E3

- - -
Numerele reale v; = <V, E, > i =1,2,3 se numesc componentele lui V' 1in raport cu reperul fixat.



o — T o 7 I d
Dacé notam i, = (1,0,0), , j, = (010),, k, = (0,01), atunci reperul {i,, j,, K, } se numeste
reper natural in punctul A, iar componentele unui vector in acest reper se numesc componente
euclidiene.

- -

5
Definitia 11.1.1.5 O functie V' care asociaza fiecirui punct A din D < R® un vector V A =V (A), tangent
la R®Tn A se numeste cAmp vectorial.

- - -
Definitia 11.1.1.6. Daca V : D — U TaR® are proprietatea ca \I (A,) este paralel cu V (A,) pentru
AeD
5
orice Ay, A,€ D, atunci V' se numeste camp vectorial paralel sau constant.
> o
Campurile paralele i, j,k definite prin

2 o o o >

FA) =0, JA=j4 k@A) =k,
se humesc campuri fundamentale.

-
Se poate demonstra ci, daci V : D — U TaR? este un cAmp vectorial, atunci exista trei functii reale
AeD
Vi:D—R ,i=1, 2, 3astfel incét
- -

- : =
V :Vl' | +V2'J +V3‘k

N
Functiile scalare Vi, V5, V3 se numesc componentele euclidiene ale campului V .
-
Se observi ci orice cAmp vectorial V :D— U TaR? este echivalent cu o functie vectoriala
AeD

V DSR2V (A) = (Vi(A), Va(A), Vs(A))

5
unde V3, V,, Va:D —R sunt componentele euclidiene ale cdmpului vectorial V . Spunem ci un cAmp este
de clasa C* daca componentele sale sunt de clasa C¥.

Definitia 11.1.1.7. Fie D R® 0 mulfime deschisd si U:D —R un camp scalar de clasa C' pe D.

Campul vectorial \7 definit prin
\_/)zgradU:&._i).FQ.j.F&.E
OX oy 0z

se numeste camp de gradiengi asociat campului scalar U.
Priu urmare, in orice punct A € D, gradientul cAmpului scalar U este

ouU > oU > ouU -
(grad U)(A) = —(A)- i, +——(A)- jo+—(A)- Kk,
OX oy oz
Proprietatile de calcul ale gradientului rezulta direct din proprietatile derivatelor partiale.

BN

Definitia 11.1.1.8. Fie Fie DCR® o mulfime deschisa si N un camp vectorial de clasi C* pe D, de
-

componente Vs, Va, Va:D —R . Se numeste divergenta cdmpului vectorial V' campul scalar

divV :D-R ,divV = 0 1.|.a 2+6 3
ox oy oz




N
Se numeste rotorul campului vectorial V' campul vectorial

otV = (%_%j.ﬁ[%_%jj{avz —lej-ﬁ

oy oz oz oX ox oy
Aceasta egalitate poate fi retinuta usor folosind scrierea formala
> 77
i ]k
> |0 0 0
otV =|— — —
ox oy oz
V, V, V,

(“dezvoltand” acest determinant simbolic dupd prima linie)

Observatia 11.1.1.1. Existd o posibilitate de uniformizare a proprietatilor de calcul ale gradientului,
divergentei si rotorului, pentru cdmpul de clasa C*, cu ajutorul unui operator simbolic:
o > 0 7 0 7
V=—-i+— - j+—-k
OX oy 0z
numit operatorul lui Hamilton sau operatorul V (nabla).
Cele trei operatii de baza din calculul vectorial (inmultirea cu scalari, produsul scalar, produsul
vectorial) aplicate “vectorului” V' vor conduce la cei trei operatori diferentiali definiti anterior.

0
Astfel, convenind sa definim “produsul” lui a—(respectiv, a—, a— ) cu un camp scalar ¢ ca fiind
X y

6—(0 (respectiv, 6_(0 : 8—(0) obtinem:
OX oy oz

- dacd U este un camp scalar de clasd C*, inmultirea dintre “vectorul” V si campul scalar U conduce la
o > oUu =~ ou »
VU= — . -i+—- j+— -k =gradU
OX oy 0z
N
- daci V este un cAmp vectorial de clasi C* de componente V3, V., V3 produsul scalar dintre “vectorul”

N
V si campul vectorial V conduce la:

ooV, Y, | o, -

V-V = =divV
OX oy oz
5
- produsul vectorial dintre “vectorul” V si campul vectorial V' conduce la
> 2
i ]k
> |0 0 0 v
VxV=— — —|=rotV
ox oy oz
Vl VZ V3

Observatia 11.1.1.2. Cand un cdmp descrie un fenomen care are anumite simetrii, atunci este mai comod a
se lucra in alte coordonate decét cele carteziene, deoarece gradientul, divergenta, rotorul au expresii mai
simple.

De exemplu, daci U este de forma U(X, y, z) = f(x* + y?) atunci acest cAmp se numeste CAmMp cu
simetrie axiald, suprafetele de nivel constant sunt, in acest caz suprafete cilindrice, iar studiul unui
asemenea camp se face ugor utilizand coordonatele cilindrice.



Analog, daca U(x, y, z) = f(x* + y? + 7°) atunci U este cAmp cu simetrie sferici, suprafetele de
nivel constant sunt sfere concentrice, avand centrul in origine, iar pentru studiul unui asemenea camp sunt
indicate coordonatele sferice.

Fie D—R® o multime deschisa si 7:D — R* o schimbare de coordonate de componente fi, f,, f; si
fie D" = T(D).

Punctul curent din D" are coordonatele carteziene x, y, z si coordonatele curbilinii u, v, w astfel

Tncat
x=f,(u,v,w)
y=f,(u,v,w)
z=f,(u,v,w)
Vectorul de pozitie al punctului curent din D este
- - - -
r=fiu,v,w) i +fu,v,w) J +fu,v,w) Kk
- - - - - -
Notam cu €,, €,, €, versorii vectorilor r,, I, , I, sicu R, R, Ry normele acelorasi vectori

(parametrii lui Lamé):
- - -
or F _or F _or
“ou Y v Y ow

N
r

- - -
Re=r L Rv=1Ir, [l Rw =111, |l

- - -
LT e
u R’V R’W R

u \ w

Dacid U:D"—R este un cAmp de scalari exprimat in coordonate carteziene. Acest cAmp poate fi

exprimat si in coordonate curbilinii considerand functia
U =UeT.
- -

N
Teorema 11.1.1.1. a) Daci {€, , €, , €, } este un reper ortogonal, atunci gradientul se exprima astfel:
ou” - 1 ou” - 1 oUu -
. + . e+ . .e
" , OV R, ow

b) Pentru cdmpul vectorial exprimat in coordonate carteziene prin
-

\7 XY, 2)=Vitx, v, 2)° | +Vox, y, 2)- _j) + Vi, y, 2)° E

si in coordonate curbilinii prin
- - -

N
VU v, w) =V v, w) e, + Vo UV, W) e, + Vs (U, v, W) e,

rotorul si divergenta se exprima astfel:

R,e, Re R,e,

rotV' = 1 ﬂ 2 i
R,RR, | cu X oV X GW*

RV, RV, RV,

e 1 0 * 0 . 0 *
Y [G—(RV RV + RRVS)+ - (RRYS )}

" R.RR, | au



*

1 ouU

Observatia 11.1.1.3. Punand in aceasta ultima formula Vl* = —"—,

ou

u
. 1 oU” . 1 u” . .
V, = R—W 3 = R_— care sunt componentele vectorului grad U deducem formula de

\ w
calcul a laplacianului in coordonate curbilinii ortogonale:

R,R N
Af = div(grad U") = ! i( Ry U J+

RRR, |oul R, au
+£ mﬁ* +i RURV.E
ol R v ) awl R, ow

11.1.2. Integrala curbilinie de al doilea tip

Fie y : [a, b] — R® un drum. Atunci cAnd parametrul t creste de la a la b, punctul y(t) parcurge
imaginea drumului y intr-un sens pe care-1 numim sens direct sau pozitiv. Cand t descreste de lab la a,
punctul y(t) parcurge imaginea drumului y in sens invers.

Se numeste drum orientat un drum pentru care s-a stabilit un sens de parcurgere a drumului.

Cum doud drumuri echivalente au aceeasi orientare, se poate vorbi despre orientarea unei curbe.

O curba pentru care se precizeaza sensul de parcurgere a unui drum care ii apartine, se numeste
curba orientata.

Definitia 11.1.2.1. Fiey : [a, b] — R un drum neted si orientat, definit prin x = f(t), y = g(t), z=h(t),
te[a, b]si(y)< R®imaginea sa.
-
Fie V. un cdmp vectorial de componente Vi, Vo, V3 : () » R Fied=(a=ty <ty <...<t,=h) o
diviziune a intervalului [a, b] si
0= (04, ..., 6,) un sistem de puncte intermediare asociat diviziunii d.
Consideram suma:

7,00 =3 (Ve Jo) 11y |- IGO0 1)+
VLGN - 06 V(O - )

N

Campul vectorial V' se numeste integrabil in raport cu coordonatele pe drumul y daci existi
| € R astfel incat pentru orice € > 0 existd & > 0 cu proprietatea ca pentru orice diviziune d cu ||d|| < & si
orice sistem 6 de puncte intermediare, sd avem:

o,(AO)-l|<e
\Y

Numarul I se numeste integrala curbilinie Tn raport cu coordonatele sau integrala curbilinie de al
-
doilea tip a cAmpului vectorial V pe drumul vy .
-

— -
Se noteaza [ = IV dr (unde I este vectorul de pozitie
Y
- - - -
I =x1 +y J +z K al punctului curent pe (y)) sau

I = Ivl(x, Y, 2)dx +V, (X, y,z)dy +V, (X, y, z)dz
14



5
Observatia 11.1.2.1. Se poate demonstra ci daci V este integrabil Tn raport cu coordonatele pe un drum
v, atunci el este integrabil pe orice alt drum din clasa de echivalenta a lui y si valoarea integralei e aceeasi.
Aceasta justifica folosirea denumirii de integrald curbilinie.

Teorema 11.1.2.1. Fie v : [a, b] — R® un drum neted si orientat definit prin x = f(t), y = g(t), z = h(t) si

- -
(yyc R®imaginea sa. Fie V' un camp vectorial de componente continue V3, V5, Vs : (y) — R . Atunci V
este integrabil in raport cu coordonatele pe y si are loc egalitatea:

VAT = [Mom) 0 +V,00)- 90 +V,(0) -kt

Teorema 11.1.2.2. (Proprietatile integralei curbilinii de al doilea tip)
- -
a)Daca V, si V, sunt douda campuri vectoriale integrabile in raport cu coordonatele pe drumul neted si
orientat vy, atunci pentru orice a, 3 € R are loc egalitatea:
- - - - > - -
[lavi+pv, [dr =afvidr +p[v,dr
¥ ¥ ¥
- -
b) Daci V este un cAmp vectorial integrabil in raport cu coordonatele pe y1, v», atunci V este integrabil in
raport cu coordonatele pe y1 (U V2 si
> o > o > o
IVdr=IVdr+IVdr
n\re 7 72
- -

c¢) Daca V este un cAmp vectorial integrabil in raport cu coordonatele pe drumul neted vy, atunci V este
integrabil si pe opusul v al lui vy si

[Vdr=-[vdr
I [

BN

Teorema 11.1.2.3. Fiey : [a, b] — R?, y(t) = (f(t), g(t)) un drum orientat si V un camp vectorial de
-

componente Vi, V, : (y) — R continue. Atunci V este integrabil in raport cu coordonatele pe y si are loc

egalitatea:

[Va(x, y)ax+V, (x, )y = [V (F (). 9(0) - F'(0) + V; (F(D), 9(1)) - 0'(t)

Observatia 11.1.2.2. a) Pentru a pune in evidenta faptul ca o integrald curbilinie este calculatd pe o curba
simpla, Inchisd, parcursa in sens pozitiv (lasand in stinga domeniul marginit de ea) se foloseste notatia

§Va 0 y)dx+V, (x, y)dy

BN
b) Lucrul mecanic efectuat de un cimp de forte V care actioneazi asupra unui punct material deplasindu-
1 pe imaginea drumului y este

L:IVd?.
V4



11.1.3. Independenta de drum a integralelor curbilinii de al doilea tip. Caracterizarea cAmpurilor de
gradienti.

5

Definitia 11.1.3.1. Un camp vectorial V de clasa C' se numeste cdmp potential sau cAmp de gradineti pe
-

multimea D daci existd un cAmp scalar U : D— R astfel incat V = grad U, adica

V(xy.2)= %_Li(x,y, 2 + %U(x,y, 2] +86—L2J(x, v. 2k

pentru orice (X, Y, z) €A.
N
Campul U se numeste potentialul scalar al cdmpului vectorial V .

Observatia 11.1.3.1. Un cdmp de gradienti are o infinitate de potentiale scalare, care diferd intre ele printr-
un camp constant.

5
Teorema 11.1.3.1. Fie V un cAmp de gradienti pe multimea D C R3si

U:DcC R?>-> R un potential scalar al sdu. Fie y : [a, b] —D un drum neted si orientat. Atunci:
- >
[Vdr =un) - vae)
7
(formula Leibnitz-Newton pentru integrala curbilinie a cAmpurilor de gradienti)

5
Teorema 11.1.3.2. Fie DC R’ o multime deschisd si conexd si V' un camp vectorial de clasid C' pe D.
Atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

5
a) V este cAmp de gradienti in D;
b) pentru orice vy : [a, b] —D drum neted, orientat si inchis

- -
(adicd y(a) = (b)), are loc relatia IV dr =0;
¥
¢) oricare ar fi doud drumuri netede si orientate y; : [a, b] —D,
Y2 : [a, b] =D cu yi(a1) = v2(82) si v1(01) = y2(by), avem:
- o - >
IV dr = _[V dr
71 72

> o
Observatia 11.1.3.2. Un drum neted, orientat si inchis se numeste contur, iar IV d r se mai numeste

Y
5
circulatia campului vectorial I pe conturul y.
Teorema anterioara se poate enunta si astfel:

5
Daci D R? este o multime deschisa si conexd si V este un camp vectorial de clasa ct pe D, atunci
urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

N
a) V este cAmp de gradienti in D;

-
b) circulatia lui V' pe orice contur din D este nul;



N

5
c) IV d r este independenti de y, depinzand numai de capetele drumului, in D.

4

Teorema 11.1.3.3. Fie D R este o multime deschisa si conexa
- - - -
VXY 2)=Vixy,2) | +VaoX,¥,2) ] +VaX, ¥,2) K, (X,y,2) €D un cAmp de gradienti in D si (xo,
Yo, Zo) € D fixat.
Atunci U : D — R definit prin

X y z
U(x, v, 2) = jvl(t,xo,yo)du jvz(x,t,zo)dt+jvl(x.y,t)dt
Xo Yo 2y

N
este un potential scalar al lui V .

5
Observatia 11.1.3.3. Alegand alt punct (Xo, Yo, Zo) se obtine un alt potential scalar al lui V , care difera de
primul printr-un cAmp constant.

- -
Definitia 11.1.3.2. Un cAmp vectorial de clasi C* se numeste irotafional sau conservativ dacarotV = O.

- -
Observata 11.1.3.4. a) Dacd Vi, V, , V3 sunt componentele lui V , atunci V este conservativ daci si
numai dacd au loc egalitatile

oV, oV, oV, oV, oV, oV,

&y ox oz oy ox oz
-
b) Daca U este camp scalar de clasa C?, atunci rot (grad U) = O, prin urmare, orice camp de gradieni
este camp conservativ, dar reciproca nu este in general adevarata. Spre exemplu:
y 2 X 2 ) ..oV, oV,
> 1+ — > 1, (%, y) €RY(0, 0)} este conservativ (adica —= = —=) dar
X~ +Yy X“+y oy  OXx

V(le)z'

5
nu este cAmp de gradienti (pentru ca circulatia lui V pe cercul x* + y* = 1 este 2n)

5
Teorema 11.1.3.4. FieDc RrR%o multime deschisd, stelatd, iar V un cAmp vectorial de clasi ct pe D.

-
Atunci, V' este cAmp de gradienti daca si numai daci este cAmp conservativ.

Sa reamintim cd D R® este o multime stelatd daca existd
(Xo0,Yo, Zo) € S astfel incét oricare ar fi (X, y, z) € A, segmentul de extremitati (Xo,Yo, Zo) §i (X, y, ) (adica
imaginea curbei y : [0, 1] — R®
v(t) = ((1 - )Xo + tX, (1 - t)yo +ty, (1 - t)zo + tz)) este continut in D.

Deoarece orice mulfime stelata este conexa, deducem::

5
Teorema 11.1.3.5. Daci D R® este o multime deschisa si stelatd, iar V este un camp vectorial de clasd
C!in D, atunci urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:
-
a) V este un cAmp de gradienti in D;
-

b) circulatia lui V' pe orice contur din D este nuli;

- -
c) integrala IV d r este independenti de y pe D;
7



d) V este un cAmp conservativ pe D;
e) sunt adevarate (in D) egalitatile:
N, N, N, &, &V, oV,

&y ox or oy ox oz
Observatia 11.1.3.5. In multe lucrari de specialitate, notiunea de multime deschisi si stelata este inlocuita
cu cea similard de domeniu simplu conex, a cirei definitie (in R®) necesitd cunsostinte de teoria
suprafetelor. De aceea a fost preferata notiunea folosita in teoremele anterioare.
Folosirea notiunilor de “camp de gradienti” si “cdmp conservativ’ in locul notiunii de *
diferentiala totala exactd ” este justificata prin aplicatiile directe ale teoriei cdmpurilor.

Observatia 11.1.3.6. Independenta de drum a integralei curbilinii de speta a II-a este importantd pentru a
-
observa in ce conditii lucrul mechanic efectuat de campul de forte F (X, y, z) pentru a deplasa un punct
material din
M(Xo, Yo, Zo) TN N(X4, Y1, Z1) nu depinde de drumul parcurs, ci doar de extremitatile sale.
Cele mai importante campuri de forte pentru care lucrul mecanic este independent de drum sunt:

- -
e Fortade greutate F =-mgK ;

- k -
e Forta de atractie newtoniani F = - — T
r
- -
e Fortaelastica F =-K* r ;

- - -

N -
@ici I =xi +yj +zK sir=[[r[|= x> +y*+2%)



