10. INTEGRALA DE SUPRAFATA DE PRIMUL TIP
10.1. Notiuni teoretice si rezultate fundamentale
10.1.1. Panze si suprafete netede

Definitia 10.1.1.1. Se numeste pdnza netedd orice functie de clasa C*,

S: D — R® unde D CR? este o multime deschisa si conexd (domeniu). P4nza S se numeste simpld, daca
aplicatia S este injectivd; ea se numeste nesingulard, daca, in fiecare punct din D, matricea jacobiand a lui S
are rangul doi, imaginea directd a multimii D prin aplicatia S, S(D), se numeste imaginea panzei S si o vom
nota (S).

Definitia 10.1.1.2. Doui panze S;: D; — R3S, : D, — R® se numesc echivalente (se scrie S; ~ S,) daca
existd un difeomorfism T:D;—D; astfel incat jacobianul lui T sa fie strict pozitiv in fiecare punct din Dy si
S1 =S, °T. Difeomorfismul T se mai numeste schimbare de parametri.

Observatia 10.1.1.1. Folosind bijectivitatea lui T, se aratd usor ca doud panze echivalente au aceeasi
imagine. De asemenea, este evident ca relatia “~” este o relatie de echivalentd pe multimea panzelor, prin
urmare, ea imparte aceasta multime in clase de echivalenta.

Definitia 10.1.1.3. Se numeste suprafata neteda orice clasa de echivalenta a unei panze netede nesingulare.
Prin imaginea unei suprafefe intelegem imaginea unei panze din clasa de echivalenta respectiva. Deseori,
se foloseste termenul suprafatd in sensul de imagine a unei suprafete. Aceastd acceptiune conduce la
urmatoarele interpretari:

1) Daci S:D — R® este o panza netedi, nesingulari, care asociaza fiecarui punct (u, v) € D un punct (x(u,
V), Y(u, V), z(u, v)) € (S) se spune ca egalititile

X =x(u, v),y=y(u, v), z=2z(u, V), (u,v) €D
sunt ecuatiile parametrice ale suprafetei din care face parte panza considerata. Evident, o suprafatd poate
avea mai multe reprezentari parametrice.
2) Ecuatia z = @(x y), (X, y) €D se numeste ecuatia explicitd a unei suprafefe, si anume, a suprafetei
reprezentati de panza S:D — R,
S(u, v) = (U, v, ¢(u, v)).
3) Ecuatia F(x, y, z) = 0 este ecuatia implicita a unei suprafete deoarece, in conditiile teoremei functiilor
implicite , se poate determina, local, o explicitare unica z = (X, y), (x, y) €D, care defineste, evident, o
panza, S(u, v) = (u, v, o(u, v)), (u, v) €D. Imaginea acestei panze este ins3, in general, numai o parte a
multimii {(x, y, z) €R®: F(x, Y, z) = 0}.
4) Sistemul: Fi(x,y, z, u, v) =0, Fo(X, ¥, Z, U, v) =0, Fa(X, v, z, u, v) = 0 poate fi considerat o reprezentare
parametricd a unei suprafete, deoarece, in anumite conditii, el defineste, local, pe X, y, z ca functii de u si
V.

10.1.2. Aria unei suprafete

Consideram o suprafata reprezentata de o panza S netedd si simpla, definitd explicit de ecuatia z =
f(x, y), (x, y) €D, unde D R? este un domeniu compact masurabil. Fie d = {Dy, D, ..., D} 0 diviziune
oarecare a domeniului D; acestei diviziuni 1i corespunde o partitie {Sy, Sy, ..., Sp} a imaginii (S) a suprafetei
considerate. Fie (X, y) €D;, i = 1, 2, ..., n arbitrar si M;e (S) punctul de coordonate Xx; , vi, f(xi, V).
Consideram planul w; tangent la (S), In punctul M;. Consideram apoi cilindrul care are drept curbi
directoare frontiera lui D; si generatoarele paralele cu Oz. Acest cilindru determina pe planul tangent m; un
domeniu T; a cérui proiectie pe planul xOy este D;.

n

Aproximam aria (S;) prin aria(T;) si, prin urmare, aria imaginii (S) a suprafetei prin Z aria(T,) . Evident,
i=1

aproximarea este cu atat mai buna, cu cat diviziunea d este mai find. Este natural, deci, sd definim aria(S)



ld]
punctelor (i, vi). Acceptand aceasta idee se poate demonstra ca:

aria(S) = ” 1+[%) +(%j dxdy

Daca suprafata este data parametric : x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, V),

(u, v) €D atunci:
aria(S) = J] v A? + B2 +C?dudv
D

D(y.z) ,_ D(z.x) = D(x,Y)
D(u,v) ' D(u,v)  D(u,v)

n
ca fiind !jim Zaria(Ti) atunci cand aceastd limitd existd, este finitd si nu depinde de alegerea
-0
i=1

unde A =

Observatia 10.1.2.1. Tn cele prezentate mai sus am definit, de fapt, aria imaginii unei panze. Cum
imaginea unei suprafete este, prin definitie, imaginea panzei care determind suprafata, putem spune ca am
definit aria imaginii unei suprafefe, dacd tinem seama cé integrala de mai sus nu depinde de péanza
considerata ca reprezentant al suprafetei date. Cum de obicei, se foloseste termenul suprafatd in loc de
imagine a suprafetei, putem spune ca aria(S) este aria suprafetei reprezentata de S.

10.1.3. Integrala de suprafati de primul tip

Definitia 12.1.3.1. Fie o suprafatd neteda reprezentatd de panza S definitd parametric prin: X = X(u, V), y =
y(u, v), z = z(u, v), (U, v) €D, unde D= R? este un domeniu compact masurabil si fie (S) < R® imaginea
sa. Fie @ : (S)—R o functie arbitrara, d = {D;, D5, ..., Dp} 0 diviziune arbitrard a domeniului D, & un sistem
de “puncte intermediare” (u;, Vi) €D;,

i=1,2,..,n. Functiei @, diviziunii d si sistemului & le asociem suma :

0, (d,£) =D D%, y,,2,)-arias,)

unde (S;) = {(x = x(u, v), y =y(u, v), z=z(u,v)), (u, v) €Di},
(%, Yir i) € (Si), xi = X(Ui, Vi), Vi =y(us, vi), zi =2(u;, vi), 101, 2, ..., n.

Functia ® se numeste integrabild in raport cu aria pe suprafata datd dacd existd 1€ R ncét
pentru orice € > 0 exista n > 0 astfel incat, oricare ar fi diviziunea d, cu ||d|| < n si oricare ar fi sistemul & de
puncte intermediare, sd avem | O, (d,&) -1/ < & Numirul real I se numeste integrala de suprafatd in

raport cu aria (sau integrala de suprafata de primul tip) a functiei @ si se noteaza:

I = ”CD(X, y,2)ds

Observatia 10.1.3.1. a) Terminologia este justificatd de faptul ci, desi numarul real I este asociat functiei
@ si unei panze S, se poate demonstra cd, daca se considera o altd reprezentare parametricd a suprafetei
date (adica o panza echivalentd cu S), numarul I nu se schimba.

b) Dacd @(x, y, z) = 1, atunci evident I=a(S),deci a(S)= ﬂ. ds.
s

Teorema 10.1.3.1. Fie o suprafatd neteda si simpla reprezentatd de panza S definitd parametric prin: x =
x(u,v), y = y(u, v), = z(u, v), (U, v) €D unde D R? este un domeniu compact masurabil. Fie (S) < R®
imaginea sa, iar @ : (S)—R 0 functie continud. Atunci @ este integrabild in raport cu aria pe suprafata
data si are loc egalitatea:

ﬂcp(x, y, z)ds :ﬂ@(x(u,v), y(u,v), z(u, v))y A2 (u,v) + BZ(u,v) + C?(u, v)dudv

S




Observatia 10.1.3.2. a) Daca suprafata este data explicit de ecuatia
z=1(x,y), (x,¥) € D, atunci:

ﬂCD(x, y,2)ds =

S

o\ (of )
ij d(x, Y, f (X, y))- 1+[&j {EJ dxdy

b) Integrala de suprafatd are proprietdti analoage integralelor duble: liniaritatea in raport cu functia,
aditivitatea in raport cu descompunerea imaginii suprafetei intr-un numar finit de parti fara puncte
interioare comune, etc. In consecintd, daci suprafata este data implicit, printr-o ecuatie care nu poate fi
explicitatd in raport cu nici una dintre variabile, se poate incerca descompunerea imaginii sale intr-un
numar finit de parti explicitabile in raport cu céte o variabila si apoi se aduna integralele obtinute.

10.1.4. Aplicatii ale integralelor de suprafata de primul tip
10.1.4.1.Masa unei suprafete materiale
Daci imaginea (S) < R*modeleazi o suprafatd materiala, iar

p : (S) >R este o functie continud care asociaza fiecarui punct
(X, ¥, Z) €(S) densitatea p(x, y, z) a suprafetei materiale in acest punct, atunci masa m, este data de :

m = ” p(X,y,2)ds

10.1.4.2. Centrul de greutate al unei suprafete materiale

In aceleasi conditii, coordonatele centrului de greutate G al suprafetei materiale modelate de (S)
sunt date de:

o= o [0t o= - [yt y. 20,

26 = % ﬂ zp(x,y,z)ds
S

10.1.4.3. Momentele de inertie ale unei suprafete materiale

Momentele de inertie ale suprafetei materiale, modelata de (S), in raport cu axele de coordonate
sunt:

= ﬂ(yz +2%)p(x,y,z)ds
ly= ”(xz +2%)p(x,y,z)ds

l, = ” (x* +y*) p(x,y,z)ds

Momentele de inertie fatd de originea axelor de coordonate si fatd de planele de coordonate se
definesc analog.



