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Prefata

Aceasta culegere de probleme pentru ” Algebra Liniara, Geome-
trie Analiticd si Geometrie Diferentiald” este destinatd tuturor celor
ce doresc sd aprofundeze cunostintele teoretice de ” Algebra Liniara,
Geometrie Analiticd i Geometrie Diferentiald” prin aplicatii prac-
tice concrete prezentate impreund cu solutiile lor. In plus, pentru o
mai bund consolidare a notiunilor, sunt prezentate in cadrul fiecarui
capitol si cdte un set de probleme propuse spre rezolvare.

Structura este elaboratd pe trei parti: Algebra Liniara, Ge-
ometrie Analiticd si Geometrie Diferentiald. Prima parte se com-
pune din capitolele: 1. Spatii vectoriale; 2. Aplicatii liniare; 3.
Tensori; 4. Forme biliniare. Forme patratice; 5. Spatii vectoriale
euclidiene. Partea a doua este alcatuita din capitolele: 6. Vectori
liberi; 7. Dreapta si planul; 8. Conice gi cuadrice. A treia parte este
formata din capitolele: 9. Curbe; 10. Suprafete.

Fiecare inceput de capitol este marcat prin cateva informatii teo-
retice considerate de autori ca strict necesare in vederea intelegerii
solutiilor problemelor, precum si ca un ghid in rezolvarea ulterioara
a problemelor propuse.

Din dorinta de a familiariza cititorii cu diverse tipuri de notatii
matematice utilizate gi de alti autori, s-au folosit diferite prezentari
pentru unul si acelagi obiect matematic (de exemplu, pentru spatiile
vectoriale s-au utilizat notatiile V,, W, etc.).

Majoritatea solutiilor sunt prezentate in detaliu (unde este posi-
bil solutia apare insotita gi de desene) din dorinta de a face accesibile
etapele gandirii logice in obtinerea rezultatelor solicitate de prob-
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leme. Sunt utilizate de asemenea foarte multe notiuni elementare
din cadrul Algebrei, Geometriei Analitice si Analizei Matematice
studiate in liceu, presupuse a fi cunoscute.

Autorii aduc multumiri prof. dr. Ion Vladimirescu si conf. dr.
Vasile Seleacu pentru sprijinul si ajutorul acordat in conceperea
acestei carti, ca si pentru efortul depus in recenzia materialului.

Autorii multumesc de asemenea prof. dr. Petre Stavre, prof. dr.
Gheorghe Murarescu, prof. dr. George Vraciu pentru unele indicatii
pe care le-au dat pe marginea elaborarii acestei carti.

De asemenea aducem multumiri d-lor prof. dr. doc. Petru
Cojocaru si prof. dr. Constantin Niculescu pentru faptul ca au
acceptat sa poarte unele discutii relativ la elaborarea cartii.

Autorii
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Partea I

Algebra liniara






Capitolul 1
Spatii vectoriale

Definitia 1.1. O multime V' se numegte spatiu vectorial (sau spatiu
liniar) peste un corp comutativ K daci:

a) exista o lege de compozitie internd (numita ”adunare”) prin
care oricarei perechi de elemente Z, 7 din V' ii corespunde un element
z € V, numit suma elementelor z, 4y si notat T + ¥, lege care are
urmaétoarele proprietati:
1.2+ y =19+ T, pentru orice z,y € V;

2. (x+y)+z=2x+ (y+ z), pentru orice z,y,z € V;
3. existd un element 0 (vectorul nul) in V astfel incat
+0=0+z, pentru orice T € V;

4. pentru orice T € V existd un element y € V astfel incat
T+y=

b) existd o lege de comporzitie externd (numitd ”inmultire cu
scalari”) care permite ca pentru orice element & € V' gi pentru orice
scalar A\ € K si se poatd construi un element @ € V' (numit produsul
elementului Z cu scalarul A si notat 4 = AZ) si care are urmatoarele
proprietati:

5. 1x = x, pentru orice T € V;

6. a(fz) = (af)x, pentru orice z € V| o, 5 € K

7. (¢ + B)T = aZ + px, pentru orice T € V si oricare ar fi
a,f € K;

8. a(z +y) = aT + ay, pentru orice Z,y € V i oricare ar fi

%2|

3
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a€ K.

Axioma 1. de comutativitate a "adundrii” nu trebuie neaparat
inclusa in definitia spatiului vectorial deoarece se poate deduce din
celelalte axiome.

Fie {Z1,Ta,..., Tk} un sistem de vectori intr-un spatiu vectorial
V peste un corp K si scalarii ay, ag, ..., a din K. Vectorul

Y= 1T1 + aaZz + - + apTg

se numeste combinatie liniard a vectorilor Zi,Zs9,...,ZT; scalarii
a1, 9, ..., se numesc coeficientii acestei combinatii liniare.

Sistemul {Z1, Zo, ..., Tk} se numeste liniar dependent daca
exista scalarii aq, ag, ..., a nu toti nuli astfel incat

Q1% + ano + -+ o =0 (1.1)

Daca egalitatea (1.1) este posibila doar in cazul cand
a1 =ag =+ = = 0, atunci sistemul {Z1,Zs,...,Tx}
se numegte liniar independent.

Un sistem de vectori S C V' se numeste liniar dependent daca
existd un subsistem finit al lui S care este liniar dependent. Daca
orice subsistem finit al lui S este liniar independent atunci S se
numeste liniar independent.

Un sistem S C V se numeste sistem de generatori pentru V' daca
orice vector din V se scrie ca o combinatie liniara de vectorii unui
subsistem finit al lui S.

Proprietatea 1.1. Sistemul {Z1,Z2,..., T} este liniar depen-
dent daca si numai daca unul dintre vectorii lui este combinatie
liniara a celorlalti.

Definitia 1.2 Un sistem de vectori dintr-un spatiu vectorial V'
formeaza o baza a spatiului V' daca este sistem liniar independent
si sistem de generatori pentru V.

Un sistem de vectori B = {é1,éa,...,€,} constituie o bazi a
lui V' daca si numai daca pentru orice & € V existd o reprezentare
unica, de forma

T=6ei+&ea+ - +E66, (€K, j=1,2,...,n) (12



Scalarii din dezvoltarea (1.2), &;, &5, ..., ,,, se numesc coordo-
natele vectorului Z in raport cu baza B.

Teorema 1.1. Orice spatiu vectorial V nenul (V # {0}) are cel
putin o baza.

Teorema 1.2. Oricare doud baze ale unui spatiu vectorial V'
au acelagi numar de vectori.

Daca spatiul vectorial V' are o baza formata cu n vectori, atunci
se spune cd V are dimensiunea n. Spatiul V' se numeste n-dimensional
si scriem dim V' = n sau dimg V = n.

Daca V are o bazd formata cu o infinitate de vectori atunci
se spune cd V este infinit dimensional gi scriem dimV = oo sau
dimg V = co.

Definitia 1.3. Orice submultime W C V care verifica conditi-
ile

a)dacaze W, gye W atunciz+gye W,

b) daca z € W si A € K, atunci Az € W

se numeste subspatiu vectorial (sau simplu subspatiu) al spati-
ului vectorial V.

Conditiile a) si b) sunt echivalente cu conditia:

c) daca z, y € W sia, f € K atunci az + fy € W.

Proprietatea 1.2. Orice subspatiu vectorial al unui spatiu
vectorial peste K este un spatiu vectorial peste K i 0 < dimW <
dim V.

Proprietatea 1.3. Daci este fixatd o bazi {f1, fo,..., fi} a
subspatiului W al spatiului vectorial V, atunci existd vectorii fi1,
wey fn i V astfel incat sistemul {f1, f2,..., fn} sd constituie o bazi
alui V.

Definitie 1.4. Se spune ca spatiul vectorial V' este suma directa
a subspatiilor Wi, Ws ..., W,, daca:

a) pentru orice T € V existd o descompunere de forma
T=T1+ 4+ Tm,unde 1 € Wy,..., Ty € Wy,

(ceea ce reprezintd si definitia sumei de subspatii vectoriale);

b) aceastd descompunere este unica: dacd £ = Ty + -+ + Ty, =
Y1+ +Ym sidaca rj, y; € Wy, 5 =1,2,...,m, atunci 71 = ¥,
T2=Y2, s Tm = Ym -
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Proprietatea 1.4. Conditia b) din definitia 1.4. implica faptul
ca oricare ar fi doud din subspatiile Wy,..., W,, ele au in comun
doar vectorul nul 0.

Proprietatea 1.5. Daca V este un spatiu vectorial finit dimen-
sional, atunci dimensiunea sumei a doud subspatii W7, Ws ale lui V
este egala cu suma dimensiunilor lor din care se scade dimensiunea
intersectiei, adica are loc formula lui Grassmann:

dim(Wl + Wg) =dim W7 + dim Wy — dim(W1 N WQ)

Definitia 1.5. Acoperirea (sau infigurdtoarea, sau anvelopa)
liniard a sistemului de vectori S C V', notatd L(S), este multimea
tuturor combinatiilor liniare finite de vectori ai lui S,

o'z + oz + - + oFEy, (1.3)

Z1,To, ... T €5, al, a2, ..., oF € K, k e N*.

Acoperirea liniard a unui sistem de vectori S C V este un sub-
spatiu vectorial al lui V', egal cu intersectia tuturor subspatiilor care
contin sistemul S.

Proprietatea 1.6. Daca toti vectorii unui sistem S C V
apartin acoperirii liniare a sistemului S’ C V, atunci acoperirea
liniard L (S) este continutd in acoperirea liniard L (S').

Proprietatea 1.7. Orice vector al sistemului S care depinde
liniar de ceilalti vectori ai acestui sistem poate fi eliminat fira mod-
ificarea acoperirii liniare L(S5).

Definitia 1.6. Fie V un spatiu vectorial peste K de dimensiune
n si B o bazd a sa. Aplicatia bijectiva 8 : V — K™ care asociaza
fiecirui vector € V, elementul (x!, 22, ... 2") € K", format din
coordonatele sale in baza B, se numeste sistem de coordonate pe K"
definit de B.

In acest caz, K™ se mai numeste si modelul aritmetic al spati-
ului vectorial V. K™ se zice ca este spatiul vectorial aritmetic n-
dimensional.



Lema substitutiei. Fie B = {eé;,...,é,} o bazi a lui V spatiu
n .
vectorial peste K si a @ = Y o’¢;. Dacd se considerd sistemul B’
i=1
={é1,...,€i-1,a,€it1,...,6En}, atunci avem:

a) B’ este baza a lui V daca si numai daca o # 0;

b) B’ fiind baza in V, intre coordonatele (y*) in raport cu B’ si
coordonatele (:L’k) in raport cu B (k = 1,2,...,n), ale unui vector
oarecare T € V existd relatiile:

' ki
N A oz .
y'= sy = o, kA
Teorema inlocuirii. Fie B = {éj,...,é,} o bazi a spatiului V

si sistemul de vectori liniar independenti
S={v1,...,u}t, €V (i=1,...,1). Atunci:

a)l <n;

b)inlocuind [ vectori din baza B prin vectorii sistemului S se
obtine o noua baza in V.

Fie B = {e1,é2,...,é,} si B/ = {fl,fg, .. ,fn} doua baze intr-
un spatiu vectorial n-dimensoinal V. Orice vector T € V poate fi
reprezentat sub forma

T=¢e +&e+ e =0ttt 0" (14)

unde scalarii £€1,¢2,...,€" sunt coordonatele vectorului Z relativ la
baza B, iar scalarii n',72,...,17" sunt coordonatele lui Z relativ la
baza B’. Prezentim coordonatele vectorului Z relativ la baza B’
cunoscand coordonatele lui Z relativ la baza B. Presupunem c& este

data matricea P = (pz(j ) de trecere de la baza B la baza B/,

) 1<ij<n
adics

fi= ppei, (=1,2,...,n)
j=1

Atunci vectorii bazei B se exprima cu ajutorul vectorilor bazei B’
prin formulele

&= a"fi, (G=12..n) (1.5)
k=1
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unde Q = (q,(f )> este matricea inversa a matricii P .
1<k,j<n

Teorema 1.3. Coordonatele unui vector T relativ la baza B’
se exprima liniar cu ajutorul coordonatelor lui Z relativ la baza
B; coeficientii acestor expresii liniare formeazd o matrice, care este
matricea de trecere de la baza B’ la baza B (adicd inversa matricei
P).

1 1 1
n1:q§ )£1+q§ e+ 4t n>

Ny = Q§2)§1 + Q§2)52 +oe q£L2)£n )

M= 6 + a6 + -+ alVe,.

1.1 Probleme rezolvate

1. Fie K un corp comutativ. Aratati cd pe K se poate introduce
o structura de spatiu vectorial peste K.
Solutie:
Legea internd aditivd “+” a corpului comutativ K poate fi
considerata ca o “adunare” pe K, iar inmultirea cu scalari din
K este chiar legea internd multiplicativa “” de pe K. Cum
(K, +) este grup abelian si proprietitile:
8) alx +y)=ar+ay, VaecK,Vr,ye K
N (a+B)r=ax+ Bz, Va,fe K, VreK
6) a(fz) = (af)x, Va,f€ K,VreK
5) lgkx =z, VexeK
sunt evident verificate datoritd structurii de corp comutativ a
lui K, rezulta ca (K, +,-) este spatiu vectorial peste K.

2. Fie I o multime nevida si K un corp comutativ. Aratati ca
pe multimea tuturor functiilor definite pe I si cu valori in K,
notatd K, se poate introduce o structurs de spatiu vectorial
peste K.

Solutie:
Definim legea de compozitie interna
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“ K x KT — KT, (f,9) — f +g, astfel:

(f+9)() = f(2) +xg(z), Veel.

Se verifica cad “+” este asociativd, comutativa si ca functia
0:1 — K, 0(zx) =0k, Vz € I este element neutru pentru
legea “4”. In plus, pentru orice functie f : I — K, functia
—f I — K, definita prin (—f)(z) = —f(x), Vo € I (aici
—f(z) este opusul lui f(x) in K), este opusul ei in raport cu
legea internd “4” de pe K.

Legea de comporzitie externd pe K, cu scalari din K,

“I K x KI'— KT (a, f) — af , este definitd prin:

(af)(x) =a -k f(x), Vezel.

Cele patru proprietdti 5) - 8) se verificd in fiecare x € I si
astfel rezults ci (K7!,+,-,) este un spatiu vectorial peste K.

. Verificati ca C este spatiu vectorial peste R i indicati dimen-

siunea si o baza pentru acest spatiu vectorial.

Solutie:

Legea internd pe C este chiar adunarea din corpul numerelor
complexe, iar inmultirea cu scalari din R este inmultirea dintre
un numdr real si un num#r complex. In acest mod, C devine
spatiu vectorial real, vectorul nul fiind numaérul complex 0.
Daca a, 6 € R astfel incat a- 14+ -4 =0, atunci a = 5 =0.
Deci {1,1} este sistem liniar independent.

Pentru orice z € C, alegind o = Rez si f = Imz, avem
z=a-14+p 1, a,0 € R. Astfel, {1,i} este sistem de gen-
eratori, si prin urmare bazi a spatiului vectorial real C. In
consecinta, dimg C = 2.

. Fie K un corp comutativ gsi n € N*. Ardtati cd pe multimea

K" = Kx K x---xK (de n ori) se poate introduce o structurd
de spatiu vectorial peste K de dimensiune n.

Solutie:

Tinand cont cd K" = {(a:l, L A L < K} ,



CAPITOLUL 1. SPATI VECTORIALE

definim legea internd “+” : K x K" — K"

si legea externg “” : K x K™ — K" prin

(@l 2+ (oY) = (et oyt )
respectiv a(z!, ..., 2") = (azx!,..., az")

pentru orice o € K si (z!,...,2"), (v},...,y") € K™.

Din (z!,...,2") + ((y*,....y") + (z},...,2") =

(@l )+ (Y42t Ly ) =

(e + gyt + 2Lyt 4 ) s

((:L‘l,...,x") + (yl,...,y”)) +(2,...,2") =

(+yt ety + (22 =

(xl4yt 21, ... 2"y +2") rezultd asociativitatea “adunarii”
de pe K™.

Comutativitatea se deduce din comutativitatea “adunarii” din

(',1:17 A 7$n)+(y17 MR yn) = (x1+y17 MR $n+yn) = (yl’ A 7yn)+
(2, 2").

Elementul neutru relativ la “+” este n-uplul (0,...,0), unde

0 este zeroul corpului K.

Pentru orice n-uplu (z!,...,2"), opusul siu este n-uplul
(—z!,...,—2™), unde —2' este opusul lui z relativ la “adunarea”
din K.

Prin urmare (K", +) este grup abelian.
Acum, vom verifica proprietatile 5)-8):
8) a ((ml,...,az") + (yl,...,y”)) =
alzt +yb . 2"+ yn) =

(a(zt +yh), .. a(a™ +y")) =

(

ar' +ayl,.. . az™ + ay”) =
(axl,... cz™) + (!, ...,cy") =
a( 17"'7xn)+a(y17"'7yn)7

x

7) (a+B) (@t ...,2") = (a+B)at,..., (a+ B)z") =
= (az! + Bl ..., az™ + f2") = (azl,. .., az™)+
(B, ..,537) a(zt, ..., 2" + Bz, ... 2",

6)04( (ZE, )—a(ﬁml,...,ﬁz"):
(a(Ba: ), ( )) = (aBxl,... aB2™) = aB(z!, ... 2"),
5) 1(z*, ") = (lat,... 1z") = (2!,...,2"), (1 fiind uni-
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tatea lui K),

pentru orice n-upluri (z*

oox™) si (Yl ..., y") si orice

a,fe K.

Deci (K™, +,-s) este spatiu vectorial peste K, numit spatiu
vectorial aritmetic, in care notam 0 = (0,...,0), vectorul nul,
—z = (—z',...,—2") opusul vectorului z = (z!,...,2").

Sistemul de vectori

B={e; =(1,0,...,0),e2 = (0,1,...,0), ...,&, = (0,0,...,1)}
este o baza pentru K™, numita bazd canonica.

Intr-adevir,

n
din Zaiéi:(_)i(al,...,a”):(O,...,O)

i=1
si astfel ol = .-~ = o™ = 0. Prin urmare B este sistem liniar
independent.
Fie = (z!,...,2") € K. Alegand o/ = 2, i = 1,n, avem

n n
E o'e; = E x'e; =%
i=1 i=1

si prin urmare B este sistem de generatori.
Deci B este baza si dimg K™ =n.

Conform problemei 4, R" este spatiu vectorial real n dimen-
sional gi C” este spatiu vectorial complex n dimensional, dar
C" poate fi organizat si ca spatiu vectorial real de dimensiune
2n.

Solutie:

“Adunarea” pe C" este definitd ca in problema 4, iar in-
multirea cu scalari reali “-3” : R x C* — C",

a(z1,. .., 2n) = (@z1,...,azy,), verificd 5)-8) in mod evident.

Deci (C™,+, -5) este un spatiu vectorial real.
Baza naturala este form@té cu 2n vectori:
B={e =(1,0,...,0), f1 = (i,0,...,0),e2 = (0,1,...,0),
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fo=1(0,i,...,0),....6, = (0,,...,1),, fn = (0,0,...,4)}.

Intr-adevar,

n n

din Y oFep+ ) B f=0= (o' +if',....a" +ip") =0
k=1 k=1

si prin urmare of 4+i8*¥ = 0, Vk = T, n, adici toti scalarii reali

ai combinatiei liniare nule sunt egali cu zero. Mai raméne sa

aratam ca B este sistem de generatori.

Fie z = (z',...,2") € C". Luand o* = Rez* si

B* = I'mzF scalari reali (k = 1,n), avem

n n
Zakék—i—z ﬁkfk = (Rezy +iImzy,...,Rez, +ilmz,) = Z.
k=1 k=1

Deci B este baza si dimg C" = 2n..

. Verificati ca (M, (K),+,-5) este un spatiu vectorial peste

corpul comutativ K gi aratati ca dimensiunea sa este mn.
Solutie:

Structura de spatiu vectorial peste K a lui My, , (K) este
justificatd de proprietétile adunarii si inmultirii cu scalari din
K a matricilor.

Altfel, daca privim M,, , (K) ca multimea tuturor functiilor
definite pe {1,2,...,m} x {1,2,...,n} cu valori in K, atunci
conform problemei 2, se obtine aceeasi structurd de spatiu
vectorial peste K.

O baza naturald este formatd cu matrici de tipul

0O --- 0 --- 0
Ej=]0 1 o,
0 0 0

adicd Fj;; este o matrice de tipul (m,n) care are toate ele-
mentele egale cu zeroul corpului K, cu exceptia elementului
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de la intersectia liniei i cu coloana j, care este unitatea lui K.
Multimea B = {El]|z =1m,j= l,n} are mn elemente si
este bazi pentru M, ,, (K) . Intr-adevir, din orice combinatie

liniara nula,
m n
y
E E aEij = Omp,
i=1 j=1

—_

avem (a);; = Opp, adicd o = 0k ,Vi = 1,m,j =
prin urmare B este sistem liniar independent.

Pentru orice matrice A = (a;;);; din My, ,, (K) putem alege
scalarii din K, o = a;; astfel ca

m n m n 3
A:ZZGUEU :ZZO{ZJEU.

i=1 j=1 i=1 j=1

,nosi

Rezulta ca B este si sistem de generatori.

Deci dimg Moy, (K) = mn.

7. Conform problemei 6 avem cd dimg My, ,, (R) = mn,
dimc My, ,(C) = mn, dar dimg M, (C) = 2mn.
Solutie:
Pe M, ,, (C) se introduce o structura de spatiu vectorial peste
R folosind adunarea matricilor si inmultirea matricilor cu scalari
reali. O baza naturald lui M,, ,, (C), considerat ca spatiu vec-
torial real, este formata cu matrici de tipul:

o --- 0 --- 0 O --- 0 --- 0
Ekl: 0 1 0 ,Fkl— 0 7 0 y
o --- 0 --- 0 O --- 0 --- 0

unde Ej; este o matrice de tipul (m,n) care are toate ele-
mentele egale cu zero, cu exceptia elementului de la intersectia
liniei k cu coloana 1, care este 1, iar F}; este o matrice de tipul
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(m,n) care are toate elementele egale cu zero, cu exceptia el-
ementului de la intersectia liniei k cu coloana 1, care este 1.
Ca in problema anterioara, se verifica ca

B = {Ekl,Fkl|k =1,m,l= 1,771} este baza pentru My, ,, (C)
si atunci dimg M, , (C) = 2mn.

. Fie K un corp comutativ. Aritati cd pe multimea polinoamelor

in nedeterminata X cu coeficienti din K, K[X], se poate in-
troduce o structura de spatiu vectorial peste K, de dimensiune
infinita.

Solutie:

Adunarea polinoamelor din K[X]| detemind o structura de
grup abelian pe K[X] (polinomul nul  fiind element neutru),
iar inmultirea cu scalari din K verificd proprietétile 5)-8). Deci
(K[X],+,-s) este spatiu vectorial peste K.

Sistemul infinit de polinoame B = {1, X, X2 ..., X", ...} este
liniar independent pentru ci orice subsistem finit,

S ={Xn X% .. Xk} CB(j1,j2-.,5k € N) este liniar
independent. Intr-adevir, din aj, X9 4-aj, X724+ - 4y, X9k =
0 rezulta ca

OéjIZOéjQZ"':OtijOEK.

(doud polinoame coincid daca si numai daca au aceeasi coefi-
cienti)

Deoarece in K[X] existd un sistem infinit de vectori liniar in-
dependenti, avem ca dimyx K[X] = co.

. Conform problemei 8, R[X] este spatiu vectorial real infinit

dimensional gi C[X] este spatiu vectorial complex infinit di-
mensional. In plus, C[X] poate fi organizat si ca spatiu vec-
torial real de dimensiune infinita.

Solutie:

Restrictiondnd inmultirea cu scalari la numere reale obtinem
cd C[X] este spatiu vectorial real. O baza naturald a spatiului
vectorial real C[X], este sistemul infinit:
B={1,i,X,iX, X2 iX? ..., X"iX", ...}.

10. Fie K un corp comutativ. Aritati cd pe multimea polinoamelor
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11.

12.

in nedeterminata X, cu coeficienti din K, de grad cel mult n,

K,[X], se poate introduce o structura de spatiu vectorial peste

K, de dimensiune n + 1.

Solutie:

Evident, adunarea polinoamelor de grad cel mult n,

“+7 0 Ky X] x Ky[X] — Kp[X] i inmultirea cu scalari din

K’

“.7: K x K,,[X] — K,[X] sunt bine definite i verifica pro-

prietatile din definitia spatiului vectorial.

O bazd naturald a lui K,[X] este B = {1, X, X?,..., X"}.
n

Intr-adevir, din 3 a;j X9 =0 rezultd aj =0, Vj =0,n

§=0

SiVfeKyX], f=a0+ a1 X +asX?+ - +apX™

(m<mn)Jay=ag,01 =0a1,...,0n = An,&mt1 =0,

coa,=0¢€ K astfel ca f = ag+ a1 X +ao X%+ +a, X".

Deci dimg Kp[X]=n+1.

Conform problemei 10, dimg R,[X] =n+ 1 si
dimc C,[X] =n+1, dar dimg C,[X] =2(n+1).
Solutie:

Baza naturald a spatiului vectorial real C,[X] este
B={1,i,X,iX, X?iX? ..., X" iX"}.

Daca V este un spatiu vectorial de dimensiune n peste corpul
K i S C V un sistem format din n vectori, atunci urmatoarele
afirmatii sunt echivalente:

a) S este liniar independent in V;

b) S este sistem de generatori;

c) S este baza in V.

Solutie:

a) = b) Fie sistemul de vectori {7y, ...,7,} liniar indepen-
dent. Presupunem cd nu este sistem de generatori. Atunci
(3) Up41 € V astfel incat {v1,...,0p, Up+1} sunt liniar inde-
pendenti, ceea ce este o contradictie, deoarece dimensiunea
spatiului este n.
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b) = a) Fie {v1,...,U,} un sistem de generatori. Presupunem
ca nu este liniar independent. Din acest sistem de genera-
tori putem extrage un subsistem maximal de vectori liniari
independenti {wy,...,wi},k < n. Deoarece {wy, ..., W} este
maximal, (V) i = 1..n, v; € L(wy, ..., wg). Dar cum {vy, ..., 0, }
este sistem de generatori, deci L (1, ...,0,) = V, va rezulta ca
L(wy,...,wy) =V, deci {wy, ..., W} este sistem de generatori.
Cum {wy, ..., Wk} este si liniar independent, este o bazi. Dar
dimensiunea spatiului vectorial V' este n si & < n. De aici
rezulta contradictia.

Dacd a) = b) si b) = a), tinand cont de proprietitile bazei,
avem cd a) = ¢), b) = ¢) . De asemenea, ¢) = a), ¢) = b)
este evident.

Care din urmaétoarele sisteme de vectori din spatiul vectorial
aritmetic R3 sunt liniar independente:

a) {al = (1a273)762 = (2737 1),63 - (3a 172)}
b) {Bl = (1535 _1)562 = (07_27 1)753 = (_35 _17_1)}
Solutie:

a) Formam cu ajutorul componentelor vectorilor dispuse pe
coloane urmatoarea matrice:

Existd o combinatie liniard nuld (dar cu coeficienti nu toti nuli)
a vectorilor a1, a2, a3 daca si numai daca existd o combinatie
liniars, de acelasi gen a coloanelor matricei A. In cazul de
mai sus aceasta este echivalentd cu anularea determinantului
matricei A. Avem det A = —24, deci sistemul {a1, a2, a3} este
liniar independent.
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14.

15.

b) Rationand analog, obtinem matricea

2 0 1
B = 3 -2 -1
-1 1 -1

Avem det B = 0, deci sistemul de vectori {by, by, b3} este liniar
dependent.

Fie {ﬁl,ﬁg,ﬁg} (- Rs, v, = (1,a,0), Vg = (a,l,l), V3 =
(1,0,a), « € R.

a) Sa se afle @ € R astfel incat S = {v1,72,73} sd formeze o
bazi in R3.

b) Pentru o = /2 s se extragd din S o bazd S’ a subspatiului
vectorial L(v1, 72, 03).

Solutie:

1 a1
a) Formam matricca A = [ o 1 0 |. Calculand deter-
0 1 o
minantul matricii A, obtinem det A = a(v/2 — ) - (V2 + ).
Sistemul format din vectorii {v1, U2, U3 }este liniar independent
pentru o € R\{—+/2,0,v/2}. Cum dimensiunea lui R? este 3,
S este o bazi pentru o € R\{—+/2,0,v/2}

b) Pentru o = \@, minorul determinat de primele doua linii
1 V2
V2 1
cd det A = 0, A este minor principal.

Vectorii 71,72, cu componentele cirora se formeazi minorul
formeaza baza S’ ceruta.

si doua coloane, A = este nenul si tindnd seama

S& se arate ca sistemele de vectori S = {(1,1,0), (1,—-1,—1)}
si respectiv Sy = {(9, -1, -5), (7, —1,—4)} din R?, genereazi
acelagi subspatiu vectorial.

Solutie:
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S& notdm w; = (1,1,0), we = (1,—-1,-1), 71 = (9,—1,-5),
ve = (7,—1,—4). Ardtdm mai intai ca vy, vo € L(u1,us).
Daca cautdm «, 5 € R astfel ca 71 = auy + Sue obtinem:
a-1+8-1=9
a-1+p-(-1)=-1
a-0+8-(-1)=-5
De aici rezultd @ = 4, 8 = 5, deci v1 = 4u; + 5us. Analog
U9 = 3uy + 4uy. Atunci v1,72 € L(up,uz) si deci vom avea
relatia:
L(v1,72) C L(tu1,u2)
Similar gasim wy = 40, — 5vg, Uy = —3v1 + 4v9, deci:
L(uy,u2) € L(v1,72)
Folosind si relatia gasita mai sus obtinem:

L(@l,ﬁg) = L(ﬂl,ﬂg).

Sa se descompund vectorul s, dupé vectorii w ,v ,w, care sunt
trei vectori liniar independenti in spatiul vectorial real V', daca

Ss=a+b+csi
u=a+b—2¢c

v=a—b
w = 2b + 3¢

Solutie

S=au+pr+yw,cuaq, B,7vER &

G4 b+¢=aa+ ab—2ac+ Ba— Bb+ 2vb+ 37¢C
_a=(a+pPa a+p=1
b=(a—0+27)b &< a—F+2y=1
c=(—2a+3y)c —2a+3y=1

1 1 0 1 1 01
A= 1 -1 2 |;A= 1 -1 21
-2 0 3 -2 0 31
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17.

rangA =rangA
detA=-3-4—-—3=-10;

1 1 0

1 -1 2

1 0 3 9
Q= ~10 X =55

1 10

1 1 2
5:#;5:%

1 1 1

1 -1 1

-2 0 1 3
T=""—=w0 7T 5

deci 5 = %ﬂ—i— %@+ %@.

In spatiul vectorilor liberi V3 se dau vectorii 7 = 2+ 5 +k,
To = 3i+ 55 + 2k, Ty = 41 + 3j + k, unde {i, j, k} este o bazi
a lui V3.

Se cere :

a) si se arate ci {T1,To, T3} formeazs o bazi in V3;

b) si se descompuns vectorul T = 20i + 205 + 8k in baza
{El , T2, f3} .

Solutie:

a)Trebuie aratat ca {1, T2, T3} sunt liniar independent;i si con-
stituie un sistem de generatori.

Cum V3 are dimensiunea 3, este suficient si demonstrim liniar
independenta vectorilor =1, T2, T3,

Fie a, 8,7 € R. Din egalitatea

aTy + T2 + T3 = 0
rezultd : 2ai+aj +ak+ 381+ 567 + 28k +4vi+3vj +vk = 0.
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Asadar (2a+38+47)i+ (a+58+37)j + (a+2B8+~)k = 0.
Dar {i,j,k} constituie baza in V3 =
20+ 38+4y=0
()X a+56+3y=0 = a =L =+ =0 este solutia sis-
a+26+v=0
temului, deci {Z1, T2, T3} sunt vectori liniar independent;i.

Atunci tripletul {Z;, T2, T3} constituie o bazd pentru spatiul
vectorial V3.

b) Descompunerea se realizeaza in mod analog cu cea de la
problema precedentd, obtindndu-se:

T =71 + 2T + 3T3.

Se da spatiul vectorial al polinoamelor cu coeficienti reali de
grad mai mic sau egal cu 5.

Sa se determine dimensiunea acestui spatiu gi sd se gidseasca
descompunerea polinomului

P(X) =1+2X — X2 +3X3 +5X* + X in baza canonic
Pl(X) = 17P2(X) = X7P3(X) = X2’P4(X) = X3a P5(X) =
X4 Ps(X) = X5,

Solutie:

Dimensiunea spatiului vectorial este egald cu numarul vecto-
rilor bazei acelui spatiu vectorial.

Ardtdm ci polinoamele Py (X), Po(X), ..., Ps(X) (Py(X) = X1,
i = 1,6) constituie o bazd pentru spatiul vectorial al poli-
noamelor cu coeficienti reali (complecsi) de grad mai mic sau
egal cu 5.

a) liniar independenta - fie combinatia liniara:

6
Y aiP(X)=0,0;€R, i=16
=1

Folosind egalitatea a doud polinoame rezulta:
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a; =0; (i=1,6), (1] + X + azX? + s X3 + as X4+

aX®=0-1+0-X+0-X24+0X3+0X*+0X°, de unde
ar=ay=az3=a4=oa; =as =0).
b) sistem de generatori - prin insigi modul de definire al poli-

noamelor cu coeficienti reali sau complecsi, acestea sunt prezente
ca o combinatie liniara de polinoame P;(X),i = 1,6.

(P(X) = ioazXl = ioalpz (X))

Asadar {1, X, X2, X3 X* X°} constituie o baz# pentru spatiul
vectorial al polinoamelor cu coeficienti reali de grad mai mic
sau egal cu 5. Dimensiunea spatiului vectorial este 6.
Reprezentarea particulard a lui P(X) = 14+2X — X2 +3X3 +
5X* + X5 este:

P(X) = Pi(X)42P(X)—P3(X)+3P4(X)+5P5(X)+ Ps(X).
19. Fie M3 4(R) multimea matricilor cu trei linii si patru coloane,

cu elementele numere reale. Folosind faptul ca (Mgz4(R),+,-)
este un spatiu vectorial real, sa se gaseasca descompunerea lui

0o -1 2 1
A= 1 5 0 -2
-2 3 4 7
10 00 01 00
in baza canonica 1 = 0 0 0 O),Eg (0 0 0 0
0 00O 0 00O
0 010 0000
Es=1 0 0 0 0 ,,Elg(OOOO)
00 0O 00 01
Solutie:

Descompunerea este :
A:0'E1+(—1)'E2+2'E3—|—1-E4—|—1-E5—|—5~E6+0'E7+
+(=2)-Eg+(-2)-Eg+3-Eio+4-En1+7-Ep
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20. S& se determine A € R astfel ca vectorii :

21.

@ =e —éy+4e3; b=2e; — 36 +€3; ¢ = e + 263 + e
sd fie liniar dependenti in spatiul vectorial aritmetic R3, unde
{€1,€2,e3} este bazi canonica a lui R3.

Solutie:

Vectorii @ si b sunt cunoscuti ( ei sunt reprezentati sub forma
unei combinatii liniare a vectorilor €j, €2, €3). Pentru ca vec-
torii @, b, ¢ si fie liniar dependenti trebuie ca vectorul € si se
reprezinte ca o combinatie liniard a vectorilor @ si b, adica :

t=oaa+pb,a, B €R, ceea ce este echivalent cu :

€1 + 2ex + Aeg = ae; — aes + daes + 20e; — 38ey + [es, ceea
ce este echivalent cu :
e = (a+20)e;
2e9 = (—a— 3f)ez . Din primele ecuatii rezultd cd o =7
Aes = (4o + Bes
si B = —3, iar din a treia ecuatie A = 4a + [, adicd \ = 25.

S& se stabileascd dependenta liniara a vectorilor : v; = 3e; —
2e5 +€e3; o = 9€1 + €3+ 9e3; U3 = —e1 +e2 —e3; Vg = 2€2 + €3
in R3.
Solutie:
4 —
Ardtam ca din combinatia liniard > «;7; = 0, a; € R, nu
i=1

rezultd cd a;(i = 1,4) sunt egali cu 0. Astfel:

4
> vy =04 (3ar+9a2 —ag)er + (—2a1 +ao +ag+2ay)ea +
i=1
(a1 + 92 — ag + ay)es =0,
dar {€1,@s,e3} constituie baza canonica in R3, astfel :

3a; + 99 — a3 =0
201 +ag+ag+2a4 =0
a1+ 9 —ag+a4 =0

acest sistem este compatibil simplu nedeterminat, deoarece:
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3 9 —1
2 1 1 |=-20#£0
1 9 -1

Asadar existd alternativa solutiilor nenule si deci vectorii 71,
U9, U3, U4 sunt liniar dependent;i.

Fiind dati vectorii @ = 3¢, — 4@y, b = 2€; — €, ¢ = He; — 6éy in
spatiul vectorial aritmetic R?, unde {€;, >} este bazi canonici
a lui R?, si se descompuni ¢ dup4 directia vectorilor @ si b.

Solutie:
Fie¢=aa+ b, o, B € R, ceea ce este echivalent cu :

51 — 6ey = 3ae — daey + 2Pe; — Bey &

5=3a+20
—6=—4a—f
5=3a+26 .o
{ 12— —8a— 23 , adica

7 2

= Ta+ 25
Deci ¢ = =0 + 5b.

In spatiul vectorial aritmetic R? se dau vectorii
v = (3, 1,0) ;U = (6,3,2) ;U3 = (1,3,5)
Se cere :
a) si se arate ci U1, Dz, V3 formeaza o bazi in spatiul R3;
b) sd se giseascd coordonatele vectorilor bazei canonice {€;, €2, €3}
in noua baza {v1, U2, U3}
Solutie:
a) Liniar independenta - fie combinatia liniara
a1U1 + U9 + (3U3 = 6, adicd :
(3&1, aq, O) + (60[2, 3ao, 20(2) + (053, 3as, 5@3) = (0, 0, 0) =4
3a1 + 6ag+ a3 =0
a1 + 3ag +3a3 =0
200 + 5a3 =0
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3 1

1 3 | = —1 # 0,deci sistemul are drept solutie numai
0 25

solutia triviald (a1 = ag = ag = 0).

wW O

Faptul ca w1, v9,v3 constituie un sistem de generatori rezulta
direct din punctul 1 si din faptul ¢ dim R? = 3, adica {v1, V2, 03}
este o baza a acestui spatiu vectorial.

U1 ail aiz a3
b) ( e1 ey e3 ) =A| 79 ,unde A = a1 a9 493
V3 asy as2 as3

€1 = a11v1 + a12V2 + a13v3

€2 = a21V1 + a22V2 + a23V3

€3 = a31v1 + a32V2 + a33v3
Prima ecuatie vectoriala este echivalenta cu
(1,0,0) = a11(3,1,0) + a12(6, 3,2) + a13(1, 3,5),

3a11 + 6a12 + a1z =1
adica: ain + 3ai2 +3a13 =0
2a12 + 5&13 =0

3 6 1

1 3 3 |=-1%#0, solutiile sunt

0 25
ai; = —9,a12 = 5,a13 = —2.
Analog, in cazul celorlalte doud ecuatii vectoriale se obtine:
az1 = 28, a22 = —15,a23 = 6,a31 = —15,
aszs — 8, aszs — -3.
Asadar:

€1 = —9v1 + 5v9 — 23

ey = 28v1 — 15Uy + 6U3
€3 = —15v7 + 82 — 3U3

a) Sa se arate cd multimea functiilor f : (—a,a) — R care
satisfac conditia f(x) = f(—=z), (V)x € (—a,a) este un sub-
spatiu vectorial al spatiului tuturor functiilor reale definite pe
(—a,a).
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b) Analog pentru multimea functiilor f : (—a,a) — R care
satisfac conditia f(x) = —f(—x).
Solutie:

a) Fie f1, fa: (—a,a) — R astfel incat :
Ni(z) = fi(=2) st fo(z) = fa(=2) , (V)a € (—a,a).

Functia (f1 + f2) : (—a,a) — R se bucurad de proprietatea ca

(f1+ f2)(x) = (f1 + f2)(—=x), deoarece :

)(z
(fi+ fo)(@) = fi(®) + fo(z) = fi(—2) + fo(—2) =

(f1+ f2)(=2),(V)z € (—a,a)

Fie « € R, functia af : (—a,a) — R are proprietatea :
(af)(z) = (af)(—z) (V)z € (—a,a) pentru ca (af)(z) =
af(z) = af(-z) = (af)(—2), (V)z € (—a,a)

b) se demonstreaza in mod analog.

Sa se arate ca subspatiile vectoriale ale functiilor pare si re-
spectiv impare sunt suplimentare in spatiul tuturor functiilor
reale definite pe (—a,a).

Solutie:

Fie W17 subspatiul vectorial al functiilor reale impare gi Ws
subspatiul vectorial al functiilor reale pare.

Ardtam ca Wi N Wy = {0} (Observatie: este vorba de functia

zero). Fie ca W1 N Wy = {f}, atunci f € Wy si f € Wy, deci
[ @)= () (Fe W)

recoa R { 0=V,

= f(-2) = =f(-2) = 2f(-2) = 0= f =0,

asadar W, N Wy = {0}.

In plus (V)f : (—a,a) — R, f se poate reprezenta:

F(a) = 5 [f(@) + f=a)] + 5 (@) ~ (=)

N |

ceea ce implicd :
WioWy =W
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unde W este spatiul vectorial al tuturor functiilor reale definite
pe (—a,a).

Concluzie: W1 & Wy = W, deci W7 si Wy sunt subspatii
vectoriale suplimentare.

Fie W1 gsi Wy doud subspatii vectoriale ale spatiului V. S&
se demonstreze cd nu intotdeauna W7; U Wy este un spatiu
vectorial al lui V.

Solutie:

Daca W1 ¢ Wy gi Wy ¢ Wy, atunci existd o1 € Wy, U3 € Wo
astfel ca 1 ¢ Wy ¢i U2 ¢ Wi. Prin urmare vy + o ¢ Wi si
V1 + U2 §§ Wy , adica v + Ua ¢ Wi U Ws.

W1 UWs este subspatiu vectorial dacé si numai daca W1 C Wy
sau Wy C Wa.

Observatie: Avem
Wi+ Wy = L(Wl U WQ),
Wi+ Wo = {11 +02 =7 |11 € W1,72 € Wa}

Sa se arate cd submultimea

B = {(x1,22,73) | 1 — 22 + 53 = 4} a lui R3, nu constituie
un subspatiu vectorial al lui R3.

Solutie:

Vectorul 0 = (0,0,0) € R3 nu apartine submultimii B, deoarece
0—0+5-0# 4. Asadar 0 ¢ B si deci B nu poate avea o
structurs de subspatiu vectorial al lui R3.

Sa se arate cd multimile U = {u; = (1,5,3),u2 = (2,0,6)},
W = {w1 = (—1, 7, —3), w2 = (4, 5, 12)}

genereazd acelasi subspatiu vectorial al lui R3.

Solutie:

L(U) = {kiu1 + kaua | k1, ko e R} =
{(k1 + 2ko,5k1,3k1 + 6k2) | k1, k2 € R}.
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30.

Analog:

L(W) = {hywy + hgwy | h1,hy € R} =
{(=h1 + 4h2,Thy + 5ha, —3hy + 12h2) | hq1,he € R}.

Se aratd cd L(U) = L(W) ca in exercitiul 15.

Fie C°(R) spatiul vectorial real al functiilor reale si continue.
Si se arate ci urmitoarea submultime a lui C°(R) este liniar
independenta. Sa se stabileascd dimensiunea subspatiului gen-
erat de multimea {e%, x - % 22 . %},

Solutie:

Deoarece e** # 0, combinatia liniara

2.6 =0 &

a1 e +ag-r-e®™ +a3-x
(a1 +a-z+az-22)e® =0 a; +az-z+az-22=0,
pentru orice x € R a1 = ay = a3 =0,

deci dim L({e®, x - e 22 - ¢%®}) = 3.

Fie subspatiile lui R2, W si U generate de vectorii w; = (1, 5),
wy = (—2,-10) si ws = (3,15), respectiv a3 = (—1,—4),
uy = (—1,2), uz = (2,0). S4 se construiasca subspatiile U + W
siwnU.

Solutie:
Subspatiul suma U+ W este acoperirea liniara a vectorilor wy,

wWa, W3, U1, U2, U3, adicd T € W + U este de forma:

U = k1w + kows + ksws + kaur + ksus + kgus.

Subspatiul W N U contine acei vectori pentru care

(*) a1 + aotz + aszws = Byu1 + Btz + B3Us

Inlocuind in ecuatia precedenta valorile vectorilor wi, we, W3,
U1, U2 , U3 Se obtine:

ap — 200 4+ 3ag = _61 — 52 + 253
dap — 10 + 150[3 = —461 + 2,82
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Intrucat rangul sistemului este 1, conform teoremei Rouché,
compatibilitatea sistemului este asiguratd de anularea deter-
minantului caracteristic care este egal cu 8, + 785 — 1055 (si
care este egal cu 0).

Obtinem B; = —=TA 4+ 10, By = A, B3 = p, unde A, p € R.
Inlocuind valorile lui §;, f5, 83 in ecuatia (*) se obtine ci:
(=7A+ 10p)uy + Nug + pus = (6\ — 8, 30X — 40u) € W N U,
A €eR.

Observatie: Deoarece dimU = 2 gi dim W = 1 rezulta U =
RZLW+U=R2,WnNnU=W.

Fie A = {(z1,22,23) | x1 — 2 + 5x3 = 0} o submultime a lui
R3. Si se precizeze daci A este un subspatiu vectorial si sd i
se determine dimensiunea.

Solutie:

Submultimea A se poate scrie

A = {(zg — bz3, x2,73) | 2,23 € R} .

Fie z, 7y € A, adicd T = (x2 — bx3, x2,T3),

Y = (y2 — 5y3, Y2, 93). Avem:

T+7y = (v2 — 5z3,22,73) + (Y2 — Y3, Y2, y3) =

((z2 +y2) — 5(z3 + y3), 12 + Y2, 23 + y3)) € A.

Daca A € R, atunci A\T = A(zg — 5x3,29,23) = (A(z2 —
5xs), Axa, Arg) € A. Deci A este un subspatiu vectorial al
lui R3. Se observi cd T € A dacd si numai daci existd o,
B € R astfel ca T = (a« — 56,,5). Atunci A = L(ay,as),
unde @; = (1,1,0) si a2 = (—5,0,1). Prin urmare dim A = 2.

S& se demonstreze cd multimea n-uplurilor de forma (0, &5, €3, .., &,)

este un subspatiu vectorial al lui K,.
Solutie:

Fie doud n-upluri (0,5&1), gl),..,@(})) si (0,59,{&2), . %2)) si
fie « € K. Are loc:
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(0,657,687, &) + (0,657,687, .. €7) = (0,68 + €2,
& +6,.,60 +6?) € Kusia- (0,686, ) =
(0,0A ' ggl)a a - g,i(’)l)a s Qe 57(11)) S Kn

Asadar multimea n-uplurilor de forma (0, &5, €3, ..,§,,) este un
subspatiu vectorial al lui K.

Fie V5 spatiul vectorial real al polinoamelor in cosx care au

cel mult gradul 4. S& se scrie transformarea de coordonate care

permite trecerea de la baza B = {1, cos x, cos? x, cos® x, cos? m}

la baza B = {1, cos x, cos 2x, cos 3x, cos 4z} si si se gaseasca
inversa acestei transformari.

Solutie:

Matricea de trecere de la baza B la baza B’ se obtine din:
1=1-14+0-cosz+0-cos®>z+0-cos®z+0-cos?z,

cost=0-1+1-cosz+0-cos?z+0-cos®z+0-cos?z,

cos2c=—1-14+0-cosz+2-cos?x+0-cos®x +0-cos* z,

cos3z=0-1—3-cosz+0-cos?x+4-cos®x+0-cosz,

cosdr=1-140-cosz —8-cos?x+0-cos®x+ 8- cos*zx.

Deci matricea de trecere este:

10 -1 0 1
01 0 -3 0
A=1 00 2 0 =8
00 0 4 O
00 0 0 8

Fie ag, a1, as, as, aq coordonatele unui vector din V5 in raport
cu baza B si by, by, ba, b3, by coordonatele aceluiasi vector in
raport cu baza B’. Atunci:
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aq bo
a by
as | =A-| by | adica, explicit:
as b3
ay by

( aozbg—b2+b4
a] = bl - 3b3
ag = 2[)2 — 8b4
as = 4bs

\ A4 = 854

De aici:

ap 1 —1 0 1 b()

al 0

a9 = 0

as 0

aq 0

Atunci d = det(A) = 64.

Apn A Az Ap As
Ap Axy Azx Agp Asp
1| Az Az Az Ags Ass
A1y Agg Azy Ay Ay
A5 Ags Aszs Ags Ass

Unde A11 = 64, A21 = O, A31 = 32, A41 = 64, A51 = —8,
A12 =0, A22 = 64, A32 =0, A42 = 48, A52 =0, A13 =0,
A23 = 0, A33 = 32, A43 = 64, A53 = 0, Ay = 0, Aoy = 0,
A34 = 0, A44 = 16, A54 = 0, A15 = 0, A25 = 0, A35 = 0,
A45 = 0, A55 = 8, §i deci:

0
1 0
0 2
0 O
0 0
) =

AL =

104 1 -4
0102 0
Al=100 11 1 o0
000+ O
0000 %

Inversa acestel transformaéri este:
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bO:ao+%a2+a3—%a4
b1 =a1 + %ag

by = 2as + a3

bs = %ag

b4 = 34

34. Sa se stabileasca formulele de transformare ale coordonatelor
cand se trece de la baza € = {€), &, &, €} la baza ¢’ =
{e], e, e, €} unde & = (1,2,-1,0), &, = (1,—1,1,1),
Eg = (—1,2,1,1), éil = (—1,—1,0,1) si E'l' = (2,1,0, 1), E/Z’ =
(0,1,2,2), €5 = (—2,1,1,2), €y = (1,3,1,2).

Solutie:
S& notdm cu e = {€, €, €3, €4} baza canonici in R*, adici
e =(1,0,0,0),e2 = (0,1,0,0),e3 = (0,0,1,0), e, = (0,0,0,1).
Notand cu A matricea de schimbare a bazei e — €', obtinem:
1 1 -1 -1
2 -1 2 -1
-1 1 1 0
0 1 1 1

A=

Avem agadar (€),¢,,¢e5,€,) = (€1,€2,€3,€4) - A. Dar, consid-

erand Z € R arbitrar, cu coordonatele (z!, 22, 23, a;4) in baza

e, (x'l,m’2,$'3,m’4) in e §i ($//1’$//27$//3’xn4) in baza e//’ uti-
lizdnd o scriere matriceala, vom avea:
xl 2’,'/1
2 2
T = (¢1,%2,%3,%4) - Z = (€,,2,,2,,2,) - €T
Tr = (€1,€2,€3,€4 .%'3 = (€1,€9,€3,€4 1”3
$4 .CC/4

Utilizand relatia de mai sus, obtinem:
2l
2
_ T _
(61762763764) : .’1’:3 = (617€2a€3a64) -A-
24

De aici obtinem cunoscuta relatie existenta intre coordonatele
unui vector la o schimbare de baza:
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1
2
3

8 8 8

X
X

*) —a |2,
33'4 T

Notand cu B matricea de schimbare a bazei e — €”, obtinem:

2 0 -2 1
11 1 3
B= 0 2 1 1
1 2 2 2

Rationand analog, obtinem:

X .’El
X -1 $2
"3 =B 3
X X
X 134

Tinand cont de (*), obtinem formulele de transformare a co-
ordonatelor atunci cand se trece de la €’ la ¢’ scrise matriceal:

X X
X _ X
"3 =B A /3
X X
X X

Avem agadar:

1 1 -1 -1 2 0 =21
2 -1 2 -1 11 1 3
A= -1 1 1 0 B = 0 2 1 1
0 1 1 1 1 2 2 2
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Efectuénd calculele, obtinem:

M 10 0 1 2t
"2 1 1 0 1 le
2% 171 o111 z3
2" 0010 x4

In spatiul aritmetic R* se d& multimea

{ el +a2? — a3 42t =0, }

_ )= _ 1.2 .3 .4 4
Vl_{:c ($,$7$7$)ER _:1;1_|_x2—x3—|—x4:0.

a) Aritati cd Vi este un subspatiu vectorial al lui R*;
b) Determinati o baza pentru Vi si dim Vi ;

¢) Aratati ca sistemul B’ = {a; = (1,0, 1,0),a2 = (1,1,0,0),
{az = (0,1,1,0),a4 = (0,0,1,1)} este o baza pentru R* si gasiti
coordonatele vectorului z = (1,1, —1,1) relativ la noua baza
B

d) Gasiti un supliment algebric V4, pentru subspatiul V; .
Solutie:

a) Fie o, 3 € Rsi 7 = (2!, 22, 23, 2%),

7= (y',92%, 93, 9*) € V1, arbitrar fixate. Atunci:

(az! + By') + (aa? + By?) — (0a® + By?) + (aa’ + By?) =
afz! +a? — 2% +at) + By' +1° =1 +y) = a0+ B0 =05
analog aZ + 7y = (az' + By, ax? + By?, ax + By3, az* + fy?)
verificd si a doua ecuatie din sistemul omogen. Prin urmare
af + By € Vi si astfel V) este subspatiu vectorial al lui R*.
b) Matricea sistemului este

1 1 -1 1 .
A:<—1 1 -1 1) si are rangul 2

si atunci dim V; = 4—rangA = 2. O bazi a lui V] este formata
cu doud solutii particulare ale sistemului omogen, care sa fie
liniar independente.

Notand z® = « si z* = 5 obtinem,

{ '422 = a-8

—zt+2? = a-p
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si de aici solutia generald z = (0, — 5,0, 3), o, 8 € R sau
z=a(0,1,1,0) + (0, —1,0,1).

Dacd notidm b; = (0,1,1,0) si by = (0,—1,0,1) rezulta V3 =
L(by,by). Deoarece {b1,bs} este sistem liniar independent

0 0
. 1 -1 o . - T .
(vezi rang 1 0 = 2) rezultd ca By = {b1, b2} este bazi
0 1
pentru Vi .

¢) Rangul matricei A; pe ale cérei coloane avem coordonatele

. . o e . =
vectorilor din B, in raport cu baza canonica B = {¢;[i = 1,4}
a lui R4,

1100
0110
=11 ¢ 14
000 1

este 4. Prin urmare B’ este sistem liniar independent in spatiul
4-dimensional Rsi astfel este bazi pentru R*.

Coloana cu coordonatele lui z = (1,1 — 1,1) relativ la baza
B'se gaseste din relatia Ig = Al_li‘g, A fiind matricea de
trecere de la baza B la baza B'. Inversa matricei A; este

/2 —1/2 1/2 -1/2
/2 1/2 -1/2 1/2

~1/2 1/2  1/2 —1/2
0 0 0 1

ATl =

si astfel 75 = A7Y(1,1,—1,1)! = (=1,2,—1,1) sau

T =—a1+2ay—as+ay.

d) Completdm baza Iui V4, By = {b1,b2}, pani la o bazi a
lui R* cu vectorii b3 = (1,1,1,0),bs4 = (0,0,0,1) . Intr-adevir,
rangul matricei

0
-1

O = = O
O = =
—_ o o o
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este 4 si astfel {by, by, b3, by} este baza.

Consideram subspatiul vectorial generat de bs si by, Vs
L(b3,by) . Atunci dimVj +dim Vs =2+ 2 =4 = dimR*.
Cum R* = L(by,by,b3,bs) rezultd ci pentru orice vector T
din R*, existd scalarii reali of, (i = 1,4), astfel incat z =
alby + o?by + o®bz + a’by §i prin urmare orice vector T se
poate scrie T = X1 + X2 cu T = alb; + a?by € V3 Sl Ty =
adbs+atby € Vo . Deci R* = Vi +V4 . Din aceasta relatie si din
faptul ca dim V; + dim Va = dim R? rezults ca Vi @ Vo = R%.
Prin urmare V5 este un supliment algebric al lui V7 .

In spatiul aritmetic R* se dau subspatiile vectoriale

20l + 22 4323 — 2t =0
Vi=< &= (zt,2% 23 2 3zl 4222 —224 =0
3xl + 22+ 923 — 24 =0

62l — 922 — 23 =0
22+ 2t=0
a) Aritati cd Vi @ Vo = R

b) Determinati proiectia vectorului & = (1,—1,1,0) pe sub-
spatiul V; de-a lungul subspatiului V5.

Vo = {x = (wl,a:Q,x3,x4)

Solutie:

a) Matricea primului sistem liniar omogen,

2 1 3
A = 3 2 0 -2

31 9 -1
are rangul 2 gi solutia sa este de forma & = (3, =9+, @, 5) ,
(o, € R) sau & = aay + fBag, unde a3 = (3,-9,1,0) si
as = (0,1,0,1) sunt doud solutii liniar independente. Deci
Vi = L(ay,a2) si dimVj = 2 cu By = {a1, a2} baza.
Matricea celui de-al doilea sistem liniar omogen,

6 -9 -1 0
A2_<0 1 0 1)
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are rangul 2 si solutia sa este de forma z = (6a —B,a, ),
(o, 3 € R) sau T = %ads + 30a4, unde ag = (1 0,6,0) si
as = (—3,-2,0,2) sunt doud solutii liniar independente. Deci
Vo = L(@g,fm) sidimVo =2 cu By = {&3, @4} baza.

Deoarece rangul matricei

3 01 =3
-9 1 0 -2
1 06 0
0 1 .0 2

este 4 rezultd ci B’ = {ay,as,as, a4} este o bazd a lui R*.

Astfel, R* = V; 4+ V5. Se mai poate arita cd Vi N Vy = {0}.

Intr—adevar, daci 7 = ala; + a?ag = olas + otas € Vi N Vs,

atunci avem ala; + a’as — olas — a*ay = 0 si de aici obtinem

al=a’?=a’=a*=0sauz=0.

Deci V; & Vo = R%.

b) Conform punctului a), avem scrierea unica: & = &1 + T2 cu

T1 €VisiZo € Vs,

Proiectia lui £ = (1,—1,1,0) pe Vi de-a lungul lui V5 este

71 = ota; +a2ay. Pentru a gasi pe T1, luam o = alas+atay

si determindm scalarii of, i = 1,4 din relatia

(1,-1,1,0) = *(3,-9,1,0) + a2(0,1,0,1)+
a3(1,0,6,0) + a*(—3,-2,0,2)

sau (1,-1,1,0) = (3041 + o — 3a%, —9a! + o? — 204,

al +6a3,a” + 2a4)

Rezolvam sistemul liniar

3al+ 0% —3a* = 1
—9at+a?2—-2a* = -1
al +60 = 1
a?+2a* = 0
si obtinem o' = %, ol = %’ 3 _ 11165’ ot = _%7

de unde z; = 11195 a; + 12185 Qg = %(57 —143,19,28) .

Fie circuitul din schema:
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L]

E1 E2

H“Ir

Datele problemei sunt: tensiunile F; si rezistentele R; i R
(1 =1,2,3). Se cere curentul prin rezistenta R.

Solutie:

Vom considera circuitele independente b; si dupa legea a Il-a
a lui Kirchoff rezulta relatiile:

3
R1[1+R<Z Ik> :E1
k=1
3
R212+R(Z Ik) = Fs
k=1

3
R3ls+ R (Z Ik> = Fj3
k=1

3
Daca notdm = = Y Ij , gdsim modelul matematic al proble-
k=1
mei:
Rz + R1[1 = E1
Rx + Rols = Fy
Rx + R3[3 = E3

Acesta este un sistem cramerian
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(R + Rl)Il + RI, + RI; = F
RI + (R+Ro)ly + RI; = Fy
RI; + RI, + (R + Rg)[g = Fj3
cu determinantul
A= R(R1R2 + RoR3 + R3R1) + R1RoR3 > 0.

De aici se obtine

E1RoR3 + FoR3R1 + E3sR1 Ro
€r = Z Ik‘ = .
— R(R1R2 + RaoR3 + R3R1) + R1RaR3

Probleme propuse spre rezolvare

. Fie multimea V' = {a+bv2+cv/3+dV5|a,b,c,d € Q}. Aritati

ca pe V se poate introduce o structura de spatiu vectorial
peste corpul numerelor rationale Q, in raport cu adunarea
numerelor reale gi in raport cu inmultirea cu numere rationale
a numerelor reale. Cat este dimq V' ? Dar dimq R 7

. Fie V = (0, 00). Daca definim legea de compozitie interna ” ®”

d . e <
peV,zhy 2] xy si legea de compozitie externa " ©” pe V, cu
. - d . .o
scalari din R (sau Q), a®x e/ x®, atunci ardtati ca (V,®, ®)
este un spatiu vectorial peste R (sau Q). Cat este dimq V' ?

Dar dimg V' 7

. In spatiul vectorial real aritmetic R® se dau vectorii @ =

(—4,9,7), b= (1,0,5), e = (2, -1, ).

a) Pentru ce perechi de numere reale (o, 3) sistemul {a, b, ¢}
formeazs o bazi a lui R3?

b) Pentru ce perechi de numere reale (a, 3) subspatiul generat
de @, b, ¢ are dimensiunea 27

. Fie V un spatiu vectorial peste corpul comutativ K si uw, v, w

trei vectori liniari independenti. Studiati liniar independenta
vectorilor w + v, ¥ + W, W + @ in cazul in care corpul K este
a) R; b) C; ¢) {0,1}.
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5. Fie My,(R) = {4 € M,(R)|A = A'} muljimea matricilor
simetrice de ordinul n §i Mysn(R) = {A € M, (R)|A = — A"}
multimea matricilor antisimetrice de ordinul n.

a) Aratati cd M., (R), Mgsn(R) sunt subspatii vectoriale ale
lui M,,(R).

b) Aritati ci dim M., (R) = 2 Aq, 0 (R) = 2D

c) Este adevarat cd Mg, (R) & Mgsn(R) = M, (R)?

2 3
-2 4

d) Determinati proiectia matricei A = (

pe M;.2(R) de-a lungul lui M2 (R).

) € Mz(R)

6. Fie V un spatiu vectorial real de dimensiune n > 3 si B =
{@1, 4, ...,y } o bazd pentru V. Se considera vectorii

U1 = Uy, V2 = Uz, Uk = Uk + AU + pitle, pentruk =3, ...,n,

unde coeficientii reali A\g, p, (k= 3,...,n) sunt fixati arbitrar,
in prealabil.

Ardtati cd sistemul de vectori B’ = {v1,7q, ..., U, } formeazi o
baza pentru V.

Scrieti matricea de trecere de la baza B la baza B’.

. .. b
7. Fiea, b, d’, b’ numere reale astfel incat rangul matricii < Z, Y )

este 2. Dacd se considerd subspatiile vectoriale ale lui R?,
Vi = {(z}, 2?)|azt + b2? = 0} si Vo = {(a!,2?)|a’2x! + b/2? =
0} sd se arate ci Vi @ Vo = R2. Ce se poate spune de-
spre submultimile lui R?, W1 = {(z!,22)|ax! + b2? = 1},
Wo = {(a,2%)|a’x! + ¥2? = 1}?

8. Fie sistemul omogen de ecuatii liniare

b+ 2?2 - 23 =0
b — 22 4+ 23 4+ 22t = 0 . (*)
xl + 2t =0



40

10.

11.

CAPITOLUL 1. SPATI VECTORIALE

Daci V este multimea solutiilor (2!, 22, 23, 2*) pentru sistemul
(*), atunci:

a) Aritati cd V este un subspatiu vectorial al lui R*.
b) Determinati o bazad a lui V gi dim V.
c) Gasiti un supliment algebric W pentru V.

d) Determinati proiectia vectorului z = (1,2,2,3) pe V de-a
lungul lui W, gasit la c).

. Ce conditii trebuie sa satisfaca numerele reale a, b, ¢ pentru

ca vectorii Z = (1,a,a?), 7 = (1,b,b%), Z = (1, ¢, c¢?) s& formeze
o bazi pentru R3?

Dacd a = —1, b =0, ¢ = 1 s4 se scrie vectorul u = (1,7,2) ca
o combinatie liniara de vectorii 7,7, Z.

T Yy
Fie M =<A=1 z 0 |z,y,z € R . S& se arate ci
0 z+4+vy

M este un subspatiu vectorial al lui M3 2(R). Gasiti o baza
pentru M si dim M, precum si coordonatele matricei

1 8
U= 3 0 | relativ la baza gasita.
09

Fie n € N* si R,,[X] spatiul vectorial real (n + 1)-dimensional
al polinoamelor de grad cel mult n cu coeficienti reali, in nede-
terminata X.

a) Ardtati cd B = {1,(1+ X),(2+ X)?%,...,(n + X)"} este o
bazd pentru R, [X].

b) Pentru n = 3, determinati matricea de trecere de la baza
canonica B. = {1, X, X2, ..., X"} la baza B.

c¢) Pentru n = 3, determinati coordonatele polinomului
Q = X3 + 1 relativ la baza B.



Capitolul 2
Aplicatii liniare

Definitia 2.1. Fie V, W doud spatii vectoriale peste corpul co-
mutativ K. Spunem ca functia f : V — W este un morfism de
spatii vectoriale (sau operator liniar sau aplicatie liniard) daca sunt
indeplinite urmatoarele conditii:

a) f(z+9)=f(Z)+ f(y), pentru orice z, y din V;

b) f(az) = af (z), pentru orice z € V, a € K.

Conditiile a), b) sunt echivalente cu conditia:

c) f(az+ By) = af (z) + Bf (y), pentru orice z, y € V, a,
BeK.

Daca morfismul f aplicd spatiul V' pe intreg spatiul W (adica
este aplicatie surjectiva), atunci f este epimorfism. Daca morfismul
f este aplicatie injectivd (Z # y implicad f(Z) # f(y)), atunci el
se numegte monomorfism. Dacd morfismul f stabileste o corespon-
dentd biunivoca intre spatiile V' si W, adica este simultan monomor-
fism si epimorfism, atunci f se numeste izomorfism, iar spatiile V'
si W se numesc izomorfe (sau mai exact K-izomorfe). Un morfism
f 'V — V se numeste endomorfism al spatiului vectorial V', iar un
izomorfism f : V — V se numeste automorfism al spatiului vectorial
V.

Daca f: V — W este un morfism de spatii vectoriale, atunci:

flalzy + -+ oFzy) = o' f(Z1) + -+ - + apf(Z1), pentru orice
T1,Ta, -, % € V si pentru orice a',a?,...,aF € K, k € N*,

41
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Fie n dimensiunea spatiului V gi m dimensiunea spatiului W.
Fixdm o bazd {€1,€a,...,€,} a lui V si o bazd { fi, fo,..., fm} a
lui W. Atunci operatorului liniar f i se asociazd o m X n-matrice

A= (a]),i: 1,2,...,m; j=1,2,....,n, unde

%
m L
fEe)=> alfisi=12. . n
j=1

Aceastd matrice, pe ale cirei coloane avem coordonatele, relativ
la baza fixatd in W, ale imaginilor prin f ale vectorilor bazei din
V', se numeste matricea aplicatiei liniare f relativ la cele doua baze
fixate.

Imaginea operatorului liniar f este subspatiul lui W, Im f =
{f(z)|z € V}. Nucleul lui f este subspatiul lui V, Ker f = {z €
V]f(z) = 0}. Dacd dimV < oo, atunci

dimIm f+ dim Ker f =dimV.

Definitie 2.2. Fie V un spatiu vectorial peste K. Endomor-
fismul f:V — V se numeste:

1) proiectie daca fo f = f;

2) involutie sau structura produs dacd fo f = 1y, unde 1y este
morfismul identitate;

3) structurd complexd dacd fo f=—1y;

4) endomorfism nilpotent de indice p dacd fP = 0y, unde p =
2,3,..., fP=fofo---of (de pori), iar 0y este morfismul nul. Un
endomorfism nilpotent de indice 2 i de rang maxim posibil se mai
numeste structura tangenta.

Operatorul invers.

Un endomorfism f al spatiului V se numeste invers la stanga al
unui endomorfism ¢ al lui V daci fg = 1y . In acest caz, operatorul
g se numeste invers la dreapta pentru operatorul f.

Definitia 2.3. Un subspatiu V/ al lui V' il vom numi invariant
relativ la operatorul f (sau f-invariant) dacad din faptul cd z € V/,
rezulta fz € V.
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Un vector T # 0 se numeste vector propriu al endomorfismului

f:V =V dacd exista A € K,
f(z)=Az.

Scalarul X care figureaza in aceasta egalitate se numeste valoare
proprie pentru f, corespunzitoare vectorului propriu Z.

Subspatiul V) = {z € V|f(Z) = AT}, care este invariant relativ
la f, se numegte subspatiul propriu corespunzéator valorii proprii A.

Propozitia 2.1.  Orice vectori proprii Z1,Z3,...,Zy ai unui
endomorfism f care corespund la valori proprii distincte doua cate
doua A1, A2, ..., Ay, sunt liniar independent;i.

Definitia 2.4. Un endomorfism f al spatiului vectorial n-
dimensional V' se numeste diagonalizabil daca existd o baza a lui V
relativ la care matricea lui f este diagonald, adica de forma:

A0 0
0 X : 0
0o 0 = N\

Practic, pentru diagonalizarea unui endomorfism f : V — V
procedam in felul urméator:

1) Fixdm o bazd B = {€1,€2,...,€,} in V gi determindm ma-
tricea A = (a§- a lui f relativ la aceastd bazi;

2) Aflam valorile proprii care sunt radacinile din K ale ecuatiei
caracteristice Py (A) = 0, unde P¢(\) = det(A — AIy,).

3) Pentru fiecare dintre valorile proprii distincte A1, Az, ..., Ap
(p < n) cu ordinele de multiplicitate my, ma, ..., mp, se rezolva sis-
temul omogen (A — \jly)zp = 0,7 =1,2,...,p. Un sistem funda-
mental de solutii pentru un asemenea sistem omogen reprezinta o
bazi pentru subspatiul propriu asociat valorii proprii A; ( j = 1,2, ...,p).

4) Daca mi+mao+---+m, = n si pentru fiecare j =1,2,...,p,
m; = dim V), atunci f este diagonalizabil.

5) Matricea lui f, in raport cu baza formatad prin reunirea
bazelor subspatiilor proprii V), , ..., V), are pe diagonala principald
elementele A1, ..., A1;...; Ap, ..., Ap ,adica valorile proprii.
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Definitia 2.5. Spunem cd endomorfismul f : V — V este adus
la forma Jordan dacd existd o baza in V fatd de care matricea

J 0 .. 0
J— 0 Jo .. 0
0 0 ... Js

sd reprezinte pe f, unde Ji, Ja, ..., Js sunt celule Jordan atasate vec-
torilor proprii A;, ¢ = 1,2, ..., s ale endomorfismului f.

Teorema Jordan. Fie V un spatiu vectorial n -dimensional
peste campul K (R sau C ). Dacd endomorfismul f : V — V are
valori proprii (in K) si dacd suma multiplicitatilor acestor valori
proprii este n, atunci existd o baza in V fatd de care matricea lui f
are forma Jordan.

Pentru a gasi baza Jordan este necesar sa se urmareasca prob-
lemele urmatoare:

1) Fixarea unei baze in V gi explicitarea matricei A atasatd
endomorfismului f: V — V.

2) Determinarea valorilor proprii distincte A;, j = 1,2, ..., n, re-
spectiv multiple de ordinul m;, j = 1,2, ..., p prin rezolvarea ecuatiei
caracteristice; pentru continuare este suficient ca zp: m;=mn.

j=1

3) Gasirea vectorilor proprii liniar independenti corespunzatori
fiecarei valori proprii.

4) Calcularea numarului de celule Jordan

dim V), = dimV —rang (A — \jly) =n — ;.
5) Rezolvarea sistemului
(A—X\1y)™ T =0,

pentru fiecare j = 1,2, ..., p. Pentru j fixat, solutiile nenule genereaza
subspatiul V).

In cazul matricilor de ordin relativ mic, putem ocoli unele din
etapele precedente tindnd seama de observatia ca la o celuld Jordan
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corespunde un singur vector propriu. Pentru gasirea vectorilor din
baza corespunzatori celulei de ordinul p, atasata valorii proprii Aj;,
se determind solutia generald pentru f(€;) = A;€;, apoi se impun
conditii de compatibilitate si se determina solutii pentru

f(€2) =1+ Njéa, ..., f(&p) =ep_1+Ajep.

Daca notdam prin C matricea care are pe coloane coordonatele
vectorilor din baza Jordan, atunci

J=C"1AC.

2.1 Probleme rezolvate

1. Se considers functiile T : R?® — R3 definite prin:
a) T(Z) = (z1,29,23) cu T = (21,29, 23) € R3;
b) T'(z) = (x3,21,22 + h) cu h € R, h # 0;
c) T(z) = (x1 + 2w9 — 323,321 — T2 + 3x3, 221 + 322 + 2x3).
S& se precizeze dacd sunt sau nu transforméri liniare.
Solutie:

Functia A : V. — W (V,W— spatii vectoriale peste campul
K) este o transformare liniarad (operator liniar) daca si numai
daca :

A(az + BY) = @ A(Z) + BA®G), Vo, B € K si (V)Z, 7 € V.

a) Fie 7 = (y1,2,y3) € R3si o, 8 € R. Are loc:

aZ + By = a(r1, v, 23) + B(y1,y2,¥3) =

(z1 + By, axz + By2, axs + fys3)

T(aZ + BY) = T(ax1 + Byr, axa + Byo, axs + Bys) =

(aw1 + Byr, axg + By, (axs + Byz)?) # (aw1, axs, ax3)+
(By1, Bya, By3) = oT(Z) + BT (y) = T nu este operator liniar.

b) Considersm T si € R? ca in cazul a).
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T(axi + Py, oz + By2, axs + Pys) =
(axs + Bys, ax1 + Py1, axe + By2 + h) #

7& (O(.Tg, ary, a($2+h))+(ﬁ937 Byla B(y?)—’_h)) - OéT(If)‘i‘/BT@)
deci T' nu este operator liniar.

¢) T(ax + By) = T(ax1 + By1, azs + By2, axs + Bys) =
(a1 + By1) + 2(awz + By2) — 3(aws + Bys), 3(awr + By1)—
(amg + By2) + 3(aws + Bys), 2(ax1 + By1) + 3(awz + By2)
+2(axs + Bys)) = (w1 + 2awe — 3axs, 3ax; — axs + 3axs,
20wy + 3aws + 2axs) + (Byr + 2B8y2 — 38ys3, 3By1 — By +

3Bys, 2By + 3By2 + 2Bys) = oT(z) + ST(y) = T este o trans-
formare liniara.

. Sa se determine rangul si defectul transformarii liniare

A:R? — R3, definitd prin A(Z) = (21 + 22 + 23,71 +
x9 + x3,x1,T2,3), unde T = (z1,x2,x3), explicitind cate o
baza in Ker A giin Im A.

Observatie:
1 KerA={zecR3| A(z) =0}
" ImA={yeR?| Ax) =9,z € R3}
9 dim (Ker A) = defectul operatorului A
"| dim Im A = rangul operatorului A

Solutie:

Din egalitatea A(T) = 0 se obtine : @1 + 29 + 23 = 0, 21 +
z9 +x3 =0, 1 + 9 + x3 = 0, un sistem care se reduce la
ecuatia 1 + x2 + x3 = 0, ceea ce arata ca sistemul este dublu
nedeterminat si are solutia (—zo — x3,x2,23), T2, 3 € R.

Agadar, orice vector T € Ker A are forma:

T = (—x9 — x3,x2,23) = x2(—1,1,0) + z3(—1,0,1) , unde vec-
torii &g = (—1,1,0) si &2 = (—1,0,1) sunt liniar indepen-
denti, deci {€1,e2} este o baza a lui KerA gi in concluzie
dim(KerA) = 2 = defectul lui A.
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Avand in vedere definitia subspatiului Im A si definitia lui A,
concluziondm c4 orice vector din Im A are toate coordonatele
egale, deci oricare doi vectori din acest subspatiu sunt liniar
dependenti, mai mult, orice vector din Im A se poate exprima
in functie de vectorul f = (1,1,1), de unde rezultd ci o bazi
in Im A este format# din acest vector f si atunci dim(Im
A) =1 =rangul lui A .

3. S& se cerceteze care din functiile de mai jos sunt operatori
liniari si in acest caz s se determine defectul si rangul lor.

a) A(T) = (x1 + x2,0,22 + 23,0, 21 + x3) ,

Z = (r1,22,23) € R3; (A: R? = RY)

b) A(Z) = (z2, 21,72 + x3), T = (21,22, 73) € R?;

c) A(z) = (z1 + 23,0, 21 + 32) , T = (21,72, 73) € R3.
Solutie:

a) Trebuie demonstrat ci A este un operator liniar.

Fie g = (y17y27y3) §1 O‘:B cR.
a + By = (a1 + Byr, axe + Y2, axz + Py3)

Alaz + By) = (ax1 + By1 + ez + By2, 0, axs + By2 + azs+
Bys, 0,21 + By1 + aws + Pys) = (a1 + 12), 0, (w2 + w3),
0, (1 + 3)) + (B(y1 +y2),0, B(y2 + ¥3), 0, B(y1 + y3)) =
aA(Z) + BA(Y), adicd ceea ce trebuia demonstrat.

A(z) = 0 < (1 + 22,0, 22 + 23,0, 21 + 23) = (0,0,0,0),

ceea ce este echivalent cu 1429 =0, zo+23 =0, 21423 =0,
sistem care are doar solutia triviald. Rezultd ker A = {0} si
deci dimker A = 0 = defect A.

Se observa ca

A(z) = 21(1,0,0,0,1) + z2(1,0,1,0,0) 4+ 23(0,0,1,0,1) .
Notsm f; = (1,0,0,0,1), f> = (1,0,1,0,0), f3 = (0,0,1,0,1).
Vectorii {f1, f2, f3} sunt liniari independenti in R® si deci
Im A are dimensiunea 3 (rangul lui A).

In mod analog se rezolvi exemplele de la b) si c).
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4. InR3¥sedd T = (2,0, —1) si sistemul de vectori B = {éll, ey, é;} ,
unde &; = (2, —1,0),& = (0,1,3),&; = (0,0, —-2).

a) Sd se arate cd B'este o bazi negativ orientata fata de baza
naturala B.

b) Dac# in baza B'se di vectorul 7 = (2,0,—1) (care este
diferit de z din baza B), si se determine coordonatele vec-
torului z= -7+ 2y in B si B'.

c) Fie operatorul A : R?® — R*, dat in bazele naturale ale
celor doua spatii prin:

A(z) = (21 + 222, —x2 + 3,221 — 22, 321 + x3).

c1) S& se determine matricea operatorului A in perechea de
baze B'si G', unde G’ = {E;,E;,ﬁg,gg} , cu jl =(1,-1,0,1),
Gy = (2,0,1,0), g3 = (-3,1,0,0), g, = (2,0,0,0).

c2) S4 se verifice invarianta rangului operatorului A.

c3) Sé se determine A(Z) in bazele (B, G) si (B, G') ficandu-se
proba.

c4) S4 se determine (s - .A)(7), unde s : R* — R3, este dat
prin matricea

O N

in bazele naturale (B, G).

c5) S4 se cerceteze daci operatorul (s - A)(7) : R? — R? este

automorfism.

Solutie:

a) Matricea de trecere de la B la B’ este A.
2 00

Atunci ‘A= -1 1 0 , det(*A) = —4 deci rangul sis-
0 3 -2

temului B'este 3 si dupi teorema bazei rezultd ci B' este o
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noud bazi in R®. B’ este negativ orientata fatd de B, deoarece
determinantul matricii de trecere este negativ (= —4).

b) Folosind matricea de trecere de la B la B" obtinem
yp ="' A §g sirespectivzy = (‘A) " 'zp.

Se obtine §p = (4, —2,2) si respectiv Tz = (1,1,2)
Astfel Zp = —Zp + 2Yp §i 2y = —Tp + 2 p -

Deci Zp = —(2,0, —1) + 2(4, —2,2); Zp = (6,4, 5), iar Zy =
7(17 1’ 2) + 2(27 07 71)7 ZB' = (35 71, 74)

c1) Are loc urmatoarea diagramé (comutativa):

tA

R3B) = B
C\| 1A
R4(B) D e4
1 2 -3 2
-1 0 1 0 . .
unde D = 0 10 o | iar C' se obtine astfel
1 0 0 0
A(él) = (17072?3)7 A(EQ) = (27 _17 _170)7 A(é3) = (01 1707 1)1
1 2 0
0 -1 1
C= 2 -1 0
30 1
Asadar A' 0 'A=DoC o A =DoCo(tA)71,
1/2 0 0
unde (fA) =1 1/2 1 0
3/4 3/2 —1/2
—6 -3 2
. ;L -5 1 0
Se obtine A’ = 7 5 4
-5/2 -8 5

c9) Se observd ca rangA = rangA’ = 3.
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c3) A(Z) = c-zp; A(Z) = (-2,9,16,23) € R

AZ) = A Zg ; AZ) = (—23,-16,-32,-39/2) € R
Proba se face aplicand formula:

"(AR)g) =D (AR@)g)

c4) Din faptul ca diagrama

R3
C| N\ A A
R — R3

este comutativa, rezultd cd matricea operatorului (s - .A4) este
(Ag - A) care este o matrice patratica.

c5) rang(As - A) = 3 =operatorul (s - .A) este automorfism
(dimensiunea nucleului acestui operator este nula ).

. Fie endomorfismul A : C([a,b]) — C([a,]),

definit prin

b
(A (@) = glz) = / £(8) cos(a — t)dt,

unde z € [a,b]. S& se determine Ker A.
Solutie:

Pornim de la relatia (A(f))(x) = 0, adica:

b
o(z) = / F(#) cos(x — t)dt = 0, (¥)z € [a,b].

Folosind formula : cos(x —t) = cosx - cost + sinz - sint, se
obtine
g(z) = (f:f(t) cos tdt) cos x+(f; f(t)sintdt)sinz =0, (V)x €
[a, b] ceea ce este echivalent cu
b b
/f(t) costdt = 0 si /f(t) sintdt = 0, (x)

a a



2.1. PROBLEME REZOLVATE o1

deci Ker A= {f € R(a,b)|f indeplinesc (x)}.

6. 1) Sd se demonstreze ci aplicatia liniarg A : R? — R?, definita
prin A(Z) = (z1 + 22— 223, 72, 21 — 23), T = (21,72, 23) € R?,
este bijectiva.

2) Aratati ca aplicatia liniara f : V — V (V spatiu vectorial
peste K) cu proprietatea ci A% — A + J = 0 este inversabild
(J fiind morfismul identic).
Solutie:
1) Cum A : R® — R3, este suficient si aritim ci A este
injectiv, adicd Ker A = {0}.
Din A(Z) = (21 + 22 — 223, 79,71 — x3) = 0 = (0,0,0) =
= (21,72, 23) € R? adici:
1+ x9 — 223 =0
zo =0 ©x1:x2:x3:0<:>f:0,adicé
Tr1 — T3 = 0
Ker A = {0} si deci A este injectiv. Deci, in concluzie A este
bijectiv.
Pentru a determina transformarea inversa pornim de la egali-
tatea:

AT) =7 (x1 + 22 — 223,22, 21 — 23) = (Y1, Y2, ¥3) &

1+ T2 — 223 = Y1 T1=Y2 — Y1+ 2y3
T2 = Y2 - T2 = Y2 )
T — X3 =1Y3 T3 =1Y2 — Y1+ Y3

ceea ce este echivalent cu faptul ca:

A7YG) = (ya — y1 + 2u3, y2, Y2 — Y1 + U3)-

2) Aratam ca A este injectiv.

Fie 71,72 € V i presupunem ci A(71) = A(T2) = A%(71) =
A% (o)
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Deci A%(71) —A(Z1)+T1 = A%(T2) — A(T2)+T2 = 0 = T1 = T2
(agsadar A este injectiv).

Aratam ci este surjectiv.

Notim cu Z = 7 — A7) = A®@) = A®) — A%(¥)

Din conditia A% — A+ J =0, avem J = A — A%, astfel incat
v =A@ - A7)

Cele doua egalitati implicd § = A(Z), adicd A(V) =V, ceea
ce inseamna ca A este surjectiv.

In concluzie, deci, A este o bijectie.

. Fie A;, As : R* — R* dous endomorfisme definite prin

A1 (z) = (x4, 22, x3,21), respectiv
As(Z) = (z1 + 22 + 23 +24,0,0,0) , T = (z1,x2,%3,24) € R*.
S& se determine matricea sumei A; + Ay in raport cu baza
determinata de vectorii : f; = (1,—1,2,3), fy = (2,1,1,0),
f3=1(3,-2,0,0), f, = (4,0,0,0).

Solutie:
(A1 + A2)(T) = (21 + x2 + 23 + 224, T2, T3, X1).
In baza canonici €, = (1,0,0,0),é = (0,1,0,0),e3 =
(0,0,1,0), e4 = (0,0,0,1) a lui R4 , ave:
(A1 + A2)(e 1) (1,0,0,1),
(A1 + Az)(e2) = (1,1,0,0),
(A1 + Az)(€3) = (1,0,1,0),
(A1 + Az)(e4) = (2,0,0,0).
Matricea lui A; + Ao In aceastd bazd este
111 2
A=l 0010
1 0 00

Matricea de trecere de la baza canonici la baza

fi, (i=1,2,3,4) este:
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1 2 3 4
-1 1 -2 0
¢= 2 10 0
3 00 0

Are loc urmétoarea diagrama

C

B —— B
Al | A
B C B

unde B = {élaé2aé3vé4}7 B' = {f17f27f_37.f4} .

Diagrama trebuie sa fie comutativa, deci

CA = AC,
adica _
A=CcAC.
Deci :
1/3 2/3 1 4/3
A= 4/3 —-1/3 =2 —8/3 , A este matricea

1 -1 -1/2 -2
1/2 7/4 11/8 7/2
endomorfismului A; + A in baza f;, (i = 1,2,3,4).
La acelagi rezultat se ajunge daca scriem matricele A; si Ao
ale lui A; si As in baza B’.

8. Fie A: K™ — K" un endomorfism (K fiind un corp comuta-
tiv) cu proprietatea :

A=A+

S4 se arate cd A este automorfism.
Solutie:

Relatia A% = A + J este echivalentd cu A(A— J) = J
(A—J)A = J. Asadar endomorfismul A admite invers, A4~1
A — J si deci A este un automorfism.

Il .
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Fie A : V — V un endomorfism al spatiului vectorial V. S&a
se arate ca endomorfismul

A1 =2A4-J
este o involutie daca si numai dacd A este proiectie.
Solutie:
Daca A este proiectie, atunci
A? = A.

Rezultd A? = 442 —4 A+ J, adici A3 = J, ceea ce inseamna
ca Aj este o involutie.

Reciproc, relatia A% = J implici:
A2 = 1/443 +1/24, +1/4T =1/2(A1 +J) = A
si deci A este o proiectie.
Am folosit faptul cad A =1/2(A; + J).
1) S& se arate ca endomorfismul
D: R, [X] — R, [X]

definit prin D(p) = pl, unde pl este derivata polinomului p,
este un endomorfism nilpotent de indice n + 1, unde
R, = {p/grad p <n}.

2) Sa se arate cd endomorfismul

A:R}—R3
definit prin matricea
1 1 -1
A= -3 -3 3
-2 -2 2

este un endomorfism de indice 2.
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11.

Solutie:

1) Dacé p este un polinom cu coeficienti reali in variabila X,
de grad cel mult n, atunci derivata de ordin (n + 1) a acestui
polinom este identic nula.
Asadar

Dn+1 =0

unde 6@ este transformarea zero.

2) Folosind corespondenta biunivocd dintre multimea endo-
morfismelor pe R3 si multimea matricilor patratice de ordinul
3, aratam ca existd un numar n(n € N) astfel incat matricea
corespunzatoare endomorfismului ridicata la puterea n si fie
egald cu matricea nula.

Se observa ca

11 -1 1 1 -1

A2=A- A= -3 -3 3 -3 -3 3 =
-2 —-2 2 -2 -2 2

000

000

000

Asadar n = 2 si deci endomorfismul este nilpotent de indice 2.

Fie V un spatiu vectorial real i f € End(V'). Fie V1, V5 doud
subspatii vectoriale invariante fata de f astfel incat V3 & Vo =
V' . Daca p; este proiectia lui V' pe Vi de-a lungul lui V5 si po
este proiectia lui V' pe V5 de-a lungul lui V] sa se arate ca:
a)prof=fopi,paof=fops;

b) p1op1 =p1, p2op2 = p2;

¢)propa=0,p2op; =0.

Solutie:

a) Fie z € V', arbitar fixat. Atunci exista si sunt unici vectorii
T1 € Vi §i To € Va astfel incat £ = T + To. Prin urmare

(pr1of)(Z) = p1(f(Z1+22)) = p1(f(Z1)) +p1(f(Z2)) = f(Z1) +

0 = f(p1(z)), pentru ca proiectorul p; : V.— Vi, p(Z) = 71,
este liniar si f(Z1) € Vi, f(Z2) € Va. Deci pro f = fops.
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Analog se verificd cad poo f = fops.

b) Evident p1(p1(Z)) = p1(Z1) = T1 = p1(T), VZ € V. Analog
pentru ps .

c) (p1op2)(@) = p1(p2(7)) = p1(72) = O silafel pyop = 0.

Fie V spatiu vectorial peste K si f € End(V). Si se arate ca
Ly ={g€ End(V)| fog=0} este un subspatiu vectorial in
End(V).
Solutie:

Fie g1, g2 € Ly. Sd aratam ca g1 +g2 € Ly. Fiez € V. Avem
folg+92)(®) = f(g1(T) + 92(T)) = f o 91(T) +

foga(T). Cum g1,92 € Ly = fogi(T) =0, fog(z) =0=
fo(g1+92)(T) =0. Dar T e arbitrar, deci fo (g1 +g2) =0 =
g1+ 92 € Ly.

Fiea € Rsige€ Ly. Aratam ca ag € Ly. FieT € V. Avem
fol(ag)(®) = f(ag(T)) = afg(T) = a0 = 0. Cum 7 e arbitrar,
avem f o (ag) =0= ag € Ly.

Cele doua rezultate de mai sus sunt suficiente pentru a trage
concluzia cd Ly este subspatiu vectorial al lui End(V') .

Un operator liniar are in raport cu baza canonici a lui R?

1 3 4
matricea: A = 2 1 3
4 7 11

Sa se determine cate o bazéa si dimenisiunile subspatiilor vec-
toriale I'm f, Ker f.

Solutie:

Daca matricea operatorului in baza canonica este

1 3 4
A=[21 3 |,
4 7 11
atunci avem : f(e1) = (1,1,4), f(e2) = (3,1,7), f(e3) =
(4,3,11). Evident Im f = L(f(e1), f(e2), f(€3)). Pentru a
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1 3
2 1 ‘
format de primele doua linii si primele dou& coloane are val-
oarea -5, deci e nenul . Deoarece det A = 0, rezultd ca A e
un minor caracteristic al matricei A . Vectorii f(e1), f(€2) ale
caror componente formeaza minorul principal, vor alcatui o
baza a lui Im f.

extrage o bazd a lui I'm f , observdm ca minorul A = ‘

Pentru a investiga Ker f , si observam ca 7 = (a!, 22 23)
apartine lui Ker f daci si numai daci zt, 22, 23 verifici sis-
temul :

1 3 4 zl! 0

2 1 3 2?2 |=10|«

4 7 11 3 0

xl+ 322 +423 =0
PN 271 + 22 + 323 =0
At + 722+ 1122 =0

1 3 . . .
Deoarece A = ' 9 1|7 —5 #£ 0, ecuatiile (I) si (II) din sis-
tem pot fi alese ca ecuatii principale iar !, 2% ca necunoscute
principale.
Avem :
!+ 322 = —423
221 + 2?2 = —323
De aici putem determina primele doua necunoscute in functie
de z3.
—4a3 3
3
1'1 _ —3x 1 _ % _ _$3
1 3
2 1
1 —4a3
3
2 2 3z 523 3
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Notand 22 = a , avem 2! = —a , 22 = —a , deci forma

generald a unui vector T din Ker f este (—a, —a, a),

a € R.

Pentru a afla o baza in Ker f, deci un sistem fundamental de
solutii, alegem « = 1 gi obtinem a = (—1,—1,1).

In concluzie {a@} este baza ciutati. Din cele de mai sus se
observa ca dim I'm f = 2, dimKer f = 1.

Fie f € End(R?) cu proprietatile:
flen+e)=(1,1,-1,-1); f(e; —e2) = (—1,—1,1,1);
fles+es) = (—-1,1,-1,1); f(ez —eq) = (1,-1,1,-1),

unde {e;, €y, €3, €4} sunt componentele bazei canonice a lui
R*. Si se scrie matricea lui f in baza canonici si s se gdseasci
cate o baza si dimensiunile subspatiilor Ker f si Im f.

Solutie:

Adunand relatiile f(e; + e2) = (1,1,—-1,—1) ;f(e1 — e2) =
(=1,—1,1,1), obtinem 2f(e3) = (0,0,0,0) = f(e2) = (0,0,0,0);
scazand din prima relatie pe cea de a doua, obtinem 2f(e3) =
(2,2,-2,-2) = f(e2) = (1,1,—1,—1). Procedand analog |,
avem f(es) = (0,0,0,0), f(eq) = (—1,1,—1,1).

Formam matricea asociata operatorului liniar f in baza canon-
ica:

0O 1 0 -1
0O 1 0 1
A= 0O -1 0 -1
0 -1 0 1
. 1 -1 ) . . o qe e
Fie A = 11 minorul determinat de primele doud linii

si de coloanele 2 g1 4, A = 2 # 0. Se observa ca este minor
principal. Atunci {f(€2), f(€4)} formeaza o baza pentru I'm f .
Pentru a determina Ker f, observim ci T = (2!, 22, 23, 24)

€ Ker f & (o1, 2% 23, 2%) satisface sistemul :
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0 1 0 -1 x! 0

0 1 0 1 22| [ o -

0 -1 0 -1 210

0 -1 0 1 xt 0
22—zt =0
2 4
$+$ :0 2 4

== —$2—$4:0 > =x —0

—224 2t =0

Atunci, notand 2! = a, 23 = B, forma generali a unui vector
T € Kerf vafi (a ,0,5,0). Alegand o« = 1,8 = 0 si apoi
a = 0,8 =1, obtinem vectorii a; = (1,0,0,0), a2 = (0,0, 1,0)
ce formeaza impreund un sistem fundamental de solutii, deci
o baza in Ker f.

Fie f € End(R?) astfel incat in baza canonici are matricea

-5 6

Solutie:

2 5 . ..
A= < ) Sa se arate ca f nu poseda valori proprii.

Polinomul caracteristic

Py = 2__; 6EA =M =8\ +12+25 =A% — 8\ +37.

Dar A =64 —4-37 = —84 < 0 = P, nu are riadécini reale,
deci nu are valori proprii reale.

Fie f : R® — R? morfism de spatii vectoriale. S& presupunem
ca matricea asociatd acestul morfism in baza canonica a lui
R? are forma :

-3 10 0
A=1]1 -2 6 0
0 0 3

a) S& se gaseasca valorile proprii ale lui f gi subspatiile proprii
corespunzatoare.
b) Sa se arate ca morfismul f este diagonalizabil. Sa se deter-

mine o baza fatd de care matricea lui f are forma diagonala gi
apoi sé se scrie aceasta baza.
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c) S& se gdseascd o formuld de calcul pentru A", n € N*.
Solutie:

a) Calculand polinomul caracteristic dupa regula obignuita
-3—X 10 0
vom obtine: Py = -2 6— A 0 =
0 0 3—
=[(=2=X)(6-2) = ((=2)-10)] (3 — A

= (A =3A+2)B-N=1-X)2-NEB-N).

Deci radacinile lui Py sunt Ay =1, Ay =2, A\; = 3.

I >

Caz 1. A = 1; considerand 7 = (z!,22,23) € V3 si punand

conditia ca f(Z) =1-T, obtinem:

—4 10 0 x! 0
-2 5 0 2 |=10]=
0 0 2 z3 0

—4z' + 1022 4+ 022 = 0
= —2x! + 522 + 023 =0
0zt + 022 + 222 =0

Alegem z', 23 necunoscute principale, 22 necunoscutd secun-

dard. Atunci din ecuatiile (I) si (III) ale sistemului anterior
pe care le vom considera principale, avem z! = %xz, z3 = 0.
Notand 22 = «, obtinem subspatiul invariant asociat valorii
proprii A = 1, Vj = {(%a,a,()) | « € R}. Alegand a = 2,
obtinem 22 = 2, 2! = 5. Obtinem astfel vectorul 7; = (5,2, 0).

Caz II. Pentru A = 2, rationdnd analog ca mai sus vom aveam
7= (z1,2%,23) € Vi

-5 10 0 x! 0
s -2 400 2 |=10|=
0 0 1 a3 0

5zl + 1022+ 023 =0
= —2x! + 422 + 023 =0
0z + 022 + 122 =0
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Alegem 2!, 23 necunoscute principale, 22 necunoscuti secun-

dard. Atunci din ecuatiile principale (I) si (III), avem z! =
222, 23 = 0 . Notand 22 = «, obtinem subspatiul invari-
ant asociat valorii proprii A = 2, Vo = {(2a,,0) | « € R}.
Alegand a = 1, obtinem z' = 2, 22 = 1. Obtinem vectorul

7y = (2,1,0).
Caz I1I. Pentru \ = 3, ca mai sus, vom avea T = (z!, 22, 23) €

—6 10 0 z! 0
Vaes | =2 3 0 22 | =10

0 0 0 z3 0

—6x + 1022 + 023 = 0
=1 22143224023 =0
0z 4+ 022 4 023 =0

Alegem 2!, 22 necunoscute principale, 23 necunoscuti secun-

dari. Atunci din ecuatiile principale (I) si (II), avem z! = 0,
z? = 0. Notand 23 = o, obtinem subspatiul invariant asociat
valorii proprii A = 3, V3 = {(0,0,) | « € R}. Alegand oo =1,
obtinem vectorul 73 = (0,0,1).

b) In baza B’ formati de vectorii proprii {71, 72,73} , deoarece
f(v1) = 1v1, f(v2) = 20Uq, f(U3) = 303, matricea A’ asociatd
morfismului f are forma :

100
A=1020
0 0 3
Observatie: Se ajunge la acelagi rezultat dacd notdm cu
5 2 0
B=|2 10
0 01
matricea de trecere de la baza B = {€1, e2, €3} la baza

B’ = {v1, 02,73} i aplicdm formula :

A'= B 'AB
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c¢) Vom rezolva problema prin inductie dupd n. Pentru n =1,
avem

5 2 0 1 00 1 -2 0
A=BAB =21 0 020 -2 5 0
001 00 3 0 0 1
S& presupunem ci:
11 0 0
Al =pAY B t=B| 0 2»! o |B
0 0 3nt
Atunci
A" = A1 . A=B(AY"'B'.BA'B ! = B(A)"B~! =
5 2 0 ™ 0 0 1 -2 0
2 10 0 27 0 -2 5 0
00 1 0 0 3» 0 0 1

De aici obtinem A" = B- B(A)"B~!, (V) n € N*.

Fie V un spatiu vectorial peste corpul K, si f € End(V) astfel
incat f2 = f. Si se arate ci valorile proprii ale morfismului f
sunt 0 si 1.

Solutie:

Avem deci f? = f. Fie \ valoare proprie si T € V asa incat
f(@) = M\z. Atunci f2(Z) = f.f(T) = f(0\T) = A>T . Dar:
@ =f@=Xx=>NT=XT= (A - Nz =0.

Cum 7 este vector propriu, Z # 0, deci X2 = A =0= X =0
sau 1.

Fie V un spatiu vectorial real gi f € End(V), f=1y, f=—1y
astfel incat fo f=1y.

a) Determinati valorile proprii pentru endomorfismul f;

b) Aratati c& Ker (f —1y) @ Ker (f +1y) =V.

Solutie:
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19.

a) Fie A o valoare proprie a lui f. Atunci, existd un vector
nenul z € V astfel incat f(z) = Az. Cum (fo f)(z) = T s
(f o £)(@) = f(OT) = M\f(Z) = \2Z rezultd ci \? = 1 (2#£0),
adica X € {—1,1}.
Din faptul ci& f=1y rezultd ci existd z € V \ {0} astfel ca
#() — 7=0. Deoarece f(f(z) — 7) = [(f(z)) — f(z) = & —
f(@)=—-1-(f(z) — x), obtinem c& —1 este valoare proprie a
lui f, f(z) — z fiind un vector propriu asociat.
Analog, din f= — 1y rezultd ci existd y € V \ {0} astfel ca
F(2)+5=05i atunci £(£(5)+7) = F(F@)+F@) = 5+ F(7) =
1-(f(z)+z).
Deci numerele reale 1 si —1 sunt singurele valori proprii pentru
f
b) Fie z € V, arbitrar fixat. S& verificim ci [z + f(z)] €
Ker (f —1v) si 5[z - f(z)] € Ker (f +1v).
Intr-adevir, f (32 + f(2)]) = 3 f[2 + f(z)] =

| =

=3 1f(@) + f(f())] = 5[z + f(2)] si atunci
(f = 1v) (5(z + £(2))) = 0.
Analog, f (5[ — f(»f)]) =3 /@) - f(f(@)] = —3[z - f(@)]

si atunci (f +1v) (5(z —
Atunci, cum 1[z+ ()] +
lv) —|—K€T(f+ lv) =V

Suma celor doud subspatii este sumé directd pentru cd daca
luam un vector v din intersectia lor rezulta ca

f(v)=1vsi f(v)=—vsiastfel v =0.

Fie V un spatiu vectorial peste corpul K, si f € End(V'). Daca
f este inversabil, T vector propriu al lui f corespunzator valorii
proprii A, atunci Z este vector propriu al lui f~! corespunzstor

. 1
valorii proprii §.

Solutie:

Avem deci f(Z) = \T = f~lo f(Z) = f1(\T) =
T = f1(\T) = 37 = f~1(Z). De aici rezultd concluzia.
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Fie f € End(R?) cu matricea asociatd bazei canonice:

2 0
A= 0 3
0 —4

W =~ O

Sa se gaseasca valorile si vectorii proprii.
Solutie:

Pentru a afla valorile proprii sa calculam polinomul ca-
racteristic Py = det (A — AI) cu [ matricea unitate in M3(R).
Avem:
2—-X 0 0
Po=| 0 3-X 4 |=2-XN(3-)?+16).
0 -4 3-A
Deoarece a doua paranteza este intotdeauna pozitiva, singura

radacing reald va fi A = 2. Dacd f(Z) = A\Z, atunci matriceal
aceastd relatie se scrie:

.%'1 .’131
Al 22 | =X | 22 |, cuz = (2',2% 2. Pentru A\ =1,
$3 .7)3
obtinem:
0 0 0 x! 0 0=0
0 1 4 |- 22 ]=[0]=(5 22=0
0 —4 1 23 0 3 =0

Fixam 2, 23 necunoscute principale, 2! necunoscutd secun-

dara. Atunci forma generald a unui vector propriu asociat
valori proprii A = 2 este T = («,0,0). Pentru a@ = 1 obtinem
a = (1,0,0), iar {a = (1,0,0)} este de fapt un sistem funda-
mental de solutii al lui (S). Deci subspatiul vectorial propriu
asociat valorii proprii A = 2 este Vo = {aa |a € R}.

Fie f : R® — R3 un operator liniar care in raport cu baza
canonici B = {é1, é2,e3} a lui R? are matricea
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a) Scrieti expresia analiticd si ecuatiile pentru f, in raport cu
baza canonica B

b) Determinati Ker f si Im f;

c¢) Gasiti valorile proprii si vectorii proprii pentru f;

d) Este operatorul f diagonalizabil? Daca este diagonalizabil,
gisiti baza lui R3 in raport cu care matricea f are forma di-
agonald, precum gi forma diagonald a matricei lui f.

Solutie:

a) § = f() < s = f(p &
y! i
y2 = A (L‘2
% 23

Prin urmare, expresia analitici a lui f, in raport cu baza
canonica B, este

f(@) = (2! + 22, —2' +22% 2 +23), Vi = (2,22, 23) € R?

si ecuatiile lui f, in raport cu baza canonica B , sunt

y' = ' 422
y? = —xl 4222
R

b) Nucleul operatorului liniar f este

Ker f ={z e R*|f(z) =0} =

ot +22 =0
T = (¢4, 22, 23) —zt+222 = 0
b+ = 0

Cum dim Ker f =3 — rangA = 3 — 3 = 0 rezultd cd Ker f =
{0} si atunci dimIm f = dimR3 —dimKer f =3 -0 = 3,
adicid Im f = R?
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c¢) Valorile proprii sunt radacinile reale ale ecuatiei caracteris-
tice

1-x 1 0
det(A—A3)=0<| -1 2-X 1 |=0.
1 0 1-2

Ecuatia are o singura radacing reald A\; = 2 gi doud radacini
complexe g3 =1374.

Pentru a gasi vectorii proprii asociati valorii proprii reale A\; =
2 rezolvam sistemul liniar omogen

rl 0 rl4+22 =0
(A-2I)[ 22 | =0 | & —at+222 = 0 |,
3 0 42 = 0
adici ! = 22 = 23 = o € R. Vectorii proprii asociati valorii

proprii 2 sunt de forma @; = (o, o, ), a € R*. Subspatiul
propriu asociat lui A\ = 2 este

Vi = {z e R|f(2) = Mz} = {a(1,1,1)|a € R*}

care are drept baza vectorul propriu v; = (1,1,1).

d) Operatorul liniar f nu este diagonalizabil pentru ca polino-
mul caracteristic nu are toate radacinile reale.

Observatie: Daci f € End (C?) atunci f este diagonalizabil,
iar forma diagonald a matricii lui f este

2 0 0
D=|0 14+¢ O
0 0 11—z

In R? se considers baza B = {ay, @s,as, a4}, unde a; = (1,1,0,0),
az = (1,1,1,0), a3 = (0,1,1,1), ags = (0,0,1,1) si opera-
torul liniar f : R* — R*, care relativ la baza B are matricea

0O -1 1 0

-1 1 0 0

1 0 0 -1

0o 0 -1 1

A=
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a) Determinati Ker f si Im f;

b) Gasiti valorile proprii si vectorii proprii pentru f;

c) Este operatorul f diagonalizabil? Daca este diagonalizabil,
gisiti baza lui R?* in raport cu care matricea f are forma
diagonald, precum si forma diagonald a matricei lui f.

Solutie:

a) Din f (N_@B = AZp rezultd expresia analitica a lui f relativ
la baza B
f(@) = (=22 + 2%)a; + (—z' + 2H)ag + (21 — 2b)ag+
4 .
+(—23 + 2t)ay, VZ = Y 2'a; € R,
i=1

Ker f={z e RYf(z) =0} =

—22 423 =0

. = LL’Z(_L —xl + $2 = 0
- ’ -zt = 0

1=
—3 4zt = 0

Cum rang A = 3 rezultd dimKer f = 4 — rangA = 1 si
dimIm f =rang A =3.
Prin rezolvarea sistemului liniar omogen de mai sus obtinem
' =22 =23 =2* =a € R. Atunci
Ker f ={a(a1 + a2 + a3z + as)lo € R} = {a(2,3,3,2)|a € R}
si prin urmare {b; = (2,3,3,2)} este bazd pentru Ker f .
Im f ={f(z)|x € R} = {(—2? + 2%)a1 + (—a' + 2?)a+
4 .
T= leaiER‘l} =

i=1
{z(—az + a3) + #*(—a1 + az) + 23(ay — as)+
+at(—ag + as)|zt, 2%, 23,2 e R} =

4 .
= {Z xic|ot, 2% 23, 2t € R} ,

i=1
unde ¢; = —as +ag = (—1,0,0 1), éa = —a1 +ag = (0,0,1,0),
C3=0a] — Qg4 = (1, 1, -1, —1), C4 = —Q3 + a4 = (0 —1,(),()).

+(z! — 2tz + (=23 + 2h)ay
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-1 0 1 0
0o 1 -1 o . o
Deoarece rang 0 1 -1 0 = 3 rezulta ca doar ¢1, ¢2, C3
1 0 -1 0

sunt liniar independenti. Prin urmare
Im f = L(¢y, ¢, ¢3) si {¢1,Ca,C3} este bazd pentru Im f .
b) Ecuatia caracteristica

det(A— M) =0 AA-2)(\2—=2)=0

are radacinile \; = —\@, A = 0,A3 = \/5, A4 = 2 care sunt
valorile proprii ale lui f.

Pentru \; = —v/2 , rezolvam sistemul omogen

(A= X1z = (0,0,0,0)" sau

Vorl — 22+ 23 = 0
—zl+ (14+v2)2? = 0

b+ V2 -2t = 0 7
—23+ (1+v2)zt = 0

de unde rezultd iz = (1 +v2,1, -1 — /2, 1), a #0.
Pentru o = 1 rezultd d13 = (1 ++v2,1,—1 — /2, 1) un
vector propriu corespunzator valorii proprii Ay = —+v/2, care
reprezinta si o baza pentru subspatiul propriu

Vi, = {av1|a € R}.

Pentru A\ = 0 rezultd 7 = by = (2,3,3,2) un vector propriu
pentru A2 = 051 Vi, = Ker (f — Aal4) =

= {abila € R}.

Pentru A3 = v/2, Rezolvim sistemul omogen

(A — X314)Zg = (0,0,0,0) sau

V2l a2 43 =
—zt+(1-+v2)2? =

! — /223 — 2*
—+(1-v2)2* = 0

de unde rezultd uzp = a(1 — V2,1, -1++v2,-1)!, a #0.
Pentru o = 1 rezultd v35 = (1—+/2, 1, —14+/2, —1)! un vector

o O O
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propriu corespunzator valorii proprii A3 = v/2, care reprezinta
si o baza pentru subspatiul propriu
V)\S = {041_)3’04 S R} .

Pentru Ay = 2, avem sistemul

2zl — 224+ 2% = 0
—at—22 = 0

bt =223 -2t = 0
22—zt = 0

care are solutia ti4g = a(—1,1,—1,1)!, o # 0 si prin urmare
W\, = {avs]a € R}, unde 94 = —a; + a2 — az + aq .

d) Cum operatorul f are patru valori proprii (reale) distincte,
rezulta cd este diagonalizabil si forma diagonald a matricii lui

este
-v2 0 0 0
0 0 0 0
D= 0 0 V2 0]’
0 0 0 2

iar baza corespunzitoare este B* = {v;|i = 1,4}.

Fie V un spatiu vectorial peste corpul comutativ K si f, g
doud automorfisme ale lui V. Aratati cd automorfismele f o g
si g o f au aceleagi valori proprii.

Solutie:

Fie A € K o valoare proprie pentru f o g. Atunci exista
vectorul nenul & € V astfel incat (f o ¢)(Z) = AZ si de aici
avem ca g ((f 0 g)(Z)) = g(AZ), adica (g0 f) (9(2)) = Ag(@).
Deoarece g este bijectie, din Z # 0 rezulta ca g(z) # 0 si astfel
existd g = g(z) € V' \ {0} astfel incat (go f)(y) = A\y. Deci A
este o valoare proprie pentru go f.

Invers, se arata in mod similar c& orice valoare proprie a lui
g o f este valoare proprie si pentru f o g.

Observatie: Zeroul corpului de scalari K nu poate fi valoare
proprie pentru un operator liniar injectiv.
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24. Un morfism f : R?® — R* are in raport cu bazele canonice din

1 2 3
2 01

3 4 R4 : _
R’ si R* matricea A = 3 9 4
-1 1 2

S& se determine céte o baza si dimensiunile lui Ker f si Im f.
Solutie:
Cum Im f = L(f(e1), f(e2), f(€3)), trebuie sa extragem o

baza din acest sistem de generatori. Consideram minorul de-
terminat de primele doud linii si de primele doua coloane.

Avem d = ; g = 0; deoarece prin bordarea acestui minor
1 2 3 1 2 3

obtinem minoriidy = |2 0 1 |=0sido=| 2 0 1 |=
3 2 4 -1 2 2

0, atunci rangul matricei de mai sus (si implicit al sistemu-
lui de vectori cu ale cdror componente s-a constituit matricea)
este 2, deci {f(e1), f(€2)} reprezinta o baza pentru Im f, unde
fle1) =1(1,2,3,-1) si f(e2) = (2,0,2,2).

Pentru a determina o baza in Ker f sd observim ca T =
(x',22,2%) € Ker f &

1 2 3 1 0
o 2 01 2| = 0 N

3 2 4 3 |l o

-1 2 2 0

(2! + 222 4+323 =0

20" + 27 =0
< 1 2 3

3z 4+ 2z +42° =0

—xl 4222+ 222 =0
Fie z!, z2 necunoscute principale si 23 necunoscut secundars.

Din primele doua ecuatii pe care le vom considera principale
obtinem:

1_ _2®
{:EQ_ 523
.'1::—533
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25.

Pentru a afla un sistem fundamental de solutii este suficient s&
dém lui 23 valoarea 1, de aici rezultand vectorul@ = (—3, —3,1) .
Deci Ker f = {Aa| A€ R}. S& mai observam ca dim Im
f=2,dimKer f =1. Deci dim(Im f)+dim(Ker f) =3 =
dimR3.

Fie V un spatiu vectorial real si B = {é1, €2, €3,€4} 0 baza a
sa. Dacd endomorfismul f : V — V are, in raport cu baza B,
ecuatiile:

= ! 423
:L‘2—|—$4
b+ 23
— 22444

SRR
B W N =
i1l

Se cere: a) gasiti matricea lui f relativ la baza B;

b) gasiti matricea lui f relativ la baza

B ={a1 = é1—é2,as = &1 +Er+€3,a3 = €1+ — E3+E4,a4 =
€3+ €4} ;

c) gasiti ecuatiile operatorului liniar f in raport cu baza B;
d) determinati Ker f si I'm f;

e) gasiti valorile si vectorii proprii pentru f;

f) verificati daca existd o bazd a lui V' in raport cu care ma-
tricea lui f sa aibd forma diagonala;

g) calculati A™, n € N*.

Solutie:

a) Deoarece f(e1) = e1 + e3, f(€2) = €2 + €4, f(€3) = €1 + e3,
f(é4) = €2 + €4 matricea lui f relativ la baza B este

O = O =
_ o = O
S = O =
_ o = O
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b) Matricea de trecere de la baza B la baza B’ este

-1
1

(e}
O = =
—
_ - O O

si atunci matricea lui f relativ la baza B  este datd de formula
B = C7'AC . Pentru a gisi inversa matricei C' folosim lema
substitutiei.

ap  az az a4 by by by by
e 1 1 0 1 0 0 0
2 -1 1 0 0 1 0 0
€3 0 1 -1 0 0 0 1 0
€4 0o 0 1 1 0 0 0 1
ay 1 1 1 0 1 0 0 0
2 0 2 0 1 1 0 0
€3 0 1 -1 0 0 0 1 0
€4 0o 0 1 1 0 0 0 1
@ 1 0 0 0 1/2 -1/2 0 0
@ 0 1 1 0 /2 1/2 0 0
&3 0 0 0 -1/2 -1/2 10
€4 0 0 1 1 0 0 0 1
@ 1 0 0 0 12 12 0 0
o 0 1 0 0 1/4 1/4 1/2 0
as 0o 0 1 0 1/4 1/4 -1/2 0
@4 0 0 0 -1/4 -1/4 12 1
a 1 0 0 0 12 -1/2 0 0
@ 0o 1 0 0 1/4 1/4 1/2 0
a3 0 0 1 0 1/4 1/4 -1/2 0
s o 0 0 1 1/4 -1/4 1/2 1

2 -2 0 O
Prin urmare C~! = % . 1 } _22 8 si atunci se
-1 -1 2 4



2.1. PROBLEME REZOLVATE 73

112 -1
12 7/4 1/2
~1/2 —1/4 1/2
~1/2 5/4 3)2
¢) Ecuatiile lui f relativ la baza B’ sunt

obtine B = C71AC =

= o = O

2= th4 3-8
22 o= it
2 o= Ll 124 13 ’
= gt 4 53+t
tl 2’1
~ t2 . o ~ 22
unde Tg = 3 S1 f(h)B’ = Big = .3
t4 24

d) Ker f este multimea solutiilor sistemului liniar omogen
Az = 0 sau
rl+23 =
z? + z*
ol 4 23
2?2+t =

o O O O

sistem care are solutia generald z! = —a,2? = —3,2° =

a,z* =3, a, B € R. Atunci

dim Ker f =dimV — rang A = 2, defectul lui f si

Kerf = {—aé1 — Bés + aes + féy|a, f € R}7= - -

= {a(é3 —_él) + ,3(54 — ég)|0&,6 € R} = L(bl,bg) unde b; =
€3 — €1 8iby=e€4— 3.

Evident, {b1,bs} este baza a lui Ker f.

Im f are dimensiunea egald cu rangul matricii A,

adicad dim Imf =2gi Imf ={f(z)|[x € V} =

={(z* +23)(e1 +&3) + (2?2 + z%)(ea + &4)|z' € R,i =1,4} =
= L(l_)g,l_)4), unde 53 =e; +e3, 1_74 =eg+ey.

Deci {b3, b4} este bazi pentru Im f .

Observatie: Daca {b;]i = 1,4} sistem liniar independent,
atunci Ker f@Imf=1V.
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det(A — \,) =0 <

o~ o |
o
—_
|
po

1 0 1-A

& [(1 —M)?2 —1]? = 0 si astfel existd dous valori proprii reale
duble )\172 =0 §1 )\374 =2.

1
2
3

o O O

Pentru Aj 2 =0, avem (A — 0 - I4) & Aig =

@)

24
0 si prin urmare subspatiul propriu asociat valorii proprii du-
ble Ay = Ao = 0 este Vo = Ker f = L(by,by). Deci by,bo
sunt doi vectori proprii corespunzatori valorii proprii 0, care
formeaza bazd pentru Vj .
Pentru A3 4 = 2, avem (A —2- I;)ig =0 <
—l 4237 = 0

224zt = 0
2t—a3 = 0
22—zt = 0

si astfel un vector propriu corespunzator valorii proprii 2 este
de forma v = a(€; + €3) + B(é2 = €4) .

Deci subspatiul propriu asociat lui A3 4 = 2 este Va = L(bs, by) =
Imf.

f) Deoarece cele patru valori proprii Ay = 0,y =0,

A3 = 2, 4 = 2 sunt reale si multiplicitatile algebrice si geo-
metrice sunt egale ( mge(A;) = mg(N;) =2, i =1,4), rezultd
ca operatorul f este diagonalizabil. Adica, existd o baza B* a
lui V, formats cu vectorii proprii by, by, bs, by , relativ la care
matricea lui f are forma diagonald

A 0 0 O 00 00
D 0 X 0 O _ 10000
0 0 X3 O 00 20
0 0 0 M 0 0 0 2
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-1 0 1 0
o 0 -1 01 .
g) Daca L = 1 0 10 este matricea de trecere de
0 1 01
la baza B la baza B* atunci se stie c& D = L™YAL si astfel
A=LDL™ .

Prin urmare
A" = (LDL™Y" = (LDL Y (LDL™Y)---(LDL™') = LD"L.

00 0 O
Evident, D" = 8 8 291 8 , Vn > 1.
00 0 27

Folosim lema substitutiei pentru a calcula inversa matricii L:

ay  az a3 a4 by bp b3 by
e 0 1 0 1 0 0 0
2 0 -1 0 1 0 1 0 0
e 1 0 1 0 0 0 1 0
@4 0o 1 0 1 0 0o 0 1
a0 1 0 -1 0 10 0 O
e 0 0 1 0 1 0 0
@3 0 0 2 0 1 0o 1 0
e 0o 1 0 1 0 o 0 1
a0 1 0 -1 0 10 0 0
Ty 0 1 0 -1 o -1 0 0
e 0 0 0 1 0o 1 0
e 0o 0 0 2 0 1 0 1
a0 1 0 0 0 -1/2 0 1/2 0
Ty 0 1 0 -1 o -1 0 0
a3 0 0 1 0 /2 0 1/2 0
@4 0 0 0 0 10 1
a 1 0 0 0 -1/2 0 12 0
s 0 1 0 0 0 -1/2 0 1/2
a3 0 0 1 0 /2 0 1/2 0
a4 0o 0 0 1 0o 1/2 0 1/2
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~1/2 0 1/2 0
0 —1/2 0 1/2
/2 0 1/2 0
0 1/2 0 1/2

Prin urmare L~! = si atunci se

obtine
9n— 1 0 2n—1 0

o 2t o 2n!
9n— 1 0 2n—1 0

0 2n—1 0 2n—l

A" = LD"L7! =

Fie V un spatiu vectorial real cu baza B = {é1,éz,¢é3} si f €
End(V) astfel incat —1,0,1 s& fie valori proprii ale lui f si
U1 =€ +é+e3, Vg = —€1 + €3, U3 = €1 + 262 + €3 sa fie
vectori proprii ai lui f corespunzatori valorilor proprii —1, 0,
respectiv 1.

Gasiti matricea lui f in raport cu baza B.

Solutie:

Deoarece la valori proprii distincte corespund vectori proprii
liniari independenti, rezultd ci B’ = {v1, U2, U3} este bazid pen-
tru V. Matricea de trecere de la baza B la baza B’ este

1 -1 1
C=1|1 0 2 | gidacd notdm cu A matricea lui f rela-
1 1 1

tiv la baza B si cu D matricea lui f relativ la baza B, atunci
avem D = C~1AC. Dar f(v1) = —v1, f(v2) = 002 = 0 si
-1 00
f(’Dg) = 73, adica D = 0 0 O
0 01
Calculam inversa matricii C.
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aip as as 51 52 53

el 11 1 0 0
) 1 0 2 0o 1 0
23 11 1 0o 0 1
@ 1 1 1 1 0 0
2 0 1 110
€3 0 2 0 10 1
a 1 0 2 0 1L 0
@ 0o 1 1 110
€3 0 0 1 2 1
a I 0 0 I 1 1
@y 0 1 0 -1/2 0 1/2
a3 0o 0 1 /21 -1/2
~-3/2 2 —3/2

Atunci A=CDC'=| -2 3 -2
-3/3 2 -3/2

27. Fie V. ={f:[-1,1] —» R/f € C*} spatiul functiilor de clasa
C* pe [-1,1]. Endomorfismul S: V — V|

S(f(x)) = [(:1:2 1) f'(z) l, (V)z € [—1,1], se numeste opera-

torul Sturm-Liouville. S& se arate cd A\, =n(n+1),n € N,

sunt valorile proprii, iar vectorii z — P, (z) = #d% [(z? —1)"]
, n € N sunt vectori proprii.
Solutie:

Notim f,(x) = (2 — 1)". Avem egalitatea (2> — 1) - f!(z) =
2nx - fn(x). Derivand de (n+ 1) ori ambii membrii gi utilizand
formula Leibniz-Newton g&sim

(@ —1)- [P @)+ 22(n+1) - L5V (@) F (1) - (@) =
2nx - f,(LnH)(x) +2n(n+1) - f,(ln)(ac) sau

[(22 —1)- Pi(x)] =n(n+1) - Py(x).

Deci S(Pp(x)) = n(n+ 1)P,(x), ceea ce arata ca A, sunt val-

orile proprii ale operatorului Sturm-Liouville, iar P,(z) sunt
vectorii proprii corespunzatori .
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28. Si se determine valorile proprii si vectorii proprii pentru ma-

29.

tricile:
1 0 2 -1
0 1 4 =2
A=l 5 3 9 1 |
2 -1 -1 2
4 6 0
b) B = -3 -5 0 |;
-3 -6 1
Solutie:

a) Polinomul caracteristic este P(\) = det(A — AI) = (A —
1)*.Valorile proprii sunt \; = Ay = A3 = Ay = 1.

Vectorii proprii se determiné din sistemul AX = 1X, unde
X = (21,12, 73, 74).

203 — x4 =0

201 —x9 —x3+x4=0"
2x1 + x3, v4 = 2x3. Notdnd z1 = a si x3 = b, solutia se
scrie: g = 2a + b, x4 = 2b. Rezultd X =t (a,2a + b,b,2b) =
at(1,2,0,0) + b'(0,1,1,2).

Se obtine cu solutia nenula zo =

Deci valorii proprii A = 1 ii corespund doi vectori proprii v =
(1,2,0,0) si va = (0,1,1,2).

b)Polinomul caracteristic este P(\) = (A —1)%- (A +2).
Valorile proprii sunt Ay = Ay =1, A3 = —2.

Vectorii proprii sunt 3 = (1, —2,0), v2 = (0,0, 1) si
3 = (1,-1,—-1).

1) Fie endomorfismul A : R? — R3, definit prin
-3 -7 =5
matricea A = 2 4 3
1 2 2
Sa se precizeze dacd A este diagonalizabil.
2) Fie endomorfismul A : R* — R4,
A(T) = (x1 + x4, T2, T3 — 24, 1 — 223 + D1y),
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T = (x1,x2,T3,24). S& se arate cd A este diagonalizabil si si
se determine matricea diagonala atasatd lui A .

Solutie:

1) Polinomul caracteristic este P(\) = (A — 1)® | iar valorile
proprii sunt A\; = Ay = A3 = 1. (ordinul de multiplicitate este
my = 3, tripld).

-4 -7 -5

rang(A—1I) =rang| 2 3 3 |=2,n—-m; =3-3=0.
1 2 1

Deci rang(A —11) # n—m;. Asadar endomorfismul A nu este

diagonalizabil.

2) In raport cu baza canonica a lui R*, matricea lui este:

10 0 1
01 0 O
A= 00 1 =2
10 -2 5

P(X\) = det(A — XI) = A\(1 — X\)%(A — 6) . Valorile proprii sunt
A1 =0, Ao = A3 =1, Ay = 6. Ordinele de multiplicitate sunt
m1:1,m2:2,m3:1.

Deoarece rang(A — A\ I) =3=n—m; =4—-1=3.

Prin rezolvarea sistemului omogen (A — 0/)X; = 0, obtinem
vectorul propriu v; = (—1,0,2,1).

Analog rang(A — Aol) = 2 = n —my = 4 — 2 astfel incat
dimS(A\2) = 2, unde S(A2) = {kxT | AT = Aoz, A2 val-
oare proprie, k € K}. Vectorii proprii corespunzitori sunt
vy = (0,1,0,0), 3 = (2,0,1,0). Rang(A — A\yl) =3 =n—mg
aga incat vectorul propriu corespunzator valorii proprii \y = 6
este Uy = (1,0,—2,5).

Deci endomorfismul A este diagonalizabil cu matricea diago-

nalizatoare C de forma
-1 0 2 1

0 1.0 O
2 -2

¢= 0 1
1 00 5
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Se obtine D = C~'AC, adicid D =

o O O O

0
0
1
0

O O = O
o O O O

S& se reduci la forma canonicd Jordan A : R* — R4,

A(f) = (3%1 + xa — 4x1 — 22,721 + T3 + 223 + x4, — 1721 —
62 — 23), T = (71,22, 73, 74) € R*.

Solutie:

In baza canonici a lui R*, endomorfismul A are matricea

3 1 0 0

-4 -1 0 0

A= 7 1 2 1
-17 -6 -1 0

Ecuatia caracteristica este (1 — A\)* = 0 si are solugia A\; =
Ao = A3 = Ay = 1 = A cu multiplicitatea m; = 4. Deoarece
rang(A — AI) = 2, numarul celulelor Jordan este egal cu
n—rang(A— M) =dim S(\) = 4—2 = 2. Cele doua celule pot
fi una patratica de ordinul intai si cealaltd patraticd de ordinul
trei sau ambele patratice de ordinul doi. Pentru a preciza
ordinele celulelor folosim indicele de nilpotenta al restrictiei
Wy = % — A\Jq, iar pentru aceasta trebuie sa determiniam pe
Vi = Ker(A— A\J)*

Deoarece 9
2 1 0 0 0 0 0O
-4 -2 0 0 0000
— 2 = =
(A=A 7 1 1 1 00 0O
-17 -6 -1 0 0 00O
obtinem S(\) = Ker(A — M) C Ker(—-AJ)? = Ker(A —

M) = Ker(A— X)) = Vi = V = R Deci restrictia
Wi = % — AJp are indicele de nilpotenta h; care este egal
cu 2. Deoarece dim Ker(A — A\J)? = 4 si dim Ker(A —\J) =
dim S(A) = 2 rezulta ca numarul celulelor Jordan de tip hy X ho
cu hg = 2 este egal cu dim(a —AJ)?— dim(a—AI) =4—2 = 2.
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In concluzie forma Jordan va fi datd de matricea

[ Ji 0 . (A1
J = 0 J2>,undeJ1—J2—(0 \ )
Fie V un spatiu vectorial real si B = {a1, ag,...,a,} o bazi a

sa. Daca consideram

V*={f:V — R|f aplicatie liniard}

spatiul vectorial dual spatiului vectorial V' gi aplicatia
h:V* — R", definita prin

W) = (f(@), f@z2),.... f(@n)) , vfeV”

atunci aratati ca h este un izomorfism de spatii vectoriale reale.
Solutie:

Aratam ca aplicatia h este liniard si bijectiva.

Fie f,g e V*si o, 8 € R. Atunci

h(af + Bg) = ((af + Bg)(@r), ..., (af + Bg)(an)) =

= (af(al) + 6g(d1)7 cet ,Ckf(dn) + Bg(dn)) =

= a(f(a1), -, F(@n)+ 8 (9(ar), - ., g(an)) = oh(f)+Bh(g)
Deci h este aplicatie liniara.

Din A(f) = h(g) rezulta ca f(a;) = g(a;), Vi = 1,n si prin
urmare f = g. (dacd doud aplicatii liniare coincid pe vectorii
unei baze, atunci ele coincid pe tot spatiul) Deci h este injec-
tiva.

Fie (a1,...,a) € R™. Consideram aplicatia f : V — R
definitd prin

f(z) = zn:a:iai, VI = zn:xidi eV
i=1 i=1

Se observa ca f este liniara, f(az + fy) = af(z) + Bf(9), si
f(a;) = o, Vj =1,n. Deci h(f) = (a1,...,ap) si atunci h
este surjectiva.

Deci h este izomorfism de spatii vectoriale reale.

Fie B = {é1,éa,...,éy} baza canonica a spatiului
aritmetic R" si aplicatiile p* : R® — R,
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pl(z)=2", V= (z,...,2") eR" (1 <i<n).
a) Aritati ca p' € (R™)*, Vi = 1,n;
b) Aridtati ca {p!,p? ...,p"} este o bazi pentru (R™)" si

anume chiar baza duala bazei {e1,éz,...,€n}.

Solutie:

a) p'(az + By) = az’ + By’ = « Z(‘) + BP'(y), Yo, B € R,
z=(2,....2"), 5= (v}, ...,y") € R", de unde rezultd ci

proiectia canonica a lui R™ pe R (pe factorul “1” din produsul
cartezian R"), p' € (R™)*.
b) Se stie cd dim (R™)" = dimR" = n. Prin urmare, pentru

a demonstra ca {p',p?,...,p"} este bazd pentru (R")*, este

suficient si verificim ci {p',p?,...,p"} este sistem liniar in-

dependent.

A n . n .

Intr-adevir, din ) a;p* = 0 rezultd ca <E aip’> () =0,
i=1 =1

VZ = (2l,...,2") € R" = Y ap'(Z) =0 = Y oz’ =0,
i=1 i=1

Vel eR,i=1,n.

Luim 2! = 1,22 =0,...,2" = 0 si obtinem a; = 0, si analog
avem ag = --- = a, = 0. Deci {p!,p?, ...,p"} este liniar
independent, deci baza.

Cum p'(e;)) = 1,Vi = 1,n si p'(ej) = 0, Vj=i rezultd ca

pi(e;) = 5;- , adica {p', p?,...,p"} este duala bazei {€1, €2, ...,8,}.

Probleme propuse spre rezolvare

. Fie V' un spatiu vectorial peste un corp comutativ K si f un

endomorfism al lui V. Se fac notatiile f! = f, f2= fo f, ...,
fr = frlo f. Aritati ci au loc afirmatiile:

a) dacd m < n, atunci Ker f™ C Ker f";

b) daci existd p > 1 astfel ca Ker f"*? = Ker f™ pentru
un n > 1, fixat arbitrar, atunci Ker f*™? = Ker f™ are loc
pentru orice p > 1;
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c) Ker f*NIm f* = {0} & Ker f**' = Ker f", pentru
orice n > 1;

d) dacd dim V' < oo, atunci existd un numar natural r < dim V'
astfel ca Ker 7 = Ker frt1;

e) dacd dim E < oo, atunci existd un numar natural r < dim V'

astfel ca V = Ker fT® Im f".

2. Fie R? si R? spatiile vectoriale aritmetice reale dotate cu
bazele canonice By = {€1, €2, €3}, respectiv By = {€},e,}. Fie
aplicatia liniard f: R?® — R?, datd prin
f(&r) = + @, f(e2) = 28] — 58, f(€3) =& + V26,

a) Scrieti matricea lui f relativ la bazele By, Bs.
b) Dacd T = (1,1, 2), atunci gasiti vectorul f(ZT).

c) Este adevirat ca Ker f ®Im f = R3? Justificati rdspunsul.

1 -1 0

3. Dacd A = 2 -1 1 este matricea aplicatiei liniare
-1 1 0

f:R3 — R3, in raport cu baza canonici a lui R?, atunci se

cer:
a) determinati f~1({@}), unde @ = (1,2, 1);

b) determinati cate o bazd si dimensiunea pentru Kerf si
Imf;

¢) este f un endomorfism diagonalizabil? Justificati raspunsul.

4. Fie f : R® — R* o aplicatie liniard a cirei matrice in raport
cu bazele canonice din R? si R* este

1 1 2
-1 1 0
A= 2 -1 1
0 -1 -1

a) Determinati rangul si defectul aplicatiei f.
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b) Precizati cate o baza pentru Ker f si Im f.

c¢) Determinati o baza gi dimensiunea pentru subspatiul f(V),
unde

V = {7 = (2},2%2%) € R3|2! — 2% + 22% = 0}.

. Fie f:R® = RS, f(7) = (2! + 2% — 23,221 + 222 — 223, —21 —

22 4 23), oricare ar fi 7 = (x!, 22, 2%) € R3. Se cer:
a) Ardtati cd f este o aplicatie liniard;

b) Determinati cite o baza gi dimensiunea pentru Ker f si

Im f;
c) Este adevirat ci Ker f @ Im f = R3? Justificare;
d) Determinati valorile proprii si vectorii proprii pentru f;

e) Este f un endomorfism diagonalizabil? In caz afirmativ,
determinati forma diagonald a matricii lui f si baza lui R?
relativ la care f are forma diagonala.

. Fie f € End(R3) care, in raport cu baza canonicd a lui R3,

are ecuatiile:

yl xl + .%'2
y2 _ $2 + $3
yl — .%'1 + .’L'3

a) Stabiliti cd f este automorfism al Iui R?;

b) Determinati o baza si dimensiunea subspatiului f(V'), unde
V ={z = (z',22,2%) € R*z’ + 2? — 23 = 0};

c) Este f un endomorfism diagonalizabil? Justificati raspun-
sul.

. Fie f € End(K3), care relativ la baza canonici a spatiului

vectorial aritmetic K3 are matricea
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10.

1 10
A=10 11
1 01

Studiati dacad f este diagonalizabil si gasiti forma diagonald a
matricii lui f, precum si baza relativ la care f are acea matrice
diagonald, dacd: a) K = R; b) K = C.

Sa se determine cate o baza gi dimensiunea pentru nucleul si
imaginea aplicatiei liniare f : R® — R? pentru care f(a) = b,
f(b) =¢, f(c) =a,undea = (1,0,1),b= (0,1,1), ¢ = (1,1,0).
Se dau subspatiile lui R?

Vi ={z = (2%, 22,2%) e R¥z! + 22 + 2® = 0},

Vo ={(0,,0)|o € R}.

S& se determine f € End(R3) astfel ca Ker f = V4 si Im

f = Va. Este f unic determinata? Justificati rdspunsul.

Fie V un spatiu vectorial real 2-dimensional. Sa se determine
toate endomorfismele f ale lui V' cu proprietatea ca fo f = Oy .
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Capitolul 3

Tensoril

Fie bazele B = {é1,...,e,}, B ' ={ey,...,¢e}.
ey = pue; (3.1)

(insumare dupd ).
Coeficientii matricii trecerii inverse vor fi notati prin ¢} :
_ %‘/

€; = q; €y (32)

2 oo . . ;! . . e ;
(insumare dupd i'). Matricea ¢! este inversa matricii p}, , ceea ce
poate fi scris astfel

o 0, pentru i # j
g i y y
Pidj = { 1, pentru 7 = j, (3.3)

sau prin egalitatea

;i 0, pentru 7' # 5’
b = ’ ’ 3.4
P { 1, pentru i’ = j'. (34)

Pentru prescurtarea scrierii, marimea depinzand de indicii ¢ si 7,
egald cu 0 pentru ¢ # j si cu 1 dacd ¢ = j se noteaza cu 4 (simbolul
lui Kronecker); relatia (3.3) se scrie echivalent

pig) =0 (3.5)

87
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iar relatia (3.4) se scrie

-/

Pig; =05, (3.6)

In continuare vom prezenta ca un caz particular notiunea de
tensor de ordinul al doilea.

Dupéd cum un vector  in spatiul euclidian tridimensional este
caracterizat prin trei componente §i (1=1,2,3), un tensor de or-
dinul al doilea, pe care il vom nota prin 7', este caracterizat intr-o
bazd B’ formati din trei elemente prin componentele £ (1,7 =1,2,3),
iar intr-o bazid B’ prin componentele £7 (i, =1,2,3). Intre
aceste componente se impun relatiile

fi,j/ _ qzlqglﬁw (i/,j/ — 17 27 3) (37)

(insumare dupd ¢ = 1,2,3 ¢i j = 1,2, 3).

Se poate acum trece la definitia propriu zisa a notiunii de tensor
in general. Tensorii se impart in covarianti, contravarianti si micsti.
In plus, orice tensor are un ordin bine determinat (numérul de indici
defineste ordinul tensorului).

Incepem cu definitia tensorului covariant de ordinul trei.

Presupunem ca exista o reguld care permite ca in fiecare sistem
de coordonate dintr-un spatiu n-dimensional V,, sa se construiasca
n3 numere Tjji (componentele tensorului), fiecare fiind definit pen-
tru indicii ¢, 7,k fixati intre 1 gi n. Aceste numere Tj;, formeaza,
prin definitie, un tensor covariant de ordinul trei dacéa transformarea
marimilor %, j, k prin trecerea la o noud baza se realizeaza prin for-
mula

ik
Tirjrir = pypup Tih -

In mod analog se definesc tensorii covarianti de orice ordin; un tensor
de ordin m are n™ componente (si nu n3) si in formula de transfor-
mare se afli nu trei factori de forma pg, ci m astfel de factori.

Dam acum notiunea de tensor contravariant de ordinul trei. Pre-
supunem ca existd o regula care permite ca in fiecare sistem de
coordonate si se construiasci n3 numere T9%, fiecare din ele fiind
definit pentru indicii i, j, k cuprinsi intre 1 si n. Aceste numere T%%
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formeazd un tensor contravariant de ordin trei dacad transformarea
méirimilor 7%* prin schimbarea bazei are loc dup4 formula
T = qi’qu'q'zi'Tijk .

In mod analog se definesc tensori contravarianti de orice ordin.
In particular, coordonatele unui vector Z formeaz#i un tensor con-
travariant de ordinul intéi.

Termenii “covariant” si “contravariant”, introdusi mai inainte, se
explicd in modul urmé&tor. “Covariant” inseamna “care se schimba
la fel” cu vectorii unei baze, adica prin utilizarea
coeficientilor pﬁ, . “Contravariant” inseamn# “care se schimbd in-
vers”, adica prin utilizarea coeficientilor qu, .

Se pot de asemenea considera tensori micsti. De exemplu, n
numere TZ; date in fiecare sistem de coordonate, formeaza un tensor
mixt de ordinul trei, de doud ori covariant si o datd contravariant,
dacé transformarea acestor marimi prin trecerea la o noud baza se
realizeazd dupa formula

3

K i § Kok
Ty = Py Py Ak T35 -

In mod analog se definesc tensori micsti de [ ori covarianti si de
m ori contravarianti.

1. S& se arate ca marimile 6{ formeaza un tensor de ordinul doi,
o data covariant si o datad contravariant.

Solutie:

Caracterul tensorial al marimii 5? ar fi demonstrat daca aceasts
marime ar putea fi pusa sub formas:

. RS .

In acest scop, pornim de la modul de definire al simbolului lui
Kronecker si anume

& = pj qf,, .
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Tinand cont de faptul ca (5? = 1, rezultd ca inmultind egali-

. ./ .
tatea anterioard cu 0% = pj qj, , aceasta rdmane neschimbata.
Se obtine astfel
. / . X . ’ . . .
Jo_ i Jo_ i iy
Op=p; @ Py G =P @ (P ay) =
N

! .
A B
=D; qj/ 5i/a

adicd ceea ce trebuia demonstrat.

. Un sistem de marimi S;; este definit in fiecare sistem de coor-

donate prin rezolvarea sistemului de ecuatii
ik i

unde T reprezinti un tensor contravariant de rang doi, astfel
incat det(7%)=0.
Sa se arate ca S;; este un tensor covariant de ordinul doi.

Solutie:

Ardtam, pentru inceput, cd T, este un tensor covariant de
ordinul doi.

Pornim de la identitatea Tj,-T% = T, unde T este un invariant
(numsar). Acest lucru este posibil intrucat 7% este un tensor
contravariant de ordinul doi si det(7*)=0.

Identitatea precedentd se poate scrie astfel

Toe-qy-qp -T'" =T,

sau Tpepl - gl -pf -qf T F =pipp T,

adic Ty, - 0% - 84, - T"F =pi -pf - T.

Ultima egalitate se poate scrie sub forma
N k/ i N ’

T 0l 8 - T% Ty =l o T Ty,

de unde se obtine ca (avand 52, = 5’;, =1):

Ty T=T-p; pf Ty,

adica T = pﬁ . pg T, , ceea ce trebuia demonstrat.

In continuare, pornind de la sistemul de coordonate dat de



91

problema obtinem:
Ty - T - Sij = Tiy, - 65,

adica T - S;; = Tj; (sumare dupa k(= j)).

Dar T;; am aratat ca este un tensor covariant de ordinul doi,
iar T este un numar. Deci avem ca S;; este un tensor covariant
de ordinul doi.

. Daca &' reprezintd coordonatele unui vector Z , iar [; reprezinté
coeficientii unei forme liniare, precizati care este interpretarea
geometricd pentru [;&" 7
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Capitolul 4

Forme biliniare. Forme
patratice

Definitia 4.1. O functie numericd A (z, y) de doud argumente vec-
toriale Z, 7 dintr-un spatiu vectorial V., A: V x V — R se numeste
functie biliniara sau formé biliniara, daca ea este functie liniard de
Z pentru fiecare g fixat si functie liniara de § pentru fiecare Z fixat.

Altfel spus, A (Z,7) este o forma biliniard de Z si § dacd pentru
orice Z,%,z € V si pentru orice a € R au loc relatiile

T+2,7)=A9)+AZ7),

A(
Al(ar,y) = aA(z,7) ,
Agj,ngz):A(i:,gj)JrA(sE,z), (4.1)
A

Presupunem ca intr-un spatiu vectorial n-dimensional V;, o baza

oarecare B= {€1,é3,...,€,}. Notdm A (€;,ex) = aj (i, k=1,2,...,n).
n n
Atunci pentru orice T = Y §;€;, Y = > N€k, avem

i=1 k=1
n n

A =A(S 6. e -

=2 > EmA(eer) = > > awny -

i=1k=1 i=1 k=1

93
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Agadar, am indicat reprezentarea cea mai generald a unei functii
biliniare intr-un spatiu vectorial n-dimensional. Coeficientii a;; =
A(€;, €x) formeaza o matrice patraticd

ail a1 . Q1n
a1 a2 ... Qa9n

A= A(B) = = (aik)1§z‘,k§n
an1 Ap2 ... Qpp

pe care o numim matricea formei biliniare A (Z,y) in baza
B ={ej,éa,...,6,}.

Definitia 4.2. O forma biliniara A (Z,y) se numeste simetrica
daca pentru orice vectori T si y

A(£7ﬂ) :A(@j) .

Afirmatia 4.1. Dacad forma biliniard A (Z,y) in spatiul n-
dimensional V,, este simetricd atunci

aj, = A (€, ex) = A (e, &) = ak;;

agadar, matricea A(B) a unei forme biliniare simetrice in orice baza

B = {é1,€é9,...,€,} a spatiului V,, coincide cu matricea transpusa
Al
(B) . o

Are loc gi afirmatia inversa.

Reamintim cd o matrice péatraticd care coincide cu transpusa sa
se numeste matrice simetrica.

Prin trecerea la o noud bazi, matricea formei biliniare se mod-
ificd si vom indica in ce mod. Fie A( B) = (@ji) <<, matricea
unei forme biliniare A (z,y) intr-o bazd B = {éj,éa,...,éy} si
A(Ba) = (bik)lgi,kgn matricea aceleiagi forme in baza

B’= {fl, for.o, fn} (i,j,k =1,2,...,n) si presupunem ca formulele
de trecere de la o bazi la alta au forma

=Y 9" i=12...n)
j=1
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. i a
cu matricea de trecere P = (p( )) . In acest caz
1<ij<n

Formula obtinuta se scrie

n n
=33 (09) ail?. (43)
Jj=11=1
unde (pgj )> = 50 este elementul matricii P!, transpusa lui P (pen-

tru a determina elementul in forma (4.3) pornim de la

n . n .
bik = Z P]l i )a]l = Z P > pg-l)ajz , notam - P§Z)ajl = Gil;
di=1 =1 j=1 j=1
in aceste cond1§11 expresia lui b;, este data de

bi, = Epz Cil = chl( )t -
:zz; épj aji (pi(c))t: > (pﬁ”'))tajml"“))-

Jl=1
Agadar formula (4.3) se scrie matricial astfel

Apr) = P'Ap)P (4.4)

(bix, scris sub forma matriciald (4.3) asigurd indeplinirea conditiei
pentru produsul matricilor).

Daca forma biliniara A (Z,y) are rangul n, egal cu dimensiunea
spatiului V,,, atunci acea forma se numeste nesingulara sau nede-
generata.

Definitia 4.3. Prin forma patraticd pe un spatiu vectorial V'
se intelege orice functie A (Z,T) de un argument vectorial z € V,
care se obtine dintr-o form& biliniard oarecare A (Z, ), inlocuind g
cu .
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Intr-un spatiu vectorial n-dimensional V,, cu o baza

B={é1,é9,...,¢€,}, orice forma patratica se scrie in modul urmator:
n n
i=1 k=1
unde &1,&,, ..., &, sunt coordonatele vectorului Z relativ la baza B.

Asadar, in general, pentru o forma patratica datd, pot exista
mai multe forme biliniare generand forma péatraticd considerata.

Afirmatia 4.2. Exista un caz important in care forma biliniara
poate fi determinatd cunoscand forma pédtraticd asociatd: anume,
cazul cand forma biliniara este simetrica.

Afirmatia 4.3. Pe de altd parte, pentru a obtine din formele
biliniare toate formele péatratice posibile, este suficient si ne re-
strangem la forme biliniare simetrice.

Observatia 4.1. Conform acestor consideratii, in utilizarea
formelor biliniare pentru studiul formelor patratice este suficient
sd ne marginim la forme biliniare simetrice si la matrici simetrice
corespunzitoare (ajk)lgj,kgn’ ajk = ;-

Definitia 4.4. O matrice simetrici A = (a;) a unei

1<j,k<n
forme biliniare simetrice A (Z,y) corespunzand unei foﬁjﬁe_pétratice
A (Z,T) se numesgte matricea acelei forme patratice.

Observatia 4.2. La schimbarea bazei, matricea A a unei forme
patratice A (Z,Z) coincide cu matricea formei biliniare simetrice

corespunzatoare A (Z, ) si se schimba ca aceasta din urma:
A = P'Ap\P
(B’) (B)"

unde P este matricea de trecere de la baza B la baza B’.

Observatia 4.3. Rangul matricii unei forme patratice nu de-
pinde de alegerea bazei. De aceea se poate vorbi despre rangul
formei patratice A (z, Z), subintelegand prin aceasta rangul matricii
acestei forme in orice baza a spatiului V;, . Orice form& patratica de
rang n, egal cu dimensiunea spatiului, se numeste nesingulara.

Considerdm o formé péatratica oarecare A (T, Z) intr-un spatiu
vectorial n-dimensional.
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Teorema 4.1. In spatiul Vj, exist# o bazg B = {fl, fo, ..., fn}
n

in care pentru orice vector = Y. 1, fx valoarea formei patratice
k=1
A(z,T) se calculeaza dupa formula

A(Z,Z) = i + Xoms + ... + A, (4.6)

unde A1, A2, ..., A, sunt numere fixate.

Orice baza care are aceastd proprietate se va numi bazi canonica
a lui A(z,z); in particular, numerele A1, Ao, ..., A, vor fi numite
coeficientii canonici ai formei A (z, ).

Metoda Jacobi ne permite sa determinam acesti coeficienti si
coordonatele vectorilor bazei canonice cautate. Pentru aceasta im-
punem matricii A(B’) urmatoarea conditie suplimentard: toti mi-

norii din colturile din stanga sus ai matricii A(B’) pana la or-

. . . . ail a2
dinul n — 1 inclusiv, adica 61 = aq1,02 = o On_1 =
a21 22
a1l a12 e Qlp—1
asl a2 e A2p—1 o ip e
" s4 fie diferiti de zero.
n—-11 Aan—-12 .- (Gn—-1n—1
Vectorii €1, €9, ..., €, sunt construiti dupa formulele
er = fi,

€y = Oégl)ﬁ + fo,
€3 = 0452)f1 + 0452),702 + f3,

en=a" YA+l VH+ o VA +a" Va4 F
(4.7)

unde coeficientii agk) (1=1,2,....,k;k=1,2,...,n — 1) sunt deocam-

data nedeterminati.

Impunem coeficientilor agk) (1 =1,2,..., k) conditiile

A(ék—l-h.fl) = OuA(ék+1)f2) = 07"‘7A(ék+17fk) =0. (48)
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Inlocuind in (4.8) expresia (4.7) a lui &4 si folosind definitia
formei biliniare, se obtine sistemul liniar de ecuatii relativ la marim-
ile al® (i =1,2,... k):

(A (61, fr1) = Olgk)A (fi. f1) + Oégk)A (foo 1)+ +

+a;(§k)f4 (fe> [1) + A (frt1, f1) =0,

A (ékJrl’ fg) = agk)A (fl, fg) + Oéék)A (fQ, fTQ) + -+

+041(gk)A (fir f2) + A (frgr, f2) =0, (4.9)
A (Ers fi) = oA (Fi, o) + oA (for fi) + o+

+Oé;(gk)x4 (fir i) + A (frs1, fr) = 0.

Acest sistem neomogen de ecuatii cu coeficientii A ( fi, fj) = aij,
unde 7,7 = 1,2,...,k, are prin ipotezd determinantul diferit de
zero i prin urmare este compatibil si determinat; agadar se pot de-

(k)

%

termina marimile «; "’ si in acelasi timp se poate construi vectorul

cautat eryi. Pentru determinarea tuturor coeficientilor az(»k) sia
tuturor vectorilor €; este necesar ca pentru fiecare k sa fie rezolvat
sistemul corespunzator (4.9), adica un sistem de n—1 ecuatii liniare.
Notam coordonatele vectorului z in baza B= {éj,és,...,€,} cu
£1,€9,...,&, sicoordonatele lui 4 in aceeasi baza prin 1y, 79,...,7, -

Se poate construi o bazd (ca mai sus) in care forma biliniara
A (z,y) poate fi exprimatd sub forma

n
i=1
unde &; , n; reprezintd coordonatele vectorilor Z, § in baza

respectiva.
Pentru a calcula coeficientii A; vom folosi formulele

A1 =01 = a1,

)\2 - %7

Ny = 2, (4.11)
Ap = 522
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Conform teoremei privind reducerea unei forme pétratice la forma
canonicd, orice forma patraticd A (z,Z) se reduce intr-o anumita
baza la forma canonica

A(Z,2) = ni + -+ A

Printre numerele reale A1, Ag, ..., A, existd atitea numere nenule cat
rangul matricii formei A (Z,z). Ele sunt pozitive sau negative.

Teorema 4.2. (Legea inertiei pentru forme pétratice a lui
Sylvester) Numérul coeficientilor pozitivi si numarul coeficientilor
negativi in forma patraticd A (Z,z) sunt invarianti ai formei (adica
nu depind de alegerea bazei canonice).

Definitia 4.5. O forma patratica se numeste pozitiv
(negativ) definita, dacd A (z,z) > 0 (A (z,Z) < 0) pentru orice T €
V ; forma A (Z,z) se numeste pozitiv (negativ) semidefinita dacd
A(z,z) > 0 (A(z,z) <0) pentru orice T € V (exista cel putin un
z1 € V astfel incat A (z1,71) = 0).

Observatia 4.4. Forma A (z,Z) se numeste nedefinitd daca
existd Z1 € V astfel incat A (Z1,Z1) > 0 si existd Ty € V incat
A (Zg,72) < 0.

4.1 Probleme rezolvate
1. S& se scrie sub form& de suma de patrate forma patraticas:
f(g_:) — (Il)Z + ($2)2 _ (1:3)2 + 9l 2 + 213 + 2$3$1,
z=(al,2% 23) e R3.

Solutie:

z
= (2! + 22 +23)2 + %(m2)2 — L(x? + 423)2.

8
¢ = 2ty a? 428,
Dacg punem { &2 = 22,
£ = 2?2 +4a8

2. Fie forma péatratica
(@) = (21)? + (22)? = 3(2%)? + (2*)? — z'a® + 32223 + baPat
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T = (2',2% 23, 2%) ¢ R*.
Sa se aduca la forma canonica folosind metoda lui Jacobi, apoi
cea a lui Gauss.

Solutie:
_ _ _| 1 -y2) _
Aveon—l,Al—l,Ag—‘_1/2 1 ‘—3/4,A3_
1 —1/2 0
-1/2 1 3/2 |=-9/2,
0 3/2 -3
1 —-1/2 0 0
121 32 0 |
Ai=| 07 g9 U3 5 | = TLT/16.
0 0 5/2 1

Forma patratica in noua baza este

F(@) = (€ + 5 (P — (€ + (6

3 6 49 .

Folosind metoda lui Gauss, avem:
(@) = (2'— 3222+ 3(2?)? + 32223 — 3(2%) + (2)2 + Hadat =
= (2! — 322)? + 2(2? + 223)2 — 6(23)? + 532t + (21)? =
— (xl _ %12)2 =+ %(382 + 2$3)2 _ 6(273 _ %le)z + %(:B4)2.
Deci, forma canonicé este

_ 3 147
F@) = () + (€7 = 6(£) + —- (€17,
gl — xl _ %%2
unde 2= 224228
53 — 1.3 _ %$4

54 — $4
Se observa cd prin ambele metode obtinem acelagi numar de
patrate, iar numarul coeficientilor pozitivi este egal cu 3.

3. Fie P4 spatiul vectorial al polinoamelor de o nedeterminata
cu coeficienti reali de grad cel mult 2. Definim forma biliniara

1
B(Q1,Q2) = /@1@) - Qa(t) dt, YQ1,Qs € P,
0
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unde @1 (1), @2 (t) sunt functiile polinomiale asociate polinoamelor

Ql’ QZ-

Sa se determine matricea formei B in raport cu baza

B = {P1,P2,P3}, unde P; = X2+ X+1,Py=X+1,P3=1.
Solutie:

Vom determina mai intai matricea lui B in baza canonica

B. = {X2,X,1}. Deoarece se observi ci forma este simet-
ricd, pentru a forma aceastd matrice avem nevoie de urmaétorii
coeficienti:

1 1
5 1.
bllzoftQ-tht:({t‘ldt:%|5:§,
12 13 11
blgzoft-tdt:bft dt =% 6= 13
12 12 B 11
blgzg‘t-ldt:b[t dt =% 5= 3;
; 12 311
bgzzoft-tdt:gt dt =5 = 3;

1 1
by = [t-1dt=[tdt=1 |}=1;
0 0

1 1
bss=[1-1dt=[1dt=t]|}=1;
0 0

Form&m matricea A = . Exprimarea vectorilor

Ol [T
D=0 =i | =
— O] =

din noua baza in functie de vectorii ce alcatuiesc baza canonica

este:
Pi=Pi+ P+ Ps
Pr=P1+ P

Ps =P
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Matricea de trecere de la o bazi la alta, formatd cu compo-

1 11
nentele vectorilor Py, Po, Pseste M =| 1 1 0
1 00

Atunci, conform formulei de schimbare a matricei asociate unei
forme biliniare la schimbarea bazei, notand cu A matricea ciu-
tata, vom avea:

111 %i% 111
A=MTAM=|110 1%5 110 |=
1
100 3 5 1 100
47 65 110 111 222 112 47
=a | 27 35 50 110 |=4]| 112 59 27
12 15 20 100 A7 27 12

Observatie: problema poate fi rezolvata si calculand direct
in baza B coeficientii matricei asociate.

4. Fie b : V x V — R o forma biliniard pe spatiul vectorial
real V. Ardtati ca b este antisimetrica daca si numai daca
b(z,z) =0,V eV.

Solutie:
Daca b este antisimetrica, inseamnd cd b(z,y) = —b(y,z), Vz,y €
V. Luand T = g rezultd cd b(Z,z) = —b(Z,T), VT € V, adica

b(z,z) =0,V e V.

Invers, daci b(Z,Z) =0, VZ €V, luim z=a+b, a,b €V,
arbitrari si rezulta ca

0=0b(@+b,a+b)=0blaa+b) +bba+b) =

= b(a,a) + b(a, b) + b(b,a) + b(b,b) .

Dar b(a,a) = b(b,b) = 0 si atunci rezulta

b(a,b) = —b(b,a), Ya,bec V.

Deci b este antisimetrica.

5. Fie b: R? x R?® — R o form4 biliniari si B = {é1, &, €3} baza
canonica a lui R?. Daci avem
b(él,él) =1, b(ég,ég) =—1, b(ég,ég) =2,



4.1.

PROBLEME REZOLVATE 103

b(é1 + éa,62) =2, b(éa, &1 — é2) =4, b(éa + €3, e3) = 3,
b(ég,ég — 53) =-1, b(él,ég) =3 g b(ég,Qél — 52) =35.

Se cer:

a) matricea formei biliniare b in raport cu baza B;

b) aratati ca b este o forma biliniara simetrica;

c) expresia analitica a formei biliniare b in raport cu baza B;
d) matricea si expresia analiticd a formei biliniare b in raport
cu o altd bazd B = {ay,as,as}, unde

a; = (1,0,1), a2 = (0,1,1), ag = (1,1,0) ;

e) expresia analiticd a formei patratice f : R® — R,

f(z) =b(z,z), VZ € R?, in raport cu baza B;

f) forma canonic# a formei pitratice f si baza lui R3

relativ la care f are forma canonica, prin metoda lui Jacobi;
g) signatura lui f.

Solutie:

a) Matricea formei biliniare b este A = (a;;); j-13 € M;3(R)
, unde a;; = b(&;,€;). Atunci avem aj; = 1, ag = —1,
as3 = 2, a;3 = 3. Din faptul cd b(e; + é2,é2) = 2 rezulta
b(él,éz) + b(ég,ég) = 2 i stiind ca a9y = b(ég,ég) = —1
obtinem a2 = b(ej, é2) = 3. In mod similar se deduce ci
as1 = 3 din b(ég,él — ég) = 4 gi apoi ags = 1, azy = 1,
asy = 3.

Deci matricea lui b in raport cu baza B este

1 3 3
A= -1 1
3 1 2

b) Deoarece matricea formei biliniare b in raport cu baza B
este simetrica rezulta ca b este forma biliniara

simetrica.

c¢) Expresia analiticd a formei biliniare b in raport cu baza B
este

b(E,g) = > aia'y = sAjs
=1 1=1
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pentrux—Zmel,y—Zyjej
j=1

Dec1 b(z,y) = a:lyl + 3xly? + 322yt — 2%y? + 32y 4 323y +
22y3 4 23y? 4 22393 .
d) Matricea de trecere de la baza B la baza B’ este
1 01
C = 011 si matricea formei biliniare b relativ la
1 10

baza B este B = CtAC =

o © ©

9 8
3 6
6 6
Expresia analiticd a lui b relativ la noua bazi B’ este

3
y) = Z Z b(di, dj)sitj = JNZZ,,BQB/

i=1 i=1

pentru Tz = Zsal, g= tha]
Deci b(z, y) = 981751 + 951t2 + 952t + 352t + 8513 + 8s%t! +
65213 + 6532 + 65313 .
e) Expresia analiticd a formei patratice f relativ la baza canon-
ica B este
3
T) = Z t'rla;; =ik A-ig,
ij=1

pentru orice z = Y x%¢; . Deci
i=1
(@) = (2H)? + 6212? + 62'2® — (22)? + 22223 4 2(2)2.

f) Matricea formei patratice f relativ la baza canonica B este
chiar matricea formei biliniara si simetrica b din care provine:

1 3 3
A= 3 -1 3
3 1 2
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Doarece toti minorii diagonali Ag =1, A} =|1| =1,

1 3 1 3 3
Ag = T —10, A3 =1|3 —1 3 | =6 sunt nenuli,
3 1 2

putem aplica metoda lui Jacobi de aducere la forma canonica.
Dacid y',y?, 3% sunt coordonatele lui Z relativ la baza B*, in
raport cu care expresia analiticd a lui f are forma canonica,

atunci

este forma canonica a formei patratice f.

Baza B* = {b1, by, b3} se giseste astfel:

Se aleg l_)l = o161 astfel ca b(él,l_)l) =1, 62 = ap1€1 + ag0é2
astfel ca b(él, Bg) =0 si b(ég, [32) =1, iar 63 = (31€1 + Q3262 +
agzeés astfel ca b(él, 1_73) =0, b(ég,l_)g) =0gi b(ég, 53) =1.
Constantele a;; se gasesc imediat:

din b(e1,b1) = 1 rezultd ai1b(er,é2) = 1si a;; = 1;

din b(é1,b2) = 0 si b(€2,by) = 1 rezultd sistemul:

{a21+3a22 =0 , de unde ag; = 3/10, age = —1/10;

dagy —agy = 1
din b(e1,b3) = 0, b(ez2,b3) = 0 i b(es, b3) = 1 rezulta sistemul:
ag1 +3ags+3a33 = 0
Jagy —agz +azz = 0,
3az +ag + 2033 = 1

de unde a31] = 1, 39 = 4/3, 33 = —5/3.

Deci B* = {b1 = (1,0,0),b2 = (3, —15,0),b5 = (1,5, -2)} .
g) Signatura lui f este (1,2) pentru ca forma canonica a lui f
are un coeficient strict pozitiv gi doi coeficienti strict negativi,
adicd indicele pozitiv de inertie al formei patratice f este p = 1

si indicele negativ de inertie este ¢ = 2.

6. Fie f : R* — R o form# patratici pe R* a cérei expresie
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analiticd in raport cu baza canonici a lui R* este

4
f(@) = a'a? — 2% + 2%t v atat v = Zmiéi e R,

=1

a) Gasiti matricea formei patratice f in raport cu baza canon-
icd B ={e1 =(1,0,0,0),e2 = (0,1,0,0),e3 = (0,0,1,0),e4 =
(0,0,0,1)}

b) Gaisiti expresia analiticd a polarei lui f relativ la baza
canonicd B;

c¢) Folosind metoda lui Gauss, gésiti forma canonica a formei
pétratice f si baza lui R? relativ la care f are expresia canon-
icd;

d) Gasiti signatura lui f.

Solutie:

a) Matricea A = (ai;); ;_, 4 a formei patratice f in raport cu
baza canonicd B este chiar matricea formei biliniare simetrice
b din care provine forma patraticd f (numita polara lui f),
relativ la baza B.

Din faptul c& b(z,y) = 5 [f(Z +7) — f(Z) — f(§)] putem de-
termina elementele matricii cerute a;; = b(€;, €;) .

In mod practic, pentru a evita calculele, elementele matricii A
se determing astfel:

- elementul a;j, cu i=j, este egal cu jumatate din coeficientul
lui 2’27 din expresia analitic a lui f;

- elementul a;; este egal coeficientul lui (acl)2 din expresia
analitica a lui f.

1
0 3 0 3
L 9 -1 9
DeCi A = (2) 1 02 1
1 2 1 2
2 05 0

b) Expresia analiticd a polarei lui f relativ la baza canonicd
B se poate obtine dupé formula de mai sus sau, mai practic,
prin dedublarea expresiei lui f din ipotezd. Deci
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— 1 1 1 1 1 1
b(gf"z) 1: Ei6131/2:_ §x2y1 - §x2y3 _A§x3y2 1_ 53533/4 + §x4y3+
+52%y + 52y, VT =x'e;, y = yle; € RY.
¢) Avand in vedere expresia analiticd a lui f, vom proceda
mai intai la schimbarea de coordonate:

o=t
2 1_ 42
¢ = t- =1
I) 3:.3 — t3
zt = t

(de fapt, s-a schimbat baza lui R*si t*, i = 1,4, sunt coordo-
natele lui Z relativ la noua baza)
Atunci f(Z) = (t1)% — (t2)2 — t143 + 263 + 34 4 t1d - 124 =
_[(41\2 _ 4143 | p1g4 13344 14332 14432
_1[(t )2 7? t4tt ' ;2§t t2 iy Z@2)4 +31(t4) ]
— 1) = 3 (¢%) —2(t )2+ 23 4 12t + B3t =
_ (41 _ 143 144
= (t' — 33+ 314" —
— [(12)2 — 1263 — 26 + (%) + (t1)? + 3t3t4] + 26342
sl prin urmare ) )
S — (41 _ 143 144 2 _ 143 _ 144 344
(@)= (¢t — 563+ 5147 — (12 — 3t3 — 5¢*)7 + 263%¢%.
Facand schimbarea de coordonate:

1 41 143, 144
L LT
II) 83 = t°— §t — §t3
s° = t
st = t

rezultd f(z) = (s1)% — (52)? + 2s3s%.
In final, din

y! — 4l
2 2
Yy = S
I17) 3 4 _ .3
y+y = s
Byt = s

rezulta cd forma canonicd a formei péatratice f este
F@) = ") = (") +20°)° - 204,

unde 3’ , i = 1,4 sunt coordonatele vectorului Z relativ la baza
B* = {b;j]i = 1,4}, in raport cu care f are forma canonica.
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Baza B* se gisegte astfel:
Daca C este matricea de trecere de la baza canonica B la baza
ciutatd B*, atunci Zg- = C '35 sau

2! y!
2 2
z _ Y
2 |1 C y3
! y

Pe de alta parte, daca avem in vedere cele trei schimbari de
coordonate avem:

:c—t4—s4—y y4
2 =13=3s3 —y —l—y
2=l 2=l 2 =yl y y+y
el =t + 2 =5t + 52 +t3—y +y +y —i—y

n\ (nrvenes
Atunci xs = ( vy y3 +y4 =
x vy +y
24 y3—y4
1 1 1 1 Yy
1 -1 -1 1 y?
10 0 1 1 y3
0 0 1 -1 yt

si prin urmare B* = {bl (1,1,0,0),b2 = (1,—1,0,0),

by = (1,-1,1,1),by = (1 1,1}

d) Signatura lui f este ( ,2) Deci f este form& patratica
nedefinita.

7. Fie b: M2(R) x M3(R) — R, definita prin
W(X,Y)=2Tr(XY)-Tr(X)Ir(Y), VX,Y € M3(R)

unde Tr(A) = a11 + ag este urma matricii A = (aij)i,j:1,2 .
a) Aratati ca b este o forma biliniard simetrica,
b) Gasiti matricea formei biliniare b relativ la baza naturald a

lui MQ(R) 5

1 0 0 1 0 0
B:{EH:(O 0>7E12=<0 O)’E21:<1 0)7
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ae(3))

c) Gasiti expresia analiticd a formei patratice asociata

f(X) =0b(X, X), relativ la baza naturald a lui M2(R);

d) Aduceti la forma canonica forma patratica f si determinati
baza corespunzatoare;

e) Aratati ca f este o forma patraticd nedefinita.

Solutie:

- : . Tl T
a) Fixdm arbitrar matricile X = oz
T21 T22

Y = < zn 512 ) , L = < 211 212 > si scalarii reali o, 8 €
21 Y22 21 222

Atunci XY — ( T11Y11 + T12Y21  T11Y12 + T12Y22 )
T21Y11 + T22Y21  T21Y12 + T22Y22

VX = < Y1111 + Y12221 Y1212 + Y12222 ) _de unde

Y21711 + Y22T21  Y21%12 + Y22T22
Tr(XY) =znyn + z12y21 + z21y12 + T22y22 = Tr(Y X) .
Prin urmare b(X,Y") = b(Y, X) si astfel b este forma simetric.
Avand in vedere simetria lui b, pentru a demonstra bilinia-
ritatea aplicatiei b este suficient si aritam ca b este liniarad in
primul argument, adica:

b(aX + BY, Z) = ab(X, Z) + Bb(Y, Z) .

Cum Tr(aX + YY) = oTr(X) + BTr(Y) avem ca

baX +pY,Z) =2Tr((aX +8Y)Z) —Tr(aX + Y )Ir(Z) =
2Tr(aXY + BY Z) — (aTr(X) + BTr(Y))Tr(Z) =
20Tr(XY) +28Tr(YZ) — oTr(X)Tr(Z) — BTr(Y)Tr(Z) =
a(Tr(XZ) =Tr(X)Tr(Z))+B2Tr(YZ) =Tr(Y)Tr(Z)) =
ab(X, Z) + Bb(Y, Z).

Deci b este forma biliniard simetrica.

b) Dacd matricile X si Y sunt ca mai sus, atunci

b(X,Y) = 2(z11y11 + T12y21 + T21Y12 + T22Y22) —

— (211 + w22) (Y11 + Y22) = T11Y11 + T22Y22

+2x12Y21 + 2221Y12 — T11Y22 — T22Y11
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este expresia analiticd a lui b relativ la baza B pentru cé co-
ordonatele matricii X relativ la baza naturald B sunt chiar
elementele matricii X, z;;, 4,5 =1,2.
2

(vezi X = Z $ijEij )

ij=1
Matricea formei biliniare b relativ la baza B este
A= (b(Eij, Ekl))i7j7k7l:ﬁ~
Prin calcule, b(E11, E11) = 2Tr(E?)—(Tr(E11))? = 1, b(E11, B12) =
0, b(E11, E21) =0, b(E1, Ex) = -1, b(E12, E11) = b(En, E2) =
0, b(E12, E12) = 0, b(E12, E21) = b(Ea1, E12) = 2, b(E12, Ey2) =
b(Ea2, Er2) = 0, b(E21, E11) = b(E11, E21) =0, b(Ea1, Eo1) =

0,
b(Ea1, E22) = b(Ea2, E21) =0, b(E2, E11) = —1,
b(EQQ,Egg) =1.
1 0 0 -1
) O 0 2 0
Deci A = 0 20 0 € My(R),
-1 0 0 1

c) Relativ la baza naturald B, forma patraticd f asociatd
formei biliniare b are expresia analiticd

f(X)=b(X,X) = ($11)2 + (5622)2 + 4w12791 — 2211722

pentru orice X = (), ;_13 -

d) Folosind metoda lui Gauss, avem

f(X) = [(z11)? — 2311322 + (w22)?] + 4212201 =
= (z11 — ©22)* + 412291 .

Dupad schimbarea de coordonate (de baze):

11 = ®1 —x22
tio 121 = 12
tig—ta1 = x21

tag = w22

obtinem forma canonica a lui f:
f(X) = (t11)2 +4- (t12)2 — 4 (t21)? + 0 - (t22)?, pentru orice
matrice X = t11F11 + t12F12 + t21F51 + t92Fbs, unde
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= {Fjj|i,j = 1,2} este baza lui M2(R) relativ la care f
are forma canonica.
Stiind ca matricea de trecere C' de la B la B* verifica
T = CZp~ si tindnd cont de relatiile ce dau schimbarea de
coordonate, avem ca

CL]_l ]. 0 0 ]. tll
a2 o 0 1 1 0 t12
asl B 0 ]. —]. 0 t21
ago 0 0 0 1 t22
1 0 0 1
. . 01 1 0 . .
si atunci C' = 01 -1 0 |- Deci baza B* este
00 0 1
1 0 01 0 1
{F11—<00>,F12—<10>,F21—<_10>,

e (1))

e) Signatura lui f este (2,1) si atunci f este o forma patratica
nedefinita.

8. Folosind metoda lui Gauss si se aducd la forma canonica forma
patratica f R3 - R, f(7) = 2'2% + 2223 + (23)?,
vz = (21,22 23) € R3
Gasiti baza lu1 R3 in raport cu care f are forma canonics si
signatura lui f.

Solutie:

Facem schimbarea de coordonate (de baze)

et o= 42
N «z* = tt—1?
= 3

si rezultd ci f( ) = (tl) ( D2 4413 — 283 4 (£3)2 =
(( ) 1t t3 3 2 —t2t3 4 %(t3)2 _
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(1 + 369)° = (% + 260+ 102 + (8)) =
(14 50)° = (4 307+ (7.
Apoi, din schimbarea de coordonate

yto= 458
IN< y? = 24313
y o=t

obtinem forma canonica f(z) = (y')? — (¥?)? + (y*)?, pentru
orice vector Z, unde y', 4%, 3® sunt coordonatele lui Z relativ
la baza B* = {by, by, b3} corespunzitoare ultimei schimbéri de
coordonate (baza relativ la care f are forma canonica).

Din I) si II) rezulta

1 1
4 1 1 -1 v,
si atunci 3 = 1 -1 0 3 |, adica ma-
v 0 0 1 y
24 Yt
1 1 -1
tricea de trecere de la baza canonica la B* este C' = 1 -1 0
0 0 1

Deci B* = {b; = (1,1,0),b = (1,—1,0),b3 = (—1,0,1)} si sig-
natura lui f este (2,1), adica f este forma patratica nedefinita.

9. Folosind metoda lui Jacobi sd se aducd la forma canonica
forma patratica
f(@) = 2(x1)? + 3(2?)2 + 4(23)? — data? — 22123 + 42223,
Gasiti baza corespunzatoare si signatura lui f.

Solutie:
Matricea lui f relativ la baza canonics a lui R3

2 -2 -1
B={e,ez,e3teste A= -2 3 2 si se gaseste prin

-1 2 4
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intermediul polarei lui f (care are aceeagi matrice ca si f) sau
mai simplu, prin algoritmul:

- elementul a;; , i=j este jumatate din coeficientul lui z'zd din
expresia lui f;

- elementul a;; este chiar coeficientul lui (z%)2.

Din faptul cd minorii diagonali Ag = 1, Ay = |2| = 2,

9 _o 2 -2 -1
Ay = 9 3 ’ =2, A3=| -2 3 2 |=0>5suntnenuli
-1 2 4

rezulta ca se poate aplica metoda lui Jacobi.
Deci forma canonica a lui f este

unde = = y'a; + y?as +yiaz € R3 si

B* = {a1,as,as} este baza relativ la care f are forma canon-
ica.

Se alege a1 = ajje; astfel incat b(er,a1) = 1, as = a91€1 +
aoey astfel Incat b(él,ag) =0, b(ég,ag) =1sias3 = ase; +
(r39€2+u33€3 astfel incat b(él, @3) =0, b(ég, @3) =0, b(ég, dg) =
1 (unde b este polara formei patratice f).

Din b(é1,a;1) = 1 rezultd aq1b(e1,€1) = 1 si atunci a3 = 1/2.
Din b(é1,a2) =0, b(éz,a2) = 1 rezultd sistemul

20421—20622 =0
—2a91 +3a99 = 1

care are solutia (e = 1,92 = 1).
Din b(éy,a3) =0, b(éz,as) =0, b(€s,as) = 1 obtinem sistemul

2a31 —2a32 —azz = 0
—2a31 + 3ags + 2a33 =
—a3] + 2032 +4azz = 1

de unde ag; = —1/5, aza = —2/5, az3 =2/5.
Deci B* = {a; = (1/2,0,0),as = (1,1,0),
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10.

as = (—1/5,-2/5,2/5)} si signatura lui f este (3,0), adica f
este forma patratica pozitiv definita.

Fie F: R? x R? — R care in bazele B3 = {a1,@2,a3} cu
a; = (1, 1,02, as = (—1,0, 2), asz = (0, 2, 1) si B? = {bl,bg}unde

by = (1,1), by = (1,0) are expresia analitica:
F(z,7) = xlyl +3:2y2 +$3y1 +x3y2.
Sa se determine matricea asociata formei in bazele cano-
nice B2 din R? si B3 din R3.
Solutie:

Matricea asociati formei biliniare in bazele canonice BS =
{€1,62,63} in R3 si B2 = {71a?2j in R? (unde & = (1,0,0),
ey = (17070)7 ez = (17070)7 fl - (170)7 f2 - (071)) 0

putem afla identificand coeficientii din exprimarea de mai sus

10
a lui F. Obtinem A = 0 1 |. Matricea de schimbare a
11
1 -1 0
bazei B3 — B3 este P = 1 0 2 |, deci matricea de
0 2 1
4 _Tl 2
schimbare a bazei B® — B2 va fi P! = 22 —2% %1
3 .3 3

Analog, matricea de schimbare a bazei B2 — B2 va fi Q =

< 1 (1) ), iar matricea de schimbare B2 — B2 va i Q7! =

1 -1
ate unei forme biliniare la schimbarea bazelor, avem:

0 1 . ) .. .
< > Conform formulei de schimbare a matricii asoci-

4 -1 2 1 0

A= A= 1 1l 0 1
=(P) QT = 5, 3 3

-3 3 ~3 11
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11.

(0 1)- P (0 1)- ;o
1 -1 z% 1 -1 %0

Deci matricea asociata formei biliniare F' in bazele canonice
va fi

Fie B : R3xR?® — R o form# biliniard gi s& presupunem cg
avem relatiile: B(ej,e1) = 1, B(ea,e2) = 0, B(es,e3) = 0,
B(e1,& +e) = 2, B(ey + &3,e1) = 3, Bles, e1 + e) = 3,
B(es,e1+e3) = 3, B(€2,e1—¢3) = 3, B(e1+e2,€3) = &, unde
{€1,e2,e3} este baza canonica.

a) S se arate cd B este o forma biliniard simetrica.

b) S4 se gaseasca forma patraticd asociatd lui B si sd se aduca
la forma canonicd prin metoda lui Gauss precizdndu-se baza
corespunzatoare.

Solutie:

a) Utilizand liniaritatea aplicatiei B, avem
B(ej,e; + é2) = B(ej,e1) + B(€j,e2). Tinand cont de re-
latiile de mai sus, obtinem B(€1,e3) = 2 — 1 = 1. Deoarece

B(e1 +e3,e1) = B(e1,e1) + Bles,e1), B(es,e1) = 5 —1 =3

. Mai departe, B(es,e1) = % - % = 0. Din urmétoarele dou

relatii, prin insumarea, respectiv sciderea lor, obtinem
B(ea,e1) = 1, B(e,e3) = 3.

In sfarsit, B(e; + é2,e3) = B(ey, e3) + B(ea, €3).

Deci B(ei,e3) = 3 — 3 = 0. Matricea A asociatd formei
biliniare in baza canonica este:

2
a

110
A=[1 0 3
03 0

Se observa cd B este forma biliniara simetrica.
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b) Pentru doi vectori = (z!,22%,23) si ¥ = (y',%?%,¢%) din

R3, expresia analitici a formei va fi:

1 10 yt
B(z,y) = (z"2%2%) - | 1 0 3 v | =
0% 0 T

— alyl 4+ 212 + 22y + %$2y3 + %$3y2‘

Considerand F(T) = B(7,=), avem F(Z) = ($1)2 + 2xtz? +
2223, Grupand termenii ce contin pe 2!, obtinem

F(z) = (ajl +CE2)2 — (a:2)2 + 2223, Mai departe, grupand
termenii ce contin pe z? si formand pitrate, obtinem

F@%:@9+x%2—<ﬁ_fﬁ>{+@ﬂ2

2 4
Notam:
yl =2l 442
] P =at-%
y3 — 3 2

In raport cu baza B = {f;, f, f3} a lui R? fati de care T are
coordonatele y', y2, y® date mai sus, obtinem forma canonic:

_ 2 2 2
F@) = (') = (") + 1)
Matricea asociata formei, relativ la aceasta baza este:

1 0 0
A= 0 —=1 0 |. Pede alta parte, dacid scriem matriceal
0o 0 1
(*), va rezulta:
yt 1 2 0 x!
v =101 —% z?
y3 00 1 z3
1 2 0
Agadar matricea M = | 0 1 —% de mai sus va fi inversa
0 0 1

matricii de schimbare a bazei de la baza canonica la B. Deci:
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o 1 2 0
(f1,f2, f3) = (€1,€2,e3)- | 0 1 _% _
00 1
1 -1 —3
= (e, ez,e3)- | 0 1 3
0 0 1
In concluzie, f; =&, fy = —€1 + €2, f3 = _%él n %62 +e.

12. Fie V un spatiu vectorial n dimensional. O aplicatie w,
w: VxV — R se numeste antisimetricd dacd (V)T,y €
V, w(Z,y) = —w(Z,7y). Fixand o bazid B = {ej,e,...,€,} si
considerand w;; = w(€;,€;), asociem bazei respective matricea
A = (wij); joi- Dacd det A # 0, atunci forma se spune ca
este nedegeneratd. O forma biliniard cu proprietatile de mai
sus se numeste forma simplectica.

a) Aratati cd determinantul matricii asociate unei forme anti-
simetrice nedegenerate in orice baza este nenul.

b) Daca existd o astfel de formd w definitd pe V, atunci di-
mensiunea n este para.

Solutie:

a) Fie B = {fy, fo, .., [} O altd bazi si fie M = (aé)

i,j=1n
n .
. . . P J= .
matricea de schimbare a bazei, adica f; = > oje;,
i=1
i=1,n. Fie A= (0;;) __ matricea asociata lui w in noua
i,j=1,n
v . T I _ P _q —_ =
baza. Atunci w(f;, f;) = > ojajw(ep, ),
1<p,q<n
Vi,j = 1,n. Prin urmare:
~ ~ 1
wll DR wln al .. agb wll DR wln
~ ~ 1 n
wnl .. wnn an o .. al wnl DR wnn
ol . oal
sau A=M"-A-M.
ay ap
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4.2

Atunci det A = det A - (det M)2 si cum det M # 0,det A # 0,
vom avea det A # 0.

b) Fie B matricea obtinutd din A prin inmultirea fiecirei linii
cu —1. Vom avea det B = (—1)"det A. Pe de altd parte,
datoritd relatiei w;; = w(€;,€) = —w(e;,&) = —wj; avem
B = AT, deci det B = det A. Atunci (—1)" = 1, prin urmare
n este par.

Probleme propuse spre rezolvare

. Fie forma biliniard b : R? x R® — R, b(Z,7) = 2z'y' + 22y +

brdy’ —aly? +atyt+52°yt, Vi = (21, 2%, 2%), 7 = (y', 0%, ¢°) €
R3.
a) Fard a determina matricea lui b relativ la baza canonica

a lui R3, si se precizeze daci b este simetrici sau dacd este
antisimetrica;

b) Determinati matricea lui b relativ la baza canonica a lui
R3;

c) Ardtati ca existd si sunt unice doud forme biliniare pe R3,
by simetrica si by antisimetrica astfel ca b(z,y) = b1(Z,7) +
ba(7,9), VT = (a',2%,2%), 7 = (v}, %, y°) € R%;

d) Gasiti forma canonicéd a formei pétratice f asociate formei
biliniare simetrice by, precum si baza lui R? relativ la care f
are forma canonica gasita.

. Dacd R, [X] este spatiul vectorial al polinoamelor cu coefi-

cienti reali, de grad cel mult n, se considera aplicatia
F:R,[X] x Ry[X] — Ro,—3[X] definitd prin

F(P,Q):P,/I'Q—P/,'Q/+P,'Q/,—P'QIII,

unde P’, P”, P" ... sunt polinoame determinate de derivatele
functiei polinomiale asociatd polinomului P.
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a) Ardtati cd aplicatia F' este liniard in ambele argumente si
antisimetrica;

b) Daci se considerd Q = X", atunci si se determine matricea
aplicatiei liniare g : P — F(P, Q) relativ la bazele canonice ale
domeniului gi codomeniului lui g;

c¢) Daca n = 3, ce se spune despre Ker g si I'm g?

d) Este g un endomorfism diagonalizabil, in cazul n = 37

3. Fie
1 0

1
A= 1 2 -1
0 -1 1
matricea unei forme pitratice f pe R3, relativ la baza cononicd
a lui R3.
a) Determinati expresia analiticd pentru polara lui f;

b) Determinati o baza a lui R? relativ la care f are o forma
canonica;

¢) Determinati signatura lui f;
d) Este diagonalizabil un endomorfism al lui R? care, relativ

la baza canonicd a lui R3, are matricea A?

4. Fie f : R® — R o form& pétraticd a ciirei expresie analitics,
in raport cu baza canonici a lui R? este
f@) = (2)? + (2)? + 4(2)? + 221 2? + da'a® — 22723,
vz = (2!, 27, 2%) € R?.

a) Se poate aplica metoda lui Jacobi pentru determinarea unei
forme canonice pentru f? Dacéa da, si se determine o forma
canonicd pentru f gi baza corespunzitoare, folosind aceasta
metoda.

b) Sa se determine o forma canonica pentru f si baza core-
spunzatoare, folosind metoda lui Gauss.

c) Este f negativ definitd? Dar negativ semidefinita?
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. . 1 2 3
5. Fie matricea A = < 9 1 0 > Se cer:

a) Aritati ca forma biliniars b care are matricea AA?, relativ
la baza canonica a lui R?, este simetric;

b) Determinati o formé canonicd pentru forma patraticd aso-
ciatd f(Z) = b(Z,T) si baza corespunzitoare;

c) Aratati ca f este pozitiv definita.



Capitolul 5

Spatii vectoriale
euclidiene

Definitia 5.1. 1) Un produs scalar pe un spatiu vectorial real V'
este o aplicatie (,) : E x E— R care satisface conditiile:

a) (z,7) = (¥, T);

b) (z,5+2) = (T,9) +(,2) ;

c) (A\z,y) = A(:U,y), pentru orice X € R;

d) (z,z) >0, pentru orice T # 0 si (z,z) =0, pentru £ = 0.

2) Un spatiu vectorial real E se numeste spatiu vectorial euclid-
ian real dacd pe FE s-a definit un produs scalar <, >.

Axiomele a)-d) se pot formula spunand cd produsul scalar este
o form4 biliniard b)-c), simetrica a) si pozitiv definitd d). Invers,
orice forma ce satisface aceste proprietati poate fi luata ca produs
scalar in E. Atunci:

k m k. m
<Z Q;Z;, Zﬁﬂjﬂ = Zzaiﬁj<ji7gj> . (51)
=1 j=1

i=1 j=1
Aici Z1,%2, ..., Tk, Y1, Y2, - - -, Ym sunt vectori arbitrari ai spatiului
euclidian F, oy, a9, ...,ok, 81, B9, - - -, B, sunt scalari arbitrari.

Definitia 5.2. Daca pe spatiul vectorial complex E avem apli-
catia (,) : B x E — C care satisface conditiile:

121
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a) (Z,y) = (y,z) pentru orice Z,y € FE, iar (y,Z) reprezintd
conjugatul lui (z,7),

b) (z,y+ z) = (Z,y) + (T, Z) , pentru orice T,7,z € F,

c) (z, \j) = X\(Z,y), pentru orice z,jj € E si A € C,

d) (z,7) > 0, pentru orice z # 0; (0,0) = 0,

atunci <, > se numeste produs scalar pe F' si E' se numeste spatiu
vectorial euclidian complex (sau spatiu unitar).

Din axiomele a)-c) rezulta formula generald

p q p q
O 0z, Y Bk = > 0 Bi{s, ),
=1 k=1

j=1k=1
pentru orice T1, T2, ..., Tp, Y1, Y2, - - -, Yq din F si pentru orice numere
complexe ay, g, ..., ap, B, By, By

Avand definit un produs scalar pe E, putem indica definitia altor
notiuni metrice de baza-lungimea vectorilor si unghiul a doi vectori.

Lungimea unui vector Z intr-un spatiu euclidian E este prin
definitie numarul real pozitiv

|z| = \/(Z, Z) (5.2)

Aceasta definitie raiméane valabild si pentru un vector Z intr-un spatiu
euclidian complex F.

Orice vector T de lungime 1 se numeste normat. Orice vector
nenul § poate fi normat, adicd inmultit cu un numé&r A astfel incat ca
rezultat si se obtind un vector normat. Intr-adevir, ecuatia |\g| = 1
relativ la A are de exemplu solutia A\ = ﬁ .

Avem:

(@, y)] <[]yl (5:3)

Inegalitatea (5.3) se numeste inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwartz,

cu egalitate daca si numai daca vectorii &, 4 sunt liniar dependenti.
Se numeste unghi neorientat intre doi vectori nenuli Z,y acel
unghi cuprins intre 0Y si 180° al cdrui cosinus este egal cu raportul

(@)
=] [yl
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Definitia 5.3. Vectorii T i i se numesc ortogonali dacad unghiul
neorientat dintre ei este egal cu 90° (adica 717 ).

Lema 5.1. Vectorii nenuli ortogonali doi cate doi z1, Z2, ...,
Tj sunt liniar independent;.

Lema 5.2. Daca vectorii 41, %o, ..., ¥ sunt ortogonali vectoru-
lui Z, atunci orice combinatie liniard a1 + aolyz + - - - + aryi este
de asemenea ortogonala lui T.

In astfel de cazuri vom spune ci vectorul Z este ortogonal sub-
spatiului L. In general, daci F C E este o multime oarecare de
vectori in spatiul euclidian FE, atunci vom spune ca vectorul Z este
ortogonal multimii F' dacé el este ortogonal oricarui vector din F.

Multimea G a tuturor vectorilor T ortogonali multimii F' formeaza
ea insdgi conform lemei 5.2. un subspatiu al spatiului £ . Adeseori
aceasta situatie se intalneste in cazul cdnd F' insusi este un sub-
spatiu si atunci subspatiul G se numeste complementul ortogonal al
subspatiului F.

Teorema 5.1. Intr-un spatiu euclidian n-dimensional E exist3
o baza formata din n vectori ortogonali doi cate doi.

Definitia 5.4. Se numeste determinantul Gram al vectorilor

Z1, To, ..., T} din spatiul euclidian F, determinantul:
T1,Z1) (Z1,72) (T1,Zk)
G (71, % Ty) = (T2, Z1) (T2,T2) (T2, Tp)
bl PR
(T, T1) (Tk, T2) (Tg, Tp,)

Are loc urmatorul rezultat:

Teorema 5.2 (Gram). Determinantul Gram al vectorilor zy,
T9, ..., T} este nul daca acesti vectori sunt liniar dependenti si este
strict pozitiv daca vectorii sunt liniar independenti. El este egal cu
produsul patratelor lungimilor vectorilor Zi, Z9, ..., Ty dacd ei sunt
ortogonali doi cate doi, in caz contrar el este mai mic decat aceasta
marime.
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5.1 Probleme rezolvate

1. In spatiul R" se defineste urmatoarea regul

(,) : R" xR" — R, astfel:
(2.9) = € & & -
unde 7 = (€4,€%,...,6"), 5= (n',n%,....n").
S& se arate cd regula definita reprezintd un produs scalar pe
R™.
Solutie:
Verificim dacd sunt indeplinite proprietatile produsului scalar
(definit pe R).
a) (T,9) = (y,7), vz, € R".
@) =t =

=nt +- + " = (g, 7)

b)<,‘+f> (Z,9) +(z,2),VZ,5,2 € R".
.y +z) =¢ (n +61) £ (" 407 =
:5? +£5 5”?7"+€”5”—

(&' +§" ")+ (0N g =
( Z,%Z), unde z = (61,...,6").
c <)\§c,yj>:)\<,>,Vx,y€R,V€R.

Il
&
|
+ +

Evident (z,7) = (£')% + - + (¢")* =

si(2,7) =0 =...=¢"=0.

Deci conditiile din definitia produsului scalar sunt indeplinite
si astfel regula datd este un produs scalar pe R"™.

. In spatiul C([a,b]) al functiilor continue si reale pe intervalul

[a, b] se introduce urmétoarea reguld

(x,y) : C([a,b]) x C([a,b]) — C([a,b]), astfel
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b

(@) = [ ety

a

unde z = z(t), y = y(t), a <t <b.

Sa se arate ca regula definita reprezintd un produs scalar pe
C([a,b]).

Solutie:

Verificdm daca sunt indeplinite proprietitile produsului scalar.
a) (z,y) = (y,z), Va,y € 7?/(a,b)-
b

<$y>—f Jy(t)dt fy = (y, 7).
b) (x, y+z>b( y) + ( ) Vmby,zeR( ,b) .
(@, y+2)= [=t)(y+2)t)dt = [ x( + 2(t))dt =
fbx dt+f (t)dt = (x,y) + (z,2) .
¢) O, y) = Mz, y) V:c,yER(a,b),)\eR.
b
(Az,y) = [(Az)(t f)\x
b

= A [x(t)y(t)dt = Xz, y).

d) (x,z) >0, Vx ER(a,b)
si(z,2) =0& 0 (functia identic nula).

b
Evident (z,z) = [(z(t))%dt > 0 si

a
(z,2) =0 < (x(t))? = 0Vt € (a,b), adicid = = 0.
Conditiile a)-d) sunt verificate. Deci regula prezentata in prob-
lema definegte un produs scalar pe R (a,b) .

3. Fie E un spatiu vectorial euclidian. Aratati cd oricérei forme
liniare w, w : £ — R, i se poate asocia in mod unic un vector
T € E astfel incat < 7,7 >=w(y), (V) y€ E.

Solutie:
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Consideram o bazd ortonormata B = {€1,...,€,} si fie
Z = x'e; +--- + 2"€,. Atunci, notand w(¢;) = w;, pentru a fi
verificatd relatia din problema va trebui sa avem
n . .
<T, g >=< )y 2lej, e >=2"' =w(E) = w;.
j=1
Am determinat astfel componentele vectorului Z.
Fie y = y'e; + - -+ + y"e) , arbitrar.
n

. n . n . .
Atunci < z,7 >=< ) _ 2'e;, > yle; >= > wlyl.

j=1 j=1 j=1
Dar w(y) = w(} v'e;) = X yw(e;) = X y/w!, deci vec-
j=1 j=1 j=1

torul Z satisface relatia cerutd. Presupunand ca existd T; cu
aceeagi proprietate, avem:

<T—71,—21>=<ZT,—21>—<21,T—2T1 >=
=w(@—-71) —w(@—-71) =0.

De aici avem ||z — Z1|| = 0, rezultd T — 71 = 0.

. Fie aplicatia <,> : R? x R®> — R care in raport cu baza

canonicd {€1, €2, e3}din R? are expresia

< 7,7 >= 2z yt + 22y% — 2223 — 223y% + 6233, unde T =
(xl,:L‘Q,:L'S) Y= (y1>y273/3>'

a) S4 se arate ca (R3, <,>) este un spatiu euclidian.

b) S& se scrie matricea produsului scalar in raport cu baza
canonica.

c) Sa se calculeze || T || si cos(Z,y) unde T = €; + €2 + €3,
y==¢€ + 2ey — €.

d) S& se ortonormeze sistemul de vectori {€;,e2,€3} .
Solutie:

a). Dacad 71 = (v1,2%,23), To = (23,22, 23) , atunci 71 + 7 =
(2] +x3), (2F + 23), (af + 23)),

deci < Ty + To,y >= 2(xl + zd)y! + (22 + 23)%y* -

—2(2f + 23)y° — 2(2 + 23)y® + 6(2f + 23)2’y’ =

= (2ziy! + 2%y? — 2233 — 223y? + 623y3)+
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+(2w3y" + 23y? — 223y — 203y° + 6a3y’) =
=<1,y > + < Ta,y >, deci aplicatia este liniara.
Omogenitatea produsului <, > rezultd in mod asemé&nator.

Se observi cd < T,y >= 2ztyl 4+ x2y? — 22293 — 22392+
+6x3% = 2yl + y22? — 29223 — 29322 4 69323 =

=< 7, T >, deci aplicatia<, > este simetrica.

Presupunem ca:
T 5= 0= 2 (a)) 4 (02) 202~ 2% 46 (c9) = 0 =
2 (z ) (2)2—4x2x3+6(:v3)2:0:>
(ml) (2)2—435 344 +2(a:3)2:0:>
(xl) (x2—2x) +2(3)2:0=>x1:0,x2—2x320,
23 = 0, deci 2! = 22 = 23 = 0, prin urmare <,> este un
produs scalar, iar (R3, <, >) este spatiu vectorial euclidian.

b) Pentru calcularea matricei asociate acestui produs scalar,
o modalitate ar fi aceea de a calcula direct valoarea produsu-
lui pentru elementele componente ale bazei canonice, deci <
€,€; >, i,j = 1,3. Putem observa ins# c# expresia din enunt,
a produsului scalar poate fi adusa la urméitoarea form& ma-
triceald prin identificarea scalarilor:

2 0 0 Y
<z, g>=(zY, 22,23 0 1 -2 |-| %* |, tinand cont
0 -2 6 y3
a 7,y sunt arbitrari, matricea asociatd va fi:
2 0 0
A= 0 1 =2
0 -2 6

¢) Observam ca T = (1,1,1), deci

A
R
8
\
I
—~
—_
—_
—_
~—
O O N
—_
|
[\
—_
I
ot
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Atunci |7|| = /< 7,2 > = V5.

Mai departe,

2 0 0 1
<zyg>=(1,1,1)-{ 0 1 =2 |- 2 =
0 -2 6 -1
1
= (2, —1’4) 2 = —4,
-1
2 0 1
0 -2 6 -1
1
= (2,4, —10) . 2 = 20, deci Hy” = W — m
-1
Putem calcula acum:
<T,T> —4 -2

cos(7, ) -

CEl-gl o v20-vE 5

d) Vom ortogonaliza sistemul {€;, €2, €3} prin procedeul Gram-
Schmidt. Ne propunem si gasim vectorii a; = €1, a2 = aaj +
+e2, a3 = Pay +yas +es, cua, B,y €R

astfel incat < ay,as >=0, <aj,a3 >=0, <ag,az3 >=0.

Avem: < aj,a0 >= 0= a < e,e1 > + < e,ea >=0 =
20+0=0=a=0= ay = es.

Analog , < a@1,a3>=0=0-240=0=38=0
<ag,a3 >=0=v<ag, a2 >+ <az, ez >=0=

v <eéxer>+<eéye3>=>7-1-2=0=>~v=2=
as = 2ey + €3.

Vom calcula acum ||a; ||, ||az||, ||as||. Avem:
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2 0 0 1
<aa; >=(1,00-10 1 -2 |-1o0|=2

0 -2 6 0

2 0 0 0
<aa>=010-{0 1 -2 ]-[1]=1

0 -2 6 0

2 0 0 0
<as,a3>=(0,2,1)-[ 0 1 -2 ]-| 2 |=2

0 -2 6 1
Deci |[a1| = v<a,a1 > = V2, @] = V<ag,a2 > = 1,
[as]| = v< @z, a3 > = V2.

a1 _ €1 j. _ a2 n azx __ 2ex+tes

Notam bl Tl — V2’ b2 — HazH b ||62|| ="

\Q\

Sistemul {bl, ba, b3} este un sistem ortonormat.

5. In spatiul euclidian (E, <,>) in raport cu baza ortonormats
{€1,€2,€3,€4} se da sistemul vectorial:
S = {51,52,53} , unde a1 = (1, -1, 1,()) , Qg = (1, 1,1, 1) ,
a3 =(1,0,0,1).
Sa se ortonormeze folosind procedeul Gram-Schmidst.
Solutie:
Fie by = a1 ,52 = ab +62,Bg = 551 —l—’ygz + as.
Determindm «, 3, din conditiile:
< b1,bQ >= b1,b3 >= bg,b3 >=0.
Dar < by, by >=0=
a<a,a >+ <ap,a >=0=
a(12+(—1)2+12+02) +(1- 1+( 1):141-140-1)=0=

Ba+1=0=a=5t=by=—ia +a=(2,421).

Mai departe <51,bg >=0=8<by,b >+
+<b,az3>=0=p3-3+1=0=p3=—1
Deﬁasgmenea: o B

<bg,bg >=0= v <bg,bs >+ < bg,a3 >=0=
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22 4\2 2\2 2
7 (B)+ @+ @)+ 07) +
+(21+2.0+42.041-1)=0=38 7+ Lo qy=25
Deci b3 = —% - (1,-1,1,0) — 2(2,4,2,1) +(1,0,0,1) =

_ (12 _9 21 18y } ,
(33 —33> — 33> 33)- In concluzie,

7 7 2 4 2 9 21 18
b1:(17_17170>7b2 (3737371) b3 (337_@7§7@)'
Mai departe, avem:

101 |l= 12+ (12 + 12+ 0% = V3,
Hw=¢<%>2+<%>2+<§>2+<1>2= 5.
15 l= vV (8)" + ()" + (-3)" + ()" = /%
:\/E

11°

Asgadar {El = b G = by ,Cg = - } reprezintd
(b1l Hsz [[b3]]

un sistem ortonormat in R?

. Fie spatiul euclidian canonic R* gi forma p#tratics

f:R* = R, care relativ la baza canonici B a lui R*
are expresia analitica

flz) = data? —20t et — 22203 +4a32t |7 = (331 22 23 x ) € R'.

Folosind metoda transformérilor ortogonale si se aduca la
forma canonica forma patratica f. S se gaseascd baza rel-
ativ la care f are expresia canonicd, precum si signatura lui
Solutie:

Matricea formei pétratice f relativ la baza canonici a lui R*
este

0o 2 0 -1
2 0 -1 0
A= 0 -1 0 2
-1 0 2 0
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Vom afla valorile proprii gi vectorii proprii pentru operatorul

liniar simetric v : R* — R*, a ciirui matrice relativ la baza

canonici a lui R* (care este bazi ortonormatd in raport cu
4

produsul scalar canonic pe R*, (Z,7) = Y_ x'y’) este chiar A,
i=1

adica

f(2) = ipAlp = (T, u(T)) .

Se gtie ca existd o bazd ortonormatd B; , formata din vectori
proprii ai lui u, relativ la care matricea lui u este diagonala,
adica este

M0 0 0
[ 0o x 0 0
P=1"9 0 x o
0 0 0 X\

( A1, A2, A3, Ay sunt valorile proprii ale lui u)
4 .

Deci f(z) = iy Dip, = (z,u(z)) = > Ai(y')? este forma
i=1

canonici a lui f (unde ¢, i = 1,4 sunt coordonatele lui z
relativ la baza Bi) si B este baza relativ la care f are expresia
canonica.
Concret, valorile proprii ale lui w se gdsesc rezolvand ecuatia
caracteristicd det(A — Aly) =0
-\ 2 0 -1
& g :i\ :i\ g =0s (A2=1)(A\2—9) =0, de unde
-1 0 2 =X
rezulta valorile proprii \{ = =3, Ada = =1, A3 =1, Ay = 3.
Forma canonica a formei patratice f este
F(2) = —3(5")2 — (47)? + (5%)? + 3(y")?, unde
i%l = (y', 9% 93, y*), iar baza ortonormatd By este formata
cu v; (i = 1,4) vectori proprii corespunzatori valorilor proprii
A
Evident, signatura lui f este (2,2). Prin urmare f este forma
patratica nedefinita.
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Pentru A\; = —3, se rezolva sistemul omogen:
3 2 0 -1 ! 0
2 3 -1 0 22| o
0 -1 3 2 s 7o |7
-1 0 2 3 z?t 0
3rt 4222 —z* = 0
20t +322 -2 = 0
—22+ 33 224 = 0
—zl 42234324 = 0
si se obtine ! = a, 2% = —, 2% = —a,2* = a (a € R).
Un vector propriu corespunzator valorii proprii A\; = —3 este
a(l,—1,-1,1), a« € R* gi dacd ludm a = 1 obtinem vec-
torul w; = (1,—1,—1,1) cu lungimea |u;|| = 2. Atunci
U = ”;1”@1 =1(1,-1,-1,1).
Pentru Ay = —1, se rezolva sistemul omogen:
1 2 0 -1 z! 0
2 1 -1 0 22| [0
0 -1 1 2 2 7o |7
1 0 2 1 z? 0
zl+222 —z = 0
20t 422 — 23 = 0
—z?+ 3422t = 0
—z! 4223 4 24 0
si se obtine ' = —a, 2% = o, 23 = —a,2* = a (a € R).
Un vector propriu corespunzator valorii proprii Ao = —1 este
a(-1,1,-1,1), « € R* si dacd luim « = 1 obtinem vec-
torul 4y = (—1,1,—1,1) cu lungimea ||uz]| = 2. Atunci
Ty = ||;2||a2 =1(-1,1,-1,1).
Pentru A3 = 1, se rezolva sistemul omogen:
-1 2 0 -1 z! 0
2 -1 -1 0 22| o
0 -1 -1 2 s 7o |7
-1 0 2 -1 z?t 0



5.1.

PROBLEME REZOLVATE 133

—xl 4222 — 2t =
2t — 2 - =
—x?— 4ot =

—pl 4923 — g% =

o O O O

siseobtine 2! =a, 22 =,z =,z =a (a € R).

Un vector propriu corespunzator valorii proprii A3 = 1 este
a(l,1,1,1), o € R* si dacd ludm o = 1 obtinem vectorul

us = (1,1,1,1) cu lungimea ||us|| = 2. Atunci v3 = ”ﬂlguﬂg =
3(1,1,1,1).
Pentru Ay = 3, se rezolva sistemul omogen:
-3 2 0 -1 zl 0
2 -3 -1 0 221 |10 o
0 -1 -3 2 A R IO
-1 0 2 -3 zt 0
3zl 4222 —2* = 0
201 — 322 -2 = 0
—2?2—3z34+22* = 0
—z! +223 322 = 0
si se obtine 2! = —a, 22 = —a,2® = a,2* = a (o € R).

Un vector propriu corespunzator valorii proprii Ay = 3 este
a(-1,-1,1,1), @« € R* gi dacd luim « = 1 obtinem vec-

torul ug = (—1,—1,1,1) cu lungimea |ju4]] = 2. Atunci
Us = Hﬂ14||a4 - %(71’*1’1&)-

; = 1 1 11\ = 11 11
Deci By = {v1 = (3, =5:=%:3) %2 = (3,27 :3)»

{a@1,as9,...,a,} un sistem ortonormat de vectori din E care
verifica proprietatea

n
IZ* = (@, 7)*, Vz € E
k=1

Aratati cd {aj,as,...,a,} este bazd pentru E.
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Solutie:

Se gtie cd orice sistem ortogonal de vectori este liniar indepen-
dent. Cum {as, as,...,a,} este un sistem ortonormat, rezultd
cd este ortogonal, deci liniar independent.

Pentru a incheia rezolvarea problemei, raméane sa demonstram
cd {aj,asg,...,a,} este sistem de generatori pentru F. Fie
T € F, arbitrar fixat. Consideram

<Z<c‘zk,:f>&k - :E,aj> = (@, ) - (@, a;) — (T,a;) =

k=1

3

= <ak7j>5kj — <i’,(_lj> = <(_Zj,i'> — (:E,aj> =0,Vj=1,n.
k=1

n
Daci se noteazd y = Y (ay, T)ax — T , atunci conform ipotezei
k=1

rezultd ca
n n

Igl* =D (@, 9)* = > (g.ax)* =0

k=1 k=1
si astfel y = 0.
n
Deci z = Y. o*ay, unde of = (ax,z) € R.
k=1
Fie (E, (,)) un spatiu vectorial euclidian real cu baza ortonor-
mata B = {€1,é2,é3} sia =€ —éy+2e3. Dacd f: E —» F
este definitd prin

f(@) = (z,a)a,Vx € E

se cer:
a) Ardtati cd f este un operator liniar si simetric;

b) Scrieti matricea lui f in raport cu baza B si ecuatiile lui f
relativ la aceeasi baza;

c¢) Determinati Ker f si Im f;

d) Determinati o baza ortonormata a lui Ker f;



5.1. PROBLEME REZOLVATE 135

e) Gasiti o bazd ortonormata a lui F relativ la care matricea
lui f este diagonala.

Solutie:

a) Deoarece avem f(az + fy) = (aZ + py, a)
(az,a)a + (By,a)a = «a(T,a)a + B(y,a)a
oricare ar fi a, f € R §i Z,y € E, rezulta ca f € End (F).

f este simetric pentru ca:

(F(2),9) = (7.0)(@,5) = (@ §)(7,3) = (7,a)(,a) =
=(z,(y,a)a) = (z, f(y)), VZ,y € E.

b) Deoarece f este un operator liniar simetric rezultd ca ma-
tricea sa, relativ la baza ortormata B, este simetrica.

Se calculeaza f(e;), i =1,2,

f(él): <51,C_L>(_Z:1-C_L:(_L:él—52+2§3,

f(e2) = (é2,a)a = (—1)-a=—a= —e; + &y — 2e3,
f(es) = (es,a)a =2 -a =a=2e; — 2¢ey + 4eés.

(deoarece (;,€;5) = d;5)
Deci, matricea lui f relativ la B este

1 -1 2
A= -1 1 =2
2 -2 4
n 2l
Prin urmare, cum f(~_3)5 = | 92 = Aig = A| 22 |,
% 3
obtinem ecuatiile lui f relativ la baza B :
y!' = o' —2?24 223
2 = —xl a2 258
3 = 22! — 222 4 423

¢) Nucleul operatorului f este

Kerf:{:)):EEE]f(ir):ﬁ}:

=<{z =) x'¢; € E|(x!, 2% 23) solutie pentru sistemul
i=1
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=22 4+223 = 0
—xl 422 -222 = 0
20t — 222 4423 = 0

Se observa cd rangul matricii asociate acestui sistem liniar
omogen este 1 gi atunci dim Ker f =dimE —rang A = 2.
Rezolvam sistemul pentru a gasi o baza pentru Kerf, adica
un sistem fundamental de solutii pentru sistemul omogen de
mai sus.

! = a—28
Avem solutia generald { 22> = « (a, B €R)
3
x> = p

si prin urmare T € Ker f daca si numai daca
z=(a—2p)e; + aes + Pes, a, f € R, adica
T = aai + Pas, unde a; = €1 + € si ao = —2é7 + €3.
Deci Ker f = {aa; + faz|a, B € R} = L(ay,as) si
By = {a1,as} este o bazd pentru Ker f pentru cd rangul ma-
tricii pe ale carei coloane avem coordonatele vectorilor a; si
as, relativ la baza B, este 2.
Acum, dim Im f =dim E — dim Ker f = rangA =1 ¢
Imf = {f(@)|z € E} = {(a! — 22 + 22%)e; + (-2 + 22 —
223)ey + (22! — 222 + 423)e;3)2’ € R}
Deci Im f = {(x! — 2% +223)(e1 — &2 + 2¢3)|2' € R} = L(a)
si astfel {a} este o bazid pentru Im f .
d) Deoarece (a1, a2) = —24+0+0 = —2 rezultd cd By = {a1,aq}
nu este baza ortonormata pentru Ker f. Pentru a obtine
o baza ortonormata vom utiliza procedeul de ortogonalizare
Gram-Schmidt, plecdnd de la baza Bj.
Se considera g = aj si go = a2 + g1, unde a € R se afla din
conditia de ortogonalitate (g1,g2) = 0.
Din 0 = (g1, 92) = (a1,a2) + (a1, a1) rezultd —2 + 2a = 0,
adicdi a = 1. Astfel, obtinem cd g1 = a3 = €1 + €2 si
g2 = az + g1 = —€1 + é2 + e3.
Acum, calculand [|g1| = /{g1,01) = V12 + 124+ 02 = V2 si
1G2]l = /(g2, §2) = \/(=1)2 + 12 4+ 12 = /3 si considerand

- 1 - 1

fi=-—==01, fo= =702
g1l g2l
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rezultd ci B’f = {fl = %(51 + éQ),f_Q = %(—él + é2 + ég)}
este o baza ortonormatd a lui Ker f.

e) Ecuatia caracteristica det(A — \I3) = 0 are toate radacinile
reale (pentru cd A este matrice simetrica).

—1 1-X =2 |=0&2X\-6)=0

si atunci valorile proprii sunt Ay = A2 =0, A3 =6.

Baza ortonormata relativ la care matricea lui f este diagonala
este B* = {01,792, 73}, unde 9; este un vector propriu (versor)
corespunzator valorii proprii J; , iar forma diagonala a matricii
operatorului f este:

AL 00
D=| 0 X 0 (A1 = A3 = 0; A3 = 6)
0 0 A

Pentru A; 2 = 0 avem sistemul

x! 0 xt—a2 4223 = 0
(A-MB)| 22 | =1 0 | —2t+22-222 = 0
x3 0 2xt — 222+ 423 = 0

de unde rezulta ca subspatiul propriu crespunzator valorii pro-
prii 0 este Vo = Ker (f —0-I3) = Ker f i atunci
v =f1 = %(él +@), 02 = fa= (=€ + & +3). Pentru

A3 = 6 avem sistemul

rl 0 —bzt — 2?4223 = 0
(A=) | 22 | = 0 | & —at—522-223 = 0

x3 0 2zt — 222 — 223 = 0
de unde rezultd ' = /2,22 = —a/2,2° = a, a € R si

astfel subspatiul propriu crespunzitor valorii proprii 6 este
Ve = Ker (f —6- 13) = {a(él — e + 253)|C¥ € R} = L(ZL), cu
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a = €] — €y + 2€e3.

Ludm o3 = ||71LH ‘a4 = %(él — &3 + 23) si astfel obtinem baza
ortonormata B* (stiind cé vectorii proprii corespunzitori la
valori proprii distincte, pentru un operator liniar si simetric,

sunt ortogonali).
Observam ca Ker f@Im f=FE.

. In spatiul euclidian canonic R se d& subspatiul

1 2

Ey =<z = (2! 2% 2% 2% 2°
1 ( ) ) ’ ) ) 2l — _1:3_334_1.5:0

{m1+x2—x3+x4—x5:0 }

a) Determinati complementul ortogonal al lui E; , Ef ;
b) Determinati prg, T, unde z = (3,1,2,2,0);
c) Scrieti matricea proiectorului ortogonal P al lui R® pe E .

Solutie:

a) Complementul ortogonal al lui F; este
Ef ={yeRPlyLE}={yeR’y Lz, VIecE}.
Matricea sistemului liniar omogen din definitia lui F; este

11 -1 1 -1
A:<1—1 -1 -1 —1>'

Cum rangA = 2, rezultd c& dimFy =5 —2=3.

et a2 —ad 42t —2% =

Rezolvand sistemul { 1 9 3 4 5 se obtine

-zt -z =z -z = 0
z = (24 2%, 23,2, 2%) = (a +v,-B,0,3,7), cu
a,B,7v€R.
Deci z € Fy < T = aay + fag + vyas, unde a; = (1,0,1,0,0),
az = (0,-1,0,1,0), a3 = (1,0,0,0,1).
Adicd Fy = L((il,(ig,ﬁg).

1 0 1
0 -1 0
Cum rangul matricei [ 1 0 0 | este 3, rezultd ca
0 1 0
0 0 1
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{@y,as,a3} este bazd pentru Ej. Atunci Ei este multimea
vectorilor § din R? care sunt ortogonali pe @i , o si as, adica

vyt =0
Er =47= "y v* y Oy vyt = 0
y'+y’ = 0

Rezulta:

Ei = {y € R%|30, 3 € R astfel ca §j = (o, B, —a, B, —) } sau
Ei = L(a4,as5), unde ag = (1,0,—1,0,—1) sias = (0,1,0,1,0)
este si baza pentru Ef .

b) Deoarece E; ® E = RS, avem descompunerea unici

Lf::f1+i‘27:f1€E1,£2€Ef‘

pentru orice vector Z € R?.

Pentru z = (3,1,2,2,0), proiectia sa ortogonald pe subspatiul
Ey, notata ¥1 = prg, T, se gaseste dupa cum urmeaza.

Dinz = 21 + 72, F1 = L(C_Ll,&Q,C_Lg) six € Fi,To € Ef‘

rezultd
(Z,a1) = (T1,a1) + (T2, a1) = (T1,a1)
(Z,a9) = (T1,a2) + (T2, a2) = (T1,a2)
(,a3) = (21, a3) + (T2, a3) = (T1,as3)
3 ) )
sau, daca ludm z; = ) o/a;, o/ € R, avem:
j=1
o (al,a1> +a2<a2,d1> + « (ag,a1> = <.f,c_Ll>
o (al,a2> +a2<d2,d2> + « (ag,a2> = <§3,d2>
o (al,a3> + Oé2<6_12,6_13> + « (ag,a3> = <$,C_13>

sistemul liniar
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de unde 1 = 5a1 + 3as + 3as, adicd prg, 7 = (4,—3, 3,3, 3).
¢) Proiectorul ortogonal al lui R? pe subspatiul Fy,

. _\ d _ _
Py : R® — Ej, este dat prin P; (%) lef prE, T not z1,

pentru orice & = x1 + T2, T1 € E1, T2 € ElL

Conform cu punctele a) si b) By = {a, as,as, aq,as} este o
baz# a lui R® (prin calcul, se poate verifica c# cei cinci vectori
sunt liniari independenti). Atunci matricea lui P; relativ la
baza Bj este:

=
Il
coocor
coo~oO
co~oo
coocoo
coocoo

pentru CEui_Pl (6_11) = 6_11_, Pl(c_l,g) =asy, P ((_7,3) =as,

Pl(fb4) =0, Pl(@5) =0.

Observatii: i) Se poate gdsi matricea lui P; relativ la orice
bazi a lui R?. De exemplu, matricea lui P; relativ la baza
canonicd a lui R? este B; = CA;C~!, unde C este matricea
de trecere de la baza canonica la baza By,

1 0 1 1 0
0 -1 0 0 1
Ai=|1 0 0 -1 0
0 1 0 0 1
0 01 -1 0

ii) Proiectorul ortogonal P, al lui R® pe Ei-,

_\ de _ not _ . .
Py(z) ief PrpL "2 Z, are, relativ la baza By , matricea

Az

Il
cococoo
cococoo
cococoo
o~ ooo
—_—oooo
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10. Fie E; un subspatiu al spatiului euclidian real F,
iar P, : E — Ej definit prin P(Z) = z1, VZ = =1 + T2,
a_fleEl,i'QEEf‘.
Sa se arate ca:
a) Py este un operator liniar si simetric;
b) P; este un operator idempotent (P; o P, = P)).
(P se numeste proiectorul ortogonal al spatiului E pe sub-
spatiul E)
Reciproc, pentru orice operator liniar, simetric si idempo-
tent, P : ' — E, existd un subspatiu E; al lui E astfel incat
P sa fie proiectorul ortogonal lui F; pe E.

Solutie:

a) Fie o, f € R si z,y € F, arbitrari fixati.

Avem descompunerile unice T = 1 + T2, § = 91 + J2, aT +
By = (ax1 + By1) + (aZ2 + By2) , unde T1, 71, aZ1 + fy1 € E1,
T2, 72, a2 + B2 € Ef . Atunci vom avea:

Pi(az + BY) = a1 + By = aP1(2) + BP(Y) si

(P1(2),9) = (21,9) = (Z1,91) + (21, 92) = (T1, 1), lar

(, PL(Y) = (2, 51) = (T1,51) + (T2, 51) = (Z1, 1) -

Deci P; este operator liniar si simetric.

b) (Pro P1)(z) = Pi(P1(7)) = Pi(T1) = Pi(Z1 +0) = 71 ==
Py (Z), pentru orice T = Z1 + Zo. Deci P; este idempotent.
Reciproc, fie P : E — E un operator liniar, simetric si idem-
potent.

Se considerd multimea E; = {Z € E|P(z) =z} .

Deoarece P(az+fy) = aP(z)+ P (y) = o+ Py pentru orice
z,y € F1 g1 a, 8 € R, rezulta cad E; este subspatiu vectorial
al lui E.

Vom demonstra ca operatorul P este proiectorul ortogonal al
lui E pe subspatiul F;, adica aratam ca

P:.FE — E; §iP(§3):f1,Vf:f1+.’f2 € F, 1 € Ey,
Ty € Ef (descompunere unica).

Din idempotentd avem P(P(z)) = P(z), VZ € E si astfel
P(z)e E1,VYz € E. Deci ImP = FEy sau P: E — Fj.

FieZ =21 +32€ E,%1 € By, T2 € Ef.
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Atunci P(z) = P(Z1) + P(Z2) si P(z2) € E1 .

Dar, din simetria lui P, avem (y, P(Z2)) = (P(y),Z2) = 0,
Vy € E1. Rezultd P(Z2) € EY si astfel

P(Z9) € E1 N Ef = {0}, adici P(73) =0.

Deci P(.’Z‘) =x,VZ=21+T2 € F.

Se observa ci Ker P = Ef.

Daci (E,(,)) este un spatiu euclidian si f € End(FE) este si-
metric, atunci aratati cd complementul ortogonal Ef al oricarui

subspatiu Fj invariant fatd de f este de asemenea invariant
fata de f.

Solutie:

Fie 7 € Ei, arbitrar fixat. Atunci:
(f(@),y) = (z, f(g)) = 0, pentru orice § € F; si prin urmare
f(z) € E{-. Deci Ei- este subspatiu invariant fata de f.

Fie (E, (,)) un spatiu euclidian. Un operator f € End(E) se
numeste ortogonal daca (f(z), f(y)) = (Z,7),

vz, y e FE.

Aratati ca:

a) Operatorul f este ortogonal dacd gi numai dacd matricea
sa, in raport cu o baza ortonormata a lui F, este ortogonala.
b) Operatorul f este ortogonal daca si numai daca

1£@)] = 2], ¥z € B.

Solutie:

a) O matrice A € M, (R) este ortogonald daca si numai daca
AAY = A'A = I, (n = dim E), adici

n

> g =045, Vi, 5 = 1,n.

k=1

Matricea lui f relativ la baza ortonormatd B = {é1,...,é,}

n
este A = (aj); j—17, unde f(€;) = > agjéx, j = 1,n.
k=1
Atunci f este ortogonal dacéa si numai daca:

(@), 1) = (.5, V2 = 3 2oy = 2 vie,; =
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13.

n n n n
(X' fe), X v f(e)) = (X =€, Do ylej)
=1 =1 i=1 i=1

n n

Z z'y’ <f(éz)a f(é])> = Z x'y’ (61, ej> g
1,j=1 2,7=1

n . n o

Y syl (amier, ogie) = Y 'y (65, €5) &
,j=1 i,j=1

n . n o

Yo dyagiogiler.e) = > 2’y (e €5) &
,5=1 i,j=1

n . n o ) )
Azlxlyjakialjfskl = 'le’yjéij ,Valy e R &
1,]= 1,]=

Qi Q0K = 0ij < iy = 0j5 <

AA? = A'A = I,,, adicd A este matrice ortogonali.

b) Dacd f este operator ortogonal, luand Z = ¥, obtinem
If(@)I? = l|z]]* , Vz € E, adici || f(z)]| = |z]|, VZ € E.
Invers, dacd avem || f(Z)|| = ||z||, VZ € E, atunci ||f(z—7)| =
Iz —gll, vz,5 € E < |f(2) - f@DI* =z - 5>, VI,5 € E
(f(@), f(y)) =(z,9),Vz,y € FE, adici f este ortogonal.

Operatorul f € End(R?) are proprietatea ci

f&) = %51 + %53 si f(e2) = —%él + %52 + %53,

unde B = {1, &, &3} este o bazi ortonormats a lui R3.

a) Gasiti matricea lui f relativ la baza B, stiind cd f este
operator ortogonal;

b) Dacd & = €1 + é2 — €3 s § = €1 — 2é3 + 3es, calculati
1z =l If(Z) — f(@)|| si cosO, cose, unde § = m(z,y) si

Solutie:

a) Matricea lui f relativ la baza ortonormata B este ortogo-
nalad. Deasemenea, transpusa ei este tot ortogonala. Dar, se
stie ca

11
A= 0 =
1%
V2 VB
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si cum o matrice ortogonald A = (« ;); ;_13 verifica
Q10 + o0 + usaig; = 5z‘j , Vi,5 = 1,3, avem ca (dacé se
aplici formulele de mai sus pentru A'):

2 2 2 1 1 ___ 1 —
ajg=1-oay —ap=1-5-3==§, a3 ==
2 _ 2 2 _ 1__ 2 _ 2
0423—1—0421—0422—1—0—5——3,agg—i%.
2 2 2 1 1 __ 1 _ 1

Prin urmare, matricea ortogonald A poate fi

1 1 1
A= (1) ? 761 sau
V2 V3 e
1 1 1
V2 V3 V6
A= 0 £ -=Z

FE A
V2 V3 V6

Deci existd doi operatori ortogonali in conditiile date.
b) Se vor efectua calculele pentru operatorul ortogonal f a
carui matrice, relativ la baza B, este:

4 1 1

V2 V3 N6
A= 0 1 2 ’

§o%

V2 V3 V6

pentru celdlalt operator calculele fiind similare.
Avem T —j = 3éy —des, f(2) — f(y) = f(Z —y) = 3f(€2) —
—4f(es) = _3£_4él + 3\/\%—8@2 + 3\/%463, de unde
Iz~ gl = VO + P+ (AP =5 s
1£@)—F@ = (FREE)2 + (228)2 1 (/2H)2 — 5 (repul.
tat normal pentru cd f este ortogonal).

%, 1141-(=2)4+(-1)3

_ (=g _ — __4
Acum, cos8 = @I = mne i oV
(@)./@)

5l cos ¢ = FETrET = 080

Fie M,(n;R) = {A € M,(R)|A = A"} mulfimea matricilor
patratice de ordinul n, simetrice, cu elemente reale. Daca se
considerd aplicatia
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(,) : Ms(n;R) x My(n;R) — R, datd prin

(A, B) Y Tr(AB), VA, B € My(n;R), atunci:

a) Sa se arate cd (,) este un produs scalar pe spatiul vectorial
real My(n;R);

b) Pentru n = 2, sa se ortonormeze baza

1 -1 01 0 2
s{a=(h 0 )= (00) 4= (50))
Solutie:

a) Daca A = (aij); j_17» B = (bij); j=170 »

C = (Cij)i,j:ﬁ matrici simetrice i «, 5,7 € R, avem
n

(¢dA+ BB,C) =Tr((c«A+ BB)C) = > ckk,

k=1
n

unde cpp = Y. (Ofakj + /8bk:j)cjk .
=1

n
(se stie ca Tr(A) et > agy este urma matricii A)
k=1
n

Atunci, (¢A+ B,C) =« i arjcik + B Y brjcik =
k,j=1 k,j=1
= oTr(AC) + BTT(BC) = a(A C)+ B(B, é> (1)

(4.B) = Tr(AB) = 3= 3~ ayiby. =
éimmzﬂmm=@m<>

1k
(4.4) = Tr(a%) = 3 Sawan = 3 35 at >0

pentru ci A = At
(A,A) =0& ap; =0, Vk,i=1,n, adici A =R (4)
Din (1)-(4) rezultd ca (,) este un produs scalar pe Mg(n;R).
b) Se considerd By = Ay, Bs = Ay + aBy,
= A3+ BB1 + vBs, unde a, 3, se afld din conditiile:
<Bl, B2> = 0 <Bl,B3> = 0, <BQ, B3> = 0, adica
(A1, Ag) + Oé<A1,A1> =0
(A1, A) + B(A1, A1) + 7(A1, B2) = 0
(Bg, Az) + (B2, A1) + (B2, Ba) =0
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-1 1 2 -1
CumA1A2:< 0 _1>,A1A1:<_1 1 ),A1A3:

-2 1 2 1 1 0
< 0 _2),A2A3=<0 2),A2A2=<0 1>7A3A3=

< ;l ? > , rezultd Tr(A1As) = =2, Tr(A?) =3 sia = %
2 1
Deci By = Ay + 341 = 1
. ’ 1 1 5 2
In continuare, A1 By = < 3, 3 >, BoBy = ( 9 9
3 3 9 9

2 5
Byds — ( 3 ) si atunci Tr(A1By) = Tr(ByAr) = 0,
3

TT(B%) = %, TT'(BQA3) = %

—44+38+0y = 0
3+08+32y = 0

se obtine 5 = %, v = —2 si astfel

0 0
B=(y 1)

Din baza ortogonald { B1, Ba, B3} se obtine baza ortonormata
cdutatd B* = {C1,C5, Cs}, unde
11

Atunci, rezolvand sistemul {

2 1
_ 1 _ V3 V3 _ 1 _| V6 6
G=mprbi=| 1L | )’02_||32B2_<1 o)
‘ 73 G
§1

0 0
Cs = g Bs = ( 0 1 )
(vezi [Bi| = VTr(BY) = V3. |Ball = VTr(BY) = /2.
|Bsll = v/Tr(B}) = 1)

15. Fie S, @ transformari liniare simetrice ale spatiului vectorial
euclidian E. Consideram By ={z € E ||| 7 ||=1}.
Notand cu Apax (respectiv Apmin) valoarea proprie maximala
(minimald) a lui S gi cu pp,y (respectiv pyi, ) valoarea proprie
maximald (minimald) a lui @, ardtati cd Amax < fipi, dacd si
numai daca < S(z),7 > < < Q(y),y >, VT,y € By .
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Solutie:

“=" Se stie cd orice operator liniar simetric posedd o bazi
ortonormata formatd din vectori proprii. Fie Bg = {ey,...,€,}
si Bo = {f1,., fn} 0 astfel de bazd asociatd operatorului
liniar simetric S, respectiv Q. Fie T = z'€; + ... + 2"e,;
y=vy'f1+ ... +y"f,., ZT,¥ € By. Atunci:

< S@),T>=< S _a'm), Y 't >=
=1 =1

n n n
=< Z)\il‘ia’, Zl‘iéi >= Z)\z (1'1)2 .
i=1 i=1 i=1

N — " i\ 2
Analog, < Q(¥),y >= Zl'“i (y)”. Dar:

n

< 8(Z), T >= zn:)\,' (x2)2 < )\maXZ (331)2 =
=1

=1
n

= Amax < Hmin = Hmin Z (yl)2 <

=1

<> () =< Q@) 7> .
=1

“<” (V) i,7 = 1..n, avem g, ?j € Bi, deci
Atunci ; [|&;]| < p; HEH . De aici rezultad cd Amax < fin -

Intr-un spatiu euclidian E consideram definit# o form biliniars
antisimetrica nedegeneratd w, w : E x E — R(o forma sim-
plectica, vezi problema 12, cap. 4). Dacd dim E = 2n, ardtati
cd putem gasi o bazd B = {e€1, ..€y, .., €2, } astfel incat

w(€;,€j) = 0;w(€nti,entj) = 0;w(€;, Enyj) = 64j
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unde 7,5 = I,n, iar §;; = { (1]’ ?r?(;zs‘z —J (simbolul lui
Kronecker).
Solutie:

Vom rezolva problema prin inductie dupa n.
Pentru n = 1, fie T fixat si fie § € F vectorul unic determinat
(vezi problema 3) de relatia:

<y,z>=w(z,z), (V)Z€ E.

o

adevaratd pentru n gi fie F un spatiu euclidian, dim £ =
2n+1) . Fiew, y € E ca mai sus si W = L(7,y). Fie
W7 complementul ortogonal al lui W. Cum dim W7 = 2n, fie
{f1,--Fn»-» fon} cu proprietatea cerutd. Notand € = ﬁ;

=

Atunci { ’H%H} este baza cautata. Presupunem afirmatia

Cnio = ﬁ; € = fi_q1, pentru i = 1,n gi i = n+2,2n,
observam c& baza {€1,..€,41,€n+,.., €2, } satisface toate exi-
gentele enuntului.

Fie F un spatiu euclidian i w o forma simplectica. Un sub-
spatiu W astfel incat w(z,y) = 0, (V) Z, g € W, si W cu
aceasta proprietate e maximal in raport cu relatia de incluzi-
une poartd numele de subspatiu lagrangean. Daca W este un
astfel de subspatiu, demonstrati ca dim W < % .

Solutie:

Oricdrui vector T € W ii asociem in mod unic vectorul I(z) €
E astfel incat:

<I(Z),y>=w(@,y)=0,V)yger

(vezi problema 3). Fie W = Im(I). Se observa ca I este
operator liniar. Demonstram cid Ker f = {0}. Presupunem
cd (3) T € W astfel incat I(z) = 0.

Atunci w(Z,y) = (0,) = 0,(V) ¥ € E. Dar cum w este
nedegeneratd, contradictia provine din faptul c& intr-o baza
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5.2

ce contine vectorul T, matricea asociatd ar avea o intreaga
linie nuld, deci va avea determinantul nul (vezi problema 12,
cap. 4).

Atunci dim W = dim W . Fie acum 7,y € W; din relatia de
mai sus rezulta cd W si W sunt ortogonale.

Atunci dim F > dim W + dim W =2.dim W . De aici rezulti
concluzia problemei.

Probleme propuse spre rezolvare

. Pe spatiul vectorial aritmetic R" se considera aplicatia biliniara

<< -, - >> definitd prin

<< 7,7 >>=alyl + 22%9% + 323° + - - + na"y",
17 x27 A xn)? y = (y17y27 "'7yn)'
a) Ardtati cd << -,- >> este un produs scalar pe R".

pentru orice T = (z

b) Verificati ca baza canonica a lui R" este ortonormata in
raport cu acest produs scalar.

c) Aratati cd existd ki, ko > 0 astfel incat k; - [z] < ||Z]] <
ko - |Z|, VZ € R™, unde | - | reprezintd norma euclidiana pe R"
si ||-|| reprezinta norma asociatd produsului scalar << -, - >>.

d) Scrieti inegalitatea lui Cauchy pentru produsul scalar <<
-,» >>. Comparati-o cu inegalitatea lui Cauchy scrisa pentru
produsul scalar canonic < -, >.

Fie E un spatiu vectorial real, n-dimensional dotat cu dou&
produse scalare < -,- >18i < -,- >9. S& se arate ca oricare ar
fi perechea de vectori nenuli Z, ¥ € FE, unghiurile dintre cei
doi vectori, corespunzatoare celor doud produse scalare, sunt
egale daca si numai dacd exista A > 0 astfel incat < T,7 >1=
A < T,y >, pentru orice x, y € E.

In spatiul vectorial aritmetic R? se considers vectorii @y =
(1,0,1),a2 = (1,1,0),a3 = (0,1,1),a = (1,2,3), b = (—1,0,4).
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S se calculeze unghiul vectorilor @, b in spatiul vectorial euclid-
ian (R3, <y >), unde < -,- > este produsul scalar pe R? in
raport cu care baza {ai,a2,a3} este ortonormata.

. Dacd A = (a4j), ._1- este matricea unei forme pétratice pozi-

i,7=1n
tiv definite pe un spatiu vectorial real V', atunci aratati ca are
loc inegalitatea

2
n n n
E agr'y’ | < E aijz'a! | - g aiy'y’
i,j=1 i,j=1 ij=1
pentru orice numere reale ', z2, ..., 2", y, 2, .., y".

. Fie spatiul vectorial euclidian real (sau complex) (E, < -, - >)

de dimensiune finitd n, cu baza ortonormatd B = {€y, ..., € }.
Daci se considerd o baza ortogonald B’ = {ay,...,a,}, si se
calculeze determinantul matricii de trecere de la baza B la
baza B’ in functie de lungimile vectorilor bazei B’.

. Fie F spatiul vectorial real al functiilor reale continue definite

pe intervalul [0, 27]. Se defineste aplicatia
2
(F.9) € Fx F =< f.9.5= [1glt)at € R
0

a) Aratati cd perechea (F, < -,- >) este un spatiu eculidian.

b) Daca fo(x) = 1, fon—1(z) = cosnz, fa,(x) = sinnz, n €
N*, atunci ardtati ca sistemul de functii S = {fo, f1, f2, .-}
este liniar independent in F.

c¢) Ortonormati sistemul S, folosind procedeul Gram-Schmidt.
d) Gasiti proiectia ortogonald a functiei f(x) = x pe subspatiul
lui F generat de functiile \/% fo, ﬁ fi, -, ﬁ fon.
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Capitolul 6

Vectori liberi

Definitia 6.1. Doud segmente orientate nenule se numesc echipo-
lente daca au “aceeagi directie”, “acelasi sens” gi “aceeasi lungime”.

Teorema 6.1. Relatia de echipolentd pentru segmente orien-
tate nenule este o relatie de echivalenta.

Definitia 6.2. Clasele de echivalentd ale segmentelor orien-
tate relativ la relatia de echipolentd se numesc vectori liberi. Di-
rectia, sensul si lungimea care sunt comune segmentelor orientate
ce definesc un vector liber se numesc directia, sensul si lungimea
vectorului liber.

Fie V3 spatiul vectorilor liberi si @,b € V3. Pentru @ # 0 si
b # 0, notdm cu ¢ € [0, 7] unghiul neorientat dintre @ si b.

Teorema 6.2. Functia (.,.): V3 x V3 — R definit# prin

ity — { 1l [Fleos, peniraa #5515 £
) 0, pentrua=0saub=0,

este un produs scalar pe V3.
Definitia 6.3. Vectorul

_ T @]l ||b|| sin ge, pentru @ si b necoliniari
axb=4¢ = L
0, pentru a,b coliniari |,

unde € este un versor perpendicular pe @ si b gi cu sensul dat de

153
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regula mainii drepte pentru tripletul (6, b, é) , se numeste produsul
vectorial dintre @ si b.

Produsul vectorial este o aplicatie biliniard definitd pe V3 x V3
cu valori in V3.

Teorema 6.3. Pornind de la definitia produsului vectorial se
deduc urmatoarele proprietati:

1. axb= —bxa, VYa,b € V3 (anticomutativitate datorati tocmai
orientarii unghiului dintre cei doi vectori);

2. t(axb)=(ta)xb=ax (th),Vte RsiVabe V3

3.ax (b+c) =axb+axc, Vabce V? (distributivitatea
produsului vectorial fatd de adunarea vectorilor);

4. ax0=0,axa=0,VaecV3

5. |Jaxb|* = l[all®||p)* - (@b)®,¥a,b € V* (identitatea lui
Lagrange);

6. produsul vectorial a doi vectori nenuli @,b € V3 este nul
dacd si numai daci vectorii @ si b sunt coliniari; daci @ si b nu
sunt coliniari atunci norma HE X BH reprezinta aria paralelogramului
construit pe reprezentantii (ﬁi si O—B> .

Simbolic, produsul vectorial se poate calcula cu ajutorul formulei
urmatoare:

B i J k
axb=|r s tH1
re S22 12

Fiind dati vectorii liberi @,b,¢, numirul (6,5 X E) se numeste
produsul mixt al acestor vectori. Dacd @,b,¢ sunt necoplanari,
atunci modulul produsului mixt reprezinta volumul paralelipipedu-
lui ce se poate construi pe reprezentantii cu originea comuna ai celor
trei vectori.

Daca notdm cu 6 unghiul dintre directiile vectorilor b si € si cu
¢ unghiul dintre directiile vectorilor @ si b x €; atunci

(a,b x¢) = (a,d) = |al| H&H cosp = HB X EH pr4a = £Varalelipiped

Au loc urmatoarele proprietati:
1. (a,bx¢) = (c,axb) = (b,cxa) Va,b,ce V3
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a1 +a,bx¢) = (ar,b x )

5. (@xb.exd) = ‘ (@)

(@2,bx¢) Va1, as,b,ce V¥

Va,b,¢,d € V3 (identitatea

lui Lagrange);
6. (6,5 X 6) =0, daca si numai daca:
i) cel putin unul dintre vectorii @, b, ¢ este nul;
ii) doi dintre vectori sunt coliniari;
iii) vectorii @, b, ¢ sunt coplanari.
Daca

a=rii+ 813 + t1E, b =rqi+ 823 + tZE,E =r3i + 833 + tgg,

in coordonate produsul mixt se scrie

r Ss1 th
(6, b, E) =(a,bx¢)=|ry s2 tg
r3 S3 13

6.1 Probleme rezolvate

1. Fie trapezul dreptunghic ABCD in care AD||BC ,@ =a,

AB =b, m(ABC) = %. S4 se descompuna BC', DC, AC,
BD, dupé vectorii a@ si b.

Solutie:

Fie CC'||AB si fie H%II si II;ZH versorii corespunzatori vectorilor
ADs AB. -
Avem 7;(BC) = AC', m3(BC) = 0 si ||[AC'|| = ||AD| —
Ic"D.

Deoarece triunghiul CC' D este dreptunghic, m(Cé'D) =7/6,
ICCT]| = [|Bl], rezulta ||C"D|| = 1. ]
Din [|AC"|| = |[a]| — L] rezulti 74 (BC) = (Hau - @) R

lall
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Asadar BC = 74(BC) + my(BC), BC = <||a|| @) &

Bo - (1 bl .
BO=(1- ) 0.
In continuare, avem 7a( DC)
BC se obtine DC" = % (
Deci DC = —2”;” -a+
Avem 75(AC) = AC , Wb(AC) = b si folosind BC se obtine

HAC | = |la|l — 7 Are loc AC" = (HaH |b“> Hall gl atunci

DC", 73(DC) = b. Folosind

b -
si atunci D ——H_ -a.
DC = -3

g. 8 ||

2. Se dau punctele A, B, C prin vectorii de pozitie
OA=14i—7j+2k, OB =2i+2j -7k, OC = —2i+7j +2k.
a) S& se arate cd triunghiul AOB este dreptunghic;

b) Sa se arate ca triunghiul BOC' este isoscel;

c¢) Sa se determine perimetrul triunghiului ABC';

d) Si se determine misura unghiului BAC'.

Solutie:

a) (OA,OB) = 28 — 14 — 14 = 0 implica OA L OB, adici
triunghiul AOB este dreptunghic.

b) Triunghiul BOC este isoscel pentru ca

IOB| = [[OC|| = V/57. . .
c) Avem A(14,-7,2),B(2,2,-7),C(-2,7,2), AB = —121 +
9j — 9k, BC = —4i + 55 + 9k, CA = 16i — 145, |AB|| =
V144 + 81+ 81 = /306 = 3v/34, |BC|| = V16 + 25 + 81 =
V122, ||CA|| = v/256 + 196 = /452 = 2/113.

Deci Pa aBc = 3v34 4+ V122 + 2/113.
d) Dacad m(BAC) = ¢, atunci

(AB,AC) 318 53
IAB|||AC|  6v34-113  /34-113

08 =

s 53
§i @ = arccos ==
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3. Se dau vectorii @ =7+ 2\j — (A= 1)k, b= (3 — \)i+j + 3k,
AeR.
i) Pentru ce valoare a lui A, vectorii @ si b sunt ortogonali?
ii) Pentru A gasit la i), sd se calculeze marimea algebrica a
proiectiei vectorului @ pe vectorul @+ b.

Solutie:

iya L b<e (ab) =0, adicd 3—A+2\—3(A—1) = 0 sau
A=3.

ii) Pentru A\ = 3 se cere pry_ j(a) = Ha-lkBH (
Cuma=1+6j—2k,b=j+3k,a+b=1

(@,a+b)=1+42—2=41. Deci pry ;(a)

).
7+ k, avem cg
41

I + &

V51"
4. Fie vectorii
= __ 1l4cosv sinwusinwv 7,
= CO§_2u]+ cosE‘u ’
To = —sinwvi — sinvtguj + <2k .

cCosu

Folosind identitatea lui Lagrange, sa se determine aria paralel-
ogramului cu laturile ||71|| si ||72|| -

Solutie:
Avem |71 x 7o|? = ||71||? - [|F2]|? — (71, 72)? (identitatea lui La-
grange).
_ 1 2 .92 )
= e -
|72]|? = sin? v 4 sin? vtg?u + e
(r1,7a) = —sngine
) .2
I xral|? = | Oee o sl |, (gin?y 4 sin? otg?u + 252 ) -
sin? u sin? v
T cosbu
”fl % 772H2 — <1—&-cos2 v+2cosi)+sin2usin2v) . 12 _ sin2u2in2v
cosTu cos? u cosb u
|71 >< 7:3”2 f 1+C0s12:;§zosv+sci(1)1;61isin2 v—sin? usin? v
Deci |71 x T2 = Toosal -

5. Fiind dati vectorii @ = i — 55 — 7k, b = 2i — 3j + 6k, ¢
—i+2j — 2k, se cere:
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i) Si se calculeze w = a x (b x ¢);
ii) S& se verifice liniar dependenta vectorilor @, b, €.
Solutie:
i) Stiind c& @ x (b x €) = (a,¢) - b — (a,b) - € si calculand
(@,c) = -1 —-10+ 14 = 3, (a@,b) = 2+ 15 — 42 = —25,
ax (bxe)=3-(2i —3j+6k)+25-(—i+2j —2k), se obtine
0= —19 + 417 — 32k.
i) aw+pBb+yc=0«
(—19a+28—7)i+ (4la—38+27)j+(—32a+63—27)k = 0 <

—19a+28—v = 0

41la—38+2y = 0 .

-32a+68—-2y = 0

-19 2 -1
Deoarece | 41 -3 2 = 19=0 sistemul liniar omogen
-32 6 -2

anterior are numai solutia banala (a = 8 =~ =0).
Deci @, b, ¢ sunt liniari independenti.

j—k.
i) S& se giseascd valoarea lui «a astfel inc at vectorii @, b, ¢ s&
fie coplanari;
ii) Pentru a = 2, si se afle indltimea paralelipipedului con-
struit pe reprezentantii vectorilor @, b, ¢, ingltime corespunzi-

toare bazei formate de reprezentatii vectorilor a,b.

Solutie:

i) Vectorii @, b, & sunt coplanari dacs si numai dac#(a, bx¢) = 0,
1 —a 3

adici | -1 1 |=0,a=43.
3 1 -1

ii) Daci a = 2 atunci a, b, ¢ sunt necoliniari si volumul paralelip-
ipedului construit pe reprezentantii lor este

3 1 -1
V=|caxb|=|1 -2 3 |=5.

2 -1 1
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Calculdm ||a x b||? = ||a||?-||b]|* — (a,b)? = (1+4+9) (4+1+
1) — 49 = 35 si atunci indltimea ceruta este h = Tax EH = %
S& se arate cd punctele A(1,1,1), B(3,—1,4), C(0,7,-3),
D(5,7,2) sunt coplanare.

Solutie:

Cele patru puncte sunt coplanare dacéa si numai daca vectorii

AB, AC, AD sunt coplanari, adica

(AB,AC x AD) =
Deoarece AB = 2i — 2j + 3k, AC = —i + 65 — 4k,
2 -2 3
AD =4i+6j+k,avem | —1 6 —4|=0.
4 6 1

Deci punctele A, B, C, D sunt coplanare.

. Rotatia in jurul lui Oz. In reperul cartezian {O,%,j,%}

consideram rotatia R de axa Oz si de unghi 6.

N\.‘

:R(Z) =cosfi+sind j,

’:R(j):—sm@z—i-cosHj,
"=R(k)=k.

<

3

Astfel din relatia zi + yj + zk = 27 + /5§ + 2k’ , gdsim

x=x'cos —y'sinf ,
y=a'sinf + 1y cos b ,
z=2".

Matricea lui R este

cosf —sinf 0
A= sinf cosf 0 |,
0 0 1

iar det A = +1 si deci R este o izometrie pozitiva.
In particular, o rotatie in planul Oy, de unghi 6, in jurul
originii este caracterizata prin

x=x'cosh —y' sinf ,

y=2a'sinf + 3y cosb .
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Dintre izometriile in plan retinem roto-translatia caracterizata
prin
x=a'cosf —y'sinf +a,
{ y=21a'sinf 4y cosf+0.

Simetria fatd de un plan. Fie reperul ortonormat {0, 1, j, k}
si § simetria in raport cu planul (O,g, 5) .

.

\/

i

J

) 1
R) = k.

S (i
S
N

o]
Il
/'\AA

Astfel, din 27 + yj + zk = 27 + /5’ + 2'K/, gdsim S : © = 2/,

y =1, z = —2', sau scris matriceal
x 1 0 0 z’
Yy = 01 0 y’
z 0 0 -1 2

Determinantul matricii lui S este —1 si deci S este o izometrie
negativa.

a) Sa se arate cad multimea fortelor din spatiul fizic, aplicate
in O, constituie un spatiu vectorial real de dimensiune 3.

b) S& se arate ca multimea fortelor aplicate in O, dintr-un
plan (care trece prin O) al spatiului fizic, constituie un spatiu
vectorial real de dimensiune 2.

¢) Daca in spatiul tridimensional de la punctul a) se consid-
era baza B = {Fl, Fg, F3} si un alt 51stem de for;e B'
F1 + F2 — 3F3, sa se arate ca B’ constltule o noud baza in care
sa se exprime forta F = 3F1 — F2 + F3 .
Solutie:
a) Legea de compozitie internd (numitd adunarea fortelor) este
definitd dupa regula paralelogramului



162

CAPITOLUL 6. VECTORI LIBERI

si are proprietatile:

- asociativitate: (F1 + Fg) + F3=F| + <F2 + F3) ;
L - = - =

- comutativitate: F} + Fo = Fo + F1;

- elementul neutru este forta nula (care se confunda cu punctul
0)

— —
- orice fortda F' are drept element simetric forta opusa — F' .

Deci, multimea fortelor din spatiul fizic, aplicate in O, impre-
und cu adunarea definitd mai sus este grup abelian.

Legea de comporzitie externd (cu scalari reali) este inmultirea
fortelor cu scalari reali. Cele patru axiome se verifica imediat:

- = — — — — —
a<F1+F2) —aF,+a Fy;aF +AF = (a+p)F;

— — — —
a(ﬁF):(aﬂ)F;lF:F.

Prin urmare, multimea fortelor din spatiul fizic, aplicate in O,
este un spatiu vectorial real.
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— = —
Un sistem de trei vectori B = {F}, Fy, F3} este o bazi daca
cele trei forte nu sunt coplanare. Intr-adevir, daci cele trei
forte sunt necoplanare, atunci B este sistem liniar indepen-
dent (altfel, una dintre ele s-ar scrie ca o combinatie liniard de
celelalte doud si astfel ar fi in planul lor) si B este sistem de
generatori (vezi figura urmatoare).

— 155 9= 37
F=xF +x*F,+x°F3
Deci dimensiunea spatiului este 3.

b) Similar cu punctul a) se introduce structura de spatiu vec-
torial real, dar o baza este formata din doud forte necoliniare

— —
Fi, F;.
c) Matricea pe ale cdrei coloane avem coordonatele fortelor
P R A
F,, F,, F; relativ la baza B este
2 0 1
A= -1 1 1
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si are determinatul egal cu —12.

Deci sistemul B’ constituie o bazi (célci rangul matricii A este
egal cu dimensiunea spatiului) care este negativ orientata
(relativ la orientarea spatiului datd de baza B).

—
Coordonatele fortei F' relativ la noua baza sunt date de for-

— — — 3
mula FB/:A_lFB,unde Fp= —1
1
3
— 2 — — —
Deci F pr = % sau I' = %Fl + %F2 .
0

In spatiul fizic se raporteazi un sistem de corpuri la un reper
R = {O;e1,e3,e3} . Corpul M(7) este supus atractiei cor-
purilor fixe M;(7;) de mase m; (i = 1,...,n), forta de atractie
fiind proportionald cu distanta HWH si cu masa m; . S& se
gaseasca forta rezultanta si pozitia de echilibru a corpului M.

Solutie:

_
Forta de atractie a corpului M de catre corpul M; este F; =
km;(T; — 7), k fiind un factor de proportionalitate. Rezul-

F=h (S mir = 7)) =k (£ mirt)
= =1 =1

tantavafi B = >
i=1
i=1

Cum centrul de greutate al sistemului de corpuri (M;) este
n

G(p),p = il v-.Zlmiﬁ),avem]_%):k<2mi) (P —7).
= i 1= 1=

Prin urmare, corpul M se afld in echilibru daca si numai daca
— = D
7 =7 (din R=0).

In coordonate avem 7 (27), ?Z(wf), ]_%)(Xj), j=123,si
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atunci rezultanta are componentele
n ) n
X7 =k (Zmﬂi) —k (Zmz> x’,
i=1 i=1

n .
S X mir
iar pozitia de echilibru are coordonatele 77 = =%

> my
=1

6.2 Probleme propuse spre rezolvare

1. In spatiul punctual tridimensional FE3, in raport cu reperul
cartezian ortonormat R = {O; 1, j, k}, se dau punctele A(1,1,0),
B(07 17 1)7 0(17 07 1)7 D(l’ 17 1)'

a) Aratati ci R’ = {A; AB, AC, AD} este un reper cartezian
in E3. Este R’ reper ortonormat?
b) S& se determine coordonatele punctului M (1,2, 3) in raport

cu noul reper R’.

2. In spatiul punctual tridimensional FEs3, in raport cu reperul
cartezian ortonormat R = {O; 1, 5, k}, se dau punctele A(1, —1,1),
B(1,0,1), C(-1,2,1), D(0,1,2).

a) Aradtati cd A, B, C, D sunt necoplanare.
b) Calculati volumul tetraedrului ABC'D.
c¢) Calculati distanta de la punctul A la planul determinat de

punctele B, C, D.

3. In spatiul vectorilor liberi V3 se considera baza ortonormats
B={i,j,k}sivectorul@ =i+j+k. Fie f : V3 — V3 definita
prin f(Z) =a x @, VZ € V3. Se cere:

a) Ardtati cd f este o aplicatie liniara.
b) Scrieti matricea lui f relativ la baza B.

c) Gésiti cate o baza si dimensiunea pentru Ker f si Im f.
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d) Este adevirat ci Ker f @ Im f = V3?7 Justificare.

e) Este f un endomorfism diagonalizabil? Justificare.

. In spatiul vectorilor liberi V3 se considerd baza ortonormats

B = {i,j,k} si vectoriia =i+ j+k, a=1—7j— k. Fie
f: V3 — V3 definita prin f(Z) = (@ x 7) x b, VT € V3. Se
cere:

a) Ardtati cd f este o aplicatie liniara.

b) Gasiti cate o bazd gi dimensiunea pentru Ker f gi Im f.

c) Este f un endomorfism diagonalizabil? Justificare.

. In spatiul vectorilor liberi V3 se considerd baza ortonormats

B = {i,j,k} si vectorii @ = i+ j+k,a=1—7j— k. Fie
f: V3 — V3 definitd prin

f@) =<a@,z>b+<bxT>aVzeV>
Se cere:
a) Ardtati cd f este o aplicatie liniara.

b) Gasiti cate o bazd gi dimensiunea pentru Ker f gi Im f.

c) Este f un endomorfism diagonalizabil? Justificare.

. In spatiul vectorilor liberi V3 se considerd baza ortonormats

B = {i,j,k} si vectoriia =i+ j+k, a=1—7j— k. Fie
f: V3 — V3 definit prin

f@)=axzT+TxbVEe V>
Se cere:
a) Ardtati cd f este o aplicatie liniara.

b) Gasiti cate o bazd gi dimensiunea pentru Ker f gi Im f.

c) Este f un endomorfism diagonalizabil? Justificare.
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Dreapta si planul

In ipoteza ci am fixat un punct O numit originea in Es3 si o bazi
ortonormatd {i,7,k} in V3, fiecsrui punct M din Fj ii corespunde
in mod unic un vector 7 = OM numit vector de pozitie al punctului
M; aceluiagi vector ii corespunde in mod unic tripletul ordonat de
numere reale (z,y,z) € R? numite coordonatele euclidiene ale vec-
torului OM in raport cu baza {1, j, k}; se scrie OM = wi+yj + zk.

Ansamblul riguros orientat (in sensul ca pentru determinarea
vectorilor lui se aplicd regula burghiului) {O,f, 3,%} se numegte
reper cartezian in F3. Punctul O se numeste originea reperului,
iar {f, j,%} se numegte baza reperului. Coordonatele euclidiene
(x,y, z) ale vectorului de pozitie 7 = OM se numesc coordonatele
carteziene ale punctului M fatd de reperul ortonormat {O,f, E,E};
z = (i,7) = pr;7 =abscisa, y = (j,7) = prs7 =ordonata, z =

(E, F) = przr =cota.

Fie punctul fixat My (x0,%0,20), T = Toi + yoj + 20k. Fie un
vector nenul @ (I,m,n) din V3 si d o dreaptd care trece prin My si
are directia lui @. Punctul M (z,y, z) apartine dreptei d determinata
de My si @ dacd si numai daca vectorii MyM si @ sunt coliniari, adica

(T —79) xa=0.
Coliniaritatea vectorilor 7 — 7y si @ se pune in evidentad si prin

167
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relatia ¥ — 79 = ta, t € R sau
T=79+ta, t € R.
Aceastd ecuatie vectoriald este echivalents cu trei ecuatii in R?,
r=xz0+t, y=yo+tm, z=20+tn,t € R

numite ecuatiile parametrice ale dreptei d. Aceste ecuatii se pot
inlocui cu doud ecuatii carteziene in R3,

T—%To Y—Y _ 2~ %0

l m n

cu conventia ca dacd un numitor este nul, atunci numaratorul re-
spectiv trebuie egalat cu zero.
Doua puncte distincte M (x1,y1, 21) si Ma (x2, Y2, 22) determing
o dreapta d si numai una.
Ecuatiile carteziene ale dreptei d sunt
r—r Y-y 22—z

T2 — 21 Y2 — Y1 22— 21

Unghiul dintre doud drepte orientate.

Fie d; si do doud drepte orientate prin vectorii directori @ si
b. Prin unghiul dintre dreptele orientate d; si dy se va intelege
unghiul dintre @ si b, adici unghiul definit prin

(a,0)

COSY = ~— 1
lall o]
sau . _
sin p = M , pe0,m].
]| [[o]

Distanta de la un punct la o dreapta.
Fie dreapta d de ecuatii

T—To Y—Y _ Z— 20 .

l m n
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aceastd dreaptd contine punctul My (zo,yo,20) si are drept vector
director pe @ (I,m,n).

Fie A un punct din E3 si A’ proiectia sa pe dreapta . Lungimea
segmentului |AA’| este distanta de la punctul A la dreapta d si
se noteazd cu d(A,d). Din formula care da aria paralelogramului
construit pe reprezentantii vectorilor @ si MyA obtinem

a(4,d) — 12X MoA]

[all

Planul determinat de un punct si un vector normal nenul.

Fiind data o dreapta d = {N | MoN = tm,t € R} care trece prin
punctul My si care are directia vectorului n, existd un singur plan
P perpendicular pe d in M.

Observatia 7.1. M € P daca si numai daca MgM L n. De
aceea, planul P este multimea

P ={M | (MyM,7) =0} . (7.1)

Dreapta d se numeste normala la planul P, vectorul 7 se numeste
vectorul normal al planului, punctul M care poate genera planul il
vom numi punct curent al lui P.

Teorema 7.1. Orice plan P care contine un punct curent
M (z,y, z) si are un vector normal nenul @ = (a, b, ¢) care trece prin
My (z0, Yo, 20), Mo € P, este caracterizat de ecuatia:

axr+by+cz+d=0,a,bc,d eR. (7.2)

Planul determinat de trei puncte necoliniare.

Pentru a stabili ecuatia ce caracterizeaza planul determinat de
punctele necoliniare M; (x;,v;, 2;), i = 1,2,3 proceddm in felul ur-
mator:

a) Folosim ecuatia generald a planului (7.2) si ecuatiile obtinute
prin inlocuirea coordonatelor punctelor M; in aceastd ecuatie

axr+by+cz+d=0,
ax; +by; +cz;,+d=0, 1 =1,2,3.
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a, b, c reprezinta coordonatele vectorului normal la planul respectiv
determinat de cele trei puncte necoliniare. S-a obtinut un sistem de
ecuatii liniar omogen in necunoscutele a, b, ¢, d cu solutii nebanale,
deoarece a, b, ¢ nu se pot anula simultan. Conditia care asigura acest
lucru este

r y =z 1
T y1 21 1

=0 7.3
T2 Y2 22 1 (73)
r3 y3 =23 1

si care reprezintd ecuatia carteziana a planului.

b) Fie M un punct care poate genera planul, al cdrui vector
de pozitie este OM = zi + yj + zk. Obtinem ecuatia vectoriald a
planului P impunénd conditiile de coplanaritate a vectorilor
MlM, MlMQ, M1M3, adica

(MlM R M1M2 X M1M3) =0.

Dacd M; (T7), 7; = zii+y;] + 2k , relatia anterioara este echivalent
cu ecuatia vectoriala

(F—71,(r2 —71) x (T3 —71)) =0,

sau
r—T1 Y—yi 22—z
Txo—x1 Yo—Y1 22—z | =0.
I3 —T1 Y3 —Yr 23— 2

Am obtinut ecuatia carteziand a planului determinat de trei puncte
necoliniare.

Planul determinat de un punct si doi vectori necoliniari.

Fie w = (l1,m1,n1) si v = (l2,m2,n2) doi vectori necoliniari,
adicd wx U # 0 si un punct cunoscut My. Cele trei elemente My, u, v
determind un plan unic P. Construim reprezentantii vectorilor @
si v ca fiind MyM; respectiv MogMs. Un punct M € FEj5 apartine
planului daca si numai daca vectorii MoM, MyMy si MyMs sunt
coplanari. Coplanaritatea acestor vectori o exprimam astfel:
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a) MoM = ru + sv; care scrisd in coordonate, aceastd relatie
vectoriala este echivalentd cu

T =x9+ 1l + slo,
y=1yYo+rm1+sma, 1,s€ER
2 =2z9+rny+ snag,

numite ecuatiile parametrice ale planului P, iar r si s se numesc
parametri.

b) (MOM , U X 6) = 0; scrisa in coordonate aceastd ecuatie vec-
toriala conduce la ecuatia carteziana

T—Zo Y—Y <—%20
ll mq n1 =0.
l2 meo no

FEcuatiile normalei la plan care trece prin My sunt

T—%o Y—Y _ 2~ %0

a b c

Doua plane neparalele gi neconfundate se intersecteaza dupa o
dreaptd d gi determind un unghi diedru. Unghiul diedru format de
cele doud plane este masurat prin unghiul plan ¢, care se obtine
sectionand planele P; si P cu un plan P3 perpendicular pe d. Prin
definitie, unghiul diedru dintre cele doua plane este unghiul dintre
cei doi vectori normali 77 gi ng determinat prin

_ (Aijn2) _
COSL = el =

_ ataz+bibatcico
= €10, 7.
VAt ¥ €0

Distanta de la un punct la un plan.

Fie planul P de ecuatie ax + by + cz + d = 0, al carui vector
normal este 7 (a, b, c¢). Fie My (zo, Yo, 20) un punct din Es3 exterior
planului si fie M; (x1,y1, 21) proiectia lui My pe planul P.

Lungimea HMlMUH este distanta de la punctul My la planul P
si se noteaza cu d (M, P).
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lazo + byo + czo + d|
d(My,P) = i
(Mo, P) Va2 + b2 + 2

Unghiul dintre o dreapta orientata si un plan.

Presupunem c& dreapta d intersecteaza planul P (altfel daca
dreapta d este paraleld sau inclusa in planul P unghiul cdutat este
egal cu zero) si presupunem cunoscute de asemenea pe 7 (a, b, ¢) si
a(l,m,n).

Fie d’ proiectia dreptei d pe planul P. Unghiul ciutat este
unghiul dintre dreapta d si d’. Intrucat vectorul director al dreptei
d’ este greu de gasit, vom calcula unghiul complementar

T _ (ma)
o8 (5 B ‘p> I

sau
al +bm 4+ cn

Va2 + 02+ AVE+m? +n?
Perpendiculara comuna a doua drepte oarecare din
spatiu.

Doud drepte din spatiu pot fi confundate, paralele, concurente
sau oarecare. Pentru doud drepte d; si do care admit pe a1 respectiv
a9 ca vectori directori, existd o directie normald comuna unica daca
si numai daci dreptele d; si dy sunt oarecare sau concurente. In
acest caz existd o dreapta si numai una care se sprijind simultan pe
cele doua drepte avand directia m = a1 X az numita perpendiculara
comuna a dreptelor d; si do. Pentru a stabili ecuatiile perpendic-
ularei comune d, observam ca aceasta dreapta apare ca intersectia
a doud plane: planul P, care contine pe d; si m si planul Py care
contine pe do si m. Presupunénd ca dreptele dy si do trec respectiv
prin punctele M7 si Ms si cd N este punctul curent in Py, iar M
este punctul curent in P, ecuatiile perpendicularei comune sunt

sin =

(MiN,a1 xm) =0

(MyM,a; x m) = 0.
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Distanta dintre doua drepte.

Fie doua drepte d; si do descrise respectiv de punctele M si N.
Numarul inf d (M, N) se numegte distanta dintre dreptele d; si do
si se noteazd cu d(dj;dsz). Din considerente geometrice rezultd ca
d (di;d2) se afld astfel:

1. dacd dreptele d; si dg sunt concurente, atunci d (d;;ds) = 0;

2. daca d;|| dg, atunci prin My € d; se duce un plan perpen-
dicular pe dj care taie pe dg in Ny si avem d (dq;d2) = d (Mo, No);

3. daca d; si dg sunt oarecare, d(dy;ds) = HEH, punctele A
si B fiind pe perpendiculara comuna d (M; € dy si Mz € dg sunt
puncte cu coordonatele cunoscute). Aceastd distantd se mai poate
afla astfel: prin dreapta d; ducem un plan P paralel cu dreapta ds.

Atunci d(d;;d2) = d(Ma,P), unde My este un punct cunos-
cut al dreptei do. Figura anterioara aratd cd aceastd distantd este
lungimea inaltimii paralelipipedului construit pe vectorii M1 My, a1, @s.

Din semnificatia produsului mixt rezulta

‘(Mle,CTlXCTQ)’
a1 x az|

d(dy;dg) =

7.1 Probleme rezolvate

1. S& se figureze punctele A(5,0,0), B(0,—-2,0), C(0,0,3),
D(-3,2,0), E(0,—1,—-4), F(2,0,4), G(3,—5,8) si s se scrie
expresia Vectorulu_i de pozitie al punctului G fata de reperul
cartezian {O;1,7,k} .

Solutie:

OG = 3i — 55 + 8k

2. Fie dreptele d; si dy de vectori directori 7y = i + k , respectiv
Mg = —i + j + 2k. Si se scrie ecuatiile parametrice ale unei
drepte d3 perpendiculare simultan pe d; si ds si care trece prin
punctul M(2,3,0).

Solutie:
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i

Deoarece iy X fig = | 1 = —i—3j+ k=0, rezults ci
-1

di||da si prin urmare cele doud

comuna, i = fi; X Na.

— O S
o, N = oF

repte admit o directie normala

Astfel, dreapta cdutatd are vectorul director n si trece prin
punctul M, adica are ecuatiile parametrice

r = 2—1t
d3 : ¢ y = 3-3t ,tcR.
z =t

3. Se considerd punctele:
A(1,3,0), B(3,-2,1),C(e, 1,-3), D(7,—2,3) .
i) Sa se determine o € R astfel incat punctele A, B,C, D sa
fie coplanare;
ii) Pentru « gasit la punctul i), sd se scrie ecuatia carteziand
a planului (ABCD).

Solutie:

i) Avem AB =2i —5j +k, AC = (o — 1)i —2j — 3k, AD =
67 — 55 + 3k .

Punctele A, B, C, D sunt coplanare dacé si numai daca cei trei
vectori anterior prezentati sunt coplanari,

adica (AB, AC x AD) = 0.

2 -5 1
Din| ao—1 -2 -3 |=0rezultda a = —5.
6 -5 3

ii) Se determind ecuatia carteziand a planului care trece prin
A si are vectorii directori astfel:

r—1 y—3 =z
2 -5 1 |=0
—6 -2 =3

Se obtine ecuatia cartezianad a planului
(ABCD) : x —22z—-1=0.
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4. Fie dreptele d; : x_—_ll:y—ﬂzf,dg: z =8=2z

. Fie dreptele d; : %:Tzf,dzz

1 171
i) Sa se calculeze masura unghiului ¢, unde ¢ = m(dy, dz);
ii) Sa se scrie ecuatia planului determinat de d; si da .

Solutie:

i) Vectorul director al lui dy este a(—1,4,1), iar al lui dy este
b(—1,4,1). Rezultd c& dy || da si prin urmare ¢ = 0.
ii) Dreapta d; trece prin punctul A(1,—2,0), iar do trece prin
0(0,0,0) . Planul determinat de d; si do este planul determi-
nat de punctul A si vectorii a si AO(—1,2,0).
Ecuatiile scalare parametrice ale planului cautat sunt:

z = 1—-r—s

y = —24+4r+2s ,rscR.

z = r

. Se dau punctele A(1,3,2), B(—1,2,1), C(0,1,-1), D(2,0,—1)

si planul 7 : 2z +y — 2z — 1 = 0. Sa se stabileasca care dintre
ele se gisesc de aceeagi parte cu originea axelor de coordonate
fatd de planul dat.

Solutie:

Fie f(z,y,2) = 2x+y— 2z —1. Semnul functiei f se pastreaza
constant pentru punctele aflate de aceeasi parte a planului 7.
Din f(0,0,0) = -1 < 0, f(1,3,2) =2 > 0, f(0,1,—-1) =
1>0, f(-1,2,1) = =2 < 0, f(2,0,—1) =4 > 0 rezultd ca
A,C, D nu se afld de aceeasi parte cu O fata de 7, dar B se
afld de aceeasi parte cu O fata de 7.

Il
e
|
-

[\

wls

S& se determine:
i) ecuatia perpendicularei comune;
ii) distanta dintre dy si da .

Solutie:

i) Dreapta d; are vectorul director a;(—1,4,1) si trece prin
punctul A(1,—2,0), iar dy are vectorul director as(3,1,2) si
trece prin punctul B(0,0,1).
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Ecuatiile perpendicularei comune se obtin dintr-un sistem ce
contine ecuatiile a doud plane: planul 71 ce contine dreapta
di si vectorul arbitrar AN si planul 79 ce contine dreapta ds
si vectorul arbitrar BM .

Perpendiculara comuna are ecuatiile:

unde 7 = a; X as .

(BM,as x n) = ’

i ]k
n=|-1 4 1|=7i+5j—13k.
3 1 2
i gk
aixn=|-1 4 1 |=-57i—6j—33k,
7 5 —13
i 7k
g xn=|3 1 2 |=-23i+535+8k.
7 5 —13

AN = (z—1)i+ (y+2)j+ 2k, BM = zi+yj + (2 — Dk.
(AN,a; xn) =04 —57(x —1) —6(y +2) — 332 =0,
(BM,dy x 71) = 0 < —23z + 53y +8(2 — 1) = 0.

R 192 +2y +112—-9=0
Deci d : { 23z — 53y — 82+ 8 =0

ii) d(dy,ds) = |(AB,a1 xa2)|

llaixazll ° L
AB = —i+2j+k,|la1 x az|| =243, (AB,a; x as) = —10.
Deci d(dl,dg) = 10

V243 °
; Lx—=1 _y+l _ oz Lz—=2 Yy _ z+1
7. Fie dreptele dy : 5= = 3= =7, dy : 5= = § = =~

i) S& se determine o € R astfel incat dy N do=0;

ii) Sa se scrie ecuatia planului determinat de d; si da;

iii) Calculati d(My, ), unde 7 este planul de la punctul ii),
iar Mo(5,—4,1).

Solutie:

i) Dreapta d; are vectorul director a;(2,3,1) si trece prin punc-
tul A(1,—1,0). Dreapta dy are vectorul director ag(2,2, «) si
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trece prin punctul B(2,0,—1).
{3x—2y—5—0 {x—y—Z—O
dy : s dy

y—32+1=0 ay —2z—2=0
di N dy este solutia sistemului
3r—2y=2>5
y—3z=-—1
rT—y=2
ay —2z =2
3 -2 0
d=|0 1 -3 |=-3=0.
1 -1 0
Determinam solutia cu ajutorul regulii lui Cramer.
5 =2 0 3 5 0 3 -2 5
-1 1 =3 0 -1 -3 0 1 -1
2 -1 0 1 2 0 1 -1 2
T =3 Y= —3 E T =3

x=1y=—-1, z2=0siatunci d; Ndy = {C(1,—-1,0)} daci si
numai daca ay — 2z = 2, adicd a = —2.
ii) Ecuatia planului 7 determinat de d; si da este

r—1 y+1 =z
T 2 3 1 |=0;
2 2 —2

m:—8x+6y—224+14=0
iii)

[(—8)-54+6-(—4)+ (—2) -1+ 14]
d(Mo, m) = V(82 + 62 + (—2)2 = V26

. Sa se scrie ecuatiile canonice ale dreptei ce trece prin punctul

M (3,4,6) si este paraleld cu dreapta
d:x=6—t,y=34+2t,z=4—2t.

Solutie:
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Dacd 7 = (z,y,2), atunci ¥ € d & 7 = ta + 7 cu a =
(—=1,2,-2); 79 = (6,3,4), deci vectorul director al dreptei d
este @. Notand cu d' dreapta cdutatd, deoarece d' || d, rezultd
cd vor avea acelagi vector director.

Ecuatiile canonice ale dreptei d cu M € d’ si d avand ca vector
director @ = (—1,2,—2) vor fi :

9. Se da dreapta de ecuatii :

Jx+3y+2-1=0
| 22+y+2:—-3=0

si P(2,3,1).
a) Sa se calculeze distanta de la P la dreapta d .

b) S4 se giseascad coordonatele proiectiei ortogonale a punctu-
lui P pe dreapta d.

Solutie:

a) Din sistemul de ecuatii ce defineste d, considerand x,y ne-
cunoscute principale si z necunoscuta secundara, obtinem :

y=—%

rT=—-z+ %
Atunci, notand z = ¢, obtinem ecuatia parametricd a dreptei
d:
dix=3—t;y=—4;2=t
Dreapta d va avea vectorul director @ = (—1,0,1) si va trece
prin punctul A = (%; —%; 0) corespunzitor lui t =0 .

Atunci, conform teoriei, notand cu d(P, d) distanta de la punc-

tul P la dreapta d, obtinem d(P,d) = | @ - Scazand din
coordonatele punctului P coordonatele punctului A, vom avea

AP = (55 5:1).
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~

Darax AP = =145 1% — ||a x AP| =

oy |
<%E°“
— = X
-
o

V633 _ /633.
=== d(P,d) = 3

b) Vom determina ecuatia planului ce trece prin P gi e per-
pendicular pe @. Aceasta este : < a; PP >= 0 cu P(z,y,z)
un punct curent de pe planul 7 cutat. Obtinem (—1) - (z —
2)4+0-(y—3)+1-(2—1) = 0. De aici obtinem ecuatia planului
cautat:

m:—xr+2z+1=0

Pentru a determina punctul P’ ciutat formam sistemul :
r+3y+z—1=0
2z +y+22—3=0 . Solutia unica (x = %;
—x+0+24+1=0

Yy = —l%;z = —1—10) ne da cooordonatele punctului cautat
"9 2 1
P (155 — 105 —10)

Sa se afle masura unghiului dreptelor:
dl:{m—2y+z+1:0 2'{3x+6y—z+3:0

2c+2z+1=0 ’ r+y+2z—-5=0
Solutie:

Pentru a afla vectorul director al unei drepte date prin ecuatii
de genul:
{ a1z +biy+ciz+di =0
asx + boy + coz +do =0

este suficient s& calculam :

i J k
a@=|ai by c1 |. Vectorul ce se obtine va fi chiar vectorul
a9 b2 C2

director al dreptei. In cazul nostru, avem:
i j k B
ar=|1 —2 1 |=—4i+4k;
2 0 2
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11.

i j ok B
G=|3 6 —1|=71i—4j— 3k

1 11
Calculdm || @y ||= ( 4)% 4+ 42 = /32,

1 I|I= /72 + (—4)* + (=3)° = V74,
< ap,ag >= ( 7+0 ( 4)—1—4-(—3):—40.
Atunci cos(ay, ag) \ﬁ \ﬁ Deoarece unghiul a doud drepte

se considerd a fi mal mare sau egal cu 0 si mai mic sau egal cu

%, considerand vectorii directori @i, —az, vom avea (dl, dy) =

arccos <m) .

Fie d dreapta de ecuatie v =y —1 =2 — 2 si A(1,1,1). S&
se determine coordonatele simetricului punctului A fatd de
dreapta d .

Solutie:

S& determinam ecuatia planului 7 ce contine A si d este per-
pendiculard pe w. Ca mai inainte, notdnd z = ¢, obtinem
ecuatia parametrica a dreptei:

d:x=ty=t+1,z=1t+2.

Atunci vectorul director al dreptei va fi @ = (1,1,1). Pen-
tru a afla ecuatia planului ce contine A si este perpendicular
pe dreapta d, observam ca subspatiul liniar director al sdu e
perpendicular pe @, deci P € 7 < <6, ﬁ> = 0. Atunci avem:

7:l-(z—1)+1-(y—1)4+1-(z=-1)=0=

m:x+y+z2—3=0
Pentru a determina punctul P = d N «, formam sistemul:

r=y—1=2-2
r+y+z2—-3=0"
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Obtinem drept solutie coordonatele punctului P(0;1;2).

Daci A’ este simetricul lui A fatd de P si A" are coordonatele
z,y, Z, atunci avem :

_ x4l
T A
— Y
1= 2
2:Z+1

2
De aici se gasesc x,y, z gi anume

r=—-1ly=12=3.

: : o1 oyl
Fie punctul A(1,0,1) si dreapta d : 7= = ¥5= = %,

a) Calculati distanta de la punctul A la dreapta d.

b) Gasiti coordonatele proiectiei ortogonale a punctului A pe
dreapta d.

c) Gasiti coordonatele simetricului punctului A fata de dreapta
d.
Solutie:

a) Se observa cd Ag(1,—1,0) € d si @ = i + 2j — k este un
vector director pentru d. Atunci AgA = j+k, AgA xa =
i 7k

01 1 |=-31+7—F |[Ad xall = VIL ||| = V6 s
1 2 -1

_ [FAal _ v
P4 d) =" = %

b) Se considerd planul 7 care trece prin punctul A si este
perpendicular pe dreapta d. Atunci @ = i + 2j — k este un
vector normallawgim: (z—1)-14+(y—0)-2+(2—1)-(—1) =0,
adicam: z+2y —2z=0.
Daca se noteaza cu A’ proiectia ortogonald a lui A pe d, atunci
{A'} = d N7 si rezolvand sistemul

z—1 _ y+l _ 2

I 2 I

{ 0

T+2y—z=

: (7 2 1
se obtine A’ (5, —3, —g).
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c) Dacd A; este simetricul lui A fatd de d, atunci A’ este
mijlocul segmentului [AA;] si se obtin relatiile

TA+T A
TA = —3
_yatyay
Yyar = 5 ’
ZA+zA,
ZA/ — — 5
LY 4 4 4
adicd Aq (5, -3 —g).

Fie punctul A(—1,0,1) si dreapta m: z+y — 2+ 2 =0.
a) Calculati distanta de la punctul A la planul .

b) Gasiti coordonatele proiectiei ortogonale a punctului A pe
planul 7.

c¢) Gasiti coordonatele simetricului punctului A fatd de planul
.

Solutie:

a) p(A,m) = |Azo+Byo+Cz0+D| _ [1-(=1)+1-1-1.042| _ 2

VA24+B24C? - \/12+12+(_1)2 V3

b) Se considera o dreapté d care trece prin A si este perpendic-
ulard pe planul 7. Atunci d are ecuatiile canonice carteziene

d: xT—i-l = y—zl = Z__lo, deoarece m = i + j — k (vector normal la

) este un vector director al dreptei d.

Dac4 se noteazi cu A’ proiectia ortogonald a lui A pe 7, atunci
{A’} = d N sirezolvand sistemul

z+l _ y—-1 2
T — 1 — =1
{ r+y—2z+2=0
. 5 1 2
se obtine A’ (—3, 3 g).
c) Dacd A; este simetricul lui A fatd de 7, atunci A’ este
mijlocul segmentului [AA;] si se obtin relatiile

TA+T A

Ta =
ya+ya

yar = ) Lo,
zZAt+zA,

g = 5L

CNY 7 1 4

adicd Al (—g, -3 g)
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r—y+z+1=0

Fie punctul M(1,1,1), dreapta d : { 910 si

planul 7 : x + 2y + 32 — 1 = 0.

a) Scrieti ecuatia carteziana generald a unui plan 7 care trece
prin M si este paralel cu planul 7.

b) Scrieti ecuatiile canonice carteziene ale unei drepte d; care
trece prin M si este paraleld cu dreapta d;.

c¢) Studiati pozitia relativd a dreptei d fatd de planul 7.
Solutie:

a) Un vector normal la 7 este @ = 7 + 2j + 3k si atunci 7 este
vector normal la 71. Prin urmare 7 : (z —1)-1+(y—1)-2+
(z—1)-3=0,adicam: x+2y+32—6=0.

b) Un vector director pentru dreapta d cat si pentru dreapta

1 7k B
diestea=n1 xme=|1 -1 1 :25+35+k
1 0 2
Atunci d : "”T*l:yT_l:%.

c¢) Deoarece vectorul normal la 7, 7 = i + 2j + 3k si vectorul
director pentru d, @ = 2i+3j+k nu sunt ortogonali (< 77, @ >=
9 #£ 0), rezultd cd d N7 # (. Rezolvand sistemul format cu
ecuatiile lui d si 7w se obtine dNw = {P (%, %, —%)}. Deci d
”inteapa” planul 7 in punctul P.

Probleme propuse spre rezolvare

. Fie punctul A(1,0,—1) si dreptele d; : %1 = yT_l = ZII,

) x—y=0
‘lz+y—2+1=0"
a) Studiati pozitia relativa a dreptelor d; si da.

b) Dacd dj, d2 sunt necoplanare, atunci scrieti ecuatiile per-
pendicularei comune i calculati distanta dintre disi do. Altfel,
scrieti ecuatia planului determinat de cele doua drepte.
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c) Scrieti ecuatiile dreptei care trece prin A si intersecteazd
dreptele d; si do.

2. Sa se scrie ecuatiile dreptei care intersecteaza dreptele

$:3+t w:'z_‘l
dy: y=-—-1+2¢ §id2:{ 3 _71
R y+1=0

z—3y+2=0

si este paralela cu dreapta ds : { CHy—z44=0"

3. 5S4 se scrie ecuatiile bisectoarelor unghiurilor formate de dreptele
L=l Yy=2 242 L=l y=2 _ 242
di: =5 "= gid: - =9"=2

1 2

1 1 ol
4. Se considera planul 7 : z — y 4+ 2z + 2 = 0, punctul A(0, 1, 3)

§idreaptad:{ 2ety—z+1=0

Tyt ztd=0 . Se cere:

a) Sa se scrie ecuatia planului care trece prin A gi contine
dreapta d.

b) Sa se scrie ecuatia planului care contine dreapta d si este
perpendicular pe planul 7.

c¢) S& se scrie ecuatia planului care contine dreapta d si paralel

cu dreapta g : 5t = LIQ = 2,

5. Sa& se scrie ecuatiile proiectiei ortogonale a dreptei
Jr—-y+2z=0

| 224+y—z+4=

ecuatiile simetricei dreptei d fata de planul .

0 peplanul 7 : 3x +2y —2—1=0si

Calculati o functie trigonometrica a unghiului format de dreapta
d si planul .
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Capitolul 8

Conice si cuadrice

In Ej consideram reperul cartezian {O;1,7,k} si forma pitratica
afind g : F3 — R definitd prin

g(x,y,2) = anr?® + a22y2 + azzz? + 2a102y+

+2a1372 + 2a23yz + 2a10% + 2a20y + 2a302 + aoo,

cu a3y + a3y + a3; + ady + ady + a3 # 0.
Definitia 8.1. Multimea de nivel constant zero data de ecuatia

Z :gil (O) = {M(x7y7z) ‘ (x,y,z) € R37g(x7y7z) :0}7

se numeste cuadrica sau suprafata algebrica de ordinul al doilea.
Se noteaza »_ : g (z,y,2) = 0.
Fatd de transformadrile ortogonale, ecuatia g (z,y, z) = 0 are ur-
matorii invarianti

A=detA §=detAI=1trA,

J = ailp a2 ail ais a2 a3
a1z a2 ais ass a3 Aas3
unde
ailp a2 aiz aio
a1l aiz2 ais
- a12 Qa2 G23 Az A=
= ;A= a12 a2 a23

a1z G23 a33 G30
aip G20 G30 @oo

a13 a3 ass

187
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Dacd cuadrica ) are centru, atunci coordonatele sale sunt in
mod necesar solutia sistemului

19
352 = ant + a1y + a13z + aip = 0,

10
350 = Q12T + azy + asz + az =0,
10
352 = a13% + agsy + aszz + azg = 0.

Pentru stabilirea ecuatiei canonice a cuadricei se poate proceda
astfel:

i) Dacd a1z = a3 = ags = 0, se face translatie.

ii) Dacé cel putin unul din numerele aj2,a13,a23 este nenul,
atunci tipul cuadricei de ecuatie

a11$2 + a22y2 + a3322 + 2a102y + 201372+

+2a23yz + 2a10x + 2a20y + 2a30z + ago = 0,

este determinat de expresia termenilor de gradul al doilea, adica de
forma péatratica

a11x2 + a22y2 + a33z2 + 2a12xy + 2(113332 + 2a23yz.

Matriceal aceasta forma patraticd se scrie

a1 ai2 aig z
($ Yy Z) a2 G2 a23 Yy 1,
a3 a23 as3 z
sau
T
(z: Yy oz )A Y
z

Pentru matricea A se determind valorile proprii A1, A2, A3 si vec-
torii proprii corespunzatori care sunt ortogonali. Prin normare obtinem
versorii €7, €3, €3. Se noteazd cu R matricea ce contine pe coloane
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coordonatele versorilor €7, €3, e3; avand in vedere posibilitatea in-
locuirii unuia dintre versorii €7, €, e3 prin opusul sau sau posibili-
tatea renumerotarii valorilor proprii, putem presupune det R = 1.
Rotatia

X X
y | =R ¥
z 2!

reduce forma pitraticd la forma diagonald Ajz/? + Xoy/? + A32'2.
Directiile noilor axe de coordonate sunt date de directiile verso-
rilor proprii €7, €z, respectiv e3. In final, daci este cazul, se face o
translatie.

Teorema 8.1. Locul geometric al tuturor tangentelor la
cuadrica Y in punctul My(xo,yo, 20) este planul de ecuatie

0 0 0
(z — o) a—i(xo,yo, 20)+(y — o) a—;’(xo,yo, 20)+(z — 20) a—j(xo,yo, 20) = 0.

Acest plan se numeste planul tangent la cuadrica ) in punctul
My € Z

Dreapta care trece prin Mj si este perpendiculara pe planul tan-
gent se numeste normald si are ecuatiile:

T — o - Y—Yo o Z =20

9 (0,0, 20) %(xo,ymzo) 94 (20, 0, 20)

I

unde vectorul normal la planul tangent este

) 3] 9
n (;Tg(fﬁo,yo, 20), (Tg(fﬂoa?JO, 20), Fz($07y07 Zo))~

8.1 Probleme rezolvate

1. Sub influenta unei forte punctul material M se misca pe cercul
C:a224+ 9?2 —6x+4y+9 = 0. Actiunea fortei se intrerupe
in momentul in care M a ajuns in pozitia (1,—2). Sa se de-
termine traiectoria pe care o va urma mai departe punctul
material M.
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Solutie:

Ecuatia cercului C se poate scrie
C:(z-3)2+(y+2)7° =4,

deci centrul cercului este A(3, —2) si raza sa este r = 2.
Directia dupa care se va deplasa punctul M, daca actiunea
fortei inceteaza, este directia tangentei la cercul C in punctul
M, adicd d:(x —3)(1 —3)+ (y +2)(-=2+2) —4 = 0 (prin
dedublare) sau d : = = 1.

. Fie conica datd de ecuatia

Ty :g(z,y) = 2% —2zy + 2y — 4o — 6y +3 =0.

i) Sa se calculeze invariantii conicei;

i) S& se giseascd coordonatele centrului conicei;
iii) Sa se gdseasca ecuatia conicei redusa la centru;
iv) S4 se gdseasca forma canonicéd a conicei.

Solutie:
1 -1 -2
i)A:<_11 _21),A: -1 2 -3
-2 -3 3
1 -1 -2
A=detA=|—-1 2 —3|=—-26=0= I'; conici nede-
-2 -3 3
generata.

0 =det A =1= T" conicd cu centru. [ =Tr A= 3.
Din faptul ca § > 0 gi IA < 0 rezultd cd I'y este o elipsa.
ii) Studiem centrul lui I'; .

%%:%(2m—2y—4):0
%%:%(—2:1:—1—43;—6):0
roy = 2 = x = 7,y = 5 coordonatele centrului
—x+2y = 3

conicel.
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iii) Ecuatia conicei redusa la centru este
()2 —2z'y +2(y)2—26=0.
(dup# translatia ’ =z -7,y =y —5)
iv) Pentru a gési forma canonicd determinam valorile proprii
ale lui A.
1-Xx -1
-1 2-2A

‘:0@A2—3)\+1:0,
Deteminam vectorii proprii ai lui A
_ 346 _
(1 2 31\/5>'<u1>=0<:>
iyl TFPm =
—uy + 15

Sistemul (*) are solutia triviald gi urmatoarea solutie netriv-
iala:

Uy = k
v = 55k ke R\{0}.
Pentru k = 1, @1 (u1,v1) este un vector propriu;

— 1 _ V104+2v5 deci & 2 —1-/5
”alu - P] , decl €1 \/10+2\/57 \/10+2\/g .

Analog pentru Ay = 3_7‘/5 obtinem:

uy = k
vy = Y5EE ke R\{0}.

Pentru k = 1, a(ug, v2) este un vector propriu;

V10-2v5 - 2 V51
7 deci @ V10-2v5" V10-2v5 )

[@z2]| =

2 2
104+2v/5 10—2v/5
det R = \/_1_\/5 \/\/5_1 = 1.

V10+2v5  V/10+2v/5
Rotatia:
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/ 2 " 2 "
xr = x4+
v/ 10425 \/10—2\/53/

Y = 15 Vi-1 , conduce la
V10425 V10-25
3+5 2 3-45 2
5 ()" + 5 (¥")"—26=0

@) R W) - 1=0e

52 + 52
3+v5  3—-v5

. Aceeasi problema ca precedenta (mai putin forma canonicd)

pentru conica I'y de ecuatie
Lo:g(x,y) =22 —22y —y? —4da—6y+3=0.
Solutie:
1 -1 -2
A= -1 -1 -3 ;A:(_ll j);
-2 -3 3
A=detA; A=-23;1=0;6=detA=—2.
A # 0 =-conica nedegenerata;d < 0 gi I = 0 =-hiperbola
echilatera.

0,
%g—g:%(lx—2y—4):0 r—y—2=0
st =3(-2c-2y-6)=0 r+y+3=0
T = —%, Yy = —g coordonatele centrului conicei.
Facem translatia * = —3 +2’ si y = —5 + ¢/ . Ecuatia conicei

redusd la centru este:
() 22y — () + 2 =

5 =0

. Aceeasi problem4 cu precedenta pentru conica I's de ecuatie

T3 : g(z,y) =22 +2zy +y° + 22 + 2y — 4 = 0.

Solutie:
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1
1 ;A:<1 1>;A:0;I:2;5:0.
1 1 —4

A = 0 =conicd degenerata; d = 0= I's = D1UD>, unde D si
Dy sunt drepte paralele sau confundate, sau I's = ®. Ecuatia
conicei redusa la centru este :

(:U')2 + 22"y + (y')2 =0.
5. S4 se determine forma canonicd pentru conica I' de ecuatie

I:g(z,y) = 1122 — 24zy + 4% + 22 + 16y + 11 = 0.

Solutie:
11 —-12 1

A= -12 4 8 ;A:<_1112 _i2>;
1 g8 11

A =det A; A = —2000; I = 15; § = —100.
A # 0 =-conica nedegenerata; d < 0 = conica este o hiperbola.

Se face rotatia
x=2a'cosf —y'sinb
y=a'sinf 4y cosf ’
unde 6 este unghiul determinat de ecuatia:
7sin 20 = —24 cos 20 < tan 20 = —% =

tan 9172 = % & tan 9172 = % sau (—%);

i _ 4 sinf; = +2 .
din tanfty = 3 = { o i% 7
din tan 8 = =3 = Sin92 :¥%

o cos 0 :i% :
= § ' — 4 ! = l I _ Vi
Facem rotatia: { © = 1%, 1Y «{ TT300 W)
si se obtine:
5 ()24 20(y)% + 142’ + 8y +11 =0 &

5@ =020y +2)°+B =0
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Facem translatia 2/ = T + 2 si ¢/ = —2 + ¢, se obtine
88
=5 (") +20(s")" + = =0.

Analog in celalalt caz.

. 5S4 se determine centrul, axele si varfurile conicei

T:g(z,y) = 1622 + 4oy + 19y* + 42 — 22y — 5= 0.

Solutie:
Centrul conicei este dat de:

%9 — 32 +4y+4=0 8z +y+1=0
3 =4r+38y—22=0 2r+19y —11=0
==

N =D —
= <

-5y = % coordonatele centrului conicei.
Observatie: Axele conicei sunt drepte ce trec prin centrul
conicei de parametri directori, solutiile ecuatiilor in m:

a12m2 + (a11 — a22)m —aj2=0.

2m? —3m—2=0=my =2,my = —1.
Axele sunt: y—%:2(:c+%) Sy=2x+1;
y-s=—3(@@+5)ey=—3@-1.
Varfurile conicei sunt determinate de intersectia axelor cu con-
ica:
y=2x+1 ;
1622 + 4oy + 19y% + 4o+ 22y —5=0 °
y=—3(z—1)
1622 + 4oy +19y% + 4 + -2y —5=0 °
Primul sistem are solutiile:
-1+v3  3+2V3

T19 = ;
1,2 5 Y1,2 5

Varfurile sunt A; de coordonate x1, y; si Ay de coordonate

To, Y. Analog pentru cel de-al doilea sistem se obtin Ag gi Ay

ca varfuri.
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7. In B, fati de reperul cartezian ortonormat R = {0;14,}, se
da conica v de ecuatie
322 — 10zy +3y? +4x +4y +4=0,
dreapta d de ecuatie x +y — 5 = 0 si punctul A(1,0).
Se cer:
a) natura gi genul conicei 7 ;
b) ecuatia polarei punctului A in raport cu conica - ;
c) ecuatiile tangentelor din A la conica ~;
d) coordonatele centrului conicei 7 ;
e) ecuatiile axelor de simetrie ale conicei 7 ;
f) ecuatiile asimptotelor conicei - ;
g) coordonatele polului dreptei d in raport cu conica = ;
h) ecuatiile tangentelor la conicd, paralele cu dreapta d;
i) ecuatia diametrului conjugat directiei lui d;
j) ecuatia canonica a conicei 7y si reperul canonic;

Solutie
o : 3 =5 :
a) Discriminantul mic este § = 5 3 | = —16 < 0 si
astfel -y este o conicd cu centru (unic de simetrie), de gen (tip)
hiperbolic.
3 =5 2
Discriminantul mare este A = | =5 3 2 | = —128#0 si
2 2 4

atunci natura conicei este: v conicd nedegenerata.

Deci v este o hiperbola.

b) Ecuatia polarei punctului A(1,0) in raport cu conica 7 se
obtine prin dedublarea ecuatiei conicei in punctul A, adica
3zxg — STy — dxyo + 3yyo + 2z + 2z + 2y + 2y + 4 = 0,
pentru xg = 1,99 = 0. Deci bx — 3y +6=0.

c¢) Intersectia dintre polara lui A i conica este data de sistemul

or—3y+6=0
322 — 10oy +3y? + 4z +4y+4=0 ~

care are solutiile (1 + @, 13—1 + @) , (1 _v22 11 @>,

care sunt coordonatele punctelor de intersectie, B si B’, ale
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polarei cu conica (chiar puncte de tangenta).

Atunci tangentele duse din A la v au ecuatiile:

.ox—1 y—0
AB : +v22 QJFS\/E
2

3
/. x—1 __ y78
AB': —v22 T 11 _ 522

2

3 6
d) Coordonatele centrului C' al conicei v se gdsesc rezolvand

1oF  _
sistemul % §% ,
29y = 0
unde F(z,y) = 322 — 10zy + 3y + 4z + 4y + 4.
Deoarece %—5 = 6x — 10y + 4 si %—5 = —10x + 6y + 4, avem
c(1,1).

e) Ecuatia care determina directiile li + mj ale axelor

conicei este (a1 — ag2)lm + ajz(m? —12) = 0.

Pentru conica v avem aj; = 3, ags = 3, a;a = —5. Daca

notdm cu k = 7 (I#0) panta unei drepte care are directia

(I,m) rezulta ecuatia

k> —1 =0, de unde k; = —1 si ko = 1 sunt pantele

axelor de simetrie. Cum axele trec prin centrul de simetrie

C(1,1), ele au ecuatiilley — 1 = —(z —1)siy — 1 =z — 1 sau

z+y—2=0siz—y=0.

f) Directiile celor doud asimptote sunt date de ecuatia

a11l2 + 2a12lm + a22m2 =0,

adicd 3k* — 10k + 3 = 0 (dacd [0 ludm k = Z7}). Avem

k1 =1/3, ko = 3 si prin urmare directiile celor doud asimptote

sunt i + 37 si 3¢ + j.

Daci li + mj este directia asimptotei, atunci ecuatia ei este
l@F or

ox tm oy

Deci, ecuatiile asimptotelor conicei v sunt

B3z —by+2)+3(=bzx+ 3y +2) =0si

383z —by+2)+ (=bzx+3y+2)=0,

adica 3z —y—2=0siz—3y+2=0.

Se observa ca centrul C' este pe asimptote, aga cum este nor-

mal.

g) Fie My(xo,yo) polul dreptei d in raport cu conica y. Atunci

0.
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polara lui My in raport cu ~ este chiar dreapta d.

Se scrie ecuatia polarei lui My(xo,yo) in raport cu ~:

(3xo — byo + 2)z + (—5xo + 3yo + 2)y + (2z0 +2yo+4) =0
si punem conditia ca aceastd dreaptd sa fie chiar dreapta d :
r+y—5=0, adica

3xo—5yo+2  —dxo+3yo+2 2x9 + 2yp + 4

~)eR.
1 1 5 ©

3$0 — 5y0 = A=2
—bxo+3yy = A—2 '
deundexozl—%@yozl—%§i)\:—
Deci g = yg = % si atunci Mo(g, %)
h) Orice dreaptd paraleld cu dreapta d are ecuatia
dy: z+y+2=0,2eR.
Intersectam conica ~ cu dreapta dy , adicd obtinem
sistemul

Rezulta sistemul {

wlco

322 —10zy +3y2 +4x +4y+4 = 0
r+y+A = 0

si punem conditia ca ecuatia de gradul doi in z sa aiba o
singurd radacind reald (pentru ca dreapta si fie tangenta la
conic).

Astfel, din y = —z — X rezulti 1622 + 16 Az +3X2 — 4\ +4 =0
si trebuie ca A = 64(A —2)2 =0, adici A = 2.

Deci existd o singurd dreapta tangenta la v, care este paralela
cud, de ecuatiex+y+2=0.

i) Diametrul conjugat cu directia lui d are ecuatia

ZBF or 0
Ox tm oy '
unde li+mj = i—j este directia dreptei d (vezid : y = —z+5,
de unde panta lui d este k = 7t = —1).
Astfel, ecuatia diametrului conjugat cu directia lui d este x —
y=20.
j) Mai intai gasim valorile si vectorii proprii ai matricei A
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asociata conicei 7.

3—A =5

Polinomul caracteristic Pa(\) = ’ 5 3 ‘ =(B-N)2%-
25 are rddécinile Ay = —2 gi Ay = 8 (valorile proprii).
Pentru \; = —2, sistemul care d& vectorii proprii asociati lui

A1 este

T 0 ox —oy = 0

A—\I =

( 12)<y) <0>©{—5m+5y_0
Atunci z = y = a (o € R) si un vector propriu asociat lui
A = —2este i =i+ j. Cum ||@;]| = V2 obtinem versorul
T/ _ 1 — _ 1 = 1 =~
1 —WHUIH = it 75
Pentru A\; = 8, sistemul care d& vectorii proprii asociati lui Ao
este

z\ (0 —5x—5y = 0
(A_Mb)(y ) - < 0 > @{ 5w -5y = 0
Atunci x = —a, y = a (o € R) i un vector propriu asociat
lui Ay = 8 este iy = —i+7. Cum ||a2|| = v/2 obtinem versorul
J'= Ty - sl = =58 + 57 -

Acum, se face schimbarea de repere carteziene ortonormate
R ={0;i,j} — R ={0;i,5 }

data prin relatiile
(7)-
Yy

— 1./ 1
{x—\{gx \{Qy

sau

(Mr(@,y) — M/(',y), rotatie

Relativ la noul reper R', ecuatia lui v este:
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M (@) 24+ Xa(y )2 +4 (%3} —~ %y) +4 (%x + %y) +4 =0,
adici v : —2(z)2 +8(y ) + %x/ +4=0.

($—2;/§)2 _(%72)2_1:0_

In final, se mai face schimbarea de repere ortonormate (translatie):

Deci v

R = {O;fl,jl} R = {O//;z/,j}

data prin

{3}/—\/5/ :” x//<:><$:>:-[2<x:>+<\/§)
y =y y Y 0

Atunci, ecuatia lui v relativ la reperul R” este

(@) )

22 12

si ea este ecuatia canonica a hiperbolei 7. Reperul canonic
este chiar reperul relativ la care conica are ecuatia canonica,
adica R = {O";7,5'}. B
Cum O%,(v/2,0), avem Q0" = v/2i’ =i+ J si astfel 0% (1,1).

Schimbarea de repere R — R este datd prin

11 "
G2 2)G)-()
L L 1" 1 .
) 2 V2 Y
8. Sad se arate cd locul geometric al punctelor din plan, pen-
tru care raportul distantelor la un punct fix F' (focar) si la
o dreapta fixd d (directoare) este egal cu constanta e (excen-

tricitate), este o conicd nedegenerata (elipsa, hiperbold sau
parabol3).

Solutie:

—1=0

Fixdm un reper cartezian ortonormat R = {O;i,j} in plan si
in raport cu acesta fie F\(zo,40),d : ax +by+c¢=0.
Fie M (z,y) un punct al locului geometric. Atunci
MF x—0)% + (y — yo)?
= e sau VI 0)° + (4 = o) —e&s

o e
a?+b
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5 (ax + by + c)?

2 2 _
(.’L‘—CU()) +(y_y0) - a? + b2

Dupa calcule, obtinem ecuatia carteziana generald a unei con-
ice

apz? + 2a102y + a22y2 + 2b1x + 2boy +¢c =0

unde a1 = a?® + % — €2a?, a12 = —e2ab, az = a® + b — €242,

by = —[zo(a® + b2) + e%ac], by = —[yo(a® + b%) + €2bc], ¢ =
(23 + y3)(a® + b?) — 22
Prin urmare, locul geometric este o conica nedegenerata, pen-
aj; a2 by
trucd A =| aj2 age be |#0 (prin calcul).
bl b2 C
Genul conicei este dat de discriminantul mic
§=| 1 M2 ‘ = (a2 +b2)2(1 — €?).
a2 a2
Atunci, conica este elipsd pentru e < 1 ( § > 0), parabola
pentru e = 1 (6 = 0), hiperbold pentru e > 1 (§ < 0).
Observatie: Daca alegem reperul R astfel incat axa Oz L d
si O = F, ecuatia conicei se reduce la 22 + y? = €?(x — a)?,
unded : z—a=0.

2b2

. In punctele de intersectie ale conicei v : z2 — 2zy + y% + 2z —

6y = 0 cu dreapta d : 3z —y + 6 = 0, se duc tangentele la
aceasta conicd. Sa se gaseasca punctul de intersectie al acestor
tangente.

Solutie:
2 2 G —
Din sistemul * 2zy +y” 42w =6y =0
y=3x+6
rezulta ;1 = —1,y;3 =3 sau x2 =0,y2 = 6.

DeciyNd = {Ml(—l, 3), MQ(O, 6)} .

Tangenta la v in punctul M (xg,y0) € v are ecuatia

xTTo — Toy — Yo + Yyo + T + xo — 3y — 3yo = 0.

Atunci ecuatia tangentei la v in M este —3z +y — 10 =0 gi
ecuatia tangentei la v in Ms este —5x + 3y — 18 = 0.
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Rezolvand sistemul format cu ecuatiile celor doua tangente

—3z+y—10 = 10
—br+3y—18 = 0

se obtin coordonatele punctului de intersectie al celor doua
tangente, A(—3,1).

In Fj relativ la reperul cartezian ortonormat R = {O;1, 7, k},
se da cuadrica

I 202 +16y% + 222 — 8oy +8yz — 22—y +22+3=0.

Se cer:

a) natura cuadricei si rezolvarea problemei centrelor;

b) ecuatia planului tangent la I" in punctul My(xo,yo,20) € T’
si ecuatiile normalei la I' in acelasi punct;

¢) ecuatia canonicd a cuadricei I gi reperul natural atagat aces-
teia.

Solutie:
a) Matricea formei patratice asociatd cuadricei I' este
2 -4 0
A = -4 16 4 si atunci discriminantul mic asociat
0 4 2
2 -4 0
cuadricei este 6 = | —4 16 4 | =0, iar discriminatul mare
0 4 2
2 -4 0 -1
-4 16 4 -3
este A = 0 4 9 12 = —81#40.
-1 - 1 3

2
Prin urmare, I" este cuadricd nedegenerata, fard centru (unic

de simetrie).
Coordonatele eventualelor centre (de simetrie) sunt date de

sistemul
OF 0

. oF 0

oF
oz = 0

Y

N[ = N[ =N =
Q)



202

CAPITOLUL 8. CONICE §I CUADRICE

unde
F(z,y,2) =222+ 16y% + 222 — 8xy + 8yz — 2z — y + 22 + 3.
Sistemul de ecuatii liniare care rezulta

2 — 4y = 1
—4x + 16y + 42 = % , este incompatibil
dy+2z =-1

(vezi si d =0, dar A=0).

Deci cuadrica I' nu are nici un centru de simetrie.

b) Prin dedublare in punctul My(zo,yo,20) € I', ecuatia plan-
ului tangent la I' in My este

2xxo + 16yyo + 2220 — dxoy — dayo + 4yoz + dyzo — x0 — T—
—1yo— 2y + 2+ 2+ 3 =0,adica

(2mo — dyo — 1)z + (—4zo + 16yo + 420 — 3)y+

+(4y0 + 220 + 1)z + (—20 — 3y0 + 20 +3) = 0.

Normala la T in M (care este o dreapta ce trece prin M) si este
perpendiculara pe planul tangent la ', in M) are ecuatiile

T — X0 _ Y — Yo _ Z— 20
2w0 —4yo— 1  —dwo+ 16yo + 420 — & dyo+220+1°

Altfel, ecuatiile planului tangent, respectiv normalei la I' in
My (o, Yo, 20) sunt
(@ — z0) - FE (w0, 90, 20) + (v — o) - ?TI;(:EanOa 20)+
+(Z - ZO) : %(woayovz[)) =0,
T—X0 — Y—Yo — Z—20

9 (x0,50,20) %(90071;0%0) 98 (20,y0,20)

c) Mai intai se gdsesc valorile proprii ale matricii A, rezolvand
ecuatia caracteristicd det(A — AI3) = 0, adicd

Rezulta valorile proprii A\; =0, Ao =2, A3 = 18.
In continuare, pentru fiecare valoare proprie, se determina vec-
torii proprii corespunzatori.
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Pentru A\; = 0, se rezolva sistemul liniar omogen

T 0
(A=X\I3) | v =10 , adica
z 0
2cr—4y = 0
—4dx+16y+4z = 0
dy+2z = 0

Rezultd x =2a, y =, 2z = —2a (e € R).

Atunci un vector propriu corespunzitor lui \; este de forma
71 = a(2i +j —2k), a € R*, iar pentru o = 1 se obtine
U1 = 2i + j — 2k cu lungimea ||| = V4 +1+4=3.
Retinem versorul 7= {|u11 iy = 2i+ 35— 2k.

Pentru Ao = 2, se rezolva sistemul liniar omogen

x 0
(A=XaI3) | v | =1 0 |, adica
z 0
-4y = 0
—4r +14y+42z = 0
4 = 0

Rezulta z =a,y=0, z=a (€ R).
Atunci un vector propriu corespunzéitor lui Ay este de forma
U = a(i + k), a € R*, iar pentru o = 1 se obtine @ig =i + k

cu lungimea ||dg|| = I+ 1 = V2.

: To=-1 g,=-L1i4+ LF
Retinem versorul j = el U2 = 5t + \/ikz.
Pentru A3 = 18, se rezolva sistemul liniar omogen

x 0
(A=Xsl3) | v | =1 0 |, adica
z 0
—16x—4y = 0
—dx —2y+4z = 0

4y —16z = 0
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Rezultd = o, y = —4da, 2= —a (e € R).
Atunci un vector propriu corespunzitor lui A\; este de forma
73 = afi — 43;— k), a € R*, iar pentru a = 1 se obtine
U3 =1 — 47 — k cu lungimea ||a3|| = \/1 + 16 +1=3v2.

: 1 = .
Retinem versorul £ = s U3 = 3\[ 3\[] 3fk

Conform teoriei operatorilor liniari simetrici, baza {z g K}
este ortonormata si pozitiv orientatd (vezi faptul ca determi-
nantul matricii de trecere de la baza {3, 7, k} la baza {7, 7, k'}
are valoarea 1).

Prin urmare, se face schimbarea de repere carteziene ortonor-
mate

2
z 3 ﬁ 7
datdprin | vy | = : 0 3\4[ (rotatie)
2 1
§ 5 Tas

si astfel, se obtine ecuatia lui I relativ la noul reper cartezian
ortonormat R':

A(2)2 4 Ao ()2 + Aa(2)? 2( x+fy T )
_<%xl_v )+2<_§$ ‘1‘%@/ _V )+3—0 adica

9 1
6

In final, se face schimbarea de repere carteziene ortonormate

R ={0'=0si.j K} — R"={0"7,j .k},
z z 1
dataprin [ ¢ | =I3-| ¢ |+ [ 0 | (translatie)
Z/ Z” 0

Ecuatia cuadricei I relativ la reperul R” :
1" 2 1" 2
W)

) G




8.1. PROBLEME REZOLVATE 205

11.

reprezintd forma redusd (canonicd) a ecuatiei cuadricei I' sau
ecuatia canonicd a lui I'. Din forma ecuatiei canonice se ob-
serva ca I' este un paraboloid eliptic.

Reperul natural al lui T’ este reperul R”, in raport cu care
cuadrica are ecuatia canonicd de mai sus. Originea reperu-
lui natural, 0", are, relativ la reperul R’, coordonatele 1,0, 0,
adici 007 =7 = 2j+ 15— 2.

Deci schimbarea de repere R — R este data de

2 1 1 " )
T 3 V2 32 z 3
I I A " ?
Yy = 3 32 ’ Yy + 3
P . 2 L 1 Z// - 2
3 V2 3v2 3
(rototranslatie)

Fie cuadrica I': 22 +y% + 22 — 122 — 4y + 1 = 0, datd relativ
la un reper cartezian ortonormat R = {O;i, 7, k} .

a) Ardtati ca I' este o sferd si gésiti coordonatele centrului ei
si raza ei;

b) Determinati punctele din spatiul E3 care au puterea cea
mai micd fatd de sfera I';

¢) Determinati punctele din planul 7 : x 4+ z — 2 = 0 care au
puterea cea mai mica fatd de sfera I';

d) Determinati punctele de pe dreapta

d : :”T—l = y;rQ = z:ll care au puterea cea mai mica fatd de
sfera I';

e) Cercetati pozitia planului 7 ¢ z4y+2—1 = 0 fatd de sfera T
si, daca este cazul, gasiti coordonatele centrului cercului ey
i raza lui;

f) Gasiti ecuatiile tangentei la cercul 7 NT in punctul
P(x0,y0,20) € 7 NT.

Solutie:

a) Ecuatia lui I se scrie
(22 =122+ 36) + (y?> —4dy +4) + 22— 36 — 4+ 1 = 0 sau
(x—6)2+ (y — 2)% + 22 = (V/39)? si atunci I este o sferd de
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razd R = /39 si de centru C (6,2,0).
b) Puterea punctului M(z,y,z) € E3 fatd de sfera T' este
numarul

p(M) Zp(x,y,x) :MCZ —R2 = -39

Deci min {p(M)|M € E3} = —R? = p(C), adicd existd un
singur punct in spatiu M = C' (centrul sferei) care are puterea
fatd de I' cea mai mica.
¢) min {p(M)|M € } = min {(z—6)>+(y—2)2+22-39|z+2 =
2} =min{(z — 6)? + (. —2)2 + (y — 2)2 = 39|z,y € R} =
=(4-6)2+(4-2)2+(2-2)2-39=—-31=p(M(4,2,-2)),
pentru ci expresia (z—6)2+(z—2)2+ (y—2)2 -39 are valoarea
minima pentru y—2 = 0 5i (v —6)%+(x—2)? = 222 —162+40 =
—% = 8 = minim4, adicd y =2, x = —% =4, z=-2.
Deci punctul din planul 7 care are puterea cea mai mica fata
de sfera I' este M (4,2, —2).
d) Ecuatiile scalare parametrice ale dreptei d sunt

r = 1+t

y = —2+3t

z = 1—-1
Puterea unui punct M(z,y, z) € d fatd de sfera I" este
p(M) = (14+t—6)24(—243t—2)2+(1—¢)2 -39 = 11¢>—36t+3

si atunci valoarea sa minima —% = —% se atinge pentru
t=—2L =18 adici pentru M(29/11,32/11, -7/11).

e) Distanta de la centrul C' al sferei T la planul 7 este

!

6-1+2-14+0-1-1 V3
:‘ + * ‘: \[<R:v39.
V12 412 412 2

Deci intersectia dintre planul 7 si sfera T' este un cerc v de

L . 7 2/51
centru C' si raza r. Mai mult, r = \/R2 — (p(C, 7 ?)2 = T\ﬁ
Pentru a gdsi coordonatele centrului cercului v, C', mai intai
vom scrie ecuatia unei drepte ce trece prin C gi este perpen-

: 5 ! sy z—6 _ y—2 _ z2—0
diculara pe planul 7, adica 7 = 3= = %5

p(C,m)

Cum C' este chiar proiectia lui C' pe planul 7/, rezolvand sis-
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12.

13.

r—6=y—2==2 . /
temul { oyt r—1=0 se obtine C" (11/3,—1/3,-7/3).

f) Tangenta la cercul 7 in punctul P(xg,yo,20) € v se afla la
intersectia planului 7 cu planul tangent la sfera I' in P. Deci
are ecuatiile

{ z+y+2—1=0

(zo — 6)z + (yo — 2)y + 20z + (=670 — 2yo + 1) =0

Se considera familia de conice datd de ecuatia:
2242y + AP+ 2 2 +2y+ A +1=0 ) €R

a) S& se determine A pentru care cuadrica are centru.

b) Sa se determine locul centrului cuadricei cand A variaza.
Solutie:

Pentru a determina centrul cuadricei, formam sistemul:

OFw2) — 90 4 20y + 20 =0
P02 — 9\g + 20y +2 =0

unde F(z,y,2) = 22 + 2 \zy + M\y? + 2 z + 2y + A + 1.

Formam sistemul :

{2x+2)\y:—2)\ { T+ Ay =—\

2z 4+ 2 y = =2 Ax+ Ay =—1
LA e
A= \ A ==\

Pentru a avea centru, trebuie ca A # 0, deci valorile cautate
la punctul a) sunt R\ {0,1}. Pentru a rezolva sistemul, fie
1 =X

2 2 .

A1 1 ==X+ A Ay = 1 = —14 \°, deci
_)\2 _ 2

T = AAI = )\,;\5)\ =Ly=%-= )\1+>\A2 = -1 %7 A€

R\ {0,1} deci locul geometric este format din dreapta = = 1,
mai putin punctele (1,—1), (1,-2).

Sa se gaseasca ecuatiile generatoarelor rectilinii ce se pot duce
prin punctul P(—1/2,—1,—1), pe cuadrica :
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[:dx? +y? + 22 +doy +42z+yz + 8+ 3y +52+4=0.
Solutie:

Daci T = v'i 4+ v2j + 13k este vectorul director al unei genera-
toare rectilinii, atunci cele doud conditii ce trebuie indeplinite,

conform teoriei pentru ca dreapta ce trece prin P si are un vec-
tor director pe U si fie generatoare rectilinie se scriu:

4 2 2 vt
(1) (w203 - 2 1 1/2 v | =0
2 1/2 1 v3
4 2 2
@2 [(-1/2,-1,-1)- | 2 1 1/2 | +(4,3/2,5/2)
2 1/2 1 )
vl
v? =0
1}3
Obtinem :

(1) 4(vh)2 4+ (v2)% + (v3)2 + 4vM? + dolvd + 0203 =0

(2) 20t +02 =0

Inlocuind (2) in (1)’ obtinem (v3)? = v2v?, deci avem doui
cazuri :

caz 1) v® = 0, 20! 4+ v? = 0; alegand v? = 2, obtinem a; =
(_17270)
caz 2) v3 = v?, 2v! +v? = 0; alegand v? = 2, obtinem @y =
(_17272)

Vom scrie acum pe rand ecuatiile dreptelor ce trec prin P
si au ca vector director pe ap, respectiv ae. Deci cele doua
generatoare vor fi :

dy:x=—t+1/2;y=2t—1; 2= -1
A :x=—t+1/2;y=2t—1;2=2t—1

S4 se afle ecuatia planelor tangente la elipsoidul 2x? + y? +
322 — 1 = 0, perpendiculare pe dreapta
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15.

d:x=y=z
Solutie:

Ecuatia generald a unui plan tangent la elipsoidul dat are
forma :
2z0x + Yoy + 3202 — 1 = 0.

Vectorul director al dreptei d fiind @ = (1,1,1), daca acest
vector este perpendicular pe planul tangent, vom avea relatia:

2o Yo _ 320

1 1 1
2 2
De aici, tindnd seama ca %0 +y(2]+ %0 —1 = 0 obtinem %yg =1,

deci yg = i\/%'

Vom avea deci doud puncte ale cidror coordonate

.o . .. . 6 . 6 . 6 :
le determinam din relatiile de mai sus, P1(y/ 2151/ 115 \/ 99) S
Py(—4/ 4%; —/ %; —4/ %) si deci doua plane tangente in punctele

respective:

Ty 1/%3:-1—\/%214—\/%2:—1:0,
7722—\/%33—1/1%3/— %2—1:0.

Sa se aducd la forma canonica, precizandu-se schimbaérile nece-
sare de coordonate, urméatoarea cuadrica:

Do — 2%+ 22 + 4oy + dyz — 1022 + 22 + 4y — 102 — 1 = 0.

Solutie:

1 2 =5
Fie A = 2 =2 2 matricea asociatd cuadricei in

-5 2 1
reperul initial.
Avem:

1 2 =5
0= -2 =0,



210

CAPITOLUL 8. CONICE §I CUADRICE

deci cuadrica este degenerata.

Calculam valorile proprii al operatorului liniar asociat matricii
simetrice A in baza canonica:
1—A 2 -5
PN =] 2 —2-X 2 |=-X+36)1=
-5 2 1-A

= (A—6)(A+6)(—A), deci valorile proprii sunt 6, —6 si 0. Vom
cduta acum sd gasim o baza ortonormata formata din vectori
proprii corespunzatori valorilor proprii:

Caz 1) Pentru A = 6, vectorul 7 = (v',v?,v3) este vector
propriu al valorii A = 6 dacd si numai dacd (A —6-1) -7 =
0, unde I este matricea unitate. Transcriind in coordonate,
obtinem sistemul:

5 2 =5 vl 0
2 -8 2 2 l=10]=
-5 2 -5 V3 0

—5vl +20%2 — 503 =0
20l — 82+ 203 =0
—5vl + 202 =503 =0

2 3

Considerand v',v? necunoscute principale si v® necunoscuti

secundard obtinem v! = v3, v = —¢3. Luim v® = 1 si

obtinem 7; = (1,—1,1). Mai departe, prin normare, obtinem
1 1

f1=(50,—%)
Caz 2) A = —6. Procedand ca mai sus, obtinem sistemul:
Tl + 202 — 503 =0
20! 4+ 402 + 203 =0
—50" + 20% + Tv® = 0

2

Considerand v', v2 necunoscute principale si v>necunoscuti se-
1 3,2

cundars obtinem v! = v3, v?2 = —v3. Luim v = 1 si obtinem
vectorul 7 = (1,—1,1) . Mai departe, impartind prin norma

lui 73, obtinem fo = (i37 —%, %)
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Caz 3) Pentru A = 0, procedand ca mai sus obtinem sistemul

1 2 =5 vl 0
2 -2 2 v l=(0]|=
-5 2 1 v3 0

vt 202 — 503 =0
20! — 202 + 203 = 0
—5vl + 202+ 03 =0
Alegem v',v? necunoscute principale, v3 necunoscutd secun-
3
dari. Obtinem v! = v3,0%? = % - Dand valoarea v3 = 2,
obtinem vectorul 7 = (1,2,1) . Mai departe norméand pe 73,
i Fo—(L 2 1
obtinem vectorul f; = (\/6’ 75 \/6)'
Efectudm acum schimbarea de reper
{0761762763} - {07 f17 f27 f3} :

Coordonatele se vor schimba dupa regula:

1 1 1 '

Z V2 V3 V6 Z

— 0 1 2 !

Yy V3 V6 Yy

P 1 1 1 P
V2 V3 Ve

Introducand aceste relatii in ecuatia cuadricei, obtinem:
6(')” = 6(y/) + 25" + Jgv' + J52) + A= gy + F) -
10(—%1'/ + %y' + %z’) ~1=0=

6(z')? = 6(y)* + B2’ = Fy' —1=0=

6(a'+ )2 = 6(y' + 5)°-2=0=

@+ 5P -+ 5 -1=0

Efectudnd schimbarea de reper sugerata de relatiile intre co-

ordonate:
" / 1
r=x + =
2
/A / {
Yy =y + 7B
Z” — Z/

adica {0771772773} - {O/(_%7 _%70)’71’72’73}’
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B an A3 a4 A9

4 e

VAYAYATAY,

Bl gz B3 @3 BS

obtinem forma canonicé

(IE”)Q o (y//)2 o g =0

deci cuadrica data este un cilindru hiperbolic.

Pe figura este reprezentat un mecanism cu articulatii care con-
std din barele OA1, OBy, C As, C Bs de lungime a gi din barele
A;Bit1, Ai+1B; de lungime 2a. Atunci cind C se apropie sau
se departeaza de O, sd se giseasca locurile geometrice ale ar-
ticulatiilor A; si B;.

Solutie:

—
Considerand reperul ca in figurd si notand ||[OA}|] = A >
0, parametru, punctele articulatiilor vor avea coordonatele

Al()‘a \% a? — A2) ) Bl()‘a -V a? — )‘2) ’
As(3X\, Va2 — \2) |, Ba(3)\, —Va2 — \?) | ...
Eliminand parametrul A dintre cele doud coordonate ale

punctelor A; si B; se obtine:

- punctele A; si By descriu cate un sfert din cercul de ecuatie
()’ + (y)* —a* =0
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17.

Br-a,0) o Afam

- punctele As si By descriu cate un sfert din elipsa de ecuatie

1,2 2
G + U —1=0;

- punctele A; si B; descriu cate un sfert din elipsa de ecuatie
2 2 )
e + Y —1=0,(i=3,4,5),

a2

Doud bare articulate in punctele fixe A si B se rotesc in sensuri
opuse intersectandu-se mereu in punctul mobil P si formand
in orice moment cu directia fixd AB unghiuri complementare.
Sa se afle locul geometric al punctului P.

Solutie:

Considerand reperul ca in figurd, ecuatiile celor doud bare
sunt:

(AP) : y = (z — a)ctga

(BP): y= (¢ +a)tga

Eliminadnd, prin inmultire, parametrul «, se obtine ecuatia
locului geometric, z2 — y? — a®> = 0, care este ecuatia unei

hiperbole echilatere. Evident, in mod practic, punctul P
descrie doud arce simetrice din aceasta hiperbola.
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Probleme propuse spre rezolvare

. Sa se reduca la forma canonica si sa se reprezinte grafic conica

de ecuatie:

222 — 6y + 10y? — 8z + 12y + 2 = 0.

. 54 se reduca la forma canonica si sa se reprezinte grafic conica

de ecuatie:

722 — 8xy 4+ % — 6z + 16y + 1 = 0.

. Sa se determine « astfel incat ecuatia

202 —xy —y? +ar — 5y +14 =0

sa reprezinte ecuatia a doua drepte.

. Sa se reduca la forma canonica si s se reprezinte grafic conica

de ecuatie:

42% — dzy +y? — 20 — 14y + 7 = 0.

. S& se determine « astfel incat ecuatia

42 + 122y + oy + 62+ 9y +2 =0

sd reprezinte ecuatia a doua drepte.

. Se da conica I' de ecuatie:

2% —bry +6y° +x+3y—4=0.
Sa se scrie ecuatia tangentei la conica in punctul de coordonate
(1,1).
S& se determine coordonatele centrului O’ al cuadricei de ecuatie:
x2—|—y2+522—6my+2:cz—2yz—4x+8y—12z—|—14:0.

Sa se efectueze o translatie in centrul cuadricei gi s& se scrie

ecuatia cuadricei raportatd la noul sistem translatat O'z'y’z’.
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8. Sa se calculeze distanta dintre punctele de intersectie ale dreptei
d de ecuatii parametrice:

x(t)=t, yt)=2—1t, z(t) = -3+ 2t

cu cuadrica de ecuatie:

22—+ 2% —dy+62+9=0.

9. Sa se stabileasca natura cuadricelor de ecuatie:

922 (1 + ) — 162 (A —3) +3622 (A —2) — 182 (1 4+ \) — 64y (A — 3) —
—55A+57=0, A€ R.

10. Fie paraboloidul hiperbolic de ecuatie:
2

2 P

T _d .,
9 4

si punctul M (0,2, —1).

1) S& se scrie ecuatiile generatoarelor rectilinii care trec prin
M.

2) Sa se calculeze masura unghiului dintre aceste generatoare.
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Capitolul 9

Curbe

Fie R" spatiul euclidian canonic cu n dimensiuni, 7TpR" spatiul tan-
gent in punctul P la R" si Jp : R” — TpR" izomorfismul canonic.
Notdm cu I un interval deschis (alteori inchis, semiinchis sau reuni-
une de intervale) din R.

Definitia 9.1. O functie diferentiabila o : I — R" se numeste
curba parametrizatd (drum) si se noteaza cu (I, «).

Imaginea « (I) C R™ se numeste suportul curbei parametrizate
(a drumului). « se numeste parametrizare, iar ¢ € I se numeste
parametru.

Din definitia lui « (1) rezultd echivalenta:

Pea(l)edtel,Peal(t).

Daca raportdam pe R” la baza canonicd, atunci func tia « este car-
acterizata prin coordonatele ei euclidiene

a(t)=(x1(t),z2(t),..;xn (t)),t €T

In contextul in care o este numitd curbi parametrizats, relatiile
z1 = x1 (t), xa = x2(t), ..., T = T, (t) se numesc ecuatiile para-
metrice ale curbei.

Definitia 9.2. Un punct P al lui a se numeste simplu daca
exista o singurd valoare ¢t € I astfel ca a (t) = P. Daca exista mai

219
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multe valori distincte ¢ astfel ca « (t) = P, atunci punctul P se
numeste multiplu.

Definitia 9.3. Daci functia o : I — R" este diferentiabila si
injectivd, atunci (I, o) se numeste curbd parametrizatd simpla.

S& presupunem cd avem o functie de tipul « : [a,b] — R™.
Aceasta functie se numeste diferentiabild dacd poate fi extinsa
diferentiabil la un interval deschis ce contine [a, b].

Definitia 9.4. Daca pentru functia diferentiabila
a: [a,b] — R™ are loc a (a) = a(b), atunci (I, @) se numegte curba
parametrizata inchisa.

O curba parametrizatd inchisd pentru care restrictia la [a, b) este
injectiva se numeste curba parametrizata simpla si inchisa.

O curba parametrizata (I, ) se numeste periodica daca exista
un numar 7' > 0, astfel incat t + T € I, a(t+T) = a(t), Vt €
I. Cel mai mic numar 7' care se bucurd de aceastd proprietate se
numegte perioada lui a. Se poate demonstra ca imaginea unei curbe
parametrizate inchise admite o reprezentare parametrica periodica.

Definitia 9.5.  Un punct P = «(¢) al drumului suport al
curbei parametrizate (I,«) in care a’—(t)> #* 0 se numeste punct
regulat (al curbei). Dacd o (t) # 6), vVt € I, atunci curba (I, ) se
numeste curba parametrizata regulata. .

Dacé P este un punct regulat, atunci punctul P i vectorul o/ (t)
determing o dreapta care apare ca limita dreptei PQ cand P = « (t)
este fix, iar ) tinde cétre P de-a lungul drumului suport al curbei.

Definitia 9.6. Submultimea C C R™ se numeste curba (sub-
varietate unu dimensionald) daca pentru orice M € C, exista o curba
parametrizata regulatd (I, «) al crei suport « (I) este o vecindtate
deschisa a lui M in C, iar aplicatia o : I — «(I) este homeomor-
fism; curba parametrizata (I, «) cu aceastd proprietate se numeste
parametrizare locald a curbei C in vecindtatea punctului M; daci
a(I) = C, parametrizarea (I, «) se numegte globald, iar C se nu-
meste curbd simpld (« () C C se mai numeste arc elementar de
curba).

Definitia 9.7. Fie P un punct regulat al curbei parametr@e}

(I,a). Dreapta care trece prin P gi are ca vector director pe o (t)
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se numegte tangenta la drumul suport al curbei (I, «) in P (o vom
numi in continuare tangenta la curba).
Definitia 9.8. Hiperplanul care trece prin P si are drept

vector normal pe o (t) se numegte hiperplan normal la drumul su-
port al curbei parametrizatd (I, «) in P (il vom numi in continuare
hiperplan normal la curba).
Pentru elementele descrise anterior avem urmaétoarele ecuatii:
- tangenta
x1—x1(t) w9 — 22 (t) Ty — Ty ()

() W) )

-hiperplanul normal
(x1— 21 (8) 2y () + (w2 — 22 (t)) 2 (¢) + - -
+ (xp — 2 ()2l (t) =0.
Un punct al unei curbe poate sd nu fie regulat.
Definitia 9.9. Un pu&P = «a(t) € a(I) corespunzitor unei

valori a lui ¢ pentru care o (t) = 0 se numegte punct singular (al
curbei).
Definitia 9.10. Fie P un punct singular de ordinul m. Dreapta
—_—

determinati de punctul P si vectorul o™ (t) se numeste tangenta
la drumul suport al curbei (I, «) in punctul P.
Hiperplanul care trece prin P gi are drept vector normal pe

alm) (t) se numegte hiperplan normal la drumul suport al curbei
(I,a) in P.
Sumarul definitiei 9.10. este urmatorul:
tangenta drumului suport al curbei in punctul P are ecuatia:
x1—x1(t) w2 — 2 (F) Ty, — T (L)

=™ (1) 5™ (1) 20 (1)

iar hiperplanul normal la drumul suport al curbei in punctul P are
ecuatia:
(21— 1 (8) 2™ (1) + (22 — 22 (1) 25 (8) + - +
F (20 — a0 (8) 2™ (1) = 0.
Planul osculator.
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Fie C o curbd in R®, M (z,v, 2) si M; (z1,y1, 21) doudl puncte pe
drumul suport al lui C gi 7 versorul tangentei la drumul suport al
curbei in punctul M.

Definitia 9.11. Fie planul P ce contine pe 7 si M;. Planul 7,
ce se obtine cind M; — M, se numeste planul osculator la drumul
suport al curbei C in punctul M (il vom numi plan osculator la
curba).

Teorema 9.1. Dacid 7 =r () este ecuatia vectorialg a curbei
C, iar ecuatia tangentei in punctul ¢ la drumul suport al curbei C
este datd vectorial de R = @ + )\% , ‘%‘ # 0, atunci ecuatia
planului osculator este data de produsul mixt

<(R—r),<fl: . jj;")) 0

Completare 9.1. Daca curba C este data prin ecuatiile ei
parametrice, planul osculator este definit de

X—2 Y-y Z—-=z
x/ yl Z/ — O,
:L,// y// Z”
sau folosind numai diferentialele se obtine

X—ax Y-y Z—-=z
dx dy dz = 0.
d’x d?y d?z

Completare 9.2. Rationamentul de mai sus functioneaza daca
dF nu este paralel cu d?7. S& ardtim ci daci acest fapt se intampla,
curba C are drept suport geometric (drum suport) o dreaptd. Avem
d’7 = M\dF, deci 2" = a2’y = o/, 2" = a2/, sau © = a1 + bre™,
Yy = as + bae®, z = az + bze™ sau

r — al . Yy —ag . Z — as

b1 bo by

deci o dreapta.
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Completare 9.3. Dacd o curbd are toate punctele suportului
sau geometric (drumul suport) situate in planul osculator, acesta
este o curba plana.

Binormala.

Fie C o curba in R3 si M (z,y, 2z) €drumului suport al lui C.

Definitia 9.12. Se numeste binormala in punctul M la drumul
suport al curbei C, dreapta B perpendiculard pe planul osculator (o
vom numi binormala la curba).

Teorema 9.2. FEcuatiile binormalei B in punctul M la drumul
suport al curbei C sunt

X -z Y —y Z —z
yl Z/ Z/ x/ fL'I y/
y/l Z” Z” .'E// :L,// y//

Completare 9.4. Versorul binormalei B este dirijat in aga fel
incat (?, v, B) formeaza un triedru drept (7 este versorul normalei
principale). Avem deci relatiile

T=UxB, V=BXT, B=TX7D.

Completare 9.5. Ecuatia vectoriald a binormalei este

- dr  d*r
R_T—A<dt><dt2>

Normala principala.

Fie C o curbd stramba, M edrumului suport al curbei C, T ver-
sorul tangentei, A/ planul normal si 7 planul osculator la drumul
suport al curbei in punctul M.

Definitia 9.13. Se numegte normald principald la drumul
suport al curbei C in punctul M, normala la drumul suport al curbei
C, drum suport situat in planul osculator dirijat dup# d?7 (o vom
numi normala principald la curbd).

Notam cu 7 versorul normalei principale.

Teorema 9.3. Ecuatiile normalei principale sunt

X—z Y -y Z —z
yl Z/ = Z, a,:l = a,:l yl )
m n n 1 I m
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y/ ZI

unde [ = el m = " "

2" x
toate derivatele fiind calculate in punctul M (x,y, z) .

Observatia 9.1. Normala principala n este intersectia intre
planul normal

Y

(X —z)+y (Y —y) +2(Z-2)=0
si planul osculator
I(X—2)+m (Y —y)+n(Z—-2)=0.

Planul rectificant.

Fie C o curba in R3 si M (x,y, z) € drumului suport al curbei C.

Definitia 9.14. Planul ce trece prin M si este perpendicular
pe normala principald se numeste planul rectificant in punctul M al
drumului suport al curbei C (sau plan rectificator al curbei).

Teorema 9.4. FEcuatia planului rectificant in punctul M este

z Y o -0,
l m n
ol y B O B oy
undae ¢ = oo | = " no|s = nwoooa |
Yy oz 2o 2y

toate derivatele fiind calculate in punctul M.

Completare 9.6. Planul normal AV, planul osculator 7 si planul
rectificant R formeaza un sistem de trei plane rectangulare doud cate
doua.

Completare 9.7. Ecuatia vectoriald a planului rectificant este

—  _dr dr  d°F
<R_T’dt X <dt X dt2>> —0 .
Elementul de arc al unei curbe in spatiu.
Elementul de arc al unei curbe C este dat de

ds = \/dz? + dy? + dz2.
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Teorema 9.5. 1. Dacid C este definitd printr-o reprezentare
parametrica

atunci
1./2 +y/2 +2/2dt'

2. Dacd C este definita vectorial 7 = r (¢) , t € I,

97,

T

dt.
dt

ds = |dr| =

Din definitiile date anterior, rezulta:

1. planul normal N este determinat de versorul normalei
principale 7 si versorul binormalei f3;

2. planul osculator este determinat de versorul tangentei 7T si
versorul normalei principale 7;

3. planul rectificant (sau rectificator) este determinat de ver-
sorii tangentei 7 si binormalei 3.

Triedrul format de (?, U, B) se numegte triedrul Frenet.

Curbura.

Indicator sferic. Se considerd o curba C cu drumul suport
situat in R3si o sferd S de razd 1, cu centrul in O. Fie Misi My
doud puncte pe drumul suport al lui C si fie T versorul tangentei la
drumul suport al curbei C intr-un punct M situat pe arcul MMy
intre cele doud puncte. Fie 7/ un versor cu originea in O echipolent
cu 7 , deci cu extremitatea sa pe sfera S in punctul M’. Cand M
parcurge arcul M;Ms, de la Mila M, punctul M’ descrie pe sferd
un arc M{ M.

Definitia 9.15.  Arcul MM/} se numeste indicator sferic al
tangentelor arcului M1 Ms de pe drumul suport al lui C.

Definitia 9.16. UnghLu_lEicut de cele doud tangente in M; si
M; este egal cu unghiul M]OM) si se numeste unghiul de contin-
genta al tangentelor in M; si Mo.

Curbura. Daca notam cu sy, — sy, lungimea arcului M Ms
si o)1y — oy lungimea arcului My Mjavem:
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Definitia 9.17. Raportul

Ko o— O'Mé — O'M{
= —2—— 1
SMy, — SM,
se numeste curbura medie a arcului M; M .
Definitia 9.18. Cand My — My = M, curbura K, are limita
(daca existd) data de
do
K=—
ds
si se numesgte curbura drumului suport al curbei C in punctul M (o
vom numi in continuare curbura curbei).
Definitia 9.19. Inversa curburii

p =

K

se numeste raza de curburd p a drumului suport al curbei C in
punctul M (o vom numi in continuare raza de curbura a curbei).

Teorema 9.6. Curbura curbei C intr-un punct M al drumului
sdu suport este data de

1 do
K ds’
unde df este diferentiala unghiului de contingenta al tangentelor.

Torsiune.

Indicatorul sferic al binormalelor la drumul suport al unei
curbe C se construieste in mod analog ca in cazul tangentelor. Daca
B este versorul binormalei la drumul suport al curbei C intr-un punct
M situat intre punctele M si My, fie 3’ un versor cu originea in O,
echipolent cu 3, deci cu extremitatea sa pe sfera S in punctul M”.
Cand M parcurge arcul MM, de la Mila Ms, punctul M"” descrie
pe sferd un arc M7 M} .

Definitia 9.20. Arcul M{MY se numeste indicator sferic al
binormalelor arcului M;Ms de pe C.

Definitia 9.21. Unghiul fic_ti de cele doud binormale in
M; si My este egal cu unghiul M{OMY si se numeste unghiul de
contingenta al binormalelor in M7 si Ma.
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Daca notam cu spz, — spr, lungimea arcului My Ms si unghiul de
contingentad ¢y — ¢; al binormalelor, avem:
Definitia 9.22. Raportul
1 g

T  SMy — SMy
se numegte torsiunea medie a arcului M;Mo.
Definitia 9.23. Cand My — My = M, ﬁ are limita % (daca
existd) datd de
1 dy
T ds’
care se numeste torsiunea drumului suport al curbei C in punctul
M (o vom numi in continuare torsiunea curbei).
Definitia 9.24. Inversa torsiunii in punctul M

_ds

T ="
dp

se numegte raza de torsiune a drumului suport al curbei C in punctul
M (o vom numi in continuare raza de torsiune a curbei).

Formulele lui Frenet.

Fie C o curbd si M un punct situat pe drumul siu suport din R3.
Folosind notatiile precedente, adica T reprezintd versorul tangentei,
7 versorul normalei principale, iar B versorul binormalei, are loc
urmatorul rezultat.

Teorema 9.7.Intre versorii triedrului Frenet, % si % exista ur-
matoarele relatii:

ar _ v

L. E=7,
g _ v

2. = T
v _ _ T B

3. = p—i—T,

numite formulele lui Frenet.

Aplicatii ale formulelor Frenet.

1. Drumul suport al unei curbe C, situat in R? este o dreapts
dacd si numai daca

1
- =0
p
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2. O curbd este “pland” daci si numai daca

Observatia 9.2. O curbd pland are drept plan osculator la
drumul sau suport chiar planul acestuia. Torsiunea este nula, % =0.
In acest caz, formulele Frenet devin

dv
" ds

ar _
ds

N
< Al

ESEAN

Expresia analitica a curburii.
Din prima formuld a lui Frenet avem: <L =

deci 7 = pd% d 7 agadar
&’ dr 4T

adica
i &
ds ds?

1

o

(1 llCI‘u care se obtine ludnd modulul relatiei (9.1) si tindnd cont c&
Bl =

Expresia analitica a torsiunii.

Pornind de la a treia formula Frenet

av _
ds

Nl

_l’_

< Al

avem
_d 1 ,—— 1, —
(3.5) = 7 G5 - 7:5).
Dar (B, B) =1si (?,B = 0, rezulta

i
S
)
(B,fg)_;,ﬁ_rxu_drxu. (9.2)
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Fodr o (07 — (o T
Avemﬁ_ ds % (pds) _p(ds X ds2) gt
7 — ,dt _ d’T. dv _ dpd’T d37
V=1Pds = P32’ ds — ds d T Pds3
Inlocuind in (9.2) pe S si % se obtine

dr N dpdr YL
P\ds " ds?) dsds® " Pds3) — T
care ne da expresia torsiunii.

9.1 Probleme rezolvate

1. Curba (C) 22 +92+ 22 =a?, 22 + 2 =22, 2>0

229

reprezintd un cerc in R3. Si se determine:

i) reprezentarea parametricd a curbei C;

ii) reprezentarea analiticd explicita a curbei C;

iii) ecuatia vectoriald a lui C.

Solutie:

. . V) o 14 ~ 2

i) Din cele doud ecuatii rezults ci 222 = a? = 22 = S =>z=
. 2 .

L (2>0). Dina?+y? =% = z = Lcosl, y = “Lsinb,

V2 V2 V2
unde 0 € [0,27),a > 0.

ii) Din prima ecuatie a lui C rezultd 22 = a? — 22 — y?, deci
z = y/a? —x?2 —y2. Din a doua ecuatie a lui C avem z =
/22 + y2. Folosind reprezentarea parametrica, variabilele x
si ¥ au urmatorul domeniu:

0) € [~ 3) * [~ 7]

iii) Ecuatia vectoriali este datd de 7 = xi + yj + 2k, adici

7(0) = \% (cos@i +sindj + k), 6 € [0,27).

. Locul geometric descris de un punct M(x,y, z) ce se migca cu
viteza constanta pe o dreapta d, care se rotete in jurul unei
drepte A paralele cu d se numeste elice circulard. Din definitie
rezulta ecuatiile elicei

x = Rcost, y= Rsint, z=ht, t € R.
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S& se determine tangenta la elice in punctul ¢t = 7/4.
Solutie:
Ecuatia tangentei la curba C, datd parametric, in punctul ¢
este

X—z(t) Y—yit) Z-=z201) / / /

_ _ )2 24 (\2
O R L

In cazul nostru avem

z' (t) = —Rsint, y' (t) = Rcost, 2 (¢ ) = h, deci
o (n/4) = 2R, y (r/4) = WR 2 (77/4) = h, iar
x(m/4) =GR, y(n/4) = FR, =(n/4) =

Ecuatia tangentel este:

2X —V2R _2Y —\V2R 4Z—hx
V2R V2R 4h

. S4 se scrie ecuatia tangentei la curba C, definita de intersectia

2=y, y% =z, in punctul (1,1,1).

cilindrilor z

Solutie:

Daca curba C este data implicit de ecuatiile
F(x,y,2) =0, H(z,y,2) =0, (z,y,2) € D C R?,

atunci ecuatia tangentei este data de

X—z Y-y Z-z

A B  C

D(F,H) _ D(FH) D(F,H) :
unde A = D(yz),B D(Zx),C—W,A,B,C fiind

calculati in (x,y, 2) si A2 + B2+ C?=0
Avem ecuatiile curbei C date implicit:
F(ZL‘,y,Z) :$2 _yzoa H($7yaz) :yz_z:()'

OF OF

[2] 0z
Aot om |_| -1 0 |_
Atunci A = 9 5 ‘2y _1' 1,
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oF  OF
oF  oF
o= B & \-|T |-

In punctul (1,1,1) avem A = 1, B = 2, C' = 4 si atunci
ecuatia tangentei la C in punctul (1,1, 1) este

X-1 Y-1 ZzZ-1
12 4

4. Sa se scrie ecuatia planului normal la curba
C):z=t},y=t3,2=¢",teR,

in punctul t =1.
Solutie:

Pentru o curba C definita parametric, ecuatia planului normal
este

(X —az)z + (Y —y)y +(Z—2)2 =0.

Avem z' = 2¢, y/ =32, 7 =¢,teR, si atunci ecuatia
planului normal la curba in ¢t = 1 este
2(X -1)+3(Y —-1)4+e(Z—¢€)=0.

5. Sd se scrie ecuatia planului normal la curba C in punctul
(1,1,1), curb# definitd de intersectia cilindrului 22 = x cu
paraboloidul z2 + y? = 2z.

Solutie:
Avem F(z,y,2) =22 —x =0, H(z,y,2) = 2> + y* — 2z,

e ShoSE|_| 0 22
2y —2

= _4yz )
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oF OF
_| 9B 9H | _ _
B = S 5 —‘ 9 9 '—4902—1—2,
9F  OF
ox 0
-1 0
_ | 0H 0 _ —
C= Oox dy _‘ 21 Qy‘_ 2y.
Ecuatia planului normal la curba C in punctul (z,y, z) este
AX—-2)+BY —y)+C(Z—-=2)=0.
In punctul (1,1,1) avem A = —4,B = 6,C = —2 si atunci
ecuatia planului normal in punctul (1,1,1) este
—4(X-1)+6(Y —-1)—2(Z—-1)=0.
. 54 se scrie ecuatia planului osculator la elicea cilindrica
xr=acost,y=asint, z=ht, te R,
intr-un punct curent al sdu M (t) .
Solutie:
Avem z' = —asint, y/ =acost , 2 =h si
z = —acost, y” = —asint, 2 =0.
Ecuatia planului osculator este
X —acost Y —asint Z — ht
—asint acost h =0
—acost —asint 0
sau hsint(X — acost) — hcost(Y — asint) + a(Z — ht) = 0.
Sa se determine ecuatiile tangentei, binormalei gi normalei
principale la curba
x:et,y:e_t,z:ﬁt, teR,
in punctul t =0.
Solutie:
Avem z(0) = 1,»(0) = 1, 2(0) = 0, 2'(0) = 1,5 (0) = —1,
2(0) =v2,2"(0) = 1,5"(0) = 1,2 (0) = 0,
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’

vy 2O | _ 5 . _ |20 20| _
L= ‘y’,’<o> 4’(0)‘ v, 2(0) a:”<o>' v,
n = x//(O) y//(O) 2 .

Z(0) 3" (0)

Ecuatiile tangentei in punctul (1,1,0) sunt
X-1 v-1_Z
1 -1
iar ecuatiile binormalei in (1,1,0) sunt date de

X—x_Y—y_Z—z d'“X 1 Y—l A
I m n V2 V2 T2

Ecuatiile normalei principale in punctul (1,1,0) sunt date de

X —z _ Y -y _ Z —z
‘y’(m z’<0>‘ Z'(0) x'§0>’ x’50> y'(0) |
X

. Pentru elicea cilindrica

r=acost,y=asint, z=ht, t e R,

sa se determine triedrul lui Frenet (muchiile si fetele sale).
Solutie:
Avem z’ = —asint, y, = acost, 2 = h, = —acost,
y” = —acost, 2 =0.
Ecuatiile tangentei sunt
X—acost_Y—asmt Z — ht
—asint  acost h

— = _ 1 . = - 7
Versorul 7 este 7 = N (—a sinti + acostj + hk:) .
Ecuatia planului normal este

—asint(X —acost)+acost(Y —asint) +h(Z — ht) =0.
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Ecuatia planului osculator a fost determinata intr-o problema
precedenta (6). Prin urmare, aceasta este
hsint(X — acost) — hcost(Y —asint) + a(Z — ht) =0.
Ecuatiile binormalei sunt
X —acost Y —acost Z—ht
hsint ~  —hsint  a

. . . P _ 1 . - - 7
iar versorul binormalei este 5 = N (h sinti — hcostj + ak;) .
Ecuatia planului rectificant este

X —acost Y —asint Z — ht
—asint acost h =0
hsint —hcost a

sau
(a® + h?)(X —acost)cost — (a® + h%)(Y — asint)sint = 0.
Ecuatiile normalei principale sunt

X —acost _ Y —asint

,Z—ht=0,

cost sint

iar versorul normalei principale este 7 = costi 4+ sintj + 0 - k.
Versorii triedrului Frenet sunt

— 1 . - - 7
T W (—a.smitz + acosﬁt] —I—Zlk)
68 = \/}LQ:W(hsnjtz—hcostj—Fak)
U = costi+sinty

9. Pentru curba de intersetie a cilindrilor
22 =2az, > =2bz,a>0,b>0,

sa se determine triedrul lui Frenet.
Solutie:

O reprezentare parametrica a curbei este data de

r=+2at, y=V2t, z=t>, t e R.
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Avem
xl _ 520” y/ _ /721), Z, _ 2t, $// _ 0’ y// _ 07 Z// —9
Ecuatiile tangentei la curba sunt

X —V2at Y -2t 7

V2a V2b 2t
versorul 7 fiind dat de
o1 <\/2a5+ V2bj + 2tE> .
2a + 2b + 4t2

Ecuatia planului normal este

V2a(X — V2at) + V2b(Y — V2bt) +26(Z —t?) = 0.

Ecuatia planului osculator este

X —2at Y — V2t Z -2
vV 2a V2b 2t =0
0 0 2

sau (X — v/2at)v2b — (Y — v/2bt)v/2a = 0.

Ecuatiile binormalei sunt

X —+2at Y —/2bt
V2b —V2a

iar versorul binormalei este

L Z—t2=0,

B:ﬂalﬂ(@i—\@j).

Planul rectificant are ecuatia

X —V2at Y -2t 7 — 2
vV 2a V2b 2t =0
V2b —v/2a 0

235
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sau 2v/2at(X —v/2at)+2v/2bt(Y —v/20t) — (2a+2b) (Z—t%) = 0.
Ecuatiile normalei principale sunt

—V2at Y -Vt  Z— ¢

V2at V2t —(a+Db)’

iar versorul normalei principale este

_ 1 i _ )
v= NCET R (\/%tz—l—\/%tj - (a+b)k:) :

Versorii triedrului Frenet sunt

\/m (\/ 2@7/ + \/>j + 2tk)

,7— J—
B = 7 +2 (\ﬁz \/ﬁj)
7 W(@tz—i—ftg—(a—i—b)k)

10. Sa se calculeze curbura si torsiunea elicei
r=acost, y=asint, z=ht,t € R.

Solutie:
Avem 2/ = —asint, vy = acost, 2/ = h,
. "
" = —acost, y' = —asint, z =0,
n . " m
r =asint,y = —acost,z =0.

ds = (2 +y'2 + 22)V2dt = (a® + h?)Y/2dt,
|dF x d*T| = (a®h?sin® t + a®h? cos? t + at)/2qt? =
= a(a® + h?)V/2dt,
Curbura este data de
_|drx a7 _a(a® +p)'2a _ a
0 ds3 (a2 + h2)3/2dt3  a? + h?’

. o 2,32 .
iar raza de curburd p = % este constanta.

Pentru calculul torsiunii avem:
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T Y z
1" " 1"
T Y z
" " "
1 T Y z
T |drxd27|? ’
—asint acost h
—acost —asint 0
1 asint —acost O
T — a2(a2+h2) )
1 _ ha®> .1 _ __h
T = a?(a®+h2)) T — a?+h?>’
. . 2 2 o
iar raza de torsiune T = ¢ J}:h este constanta.

11. S& se afle razele de curbura si torsiune pentru curba
y? = az, 2? = ax in punctul (a,a,a).

Solutie:

O reprezentare parametricd a curbei de intersectie a celor doi
cilindri este dat# de z(t) = at*,y = at, z = at?,t € R.

Punctului (a, a,a) ii corespunde ¢t = 1.
Avem:

T = 4at3,y/ = a, 2 = 2at,

= 12at2,y” =0,z =2a,

z" = 24at, ym =0,2" =0,

deci:
1:1 yl !

(O> A=|z Yy )
Ty
dat3  a 2at

A=|12at> 0 2a |; A= 48a3t.

24at 0 O

dr s T — [(12a262)2 + (16a263)2 + (4a2)2] 7,

ds = (1602t + a? + 4a2t?)'/2dt;
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obtinem:
_ (16a%t%+a?+4a2t2)3/2 o _(21)3/2
P = la4a*ti 525601 6+16a2)720 punctul £ =1, p; = “Z=a.

Pentru raza de torsiune avem in mod asemé&nator

T — (12a212)24(16a%t3)2+(4a2)?
48a3t )

_ 416

— 48

in punctul ¢ = 1 avem T} a;1Ty = %?a.

S& se calculeze raza de curburd a curbei :

7(t) = (t —sint)i + (1 — cost)j + 4sint/2k, t € R.
Solutie:

Pentru raza de curbura folosim formula

2+ 2+ 2)3
1) o=y ErEEy

unde A — y/z// o y//Z/7 B — Z/:I:// _ Z//m/, C — x/y// o x//y/.
In cazul problemei noastre z(t) =t —sint , y (t) = 1 — cost ,
z(t) = 4sint/2, t € R.
z'(t) =1 —cost, y (t) = sint, 2’ (t) = 2cost/2,
z"(t) = sint, y' (t) = cost, 2" (t) = —sint/2.
A= —(sint/2sint+2cost/2cost), B =2cost/2sint+sint/2—
sint/2cost, C = cost — 1.
Inlocuind z,y, z, A, B,C in formula (1) se obtine
4

p=——
V1 +sin?t/2

Sa se calculeze curbura gi torsiunea curbelor :
a) 71(t) = cos3t i +sin®t - j + cos 2t - k;
b) To(t) = el cost - i+ e’ sint-j + € - k.
Observatie: pentru curbura se aplica inversa formulei (1) din
problema precedents, iar pentru torsiune se aplica formula
1 A

T A2+ B24C%
unde A este dat de formula (0).
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14.

9.2

Sa se calculeze cutrbura si torsiunea curbei
r(t) = 3ti + 3t%j + 2t3k.

Solutie:

Avem z(t) = 3t,y(t) = 3t2, 2(t) = 2t3,

7' (t) = 3,9/ (t) = 6t, 2(t) = 6t

2"(t) =0,y"(t) = 6,2"(t) = 12t,

2" (t) =0,y"(t) =0,2"(t) = 12.

Aplicand formula inversa pentru (1) se obtine:

1_ JA4B4C2 o1 A

p ($2+y2+22)37 T =  A24+B21(C?"

A =72t — 36t%, A =36t%, B=0—36t, B = —36t,

C=18-0,C=18.
3 6t 6t2

Valoarea lui A este, A=|0 6 12t |; A = 216.
0 0 12

1 12964 +1296t2+324 .

P (9t24-9t4+416)3

1 _ 216 _ -2

T — 7 324(4t4+4t241) — 3(4ti+4t241)°

Probleme propuse spre rezolvare

. S& se calculeze elementul de arc al drumului suport al curbei

C, definite de ecuatia

T =ti+t% +Intk,t > 0.

. Fie o curb# al ciirei drum suport este dat de C= f~1(0), unde

f(z,y) = v?x + ay? + 2> — az?. Si se arate cd originea este
punct dublu pentru drumul suport al curbei. Sa se determine
tangentele la drumul suport al curbei in acest punct.

Se numeste curba Titeica, curba pentru care

Td? = constant,
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unde T este raza de torsiune intr-un punct arbitrar al curbei,
iar d distanta de la un punct fix la planul osculator al curbei.

Sa se arate ca drumul suport al curbei C definit de ecuatia:
rzyz =1, y2 =z

este o curba Titeica.

. Fie curba al carui drum suport este dat de functia o = (x,y) :

R —R? z(t) =% (2cost + cos2t), y (t) = % (2sint — sin 2t).
1) S& se arate ca drumul suport al curbei « este periodic.

2) S& se arate cd drumul suport « pe [0, 27] este inchis, simplu,
dar nu este regulat.

Drumul suport al curbei a se numeste hipocicloida lui Steiner.

. Sa se arate ca drumul suport al curbei date de ecuatiile para-

metrice
2442 (t) = ¢
T1xeYVY T e

x (t) teR,

este simplu.

. Se considerd drumul suport al curbei C dat de multimea

{(z,y,2)},

unde

(z,y,2) € R®, f(z,y,2) = a® +y* =17,

9(z.y.2) =y +2° =77

™2 /2 /2
20 2 )¢

si pe el punctul A ( 5=,

1) S& se determine tangenta, planul normal si planul osculator
la drumul suport al curbei C in punctul A.

2) Sa se determine curbura si torsiunea curbei C in punctul

A.
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10.

Sa se determine elementele triedrului Frenet pentru drumul
suport al curbei C de ecuatii:

2
x (t) = cost, y(t) =sint, z(t) = oL teR,

in punctul unde drumul suport al curbei C intersecteaza planul

zOy.

Sa se determine elementele triedrului Frenet pentru drumul

suport al curbei C de ecuatii:

2

t
x (t) =tcost, y(t) =tsint, z (t) = —

, teR,
2

in punctul unde drumul suport al curbei C intersecteaza planul
zOy.

Fie curba C al carei drum suport este dat de ecuatiile:
z(t) = acos’t, y(t) = aV2sintcost, z(t) = asin’t, t € R.

Sa se gdseasca ecuatiile carteziene ale drumului suport al curbei

C si s se determine planul ei osculator in punctul (%, GTQ, %) .

Fie curba C al carei drum suport este dat de ecuatiile:

c(t) =1+ y@t) =2+, 2(t) =53+ 22 + 2.t € R.

Sa se determine tangenta si planul normal la drumul suport al
curbei C in punctul de coordonate (1,0, 2).
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Capitolul 10

Suprafete

Definitia 10.1. Se numeste suprafatd parametrizata si se noteaza
cu (D,r) = 7(u,v) € E3 - numit modelul aritmetic al spatiului
euclidian asociat lui R3, o aplicatie 7 : D — R? care este o functie
vectoriald 7 (u, v) neteds si regulats, cu domeniul D C R2.

Domeniul 7 (D) C R? se numeste imaginea sau suportul suprafetei
parametrizate (D,r).

Definitia 10.2.  Suprafetele parametrizate (D,r) si (D1,71)
se numesc echivalente dacé exista difeomorfismul A : D — Dy incat
r = r1 o \; difeomorfismul A se numeste schimbare de parametri
(deoarece A este difeomorfism imaginile a doud suprafete parame-
trizate echivalente coincid).

Definitia 10.3. Submultimea S C E3 se numeste suprafata
(geometrica = subvarietate 2 - dimensionald in E3), dacd VM € S,
existd o vecindtate a sa W C S si o suprafatd parametrizatd (D, r)
astfel cd r (D) = W, iar aplicatia r : D — W este homeomor-
fism; perechea (D, r) se numeste parametrizare locald a lui S intr-o
vecindtate a punctului M, iar r (D) = W se numegte domeniul para-
metrizarii.

Suprafata S definitd anterior se zice ca este o suprafatd simpla.
In cazul cand r (D) = S se zice c& avem o parametrizare globali.

Definitia 10.4. Fie functia F (z,v, z) de clasi C¥) pe

243
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deschisul V' C R3, deci neteds; submultimea
S={ (z,y,2) eV |F(2,y,2) =0}

se numeste suprafatd de nivel a functiei F.
Ecuatia
F(z,y,2)=0,(z,y,2) € V C R (10.1)

se numeste ecuatia implicita a suprafetei S.
Definitia 10.5. O suprafati simpld S’ este graficul unei functii
netede de doua variabile, deci

S'={(z,y) e DCR?*|z= f(z,y) € R’ ~ E3}

Ecuatia
z=f(z,y) € R>~ E3, (z,y) € D C R? (10.2)

se numeste ecuatia explicita a suprafetei S’.
Un sistem de trei functii

r=x(u,v),y=yuv),z=2um), (u,v) € DCR?, (10.3)

defineste tot o suprafatd S”, printr-o reprezentare parametrica.
Definitia 10.6. Ecuatia vectoriald a unei suprafete S” este
datd de
7=7(u,v) , (u,v) € D C R

sau

7(u,v) =z (u,v) i+ y (u,v)j + 2 (u,v) k, (u,v) € D C R

Generarea suprafetelor.

Din definitiile date rezultd ca suportul unei suprafate se obtine
(este generat):

1. de un punct M (z,y, z) care se migcd in spatiu dupa o lege
care depinde de doi parametri;

2. de o curba C C R3, al cirei drum suport se misci dupi o lege
care depinde de un parametru;
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3. mai general, de o clasd de drumuri suport ale unor curbe
C C R?, definitd de

F1 (x,y, Z, )\1, )\2, ceey )\p) = 0, F2 (lL’, Y, z, )\1, )\2, ceey )\p) = 0, (10.4)
cu legaturile

¥1 (Ah )\27 (X3 Ap) = 07 ) @p—l ()\17 AQ? (R23} )‘p) = 07

genereazd, cand (A1, A2, ..., \p) € A C R?, (z,9,2) € D C R?,
o suprafata S.

Curbe situate pe o suprafata.

Daci in ecuatia (10.1) a unei suprafete

F($’y7’z) = Ov (:E,y,z) € ‘[3 C R37
introducem o legatura intre (x,y, z),
®(z,y,2) =0, (x,y,2) € V3 C R,

ansamblul celor dou& ecuatii defineste o curba pe suprafata S sau
altfel spus, avand suprafata S cu parametrizarea (D,r) si curba C
cu parametrizarea (I, «), se zice cd C C S daca a(I) C r (D).
Curbe parametrice.
Fie o suprafata definitd parametric de ecuatiile (10.1) astfel

=z (u,v),y=y(u,v),z=2z(u,v), (u,v) €A,
sau vectorial

T=x(u,v)i+yuv)j+zuov)k (u,v) € A.

Suprafata S se numeste regulata in punctul (ug,vg) dacad derivatele
de ordinul intai ale functiilor x, ¥y, z sunt continue si, in plus,
determinantii functionali
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nu se anuleazad simultan in A, ceea ce este echivalent cu
Ty X Ty # 0, unde

. or _ or

T 5T B
Vom presupune ci la orice punct (xg, yo, o) ii corespunde (ug, vg) si
reciproc; ug, vy se numesc coordonatele curbilinii ale punctului M,
pe S.

Definitia 10.7. Se numeste curbd parametricd u pe suprafata

S, curba definita de

7 =7 (u,vp), (u,vg) € A,

deci v = vg.
Definitia 10.8. Se numegte curba parametricd v pe suprafata
S, curba definita de

F:?(UO,'U), (UOaU) € Aa

deci u = uyg.
In general, o curbg C trasati pe o suprafatii S este definitd de
ecuatiile (10.4) astfel

=7 (u,v), ¢ (u,v) =0, (u,v) € A,

anume la ecuatia suprafetei S se adauga o legatura intre u si v.
Din ¢ (u,v) = 0 obtinem in conditiile teoremei de existentd a
functiilor implicite cd v = 9 (u), deci ecuatia curbei C se scrie

F=7(u,¢(u)), uel CR.

Prin fiecare punct (ug,vg) € suportului suprafetei S trece cate un
drum suport al unei curbe (sau linie) parametrica.

Plan tangent la o suprafata.

Definitia 10.9. Se numeste plan tangent (dacad existd) la
suportul suprafetei S intr-un punct M , planul determinat de tan-
gentele la toate drumurile suport ale curbele C ce trec prin punctul
M, situate pe suportul suprafetei S (in continuare acest plan il vom
numi plan tangent la suprafata S in punctul M).



247

Pentru o curba parametrica u avem dr = 7, du, deci 7, este un
vector tangent la drumul suport al curbei u. Pentru curba paramet-
ricd v avem dr = T,dv si 7, este un vector tangent la drumul suport
al curbei v.

Teorema 10.1. Intr-un punct regulat My al suportului unei
suprafete S, este admis un plan tangent definit de

T =70+ My + (7, A€ R

Observatia 10.1. Ecuatia planului tangent la suprafatd se mai
obtine scriind ca vectorii ¥ — Ty, Ty, si T, sunt coplanari:

(T —70,Ty XTy) = 0.

Observatia 10.2. Ecuatia carteziana a planului tangent la suprafata
S este
X—2 Y-y Z—-=2
Ty, Yo z, | =0,
T Yo oo Z

unde X,Y,Z este un punct curent pe plan si (z,y,z) punctul de
tangenta.

Observatia 10.3. Daci suprafata este data prin ecuatia (10.1)

z:z(m,y), (:E,y) €D,

ecuatia planului tangent la suprafata este

0z 0z
Z—z:(X—x)%—l-(Y—y)a—y

si se obtine, punand = = u,y = v,z = z (u, v),

X—2 Y-y Z—-=2

1 0 % —0.
0 1 6—5
Observatia 10.4. Daca suprafata este data implicit de (10.1),
adica

F(2,y,2) =0, (z,y,2) € V C R,



248 CAPITOLUL 10. SUPRAFETE

ecuatia planului tangent devine
(X—x)F;—&—(Y—y)Fé—i—(Z—z)Fz' =0.

Normala unei suprafete.

Fie S o suprafatd, M un punct de pe suportul suprafetei in care
S admite plan tangent.

Definitia 10.10. Normala la planul tangent in punctul M se
numeste normala la suportul suprafetei S in punctul M (in contin-
uare o vom numi normala la suprafata S in punctul M).

Conform acestei definitii rezulta:

1. Versorul normalei nn la suprafata S este dirijat dupa 7y X 7y,
deci o

. T X Ty

n=———.
[Fu X T
2. Ecuatiile normalei N la suprafata sunt

X—x Y-y Z-=z
F,  F,  F

z

cand suprafata este datd prin ecuatia F'(x,y,z) = 0;
ecuatia normalei devine

X—x Y-y Z-=z
p q -1

9

cand suprafata este datd explicit de z = z (x,y), iar

0z 0z

P:%aq:@-

3. Ecuatia vectoriald a normalei N la suprafata S in punctul M
de vector de pozitie T este

R=T7+ \ry X To.

4. Ecuatia normalei la suprafata S, data parametric, este

X—x Y-y Z-2z
A B  C
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Definitia 10.11. Suprafata & C E3 se numeste orientatd daca
fiecare spatiu tangent TS este orientat (VM € S) - ca subspatiu
vectorial euclidian izomorf cu R3. Aga cum am precizat anterior, ori-
entarea lui TS se face prin alegerea versorului normal n (M) (astfel
ca baza (7', 7,’, 1), si fie pozitiv orientats in R?, unde (7, 7,) este
baza naturald a lui Ty/S).

Elementul de arc.

Fie I o curba al carei drum suport este trasat pe suportul unei
suprafete S. Elementul de arc al unei curbe 7 = @, tel CR,
este dat de
dr
dt

Teorema 10.2. Elementul de arc ds al unei curbe I trasate pe o
suprafatd S definita de

ds = |dr| = |~ | dt.

7=7(u,v), (u,v) €D CR?,

este dat de
ds? = Edu® + 2Fdudv + Gdv?,

unde E = [ro*, F = (7, 7) , G = |7ol”
Prima forma patratica.
Definitia 10.12. Expresia

&y (M) = Edu® + 2Fdudv + Gdv?

se numeste prima formé& patraticd fundamentald a suprafetei S.
Unghiul a doua curbe trasate pe o suprafata.
Fie I' si IV dou& curbe cu drumurile suport trasate pe suportul
suprafetei S, date de 7 =7 (u,v), (u,v) € D C R PeT si I avem

dr = Tydu + Tydv

si respectiv
0T = T0u + T,00.

Este cunoscut ca (dF, 67)
T, 0T

rr)=-—-=. 10.5

cos ( ) 7] o7 ( )
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Teorema 10.3.  Unghiul @ a doua curbe cu drumurile suport
trasate pe suportul suprafetei S este dat de
Edudu + F (dudv + dvéu) + Gdvdv
VEdu2 + 2Fdudv + Gdv2v/Edu2 + 2Fdudv + Gov?
Observatia 10.5. Unghiul curbelor parametrice u, v este dat de
F
VEG
Observatia 10.6. Sinusul unghiului w este
(dudv — dvou) vV EG — F?
|dr| |07 '

Observatia 10.7. Curbele parametrice sunt ortogonale,
daca F' = 0.

Elementul de arie al unei suprafete.

Fie o suprafata definitd parametric de (10.1)

COSwWw =

COsSwWw =

sintw =

x=x(u,v), y=y(u,v), z==z(u,v), (u,v)EDCRQ,

Definitia 10.13. Se numegte elementul de arie al suportului
suprafetei S (sau elementul de arie al suprafetei S), forma difer-

entiala
do =V EG — F?dudv.

Definitia 10.13. Aria suportului suprafetei S este datad de
integrala dubla

Agz//\/EG—deudv.

S
Fie S o suprafata de ecuatie vectoriald 7 = 7 (u, v) , (u,v) € D C R2,
7 de clasi C@), cu element de arie.
Definitia 10.15. Se numegte a doua forma patratica fun-
damentald a unei suprafete orientate S intr-un punct M (u,v) al
suportului sdu, produsul scalar

®y (M) = <W d27~> .

[T X Ty
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Daca ecuatia suprafetei S este datéd vectorial,

avem
®y (M) = Ldu® + 2Mdudv + Ndv?,
unde
I (Tu, To X Tuu) M (Tu,To X Tup) N— (Tu, To X Top)
’ P x| 7a X 7o

[Pu X T
2. Dacd ecuatia suprafetei S este datd parametric de
r=x(u,v),y=vyu,v),z=2z(u0), (u,v) € DCR2
coeficientii L, M, N sunt dati de

! / !
L=—— |2 4
VEG—F? | Tv Yuo P
/ / /
M=—— |2, vy, =
+/ _ 2 v v v
EG-F 1 /! "
"'U’U/U yU’U Z'U/U
! ! !
N — fI;I yl ZI
1/ _ 2 v v v
EG-F ! 1 "
x’l}'l} y’U’U Z’UU
Observatia 10.8. Deoarece
S TuxTy
— —_— >
u v
|70 X Ty

unde n este versorul normalei la suprafata S, rezulta ca

Py (M) = (1, d°7).

Daca S este data explicit de z =

Observatia 10.9.
(z,y) € D C R?, atunci

Py (M) = ———
2 (M) Ti o
s
0x2’"  0xdy’  Oy?’

unde

L [rdx2 + 2sdxdy + tdyQ] ,

z(z,y),
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Fie S o suprafata orientatd (orientare precizata de functia-versor
normal 7) datd de 7 = 7 (u, ), (u,v) € D C R?, M € suportului lui
S si @ versorul normalei la suprafatd in punctul M. Fie pe suportul
lui § drumul suport al unei curbe I' care trece prin punctul M si v
versorul normalei principale a curbei I' in M. Avem

o
~Pas T Pus

Daca 6 este unghiul intre 7 si 7, atunci

cosf = (m,7) = (7, d*7) ,

ds?

sau
cosf  Ldu® 4+ 2Mdudv + Ndv?

p  Edu?+ 2Fdudv + Gdv?’

In aceste conditii are loc urmitorul rezultat.
Teorema 10.5. Curbura unei curbe I' cu drumul suport trasat

pe suportul suprafetei orientate S este datd de raportul % al celor

doua forme pétratice fundamentale inmultite cu ﬁ, unde 6 este

unghiul format de normala la suprafatd cu normala principala la
curba.

Definitia 10.16.  Se numegte sectiune normala a drumului
suport a curbei I' pe suportul suprafetei orientate S in punctul M,
drumul suport al curbei I'y situat pe suportul lui S, avand aceeasi
tangentd cu drumul suport al lui I' in M, cu normala principala
in M - normala suportului suprafetei in punctul M (vom numi in
continuare aceastd sectiune ca sectiunea curbei I' pe S).

Observatia 10.10. Sectiunea normald a unei curbe I' sit-
uatd pe S este drumul suport al curbei de intersectie cu suportul
suprafetei S a planului determinat de tangenta t la drumul suport
al curbei I" i normala 7 la suportul suprafetei S.

Pentru sectiunea normald 6 = 0, deci daca % este curbura secti-
unii normale, avem relatia

1 |Ldu® 4+ 2Mdudv + Ndv®

P | Edu? + 2Fdudv + Gdv?
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Intre razele de curburg ale curbelor I' si I'y, avem relatia
p = p, cosb.

In aceste conditii are loc urméitorul rezultat.

Teorema lui Meusnier. Raza de curbura p a drumului
suport a unei curbe I" trasatd pe suportul suprafetei orientate S este
proiectia pe planul sdu osculator a razei de curbura p,, a sectiunii
normale I'y.

Curbura tangentiala.

Definitia 10.17. Daca % este curbura drumului suport al curbei
I' in punctul M, expresia

1 sind

Pt P

se numeste curbura tangentiald sau geodezica a drumului suport
a curbei I' in punctul M (in continuare o vom numi curburd tan-
gentiald sau geodezicd a curbei I' in punctul M).

Observatia 10.11. Dacd 7 este planul tangent la suportul
suprafetei S in punctul M gi I este proiectia curbei I' pe T si p,
este raza de curburd a lui IV, atunci p, = p, deci

L__(dr d’r
—=n—x -,
0y ds = ds?
unde 7 este versorul normalei la suprafata S in punctul M.
Curburi principale.
Fie § o suprafata orientata si M €suportului suprafetei S, punc-

tul M fiind regulat. Daca R este raza de curburd a sectiunii normale,
avem, in afard de semn,

1 Ldu? + 2M dudv + Ndv? ‘

R Edu?+ 2Fdudv + Gdv? "’

dacd notam

_dv

T du



254 CAPITOLUL 10. SUPRAFETE

obtinem
1 L+2Mm+ Nm?

R  E+2Fm+Gm?2’

Se observa cd pe suportul suprafetei orientate S curbura sectiunii
normale in punctul M depinde numai de m, deoarece L, M, N, F ,
F, G sunt constante (depind numai de coordonatele lui M).

Definitia 10.18. Se numesc curburi principale ale suportu-
lui suprafetei orientate S in punctul M valorile extreme ale lui %
cand m variaza (in continuare le vom numi curburi principale ale
suprafetei S in punctul M).

Definitia 10.19. Inversele curburilor principale se numesc
raze de curbura principale.

Definitia 10.20. Valorile lui m, care dau curburile principale,
se numesc directiile principale ale suportului suprafetei orientate
S in punctul M (in continuare le vom numi directii principale ale
suprafetei orientate S in punctul M).

Teorema 10.6. Directiile principale sunt definite de ecuatia

FE F G
L M N | =0.
dv? —dudv du?

Observatia 10.12. Ecuatia directiilor principale are numai radacini
reale. Intr-adevar, ecuatia se scrie

m?(FN — MG)+m (EN — LG) + EM — FL=0;

£(0)=EM - FL, f(—?) - EGF_QFQ(FL—EM),
deci )
10 f(-5) = - - Eak <o,

ceea ce este echivalent cu faptul ca ecuatia directiilor principale
admite intotdeauna o radacina reala in intervalul (O, —%) .
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Observatia 10.13. Directiile principale sunt ortogonale
Din ecuatia lor

EN — LG EM — FL
T =S EN e ™M S EN S MG

si din conditia de ortogonalitate, ecuatia

E+ F (m1 4+ mg) +Gmimgy =0

este satisfacuta, deoarece

E(FN - MG)—-F(EN—-LG)+G(EM — FL)=0.
Teorema 10.7. Ecuatia curburilor principale este
L—-£ pm-_E
U )
M-% N-F
Linii de curbura pe o suprafata.
Fie S o suprafatd, un punct M € suportului suprafetei S si

m1, my directiile principale in punctul M pe suportul lui §.
Definitia 10.21.

Curbele trasate pe suprafata, ce trec prin
punctul M, solutii ale ecuatiei diferentiale

E

F G
L M N|=o. (10.6)
(#) & 1
du du

se numesc liniile de curburd ale suportului suprafetei S ce trec prin

punctul M (in continuare le vom numi linii de curbura ale suprafetei
S ce trec prin punctul M).

Observatia 10.14. Ecuatia (10.6) se scrie

2
dv
EN—-LG)—+EM — FL =
du) +( G)du+ 0

si este echivalenta cu doud ecuatii diferentiale de ordinul intai. Conditia
cerutd sa treacd prin punctul M este o probleméa Cauchy.

(FN — MG) <d”
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Observatia 10.15. Solutiile gasite sunt ortogonale. Ele de-
termina pe S o retea de curbe ortogonale numita reteaua liniilor de
curbura.

Curbele parametrice sunt linii de curbura daca sunt ortogonale,
deci F = 0 si daca ecuatia (10.6) se reduce la dudv = 0, deci si
M=0.

Curbura totala. Curbura medie.

Fie S o suprafatd, un punct M € suportului suprafetei S si
R%, R% curburile principale in punctul M.

Definitia 10.22. Se numeste curbura totald a suportului
suprafetei S in punctul M numaéarul

1 1
K=—.—
R R

(in continuare o vom numi curbura totald a suprafetei S in punctul
Definitia 10.23. Se numeste curbura medie a suportului
suprafetei S in punctul M numarul

1/1 1
H=-(—+—
2<R1+RQ>

(in continuare o vom numi curburd medie a suprafetei S in punctul

Teorema 10.8. Curbura totald si curbura medie sunt date de
K_LN—M2 _ EN -2FM +GL
 EG-F?’"  2(EG-F?)

Definitia 10.24. Un punct M €Esuportului suprafetei S se nu-
meste eliptic dacd K > 0 in M.

Definitia 10.25. Un punct M €&suportului suprafetei S se
numeste hiperbolic dacd K < 0 in M.

Definitia 10.26. Un punct M €&suportului suprafetei S se
numesgte parabolic daca K =0 in M.

Observatia 10.16. O suprafata cu toate punctele suportului
sdu eliptice se numegte suprafata de tip eliptic (sfera este o suprafata
de tip eliptic).
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Observatia 10.17. O suprafatd cu toate punctele suportului
sdu hiperbolice se numeste suprafata de tip hiperbolic.

Observatia 10.18. O suprafatd cu curbura totald constanta
se numeste suprafatd de curburad constanta.

Observatia 10.19. O suprafatd cu curbura medie nuld H = 0
se numeste suprafatd minima.

Suprafetele minime au curbura totald negativa, deoarece din

1 1

— +—=0
7R
rezulta
1r_ 1
R, Ry
deci
1

Linii asimptotice.

Fie § o suprafata si M un punct pe suportul lui S.

Definitia 10.27. Fie I' o curbd al cdrei drum suport trece
prin punctul M si este trasat pe suportul suprafetei S si t versorul
tangentei la drumul suport al lui I' in M. Daca I' are curbura
normald nuld, t defineste o directie asimptotica la suportul lui S in

punctul M.
Teorema 10.9. Directiile asimptotice
dv
du

sunt date de ecuatia
Ldu? + 2Mdudv + Ndv? = 0.

Observatia 10.20. Prin punctul M trec doua directii asimptotice
distincte daci M? — LN > 0, deci M este un punct hiperbolic.
Observatia 10.21. Dacid M? — LN = 0, directiile asimptotice
in punctul M sunt confundate. Punctul M este parabolic.
Observatia 10.22. Dacid M? — LN < 0, directiile asimptotice
sunt imaginar conjugate (nu sunt reale); punctul M este eliptic.
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Definitia 10.28. Curbele I' cu drumurile suport trasate pe
suportul suprafetei S care in fiecare punct al lor sunt tangente la una
din directiile asimptotice ce trec prin acel punct, se numesc liniile
asimptotice ale suprafetei S.

Teorema 10.10. Determinarea liniilor asimptotice este o
problema Cauchy pentru cele doua ecuatii de ordinul intai deduse
din

Lo ™ n () 2 (10.7)
du du) '

Observatia 10.23. Pentru o linie asimptotica, planul osculator
este plan tangent la suportul suprafetei S. Intr-adevir, in acest caz
avem

70089:0,008920,9:1sauf:(),p:oo

si drumul suport al curbei este o dreaptd pe suportul lui S; planul
sdu osculator este nedeterminat.
Invers, din

1
—cosf =0,

rezultd ecuatia (10.7).

Linii geodezice.

Fie S o suprafata si m versorul normalei la suportul suprafetei S
intr-un punct M.

Definitia 10.29. O linie I' cu drumul suport trasat pe suportul
suprafetei S este o linie geodezica a lui S daca in fiecare punct al
drumului suport al lui I' versorul n se gaseste in planul osculator al
curbei I'.

Teorema 10.11. Daca suprafata S este datd vectorial prin
7 =T (u,v), ecuatia liniilor geodezice este data de

n (dr x d°7) = 0.

Observatia 10.24. Daca

7 (u,v) =z (u,v)i+y(u,v)j+z(uv)k
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este ecuatia lui S si
dr = idz + jdy + kdz, &°7 = id*z + jd%y + kd?z,
iar L
X _ _ _
n= % Ty X Ty = Ai + Bj + Ck,
|70 X T
ecuatia liniilor geodezice este o ecuatie de ordinul doi

A B C
de dy dz |=0. (10.8)
d’x d*y d*z

Observatia 10.25. Planul osculator al lui I" este determinat de 7
si 7 (deoarece contine si pe 7 care este perpendicular pe 7), rezulta
ca vectorii m gi 7 sunt coliniari; deci pe I’

ﬁ:)\ﬁsauﬁ—udzF T _ )
ds?’ ds? ’
adica 2o @y &
S=H =, (10.9)
unde
4Pz 5 D(zz) ,_ Dy
D (u,v)’ D (u,v)’ D (u,v)

Observatia 10.26. Daca suprafata S este data prin
F (z,y,z) = 0, versorul @ este dat de
OF OF _OF
n=A— A—A\—
" < oz’ Oy’ 82)’

cu
1

A= 1
(Ff—l—Féz +FZ/2)§

si pentru ca

A_B_C
F, F, F!
rezultd din (10.9) cd ecuatia geodezicelor in acest caz se scrie
Ba_dly
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10.1 Probleme rezolvate

1. S& se scrie ecuatia planului tangent si ecuatiile normalei la
suprafata ¥ : 7= (u+v)i +uj + Inuk, (u,v) € (0,00) X R,
in punctul M(u = 1;v = 0).

Solutie:

Se observa ca 7 € C*, Vk > 1. Atunci

Ty = % :xug'i‘yuj"i‘zu]% :E'i‘j"i‘ %];3,

Ty = 5o = 2yi + Y] + 2ok = 1.

Planul tangent la ¥ in punctul M (u = 1;v = 0) are ecuatia

x4 (1,0) yu(1,0) zu(1,0) | =0,
)

adicay —2z—1=0.
Vectorul normal la ¥ in punctul M(u = 1;v = 0) este
P

11

=

Tu(1,0) x 7,(1,0) = = j—k#0 (deci M este punct
1 00
ordinar) si atunci normala la ¥ in punctul M(u = 1;v = 0)
are ecuatiile
y_y(]-ao) Z—Z(l,O)

x—x(1,0) =0, 1 = 1 sau

r—1=0,y+2—1=0.

2. S& se scrie ecuatia planului tangent si ecuatiile normalei la
suprafata
Yo 3x?2 -yl 44z —3x—2+4=0
in punctul M(0,0,4).

Solutie:

Functia care apare in reprezentarea implicita a suprafetei X,
F(z,y,2) = 322 — y? + 4wz — 3z — 2z + 4 este de clasi CF,
Vk > 1. Prin urmare ¥ este o suprafata regulata de ordin k,



10.1.

PROBLEME REZOLVATE 261
vk > 1.
Gradientul lui F, VF = 81:2 + ayj + 82 L[ este, in punctul
M(0,0,4), diferit de vectorul nul (vezi VF(0,0,4) = 13i — k).
Atunci punctul M este ordinar si ecuatia planului tangent la
> in M este
(x—0)-134(y—0)-04+(2—4)-(-1)=0& 13z —2+4=0.
Ecuatiile normalei la ¥ in punctul M (0,0,4) sunt
z—0 y—-0 =z-4
= = = 1 — 2 = .

13 0 1 sauy=0, x4+ 132 -5 0

S4 se determine un punct P al suprafetei ¥ : z = 23 — 3y,

in care normala la suprafata este perpendicularda pe planul
m : br+ 6y 4+ 2z — 7 = 0. Scrieti ecuatia planului tangent la
3. in punctul P.

Solutie:

Avem gz =322 — 3y, 5 = —3x.

Ecuatia planului tangent la ¥ in P(z9, Yo, 20) este
0z 0z

(z — 1‘0)%(1707210) + (y — yo)a*y(xovyo) —(2—20)=0

si ecuatiile normalei N la ¥ in P(zg, 3o, 20) sunt

T—%0  Y—% 22—

%(%JJO) gf(%,yo) —1

Normala N este perpendiculard pe planul 7 daca si numai
daca vectorul director al normalei N gi vectorul normal pe
planul 7 sunt coliniari, adicd coordonatele celor doi vectori
sunt proporplonale

Prin urmare 3x53y = _T&T = _71 =)A€ R, deunde z = 1,
y = 11/6, A = —1/2, z = —9/2. Deci punctul ciutat este
P(1;11/6;-9/2) € .

Ecuatia planului tangent la ¥ in P(1;11/6;—9/2)

este (x —1)-(=5/2)+ (y—11/6) - (=3) — (2 — 9/2) = 0 sau
5 4+ 6y + 2z — 25 = 0.
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4. Fie suprafata

Yoir=ui+ (ut+v)j+ (ut+ovdk, (u,v) € R xR,

sicurbele I'1 : v =1, I's : u = v, situate pe suprafata X.

a) Sa se calculeze lungimea arcului M; My al curbei I'g, unde
Mi(u=v=0)si Ma(u=v=1);

b) Sa se calculeze masura unghiului curbelor I'y gi I's in Mo .

Solutie:

Mai intai, se determind prima forma fundamentala a suprafetei
Y (zisd si metrica suprafetei)

o(du, dv) = di? = Edu® 4+ 2Fdudv + Gdv?

unde E =72 =7, Ty, F =7y Ty, G =72 =Ty Ty.
(@ - b reprezints produsul scalar al celor doi vectori)
Deoarece 7, = % =i+j+k, 7= % =+ 2k,
rezultds £ =3, F=1+2v, G =1+ 4%
Deci ¢(du, dv) = 3du? + 2(1 + 2v)dudv + (1 + 4v?)dv?.
Observatii: i) Toate punctele suprafetei (care este regulata
de orice ordin) sunt puncte ordinare pentru ca
Ty X Ty = (20— 1)i — 205 + k=0.
ii) Prima form# fundamentals ¢(du,dv) = d7? este o formi
patratica pozitiv definita pentru fiecare punct M al suprafetei
>, cu ajutorul cireia se masoara lungimi de arce de curba pe
suprafata ¥ gi unghiuri dintre curbe.
a) Dacd parametrizidm curba I'y : u = v, rezulta

ou(t) =t
r.{ UL er.
Se observd cd M;(t = 0), Ma(t = 1) € T'y si atunci lungimea
arcului de curba Mj M5 este

1 1
b = [ 17 Ol = [ ot @), 0'0)) dt =
0 0

1
:/\/6+4t+4t2dt,
0
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pentru ci u' (t) =1, v'(t) = 1.

Calculand integrala de mai sus, rezulta

I, = 1[3V14+5In(3 +v14) — V6 — 5In(1 + v/6)].

b) In punctul M(u = 1;v = 1), coeficientii formei I-a funda-
mentald sunt £ =3, F=1+2-1=3,

G=1+4-12=5.

Pe I'y avem dv = 0. Pe I'y avem dv = du.

Daci 6 = m(T'1,T2), atunci

Eduéu + F(dudv + dudv) + Gdvév|
Vee(du, dv) - \/p(u, dv) My

cosf =

_ 6dudu B V42
V3 du-14 - du 7
de unde 6 = arccos @ .

Fie suprafata > care are reprezentarea parametrica

7 =wui+uvj+ (v+Inu)k, (u,v) € (0,00) x R.

Se cer:

a) Sa se determine forma I-a fundamentald si forma a II-a
fundamentald pentru suprafata X;

b) S& se precizeze natura punctelor suprafetei 3;

c¢) Sa determine liniile asimptotice ale suprafetei X ;

d) Sa se calculeze curbura normald K,, a suprafetei X,

in punctul P(u = 1,v = —1) € ¥, corespunzitoare curbei
I':u—v?=0, situatd pe 3;

e) Sa se calculeze curburile principale, curbura totala si
curbura medie in punctul P(u = 1,v = —1);

f) Sa se determine liniile de curbura ale suprafetei X .

Solutie:

a) Se observa cd suprafata X este regulatd de ordin k > 2 si
toate punctele sunt ordinare, pentru ca avand

Fu=1+0v]j+ %l_c, To = uj + k rezults

Tu X Ty = (v—1)i — j +uk=0.
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Prima forma fundamentala este

o(du, dv) = Edu?® + 2Fdudv + Gdv?* =

= (1402 + 5)du? + 2(wv + L)dudv + (u? + 1)dv?,

pentru ci F = 72 = 1+v2+#, F=7r r= uv+%,
G=r2=u?+1.

A doua forma fundamentala este

Y(du,dv) = Ldu® + 2Mdudv + Ndv?,

unde L = ﬁ(fu,fv,fuu), M = ﬁ(fu,ﬁ,,ﬂw),

N = ﬁ(ﬂtaﬂ):ﬂm)'

Cum A = |7y X 7|2 = 12 + 02 — 2042, Py = 0f = — L,
— 25 - _ 2= - .
i = 2 =37 = 25 =0
1 w %
(fuﬂ;vvfuu): 0 u 1 = - 7(TU7FU7TU’U)_
00 —2%
1 v % 1 v %
=10 u 1 |=-=1,(Fu,Tv,Tw)=|0 u 1 |=0,
0 1 0 0 0 0
S ¥ _ 1 _ 1 —
rezultd ca L = —u\/gl, 2— \éZ’N_O'
Deci ¢(du, dv) = — v — Rdudv.

b) Deoarece M? — LN = % + i 0= % > 0 in orice punct
P € ¥, rezulta ca toate punctele suprafetei X sunt hiperbolice,
adica prin orice punct P € X trec doua linii asimptotice reale.
c) Ecuatia diferentiald a liniilor asimptotice este

Ldu? + 2Mdudv + Ndv? =0,

adics —ﬁdu2 — %dudv =0.

Prin urmare, avem du = 0 sau %du 4+ 2dv = 0. De aici rezulta
ecuatiile celor doua familii de linii asimptotice:

u = ¢y, respectiv Inu + 2v = ¢y (c1, c2 constante reale).

Prin orice punct P(ug,v9) € X trece o linie asimptotica u = g
(c1 = up) si o linie asimptotica Inu + 2v = ¢2 (unde constanta
reald co se determind din conditia Inwug + 2vg = co, adica
c2 = In(upe?™)).

d) Curbura normald K, a lui ¥, in punctul P(u = 1,v =
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—1) € 3, corespunzitoare curbei I' : u — v? = 0 (I' C X) este

~ (du,dv)  Ldu® + 2Mdudv 4+ Ndv?

K, = -
o(du,dv)  Edu? + 2Fdudv + Gdv?

In punctul P(u = 1,v = —1) avem E = 3, F = 0, G = 2,
A=6,L= —%, M = —%, N = 0. De-a lungul curbei
I': u—0v? = 0 avem, prin diferentiere, du = 2vdv si in punctul
P(u=1,v=—1) avem du = —2dv. Atunci

1 2 2 4 2 4 2
K —%du — %dudv _ —%dv + %dv
" 3du? + 2dv? 12dv? + 2dv?

e) Ecuatia, cu necunoscuta K, care di curburile principale in
Pu=1,v=—1) este
3K + L

1
V6

EK-L FK-M|_,
FK-M GK-N |~

1
Ve =0«

=5

6K2 + %K — % = 0, de unde rezulta curburile principale ale

luiEin\]}:\ﬁ Jorvis
r_ 64+1/42 "o 6+/42
K, =— 36 , W =+ 36 :

Curbura totald a lui ¥ in P este K = K, - K,, = —% .
. e K. 4+K] 1
Curbura medie a lui X in P este H = 3 VR

f) Ecuatia diferentiald a liniilor de curburd ale lui X este

dv? —dudv du?®
E F G |=0«&

L M N
dv? —dudv du?
1+v2+$ uv—l—% 144 |=0<
1 1
~uA A 0

— 1 Gy 4 (02 — v 4 1)du® — (1 + u?)dv?® = 0.
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6. Sa se determine liniile geodezice ale planului 7 C E3.

Solutie:

Se considera un reper cartezian ortonormat Oxyz astfel incat
m = xOy. Atunci planul 7 are reprezentarea parametrica

7 F=ui+vj, (u,v) € RxR.

Curba I' C 7 este linie geodezica a lui m dacd si numai daca
planul osculator al lui I'" contine normala la 7, in fiecare punct
al lui T', adicit (7,7 ,N)=0.

Se considerd curba I' : v = v(u), situata pe 7.

Atunci 7 = ui +v(u)j, ¥ = j—; =i+vj,7 =v"j, N =

TuXTy
T = k- ,
B 1 v 0
Deci (7,7 ,N)=|0 v 0|=0cv =0s
0O 0 1

v(u) = c1u + c2 (e1, c2 constante reale).

Prin urmare, liniile geodezice ale planului 7 au ecuatia vecto-
riald parametrica

F=wui+ (ciu+c2)j =coj +uli+c1j),u € R,

care reprezintd ecuatia vectoriald parametricd a unei drepte.
Deci liniile geodezice ale planului 7 sunt dreptele sale.

Fie K1 si Ko curburile principale ale suprafetei S de separatie
a unui lichid. Presiunea normala p pe elementul de suprafata,
intr-un punct oarecare, este data de ecuatia lui Laplace

o(K1 + K2) = p, unde o este tensiunea superficiala, pe care
o considerdm constantd. Sa se afle presiunea p cand S este
paraboloidul hiperbolic.

Solutie:

Daca consideram ecuatia paraboloidului hiperbolic

C = iy — —2zy
S : z =uxy, atunci p = ERERRE TR
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10.2 Probleme propuse spre rezolvare

1. S& se scrie elementul de arie al suportului suprafetei sferice de
ecuatii:

x = Rsinfcosp, y= Rsinfsiny, z = Rcosf.

2. S4 se scrie elementul de arie al suportului suprafetei elicoidale
de ecuatii:

r=wucosv, y=usinv, z=hv, (u,v) € D C R%

3. Sa se scrie elementul de arie al suportului suprafetei paraboloidale
de ecuatii:
2zh:x2+y2, z>0, h>0.

4. S& se calculeze a doua forméa péatraticd fundamentala pentru
suportul suprafetei sferice.

5. S& se calculeze a doua forma patraticd fundamentald pentru
suportul suprafetei elicoidale.

6. Sa se gaseasca liniile asimptotice ale suportului suprafetei de
ecuatii:

r=wucosv, y=usinv, z=u" (u,v)€ R

7. Pentru drumul suport al curbei strambe C, definita prin in-
tersectia suportului sferei S de ecuatie

242 —r2=0

cu suportul elipsoidului E de ecuatie

2 2 2
T Y z
atpta-1=0

sa se scrie ecuatiile tangentei, planului normal i planului os-
culator.



268

8.

10.

CAPITOLUL 10. SUPRAFETE

S& se gaseasca liniile asimptotice la suportul suprafetei de
2 _ 4?2, apoi si se determine pe cele ce trec prin
punctul de coordonate (2,1, 3).

ecuatie z = x

. S& se arate cd hiperboloidul cu o panza,

$2 y2 22

2T a2 170
este o suprafatd conexa, iar hiperboloidul cu doud panze

$2 y2 22

StE -z tl=0

nu este conex.

Suportul suprafetei generate prin migcarea unei drepte ce se
sprijina pe drumul suport al unei elice circulare, intdlneste axa
Oz i este paraleld cu planul zOy, se numeste suportul unui
elicoid cu plan director, sau suportul unei suprafete surub.

1) S& se giseascd ecuatia carteziand implicitd a suportului
suprafetei.

2) Sa se determine prima si a doua forma fundamentald pentru
suporul suprafetei.
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