P. STAVRE M.M. STANESCU

Cercetari Operationajg



Prezentare

Primul autor este profesor universitar emerit, doctor in Matematica,
specialitatea Geometrie Diferentiald si conduce doctorat in Geometrie
(specialitatea Fibrate vectoriale cu aplicatii in Teoria Relativitatii). In
paralel a predat si preda ,,Matematici Aplicate” la Facultatea de Stiinte
Economice (inca de la infiintare). A predat ,,Cercetdri Operationale” la
facultati tehnice (de exemplu Facultatea de Mecanica, etc.). Avand aceasta
experientd de peste 40 de ani, a urmarit modul de abordare sub aspect
didactico-metodic al matematicilor aplicate in diverse tari §i in diverse
perioade (fiind si recenzent la Zentral Blatt, Math. Rew. Germania si la
American Math. Society, timp de peste 30 de ani).

Toate acestea au dus la schimbarea conceptiei proprii de predare si
de elaborare de carti pentru studenti sau pentru cercetatori. Vom lua in
considerare ca exemplu cartea Matematici Aplicate in Economie (a se
vedea [St.] 1982, care la timpul respectiv a fost consideratd cea mai buna
carte de specialitate, conform parerii specialistilor. In acest sens multumim
Acad. Radu Miron care aducandu-mi la cunostintd aceste aprecieri, m-a
incurajat sd continui $i aceastd activitate ca didact). Pe parcurs experienta
de predare a dus la separarea materialului din [St.] in parti componente pe
specificul facultatilor tindnd cont si de avantajul calculatorului. Totul sub
forma algoritmica si nu sub formd de matematici generale (teoreme,
leme,... dispersate). De exemplu, partea cea mai raspandita ,,Programare
Liniard cu aplicatii” a fost adusad la origine (Dantzig) fiind curititd de
»stuful” suplimentar folosit in general (algebrizare-geometrizare excesiva,
care desi frumoase nu sunt specifice).

In acest fel s-a ajuns la forma actuald accesibild unei largi categorii
de cititori (elevi, studenti, cercetatori care nu sunt matematicient).

1) S-au putut aborda ,unitar” cele doud probleme de baza:
,Modelele mici” si ,,Modelele mari” (relative la ,,memoria de calcul” a
calculatorului de care dispunem), in sens [Las.].

2) S-a pus accentul pe ldmurirea problemei moderne a ,,conducerii
la doud nivele in orice sistem de activititi. Este posibild o totald
descentralizare si autonomia subsistemelor conduse ? Daca nu, care este
modelul ?



Aceasta abordare a fost folositd pentru prima dati la noi in
tara in cursurile studentesti.

3) Au fost elaborati noi algoritmi, simpli, moderni, usor de
programat pe calculator; Algoritmul transpozitiei, care apoi este comparat

cu algoritmul Ungar; Algoritmul & ( D); Algoritmul S(P<); S(P>), care se

compara calculatoriu cu algoritmul Gomory, punand 1n evidenta reducerea
memoriei de calcul necesara.

Al doilea autor, lector universitar, doctor 1n Stiinte Fizico-
Matematice, specializarea Analizd Matematica (Teoria Operatorilor), ca
asistent al primului autor si-a adus contributia la acest experiment si a
preluat apoi cursul de ,,Cercetari Operationale” la Facultatea de Mecanica,
sectia de Inginerie Economica in Mecanica.

Din aceasta colaborare s-a ndscut ideea elaborarii actualei forme a
cartii (volumul I), care va fi urmata de ,,Cercetari Operationale Generale”,
ce va fi structuratd tot pe ideile prezentate anterior: algoritmizare cu
reducerea ,,memoriei” de Inregistrare, aplicatii pe modele.

Multumim pe aceastd cale domnului prof. univ. dr. ing. Marin Bica,
Decan al Facultatii de Mecanicd, pentru aprecierile si sugestiile facute, ca
reprezentant al uneia dintre facultatile beneficiare.

Aceleasi multumiri le aducem si domnului prof. univ. dr. ing. Dan
Gheorghe Bagnaru, Prodecan al Facultatii de Mecanica, care fiind si
matematician, a contribuit la forma actuala a cartii prin sugestiile facute.

Autorii



Introducere

Un sistem de activitati organizat (sistem productiv, sistem de in-
vatamant, sistem de afaceri,...) este un sistem condus piramidal in
cadrul unor restrictii pentru atingerea unui scop principal.

Binomul restrictii-scop implica o organizare rationala a sistemelor
de activitdti de la bazd (a subsistemelor de activititi) si pana la varf
(agentie, patronat, stat,...). Varful va fi numit agentie in cele ce urmeaza.

In economia centralizatd, agentia (statul) distribuie cifrele de plan
pentru subsisteme si odatd cu acestea aloca resursele (intrarile) necesare
(resurse materiale, resurse financiare,...) pentru realizarea obiectivelor
planificate. In acest fel subsistemele au numai rol de executie. Scade
initiativa lor si implicit scade posibilitatea lor de a se adapta la unele
conditii noi aparute, specifice, pe piata (cererea). Apar fenomene nocive
ca de exemplu: penurie la unele bunuri, sau stocuri-productie pe stoc la
alte bunuri. Implicit au loc dereglari bugetaro-financiare. Mecanismul
cerere-oferta este blocat. Statul trebuie sd gaseascd noi metode de
reglare, partiala, dar ”peticirea sacului nu este un sac nou, durabil”.
Sa ne amintim numai de una din mai cunoscutele asemenea activitati
i anume aparitia mandatarilor (pentru o perioadd scurtd) in care noul
mecanism economico-financiar a fost benefic de moment, dar nociv in
perspectiva dinamicii economico-financiare viitoare (se cunosc efectele
economice negative, aparute in perioada 1988-1989).

Subsistemele (la nivel micro-economic) sunt la randul lor cuplate
la nivel macro-economic (restrictii rezultate din necesitatea satisfacerii
unor cerinte pentru alte domenii de activitate: armata, invataméant,
sdndtate, aparatul administrativ central,...). Lipsa autonomiei subsis-
temelor nu poate satisface anumite cerinte ca de exemplu: reglarea
preturilor prin cerere si oferta in cadrul unui mod concurential-loial.
Aceste cerinte sunt specifice unei economii de piata descentralizata.



Contradictiile sunt evidente.

Prin urmare, apare necesitatea autonomiei subsistemelor si aparitia
concurentei loiale cu elementele specifice economiei de piata. Sectorial
se pun aceleasi probleme, ca de exemplu in sectorul ”invataméant”, cu
specificul sau.

Oricare ar fi sistemul economic, relatiile de cuplare, centrale, raméan.
Ce inseamna atunci autonomia subsistemelor ? Exista o autonomie to-
tala a subsistemelor in ceea ce priveste organizarea rationala a activ-
itatilor subsistemelor cuplate la sistem si atunci cum actioneaza rational
agentia (centrul) in organizarea si functionarea viabild a intregului sis-
tem 7 Este clar ca in formularea unui raspuns rolul stiintei, in general
si al gtiintelor tehnico-economice, in special, este esential.

Problematica anterioara va fi abordata in capitolul 6, pentru cazul
unui sitem de activitati liniar programat unde se va lamuri cum se pune
problema autonomiei subsistemelor.

Pentru a ajunge aici va fi necesar sa trecem in revista si cateva noti-
uni praxeologice, de cultura tehnico-economica, iar apoi sa elaboram
algoritmi care sa rezolve problemele de organizare rationala a activ-
itatilor ca modele liniare. Modelele neliniare vor fi abordate in volumul
II.

In orice sistem economic relatia inginer-economist este esentiala, in-
cepand cu proiectarea, lansarea in productie si termindnd cu controlul
calitatii produselor (dirijarea calitdtii in procesul de productie, respec-
tiv controlul la "receptie”).

Orice sistem de activitdti organizat (sistem educational, sistem de
afaceri, sistem productiv-organizarea rationald a productiei, ...) se des-
fisoard in cadrul unor conditii (restrictii) si are un scop (obtinerea unei
"utilitati”, obtinerea unui beneficiu,...) Binomul, restrictii - scop, im-
plica o gandire rationala bazata cel putin pe logica clasica-aristotelica-
care are la baza cele trei principii: identitatea, non-contradictia si tertul
exclus.

In cadrul acestor trei principii orice exprimare, conversatie, decizie,
este logica daca respecta dualitatea; modus ponens-modus tolens. Orice
alta exprimare, in cadrul celor trei principii, duce la absurdul ”fiecare
are dreptatea lui”. Acelasi absurd se obtine si daca unul dintre cele trei
principii nu este respectat.

Ne intalnim adesea cu afirmatie de forma: ”Cu un buget” minim
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s se obtind un beneficiu maxim (sau utilitate maxima). Evident, o
asemenea afirmatie ”suna” bine, dar nu este o afirmatie "rationala”, ca
sa folosim un termen folosit al cercetatorilor premodernisti. Unul dintre
acesti cercetdtori este Espinas (1890), care spune ca in orice organizare
rationald sunt adevarate numai afirmatiile:

1) La o anumitd ”cheltuiald” daté sd se obtind o utilitate maxima.

2) Un nivel fixat Uy al utilitdtii, sd se obtind cu o ”cheltuiald”
minima.

Aceste doua afirmatii, duale, sunt numite principii rationale de
organizare a oricarui sistem de activitati.

Matematica a modelat aceste doua principii sub forma de prob-
leme duale de optimizare. S-a creat o noua ramura de ”cercetari oper-
ationale” care, in fond, aratd cum se modeleaza cele doua principii de
mai sus:

1) La un input (intrare) fixat, in cadrul restrictiilor activitatii, s se

obtind un output, X (iesire) optim.

2) Un anumit "output”, X, si se obtind cu un input total, minim.

Eficienta outputului, X, se exprima printr-o valoare a unei functii,
f(X) = z, iar restrictiile de productie, (activitate) se exprima prin
functii g; j = 1,...,m, in modelul matematic corespunzator. Daca g;
sunt functii liniare, g; (X) = > A2, — B; = 0 atunci A;,= cantitatea
de input, Bj, ce se "consuma pentru a obtine o unitate de output, de
tipul k, (notat xj), dupd o anumita tehnologie, T}, de care se dis-
pune. Dacd si ’scopul” este o functie f liniard, z = f(X) = > Crap
(C) =eficienta unitara a inputului z;) atunci modelul obtinut se nu-
meste model liniar. In caz contrar se va numi model neliniar.
Prin urmare si cartea ce o prezentam va fi structurata pe doua volume:
In primul volum se vor da algoritmi de rezolvare pentru modele liniare
iar in volumul doi se vor prezenta algoritmi pentru rezolvare a celor
mai uzuale modele neliniare.

Chiar si in cazul liniar apar probleme ca de exemplu: n- este foarte
"mare” relativ la memoria de calcul de care se dispune, mai ales daca,
dp < z < s (dy = cererea; s =capacitatea de productie, sau o
cantitate estimatd aga incét, (sy —dy) sd fie un stoc de rezervd nu
productie pe stoc). Prin urmare, un algoritm trebuie dat in aga fel incat
sa depageasca acest "hop” dat de n, foarte mare. Daca m, este foarte
"mare”, in special la nivel "macro”, practic problema se va descompune
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in sub-probleme cu numar mic de restrictii.

In cazul liniar algoritmul va duce la o ”iesire” X dupi un numéir
finit de pasi.

In cazul neliniar pe langs greutitile de naturd matematici este posi-
bil ca algoritmul sa nu duca la iegirea optimala dupa un numar finit de
pasi. In acest caz trebuie dati o metods de ’oprire” a algoritmului in
asa fel incat "iesirea”, X, la acest pas, si aproximeze iesirea optim# cu o
eroare practic admisa. De exemplu f (Y) sa aiba o valoare, Z asa incat
}7 — Zoptim} < €, € reprezentand o valoare practic admiss; (¢ = ﬁ o}
pierdere de 1 leu la mia de lei, de exemplu). Formarea deprinderii de a
obtine un program X pentru care f (7) = 2p sa difere de valoarea op-

timald, necunoscutd, f (X ) = Zoptim (in modul) cu o valoare ¢ practic

admisd este esentiald (X se va numi program optimal-economic, ad-
mis). latd cateva probleme pe care le ridicd practica. Deci pe aceastd
directie este necesar sa se studieze matematica aplicata. Sarcina este
dificila si atunci este necesar sa se prezinte materialul asa incat sa fie
pe intelesul, in primul rand, al celor ce aplicd matematica (economisti,
ingineri...). Din aceste motive se incepe chiar cu elementele de baza,
din liceu, dar expuse pe directia ”algoritmics”. In acest fel cartea
va fi utila si elevilor cat si profesorilor.

fn primul volum vom incepe cu sistemele liniare de ecuatii
tratate algoritmic si apoi se va trece la algoritmi de rezolvare
a probelor de programare.

O clasa mare de probleme concrete se poate modela prin acelasi
model matematic. O problema mai cunoscuta din aceasta clasa va fi
luata ca reprezentant. Din aceste motive se va folosi terminologia de
”model de tip C”.

Un model de programare liniara de forma:

Y Az, = By i=Tm (1)
k=1
maxf (X) = Crxy; o, >0 (k=1,n

se va numi model sub forma standard.



Practic inseamnd folosirea integrald a inputurilor B, (k= 1,m).
({Bx} pot fi: ore de productie, sau resurse, in general care trebuie
folosite integral)

Un model de forma:

Z Ay, >
k=1
min f (X) =

se va numi model de tip "amestec” (dietd, concentrate, medica-
mente, cifre octanice, aliaje,...).
Un model de forma:

n
Z Ajpzy <
k=1

n
max f (X) = ch%; x>0 (k=1,n)
k=1
se va numi model de tip "resurse”.

Inegalitatile ”<” se scriu cdnd se cere si o eventuald economie la
resurse. Cum scopul este optim f (), algoritmul va arita care dintre
'<’ se va transforma in =’ pentru programul optim, X, obtinut. Este
posibil sa nu se obtina atingerea optima a scopului faicAnd economie la
resurse (intrari), aga cum se va vedea mai departe.

Exemplul 1. Fie datele

Ty o9 T3 T4

T1 T2 T3 T4 resurse B
Al2 1 1 1 |4 B

1 3 1 2 |7 By
cl2 3 4 3

pentru care se cere, max f (X) = 2x1 4 33+ 423+ 374, dar cu economie
la resursa, By = 4 (socotita ”deficitard”). Modelul este:

2$1+ZL’2+JI3+ZL’4§4,
J]1+31’2+ZL‘3+2I4:7,

max f (X) = 2x1 + 3x9 + 423 + 314
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si se va vedea ca in aceste conditii, programul optimal este

Xt = (xl =0; 29 = ;; x3 = g; Ty = O) (t = transpus)
care verifica cu ’=" prima restrictie, adica B; = 4 se va consuma inte-
gral (Nu se poate face economie la aceastd resursd dacd se doreste un
beneficiu total f, maxim). Alte cazuri se vor vedea pe parcurs.
Evident pot exista modele in care unele restrictii sunt efective (=),
iar altele sunt inecuatii. Acestea, cat si modelele de tipul (2), (3) se pot
reduce la forma standard, introducand variabilele y; > 0, de compen-
sare (care se mai numesc variabile ecart). Astfel, dacd o restrictie este

de forma > A;zi, < By, atunci se va scrie | Ajgxr +v; = B; (y; > 0),
%

k=1
n n

iar inecuatia Y A;pzyr > By, se va scrie Y Ajgxp —y; = By (y; > 0).
k=1 k=1

Restrictiile z; > 0 (z = L_n) sunt necesare fie din punct de vedere
matematic (pentru elaborarea algoritmului simplex de rezolvare), fie
din necesitati practice, ca de exemplu, daca z; reprezinta cantitatea de
produse de tipul ”i”. Dar tot in practica putem avea unele z; < 0 (ca
de exemplu dacd x; reprezintd temperatura de prelucrare la "rece”).
In acest caz se va ajunge iaridsi la conditia ca toate variabilele s& fie
nenegative.

Daca, concret, z; > 0 (z = I,_n) inseamna ca oricare ar fi valorile
Z; > 0 ale programului optimal X, ”agentia” dispune de capacititile de
realizare a acestor cantitdti. Altfel, X nu este un optim economic.
De vina este cel ce a scris modelul, deoarece nu a pus conditia a; < x; <
b; (a;, b; putand fi gi numere negative ca in cazul prelucrarii la rece).

Tot in cazul x; > 0, modelul poate duce matematic la f — —oo,
sau la f — oo, ceea ce inseamna ca x; > 0 pot creste oricat de mult
(program nemdarginit superior). Asa cd o margine superioara tot
este necesara practic.

4) Modelul cel mai complet va fi de forma (1) sau (2) sau (3), la
care se adauga si restrictiile d; < x; < 5;. Teoretic nu apar probleme
noi, deoarece introducem variabilele de compensare. Daca s-ar proceda
in acest fel, s-ar obtine m+ 2n restrictii cu 3n variabile, ceea ce mareste
atdt numarul de restrictii cat si numarul de variabile. Chiar daca s-ar
face substitutia u; = x; — d;, s-ar obtine 0 < u; < D; (D; = S; — d;).
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S-ar obtine prin compensare m + n-restrictii si 2n variabile. Pentru (n)
mare, problema devine "mare”. Aceste situatii vor cere un algoritm

special.

Exemplul 2. Cu datele din modelul 1., dar cu restrictiile d; <
T S Sl, d2 S ) S SQ, d3 S I3 S Sg, d4 S Ty S S4, S-ar obyine pI‘il’l

compensare:
2r1 4wy t+x3 s =B

T +31’2 +xs3 +27J4 = Bg

T —U =d;

T2 —Y2 = dy

T3 —Ys = d3

T4 —ys =dy

T1 +t1 = Sl

i) +t2 = SQ

I3 +t3 = Sg

T4 +ty =S54
x>0y >0;1>0.

S-a marit numarul de restrictii efective de la m = 2 la m + 2n = 10,
iar numarul de variabile s-a marit de la n = 4 la 3n = 12. Chiar in
acest caz mic, rezolvarea sistemului cu conditiile x > 0; y > 0; t > 0,
este o "problema”.

Daca s-ar face mai intai substitutia x; — d; = u;, s-ar obtine 0 <
u < D1 0 <ug < Dg; 0 <ug < D3; 0<wuy < Dy. Va rezulta:

2u; H+us Fus  tuy =B,
w1 +F3us Fus +2uy = B,
Uy +Y1 =D
(0 TY2 = Dy

us +Ys3 = Ds

Uy +ys = Dy

max ¢ (U,Y) = 2uy + 3ug + 4uz + 3ug + 12
up >0y, >0 (i=1,4).

Avem m+n = 6 restrictii efective in loc de m = 2 restrictii si 2n = 8
variabile in loc de n = 4 variabile. Daca n ar fi "mare”, este clar ca
numarul de restrictii devine "mare” ca sa nu mai vorbim de numarul
variabilelor.



Chiar in cazul unui sistem ”"mic” trebuie sa observam ca in general
pentru un sistem compatibil nedeterminat lipsesc cunostiintele necesare
pentru obtinerea unor solutii nenegative X > 0. Metoda scolara pune
accentul pe scrierea solutiei generale in care se dau valori variabilelor
secundare. Care sunt aceste valori nenegative pentru care variabilele
principale (sau bazice) iau tot valori nenegative ?

Apare deci o noua problema putin cunoscuta. Asadar, va trebui
reluata problema rezolvarii sistemelor de ecuatii liniare, cu conditia
X > 0 si cu atat mai mult cu conditia d < X < S. Vom face acest
lucru in mod gradat asa incat metoda sa fie accesibila unei mase largi
de cititori. Apoi se va trece la elaborarea algoritmilor de rezolvare a
unei probleme de programare liniara in cazul cel mai complet
d < X <8, respectiv in cazul mai simplu X > 0.

Se vor considera apoi si diferite interpretari practice.

Se va atinge si asa numita problema a ”conducerii la doua
nivele”, cu decizie la nivel de ”agentie”, dar tindnd cont de
autonomia subsistemelor (Cap. 6). Se obtine un principiu funda-
mental: in cazul unui sistem de activitati condus de ”centru” (agentie,
patron, stat,...), care este liniar programat, nu exista o descentralizare
totala: optimul la nivel centru nu este o simpla sumare a optimelor sub-
sistemelor autonome. Programele optime ale subsistemelor autonome
devin "propuneri” pentru agentie. Pe baza lor agentia ”elaboreaza
preturile umbra” de care subsistemele trebuie sa tina cont in elabo-
rarea propriilor programe optime. Se trece la o reoptimizare. Ciclul se
termina cand agentia reuseste sa determine niste ”ponderi” optimale
pentru programele optimale ale subsistemelor de activititi (autonome).

O problema delicata la nivelul cunostiintelor liceale, este
problema obtinerii unor solutii in multimea numerelor intregi
si cu atat mai mult daca aceste numere intregi trebuie sa fie
naturale (nenegative).

Si aceasta problema va fi ”algoritmizata”. Se vor prezenta
algoritmii de baza dar si noi algoritmi [St| pe ideea reducerii
”memoriei de calcul” (intens cercetata si in prezent pe plan
intern si international). Apoi se va trece la modele neliniare
(vol.II).

Tata complexitatea de situatii ce trebuie cercetate cat si prezentarea
gradata ce va trebui facuta, avand ca scop principal, initierea in cerc-
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etarea operationala.

in situatii concurentiale a doui ”agentii” (numite ”juca-
tori”) cu scopuri opuse, se va obtine un nou mod de gandire. Mode-
larea anterioara, in care decidentul isi urmareste atingerea optimala a
scopului, se va mai numi si ”gandirea rationala a jucatorului de unul
singur” (fara opozant).

In fond, putem spune cg pentru a obtine o anumit ”iesire” (doritd)
din sistemul condus, in cadrul unor ”intrari” date, trebuie elaborat un
algoritm care la fiecare pas p determina o ”iegire” ig . Aceasta trebuie

comparata cu iegirea dorita. Daca difera de iesirea dorita, apare o
eroare A # 0. Atunci se va relua ciclul pana cand A = 0, sau |A| este
mai mic decit o eroare € practic admisa. Se obtine, formal o schema
numita ”inginereste” sistem condus cu reactie negativa:

[rtrari
lasi Ctaren |esire
esirea
P— interna ]
du:urltax
Operator de
corechie

Modul de predare. Programarea liniara, cu problematica sa,
poate fi abordata prin doua metode.

1) O metoda constd din elaborarea, mai intai a teoriei spatiilor
liniare (vectoriale), a teoriei multimilor convexe din spatii liniare (teo-
reme de tip Krein-Milman, teorema lui Minkowski, lema lui Farkas,...)
si apoi elaborarea teoriei programarii liniare. Pentru aceasta este nece-
sar un numar mare de ore alocat programei analitice.

Intr-un anumit sens, aceasti metodd se depirteazi de scopul pro-
priu zis: atingerea unui scop fixat cu un numéar minim de efort si de
timp. In schimb metoda este "mai elaborat®”, mai specificii pentru
Facultatea de Matematica. Primul autor a folosit aceastd metoda o
perioadd indelungatd ([St] 1982).

2) O altd metoda constd din a porni de la originea programarii
liniare (Dantzig) si anume obtinerea valorilor restrictiei unei functii
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liniare pe submultimea programelor de baza ale unui sistem de ecuatii
liniare. In acest fel scopul este atins mai repede. Teoria este mai
clara si mai usor de inteles fiind eliberata de multimea notiunilor speci-
fice spatiilor liniare. Este mai ”curata”. Aceasta nu inseamna ca este
mai putin riguroasa cum ar crede unul obignuit numai cu prima metoda.
Mai mult, in acest fel studentul de la o facultate in care matematica
are rol aplicativ (modelare a datelor tehnico-economice+algoritm de re-
zolvare in cadrul unui numéar mic de ore alocate in programa analitici)
va intelege mai bine atat partea teoretici cat si partea aplicativd. In
fond acesta este scopul predarii. Algoritmul va fi mai usor de progra-
mat pe calculator. Se poate aloca si un timp pentru analiza tehnico-
economica a rezultatelor.

Primul autor a experimentat si acest mod de predare atat la sectiile
economice cat si la sectia de Inginerie Economica din cadrul Facultatii
de Mecanica, unde al doilea autor a condus seminariile gi apoi a preluat
si cursul. Experienta dobandita pe parcursul mai multor ani a aratat ca
a doua metoda este mai ”didactica”, mai ”formativa”. Din acest punct
de vedere comun a rezultat colaborarea in vederea elaborarii acestui
volum.

La sfarsit, tindnd seama ca al doilea autor preda la anul I, spatii
liniare, se va face o trecere a elementelor din programarea liniara si in
acest limbaj, in cadrul apendixului.

Autorii
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Capitolul 1. Programe de baza

1.1. Problema existentei programelor.

Asa cum s-a spus pot exista solutii ale unui sistem liniar de ecuatii
fara ca sistemul sa admita cel putin un program. Daca admite un
program atunci admite un program de baza si deci unul mai simplu.

Altfel spus, daca nu admite un program de baza atunci nu admite
un program. FEste mai simplu si se obtind programe de bazi (daci
exista) si apoi cu ajutorul lor se pot obtine programe mai complete ca
un program de baza. Mai mult, in probleme de optimizare este suficient
sa se obtina un program de baza optimal. Un program optimal, care
nu este un program de baza, daca exista, se va obtine daca exista cel
putin doua programe de baza optimale. Daca nu exista un program de
baza optimal atunci nu exista un program optimal.

Cu acest rezultat, relativ la sistemele de ecuatii liniare, s-a pus
in evidenta importanta programelor de baza. Deci este necesar sa fie
cunoscute cele mai simple metode de obtinere a unor programe de baza,
atat in cazul problemelor "mici” cat si al problemelor ”mari”.

Daca avem m-restrictii liniare (ecuatii) esentiale (matematic, in-
dependente) si n-variabile, atunci pot exista cel mult C)"* -programe de
baza si deci un numar finit de asemenea programe. De exemplu, daca
m = 2; n = 4 atunci pot exista cel mult C% = % = 6 programe de baza.
Deci problema fiind ”mica” o metoda elementara de obtinere
a programelor de baza este data de urmatorul algoritm:

a) Se egaleaza cu zero, n — m variabile.

b) Se rezolva sistemul obtinut.

c) Daca dupa C!" asemenea ”incercari” nu se obtine un program
de baza, atunci sistemul nu admite programe.

12



Exemplul 1.1 Sa consideram sistemul:

2$1+l’2+$3+l’4:4,
£C1+3SC2+Z'3+2I4:7,
x; > 0;1=1,4.

Fie x1 = 0; 25 = 0. Rezulta x3 = 1; 24 = 3. S-a obtinut un program
de baza )0( = (0;0;1;3)".

Fie x1 = 0; 23 = 0. Rezultd x5 = —1; 24, = 5. Nu se obtine un
program de baza.

Fie x1 = 0; 24 = 0. Rezulta x5 = %; T3 = g Se obtine un program
de baza )1( = (0;3;5; O)t.

Fie 9 = 0; 23 = 0. Rezulta x, = %; Ty = 1—??. Se obtine un program
de baza )2( = (%, 0;0; l—f)t.

Fie 2o = 0; 24 = 0. Rezulta x; = —3; 3 = 10. Nu se obtine un
program de baza.

Fie 3 = 0; 24 = 0. Rezultd x1 = 1; x5 = 2. Se obtine un program
de baza )3( = (1;2;0;0)".

Asadar s-au obtinut patru programe de baza.

In aplicatii nu este necesar si se obtini toate programele
de baza ci numai anumite programe de baza, asa incat, trecdnd
de la unul la altul, scopul urmarit si aiba o valoare mai "bund” (mai
mare, daca scopul este dat de functia ”beneficiu”, sau mai mica daca
scopul este dat de functia ”cost total”).

Inainte de a vedea cum se face aceastsi ”selectie” a programelor de
baza, vom reveni la exemplul anterior.

Exemplul 1.2 In exemplul 1.1 s4 se facd rezolvarea efectivi printr-o
metoda simpla, folosind numai cele patru operatii: adunarea, scaderea,
inmultirea, impartirea.

Pentru rezolvarea sistemului conform cerintei anterioare, se va folosi
un algoritm general valabil.

1. Se alege un coeficient nenul, A;, # 0 (numit pivot).

2. Se imparte ecuatia "i” la A;, (pivotul ales). Se obtin noii
coeficienti ﬁ: (k = L_n), fiia.

3. In locul pivotului se pune valoarea 1 (unu), iar coeficientii
de pe coloana ”a” a pivotului se inlocuiesc cu 0 (zero).

13



4. Daca A, este un coeficient care nu se afla pe linia ”/” a
pivotului (deci r # i) si nici pe coloana ”a” a pivotului (k # a),
se va pune un nou coeficient calculat dupa schema:

AHJA—HJJ - AraAik

A, ,
¥ (Al
B BJAid — A, ,B;
ro T .
(Al

Pentru a nu retine calculele anterioare ca formule ci ’ideea”, sa ex-
primam in ”cuvinte” aceste formule: ne fixam asupra unui coefi-
cient A, (r #i;k # a) respectiv B, (r #1). Se merge de la el la
pivotul [4id. Se formeazi o ”diagonali” (plina pe desen) prin-
cipala. Automat apare un dreptunghi cu diagonala a doua
(punctata). Se face produsul coeficientilor de pe diagonala
principala din care apoi se scade produsul coeficientilor de pe
diagonala secundara. Rezultatul se imparte la pivot.

Cu noul sistem obtinut, se repeta procedeul anterior, atat timp cat
exista coeficienti nenuli ai necunoscutelor x, care nu se afla nici pe linia
si nici pe coloana coeficientilor mai inainte alesi ca pivoti. In momentul
in care nu mai exista alti asemenea pivoti se obtine forma ”canonica”
a sistemului.

Discutie:

a) Daca pe fiecare ”linie” a existat un pivot, atunci toate
ecuatiile (restrictiile) sunt esentiale. Se obtine rezolvarea generald a
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sistemului. Daca termenii liberi sunt nenegativi, atunci se obtine
un program de baza (facand variabilele secundare egale cu zero). Daci
termenii liberi nu sunt toti nenegativi, se va relua procedeul ”pivotarii”
expus anterior, pe noul sistem.

b) Daca in forma canonicd a sistemului au ramas ”linii”
cu toti coeficientii A, = 0, dar By # 0, atunci sistemul este
incompatibil. STOP. Daca toti B, = 0, atunci sistemul este
compatibil si se elimina aceste linii ”s”.

Metoda, in sine, numita si ”eliminarea totala Gauss-Jordan”,
nu este altceva decat metoda elementara a eliminarii, fapt pentru care
demonstrarea regulilor anterioare este banala.

Pentru simplificare, necunoscutele nu se mai pun in timpul pivotarii.
In cazul dat putem scrie

2 1 0 14 2 1 11
1 3 1 2|7 -1 2 0 [
X = (0;0,1;3)".
In acest caz variabilele bazice sunt xs, x4. Vom nota cu I©®©) = {3;4}.
Variabilele secundare sunt z;, zp. Vom nota K® = {1;2}. Forma
canonica a sistemului este:

{ 3I1—$2+I3:1 {$3—1—3]}1+$2

0) _ s9.
—{L’1+2l‘2+l’4:3 $4:3+$1—2ZL‘2 I {374}

Facand variabilele secundare x; = 0; x5 = 0, rezulta )0( . Pentru a

obtine si celelalte programe de baza se poate porni tot de la sistemul dat
luand alti pivoti, sau chiar de la forma canonica. Astfel, daca dorim sa
avem 3, T ca variabile bazice in aceasta ordine, inseamna ca la prima
alegere se va lua ca pivot coeficientul lui x3 si apoi coeficientul lui 5.
Rezulta:

| N Ot
N =

;I o= {3;2}, K ={1;4},

35 \°
X = (0:2:Z.0) .
(72727 >

Exercitiul (1) Pornind cu forma canonica anterioara, sa se obtina
si celelalte programe de baza.

)
O =
N[O =
INJISUNIISH
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Exemplul 1.3 Se da sistemul

201 + 22 + 23 + 14 = 4,
$1+3$2+$3+2$4:7, ()\ER)
31’1+4l‘2+21’3—|—31’4:10+>\

Avem:
2 1 0 14 2 1 1 14
1 3 1 2|7 -~ =1 2 0 m|3 “
3 4 2 3[10+AX -1 2 0 1|24+
3 -1 1 011
“- =1 2 0 1|3 STOP
0 0 0| —-1+AX

Pe linia ¢ = 3 nu mai avem coeficienti ai necunoscutelor nenuli.
Analizdm termenul liber B3 = —1+ A. Dacd —1 + A # 0 (adica A # 1)
sistemul este incompatibil. Daca A = 1, atunci sistemul este compatibil,
iar ecuatia a treia nu este esentiald (este o combinatie liniara a primelor
doud ecuatii). O elimindm gi rdméane sistemul dat in exemplul 1.1.

Exemplul 1.4 Sa consideram sistemul

0, 11’1 + 0, 11’2 + 0, 133'3 = 5,
0,21’1 + 0,2.%'2 + O, 1.1‘3 = 4,
x; >0;i=1,3.

Echivalent avem:
ZL‘1+.I'2+IL‘3 :50,
41‘1 + 41’2 + 2.1’3 = 80,

Rezulta
0 1 1150 1 1 1 50
4 4 2|80 0 0 2| -120
1 1 0] -10 1 = —10 — x9
0 0 1]60 z3 = 60

Rezulta ca desi sistemul este compatibil, el nu admite nici
un program, deoarece pentru z, > 0, z; este negativ. Iata si
un caz de sistem care nu admite programe.
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1.2. Generarea programelor de baza.

Avand un program de baza )0( , se pune problema ca pornind cu
acesta la pasii urmatori sa alegem pivotii in mod organizat aga incat sa
se obtina noi forme canonice ale sistemului care sa ”afiseze” pe coloana
termenilor liberi numai valori nenegative, adica sa corespunda la aceste
forme canonice numai programe de baza.

Exemplul 1.5 In paragraful anterior (exemplul 1.2) s-a obtinut
programul de baza )§ = (0;0;1;3)" cu 1© = {3;4}, K© = {1;2}

ca date initiale. S& notam noii coeficienti cu Agg), Bi(o) (luati ca date

initiale sau ca date la pasul initial p = 0). In prima fazi si admitem
)

”

v .U 0 . .
ca )0( este nedegenerat, adica Bi( > 0, oricare ar fi 74”.

0) Initial dispunem de X; A, O, 1), O,
0 na K3
1) Se alege drept coloana ”pivot” ”a” o coloana pe care ex-

ista cel putin un coeficient pozitiv, A9 >0 si se fac rapoartele

Q
B (0)
{W>O} (CLEKl )
2) Dintre aceste rapoarte se alege cel care are valoarea cea

mai mica. Numaratorul sau se va alege ca pivot. Pivotand cu

acesta se obtine un nou program de baza )1( si noi date Agi);

BZ-(l); IM; KM, Cu acest nou program de bazi se revine la 1)
2) inlocuind p =0 cu p =1).

In cazul anterior cum Aﬁ? = 3 > 0 respectiv Agg) = 2 > 0 se poate
alege coloana a = 1 ca o noua coloana pivot, sau coloana a = 2 ca si
coloana pivot. Putem scrie

-1 1 0|1 (1 1 —3
-1 2 0 13"’ 0 @
S-a obtinut noul program de baza )1( = (%, 0; 0; %)t cu noile date

AWM M. 1O = 11:4}; KM = {2:3}. Cu acest nou program de bazs
procedam la fel. Pe coloana a = 2 avem Aélz) = g > 0. Deci avem un

Wl Wl
ol
w3

) 10

singur raport pozitiv {% = @} Pivotul va fi A%) :@. Pivotand se
22
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obtin
1 0
0 1

i g

L4

gi deci X = (1;2;0;0); I® = {1;2}; K@ = {3;4}. Pe coloana a = 3

ot b o] =

avem A13 = A%) = % si rapoartele trecute in dreapta. Cel mai mic

2.
5
B® ) ) @ .
este (2) @ . Deci noul pivot va fi 5. Rezulta

X= (0;2;5;0); I® = {3;2}; K® = {1;4}.

) 2’ 27
Cazul in care un program de baza este degenerat (adica cel putin o
valoare bazica este nuld) va fi tratat special mai departe.
Exemplul 1.6 Daca se doreste ca avand un program de baza sa
se obtina programe care nu sunt programe de baza, este suficient ca
in forma canonlca corespunzatoare sa dam variabilei secundare, pentru

care raportul ﬁ o este cel mai mic (A(p ) > 0; a € K®), orice valoare

| Nt
N =

0
1

NN
[SJ[SU NI

1
0

1a

0 < z® < i(p) Astfel, in prima forméa canonica, prezentata anterior,

avem b . )
T1 =3~ (?) Z2,
10 5
3

Ty = — 51'2.

10
Dam valori lui 0 < x9 < £ = 2 si se obtin o multime de programe.
3

De exemplu, pentru z; = 1 rezultd programul (;1;0; g)t
Exercitiul 1.3 Din ultima form&a canonica, prezentatd anterior, s
se obtina programe pornind cu

5_ 1 5_5
T3 — 5 — 54 T3 — 5 — 521
{ 3 17 saucu { g 22
T2=3 73 2~
. 3 3 . . . 3 3 . .
dand valori 0 < x4 < 3 (£ este cel mai mic dintre %;g] si deci
2 2

5
AS’B = % va fi noul pivot), respectiv pentru 0 < x; < ¢ = 1.
2
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Exemplul 1.7 Fie dat sistemul

ZL’1—2ZE2+1’3:1,
201 — T + T4 = 2,

Avem deja forma canonica cu un program de baza )O( = (0;0; 1; 2)t.

Rezulta, facand x; = 0

T3 = 1-— (—21‘2) =1 + 21’2,
Ty =2 — (—{CQ) =24 5.

Pentru orice valoare a lui x5 > 0 se obtin programe cu s, x3, 24
oricat de mari (nemérginite superior) cu z; = 0.
Jata un caz in care multimea programelor este nemarginita.
Anterior s-a luat un exemplu in care multimea programelor era
marginita si deci orice program este o combinatie liniara convexa a
programelor de baza (varfurile multimii convexe). O teorie matematica
mai elaborata se bazeaza pe teorema lui Minkowski, teorema Krein-
Milman si Lema lui Farkag ([St]).
Daca in exemplul care urmeaza continuam pentru a obtine toate
programele de baza, avem:
=1
y

m -2 1 0[1
2 -1 0 1|2

si deci ca nou pivot se poate lua fie Aﬁ) =1, fie Agi) = 2 ¢i deci luand

N DO | —

ca pivot Ag? = 1 se vor obtine

1 -2 1 0|1
1107

03 -2
X = (1;0;0; 0)"; IM = {1;4}; KO = {2:3}, adici variabila bazici x,

ia valoarea xfll) = (0. Programul de baza )1( este degenerat.

Daca s-ar lua ca pivot Agi) = 2 se vor obtine

0
1

N

?

T NIV

0
1

|
o =

N[ =

—
Ne}



X = (10,0005 I® = {3;1}; K& = {2;4}.

Asadar, daca la un anumit pas apar doud sau mai multe rapoarte
{ A%ia} minime si pozitive, atunci oricare ar fi pivotul ales [Aid, programul
de baza ce se obtine va fi degenerat (aceasta observatie se va mai numi
si criteriul de recunoastere a aparitiei degenerarii, a carui demonstratia
este simpla daca se tine cont de formulele anterioare pentru calcularea
noilor coeficienti).

Se constata ca avem numai doua programe de baza %( ; )1( , celelalte

programe de baza fiind tot )1( , dar cu alta ordine a variabilelor bazice.

Vom reveni asupra degenerarii cu ocazia programarii liniare.
O observatie practica este aceea ca in prima faza necesara obtinerii
unui program de baza initial %( alegerea pivotului [Aid a fost ”libers”

(cu singura conditie A;, # 0) si se continua pivotarea ”libera” pana se
obtine forma canonica ce ”afigeaza” termenii liberi B; > 0, oricare ar
fi i = 1,m. Dac# o persoani alege un pivot, iar altd persoand alege
alt pivot, in general durata de a ajunge la un program de baza difera
pentru cele doua persoane. Una dintre persoane va termina mai repede.
Pentru a reduce timpul, respectiv pentru a obtine sigur un program de
baza in momentul obtinerii formei canonice, este indicat sa se aleaga
pivotii si in prima faza dupa un anumit algoritm. Ca si pana acum
vom prezenta algoritmul, iar demonstratia va fi data la sfarsit, pentru
a usura intelegerea sa.

Algoritm auxiliar. Ca pentru orice algoritm se vor prezenta in
ordine regulile necesare.

(R1) Se adaugd la fiecare ecuatie o variabild auxiliard y > 0.

(Ry) Sistemul obtinut anterior se completeazd cu o noud ecuatie
Yy+(—2)=0,y>0.

(R3) Din ecuatia de la (Ry) se scad membru cu membru, toate
ecuatiile de la (R;). Se obtine in locul ultimei ecuatii din (Rz) o noua

ecuatie care contine variabilele z i z, dar nu §i y, de forma »_ C,z, +
a

(—z) = —2p.
(Ry4) a) Daci C, > 0, oricare ar fi "a” si zo > 0, atunci STOP:
sistemul dat nu admite programe.
b) Daci existd C, < 0, atunci se alege cel mai mic C, negativ
si de pe coloana sa se alege pivotul A;, dupa regulile prezentate anterior
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de alegere a unui pivot cdnd avem forma canonica a sistemului, pana
cand sau toate variabilele y devin secundare (y = 0) si atunci se obtine
forma canonicd a sistemului dat (eliminand y) ce dd un program de
bazi )0( , sau pana cand se ajunge la o situatie (Ry4) a).

Exemplul 1.8 Sa pornim cu exemplul 1.1. Avem:

(R1)(Ro)
2x1+m2+x3+m4+y1 :4,
Ty + 3T+ 23 +204+y: =7, v>0;y>0
Y1+ Y2 + (—2) =0
2r1+ w13+ T4+ Y1 =4,
1+ 312 + 13+ 224 + Yo =7, (Rg)
—31z1 —4xe — 203 — 3wy + (—2) = —1L.

Avem coeficientii ( C < 0. Se trece la (Ry)b).
(R4)b) Se alege C'y = —4 cel mai mic coeficient negativ si de pe
coloana a = 2 se alege pivotul. Avem

4 7
i L5 = —; pivot 3.
mm{ : } pivo
Rezulta
doos g4 =3
1 i 3 1 _7
i ! B p— X 3 —i
-3 0 =3 =3[0 3 +(-2) =-3
Se revine la (R4)b) si avem C; = — 2. Deci pivotul se va alege de
pe coloana lui x;. Rezulta
5
i) s E
min < 3 = 3 pivot 13l
] B
3
Rezulta
1 0 2 L1]_3 _1 =
1311 2° _
0 1 = % = =2 STOP
000 0[1 1 +4(—2) =
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Se elimind coloanele lui 41, ¥ si (—2) ct gi ultima relatie si se obtine
penultima forméa canonica de la exemplul 1.1 (1.5) adica
10 2 2|1,
01 ¢ 2]2°
X = (120,005 1O = {1;2}; K = {3;4}.
Cu aceasta se procedeaza dupa metoda generarii a noi programe de

baza.
Exemplul 1.9 Sa pornim cu sistemul dat in exemplul 1.4. Avem

(R1)(Rz)

leoon|

1+ X9+ T3+ Y1 :50,
4r1 + 4xoy + 233'3 +y2 = 80, (Rg)
Y1+ Y2 + (—Z) =0.

1 1 1 1 00|50

4 4 2 0 10|80

-5 —5 =3[0 0]1]-130
(R4)b) Avem C, < 0 oricare ar fi @ = 1,3. Se poate alege C;, = —5

sau Cy = —5. Fie cd alegem C; = —5. Se alege pivot de pe coloana
a=1.
{ 50
min< ¢y } = —; pivot @
7 a
Rezulta
1 01 |1 —1]0]30
0 1 @ 0 2 |0]20
00 —3]0 5 |1]-120
Avem C5 = —% Se alege pivot de pe coloana a = 3. Avem

¥ 0 E
min{ & } = —; pivot Az =21

T

3

7

Rezulta
1 -1 01 —3|0]10
0 2 1[0 & |0]40
01 0[]0 5 [1]-50

Suntem in situatia (R,)a) STOP. Sistemul dat nu admite
programe.
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1.3. Obtinerea programelor de baza prin revizuire.

Metodele pentru obtinerea unui program de baza date anterior s-au
bazat pe "inregistrarea” in memoria de calcul, a tuturor datelor. Daca
sistemul este mare (n mare, cum apare in majoritatea cazurilor prac-
tice), atunci aceastd inregistrare totald nu este posibild. S& amintim
numai celebra problema a croirii materialelor liniare in care n este de
ordinul sutelor de mii sau de milioane. In aceste cazuri coloanele coefi-
cientilor variabilelor = se fac pe ”fise separate” si prin urmare algoritmii
trebuie aplicati prin inregistrari partiale in memoria de calcul a acestor
coloane, eliminand pe rand, o coloand "neeficientd” (conform scopului
urmadrit) si inregistrand in locul sdu o altd coloana mai eficienta.

Mai intai sa vedem cum se procedeaza prin "revizuire” gi apoi mai
departe, cum se selecteaza o coloand mai ”eficientd” (criteriul de efi-
cientd). Pentru aceasta va trebui si recurgem la cateva notiuni mai
"superioare” dar strict necesare si anume la calculul matriceal: in-
versarea unei matrice patratice nesingulara. Inversarea o vom
reduce tot la calcule elementare, prin pivotare.

In fond, aducerea la forma canonicd a unui sistem inseamns deter-
minarea variabilelor bazice (numite gi variabile principale) adicd deter-
minarea multimii /(). Apoi matricea lor formats din coloanele coe-
ficientilor lor in ordinea bazici I(®) se inverseazi. Cu aceastd inversa
se inmultegte tot sistemul gi se obtine forma canonica (rezultatd prin
pivotarea care a generat [ (0)). Greutatea consta in a depista aceasta
matrice bazica care sa duca la un program de baza.

a) Se poate alege o matrice patraticad arbitrara a coeficientilor si
apoi prin generare sa obtinem alte inverse.

b) Se poate porni de la problema cu variabile auxiliare, unde deja
avemn o matrice bazicd corespunzitoare (coloanele coeficientilor vari-
abilelor y, (—2z)).

Daca problema este "mica” nu este lipsit de interes sa obtinem odata
cu inversa matricei bazice si programul de baza.

Exemplul 1.10 Sa consideram exemplul 1.1 si sa adaugam in con-
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tinuare si matricea unitate. Rezulta

2 1 0 1|1 0|4
13 1 2]0 1|7
2 1 1 1)1 014
-1 2 0 O|-1 1|3

3 -1 1 02 —-1]1
-1 2 0 1]-1 1

Cum I©® = {3;4} s-a obtinut matricea inversi a matricei bazice
M(3;4). Adica

11 _1 2 -1
M(3;4):<1 2>_>M(3;4):<_1 1 )

: _ 10
Verificare Ms.4) - M(334) = < 01 ) =F.

Daca inmultim tot sistemul cu M~! se va obtine forma
canonica a sistemului (rezolvarea)-ultima parte din care elim-
inidm M~!. Cum s-a obtinut si un program de baza %( = (0;0;1;3)",
I = {3;4}, K© = {1;2}, putem continua pivotarea dupi regulile
generarii programelor de baza.

Fie noul pivot Ag%) = 2. Rezulta

5
2

N
I
N

= o

N Not

L1
2 2

Rioi=

1
0

D=

cu programul de baza )1( = (0; %; g;O)t, IM = {3;2}, KO = {1;4} si

deci avem
11 1 3
Mo = ( 1 3 ) - M(3;2) = ( 2_

Adica, dacd de la inceput s-ar alege I = {3;2} am avea M(s);
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M @}2) si deci

| Nt

w
B
N
— N
N~
Il
VR
~_

L1
M(3;2)'(2) = (
(4N
(7)) =

Practic nu este necesar sa procedam astfel. Avand o matrice bazica,
de exemplu M3.4) si M (5;14), generam la pasul p = 1 noua matrice M, (3;12)
prin pivotare:

— N I

NN [T N[ | =

-1
Y -1
< (3;4) — M(3;2) .
©) )
In acest fel se vede cum tot prin operatii elementare se obtine inversa
unei matrice cat si generarea inversei noi, daca o coloana a matricei date
se modifica. Direct

(o)) () [ (B h)-

M
(0)

S ) A

—1

(0)

Daca se modifica {\4) prin schimbarea datelor, ( 1 il)) > = % R
0 1

nu este necesar sa pivotam de la inceput ci scriem
2 -1 1\ [ -1Y).
-1 1 3 ) \ 2 ’
-1 2 -1 R )
— | 2 2 ) =M1
()(—11 > (—%% 1

;) ) au fost adaptate la baza de

Se mai spune ca noile date (
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2
daca pivotarea este "libera” puteam alege ca pivot [=1] (exercitiu).
Exemplul 1.11 Sa consideram exemplul 1.3. Avem

plecare % si se transforma in . Apoi pivotam. Evident

2 1 0 1|1 0 04
1 3 1 2/]0 1 07 A
3 4 2 3/0 0 1]10+A
2 1 1 171 0 04
«“ =1 2 0 I|-1 1 03 “
-1 2 0 1| -2 0 124X
3 -1 1 012 -1 011
“w =1 2 0 1|]-1 1 03
0 0 0 0—-1 -1 1|-1+2X

Pentru A\ # 1 sistemul este incompatibil. Pentru A = 1 sistemul
este compatibil nedeterminat. Eliminam ultima linie gi ultima coloana
si ramane forma din exemplul 1.10.

Exemplul 1.12 Sa consideram exemplul 1.10 si sa alegem Ms;y).
Rezulta

o 2 10 12 1 0
we = (T1) (1)~ (o) (L)~
10 —1 2 .
- 0 1 1 -1 )
_ 1 2
Mgy = (1 _1)'

M@;ll) ( ;l ) = 1_03 ), care nu este program de baza.

Sa alegem M35 = < 1 il)) > Avem M(g;ll) ( :1,) ) = ( 5_2 )§
5 -1 2 0 :
= 1 -1 1 ’
T3
T2

0

| N[

N =

N = |
[

SISV NI
Sy



)0( = (O; %; g;O)t; 10 = {3;2}; K© = {1;4}, bazice.
a) La aceasta baza adaptam coloanele coeficientilor variabilelor
secundare x1, 74, pe rand (revizuit)

3 1 1 .
o= (3, ) (D)=(1) %
0 —3 3 2 3 )
b) Scriem
1 5 2
P, | B . (5)(5) - z L_2
) 1 3 ,Il’llIl 3 .
) | (0 5 s 2 %]
2

Cu pivotul astfel ales generam noua matrice bazica corespunzatoare

la 1M = {3;4};
D s (1)) -
1) 2
(o 2 -1\
1 -1 1 ’
4 (2 -1
M(3;4)_(_1 1 )
(1)

Noul program de baza va fi

X =(0;0;1;3)";

4 1 x
-1 _ 3 .
(%3;4)(7)_(3) Ty

I =1{3;4}; KO = {1;2}.

NI
| wolee
[N |

Exemplul 1.13 Sa se genereze M(;;lzl), I1? = {2;4}; )2( = (0;29; 0; 24)".

Indicatie:

M(3;14)P2:(2_1 1_1)(;>
()15 - |
M(zioB:(g_z 1—1>(L7L):(5_1) -



Deci M 2,4y nu genereaza un program de baza. Explicatia:

(2 )15 i op = )

si deci trebuia ales nu =1 ci 2 ca pivot.
Algoritm revizuit cu baza proprie
a) Se alege o matrice bazicid M arbitrara si se calculeazi M 1.
b) Se calculeaza M~!B.
b;) Dacd M~'B > 0, atunci se alege M ca E\O/)[ . Avem un program

de baza )0( cu IO, KO g notim %;13 = (%3’). Se alege o noud coloans

P; (coloana coeficientilor variabilei x;, j € K©) si se actualizeazi
B;

M *1Pj = P;. Se scrie b g) si se calculeaza min f(‘ov)v > (0 p care ne
© (©) © N st

va da noul pivot. Cu acesta se pivoteazi J\/([0 ;1 si se obtine J\/El'l ;1, AN

KW, Se revine la b).
by) Dacd M~'B < 0 se alege din fise o noud coloand P; si se
actualizeazi obtinand P; = M~'P;. Se actualizeazd M ! cu pivotul
(0)
A —1 -1
din P; ( By | M7 — My, ). Se revine la b) inlocuind M~ cu M} .
o ©
Cagzul in care sistemul nu admite program este studiat mai inainte.
Ca si in cazul pivotarii ”libere” gi in acest caz este posibil sa tot

schimbam matricea pana se obtine una M astfel ca {\4) B = (% sa dea
0 0 0

un program de baza. Din aceste motive se va proceda ca mai inainte,
dar pornind cu o baza auxiliara {y}.
Algoritmul revizuit cu baza auxiliara
a) Initial dispunem de
m

_ E a0 .00 ©) ) .
M =E; 1O KO C; OEK@Cj——ZA-»

rJy
0 r=1

c© (re 1) ;Cg)) = [C',(O)] ; —20= . B.

Avem C'g = (0...0; 1) (coeficientii variabilelor {y; (—z)} din forma canon-
icd)
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(P) Daca la un pas p (p > 0) dispunem de 5\4), IV K@ atunci
p

calculam
0
M—l
M_ = (p) 0 ;
(») (
—Cy S

(p) -1 p; .
(C ) ()
.p M

B (»)

a) Dacd nu exista éép) <0 ( jEeK (p)) si 1) contine indicii a pentru
care y, > 0, atunci STOP; sistemul nu admite programe.

b) Daca exista C’(p) < 0, atunci se selecteaza coloana pivot Pj(p ) pen-

tru care C’j IIllIl {C’ } De pe coloana pivot se alege pivotul

pivotare:

. . . 1 .
in mod obignuit (ca si in cazurile anterioare). Se genereaza M  prin
(p+1
——1
M

( 5 > N T
(r) Cj (p+1)

Se revine la (p) inlocuind p cu (p + 1). Cand in bazd nu mai exista {y}

(sau y = 0) se revine la algoritmul revizuit cu baza proprie.
Exemplul 1.14 Sa revenim la exemplul 1.8. Practic nu mai

inregistram tot sistemul, n fiind mare. Pe fige separate inregistram

=300 = 4,0 =-2, ¢V = —3; ..~z = —11.

Scriem

1 010
My;—z) = 0 10
(0) 0 0|1

Cum exista C](-O) < 0, se alege min {C](-O) < 0} =—4= C’éo).
j
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P2 ——1 P2 1

Actualizam coloana M- = 3 ramane aceeasi
OQ (0) 02 _74 ( 3
acum, deoarece % ~1 este o matrice unitate).
B 4
Scriem M. ( ) = 7 . Scriem
(0) —11
—11
( P ) ( B ) ! ‘;
— ~0) — ) )
& 1 7 11
4
min {%} = - pivot Agg) =0
3
(GGeneram noua matrice bazica
0
PQ( ) M*l .
c® o
1 1 00
3 0 110 —
—4 0 0|1 ,
0 1 —% 0
1 0 &+ |0
1
- \0 0 3 |1
My 1iags—2))
Calculam
B
Mt
(1) ( —11 )’
1 1—% 0 4 g U1
0 g 0 7 = 3 . To
0 3 1 -11 —3 —20

Cum variabila auxiliara y; = g # 0, continuam.
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Avem noua matrice {\1/{ ~1. Calculdm noii coeficienti U;l), cu j

nebazic:
=0 a4 Py,
W= () (6);
2
— 4
C’gl) = <O;§;1) 1 =
-3
1
— 4
oV = <O;§;1) 1| =
—2
1
— 4
¢y = <O;§;1) =
-3
Alegem Ugl) = —2. Coloana pivot va fi < gl
1
actualizam
1 1—% 0 2 %
0 5 0 1 -
0 3 |1 -3 —3
Scriem
5
3
1
3
_5
2 _
5
min = é; pivot Aﬁ) :@

w\wlw\ﬂw\odw\m
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Genersm M '
@)

-1
M0 sogi(—2))
@)

Cu noua matrice reluam algoritmul, dar revenim la sistemul initial

pentru care M se va lua ca matrice bazica fara ultima linie, respectiv
@)

coloana
3 _1
M0y = ( P1o2? >;T(0) ={1;2}; KO = {3;4}.
5

1 i
2 T2
gram de baza. Acum putem continua dupa regulile algoritmului
revizuit cu baza proprie.

De exemplu, si alegem z3 (3 € K(¥). Avem

Calculam ]\(4;1 -B = < ; )é' = (1;2;0;0), care este pro-
0

| [S[VY)
Ut
(S N] |
U=
N~~~
N
—_ =
~_
Il
VR
i BT
S~

Y
S )
N———
Y
N =

N———

=

=
—

/N
SIS
N——
Y
| [S11[¢)
(S
our |
U=
N—
VRS
o =
~—— w\HIl\chn\wh—t

Mai departe se procedeaza ca in exemplul precedent (algoritmul
revizuit cu baza proprie).

32



1.4. Aspecte teoretice.
Teoretic putem scrie

Apxri+ ... HAupxet+ ... +HALpx+ 0 HALx, = B
/:ll-lml—i— —1%@1:;64— —%Aiﬂir—l— —%Amxn : B;
Aslxl—I— %Askxk—l— %;ASTxT—I— %;Asnmn : B,
Amlxl—i- %Amkxk—i- #;Amrxr—i- #;Amnxn : By
(1.4.1)

Daca se alege A;r # 0 ca pivot, atunci pentru a elimina xj, din

restul ecuatiilor, se vor impérti toti coeficientii de pe linia ”4” la [Ail.

Adica noii coeficienti vor fi ﬁ—i\; fl
1

. Eliminand z;, din restul ecuatiilor

(s # 1) in noul sistem coeficientii de pe coloana P, = [Ay] (i =1, m)
vor deveni zero. Reducand termenii asemenea pe coloanele P. = [Ay,];
s # 1; v # k si de pe coloana B a termenilor liberi, se obtin noii
coeficienti

A A Aue Aot a, AL
sr - )

BSM*BZ‘AS E; Bi 4
3 b= s A sk

Se obtin in acest fel regulile de pivotare din metoda eliminarii totale.
Fiecare alegere de pivot se va numi "pas” Gauss-Jordan. ( Se poate
proceda si altfel prin pasi Jordan- modificati [St])

Continudnd ”pivotarea” cu pivoti de pe alta linie si de pe alta
coloana, se va ajunge la una din situatiile mai inainte specificate. Adica
se obtine o forma canonica, care va arata daca sistemul este compatibil
sau nu, cat gi rangul matricei A = [As,]

s=1,m;r=1,n"
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Daca sistemul este compatibil se vor retine numai cele m ecuatii
(m <m) liniar independente (m = rangA). Daca la acest moment,
termenii liberi sunt nenegativi, s-a obtinut un program de baza )0( (cu

variabilele secundare ficute zero; z; = 0; j € K). In caz contrar se
continud pivotarea pand se ajunge la un program de bazad (daca ex-
istd). Este suficient ca pe o linie 77" si avem A; > 0 (r = L_n),
B; < 0, pentru ca sistemul sd nu admita un program de baza si
deci sa nu admita programe, desi sistemul este compatibil nede-
terminat (pe multimea numerelor reale). Daca in forma canonica

notim coeficientii cu A©; B gi pe o coloani P( ) = [Aﬂ c1=1,m;
j € K9 avem Al(?) < 0 ( cel putin un A < 0), atunci trecand
AE?) (j =1, m)in dreapta rezulta 2 = A(O xj > 0, oricare ar
fiz; >0 (7’ = l,m). Adica se obtin programe cu {z,;z;} oricat de

mari (multimea programelor este nemarginitd superior). In caz contrar
(0)

daca exista AZ(.?) >0 ( jEeK (0)), atunci avem cel putin un raport B(O)
1]

pozitiv. Dintre acestea alegem pe cel mai mic (pozitiv). Fie acesta

(0 S
BY = B < {f‘éo; > 0} (V) s = 1,m. Rezulta Bi(l) > 0. Vom mai

0

0)
B . . .
scrie = min j fixat, j € K. Putem scrie:
A(O) A(O) A(O) ) ’
i >0
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ALY 40 5O

ir | i

A9 A9 | BO (1.4.3)
A9 A0 | BO

0 0 (0) 4(0) (0) 4(0)
A(O) = A(O) A(O) ° ~

sJ [

S admitem ci A) <0 (j € K©). Avem

BOAD - AV B

_ 5O
Yo = BY >0 (1.4.4)
ij

Asadar, alegand pivotul dupa regula anterioara, la pasul urma-
tor se va obtine tot un program de baza )1( ()0( — )1( > Cum numarul
lor este finit (p < C7"), dupa un numar finit de pasi se vor obtine toate
programele de baza.

Cazul degenerarii s-a vazut cum se recunoasgte inainte de calcul.

(0) (0) (0)
< < . .. B! )
Daci doud sau mai multe rapoarte minime egale ~r = 25 = min ¢ Zr5- > 0
AL T 4O r| AY ’

g sj Tj

0
rezultd B{Y = 0 daci alegem ca pivot sau BZ-(I) = 0, daca alegem

ca pivot .
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Pentru a evita prima faza de pivotare libera pana se obtine un pro-
gram de baza se poate recurge la extinderea problemei adaugand o vari-

abila y; > 0, la fiecare ecuatie ”i”. Apoi addugam o ecuatie la sistemul
m

obtinut, care sd con{ind numai suma variabilelor auxiliare »_ y; = z.
i=1
Avem problema extinsd (dupd ce facem termenii liberi pozitivi);

Y Aprk+vyi=Bii=1m
=1

;yi—i—(—z):()
r > 0;y>0.

(1.4.5)

In loc ca in prima faza sa pivotam pas cu pas cu coeficienti ai vari-
abilelor y, pana se obtine forma canonica, ceea ce ar insemna p pasi

(p < m), este suficient sa scaddem toate ecuatiile in z,y din ultima si se

. . v VI s 1 . def
obtine direct o forma canonica in variabile bazice y1...Ym; (—2) = Ymi1;

101+ + AT+ + T +y (146)
Cixi+ ... +Chx+ ... +C.z, +Ymi1 =B
unde C), = — > A In aceastd form# canonici avem

=1

def — -
(yl = Blym = Bm) TR = —2 :f B =— ZBZ
i=1

(sau 2o = Y B;) si @ = 0 (k=1,n). Asadar, programul de bazi
i=1

initial are variabilele z nule. Mai departe se obtine un nou program
de baza in mod obisnuit. Noile programe de baza vor contine ca
variabile bazice si variabilele (z), iar variabilele y corespunzatoare
vor deveni secundare si se iau la valoarea y = 0.
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Dacai in (1.4.6) avem C}, > 0 (V) k (sau B > 0 la un pas oarecare),
ar rezulta z = zy > 0. Oricare x; aleasd sa devina bazicd duce la
2 = 2y + Crrp > 2o > 0. Functia liniara » este crescitoare si nu
poate lua valoarea z = (. Ori min 2, pentru y > 0 se realizeaza daca
z =0 (y = 0). Contradictie. Adic& nu exista programe (z). STOP.

Observatia 1.4.1 Alegerea unui C}, cel mai mic dintre cei negativi
nu este obligatorie. Se alege aga pentru a micgora numarul de pasi in
care z ajunge la valoarea miniméa 2y = 0 (z descreste la fiecare pas
in acest fel). Plecand de la faptul ca forma canonica a unui sistem cu
10 KO obtinuti, se poate obtine si astfel, considerim matricea, ]\({[ a
coeficientilor variabilelor bazice {x,}, r € I®) si inmultim la stanga tot
sistemul cu ]\04 ~! (inversa lui J\O/[ ). Rezulta cd atunci cand n este "mare”

(dar m nu este mare; mng]\g = m) este convenabil s& proceddm ca in

cele ce urmeaza, dar prin inmultirea lui P; (j € K), pe rand cu ]\04 -1

Se obtine Pj(o) = [AZ(?)] = ]\0/[_1Pj (P; =[Ay]; i=1,m). Se "sterge”
din memoria de calcul P; si se repeta procedeul cu alta coloana P
(k € K©) etc. Daca B = [Bi(o)] = ]\04_1B (B=[Bj]; i=1,m) nu
contine valori negative, se obtine un program de baza )é' . Daca dorim

sa obtinem un alt program de baza nu este nevoie sa repetam procedeul
cu altd matrice bazica ci este suficient sa pornim cu )0( . Avand ]\04 -t

Pj(o); PO = [AZ(-?)}; BO) = [Bi(o)} se alege pivotul , dupa regula

j
0

demonstrata in (1.4.3). Prin pivotare ]\0/[ ‘ Pj(o) cu pivot , se obtine

0 noua inversa ]\14 ~! a matricei bazice ]\14 (care provine din ]\04 inlocuind

coloana variabilei bazice z; (z el (0)) cu coloana variabilei secundare
zj; 7 € K©). Vom obtine BY) = ]\1/[_1B > 0.

Dar in prima faza alegerea lui M fiind ”libera” este posibil
ca M !B si aiba si valori negative. Atunci, ca si in situatia anterioara,
trebuie obtinut un pivot dar liber acum si apoi sa generam ]\14 -1

ete, panid cand la un pas rezultd M~'B > 0. In acest moment notfm
M = ]\04 si alegem in continuare dupa regula ”pivotului” (1.4.3).

Pentru a diminua aceasta faza ”libera” ca si in cazul pivotarii
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pe intregul sistem (n mic) se pleacd de la problema extinsa (1.4.5), care
dacd n este "mare” nu trebuie inregistratd in total (nu poate fi inreg-
istratd). Procedam prin "revizuire” ca si anterior, dar cu o ecuatie in
plus, ultima din (1.4.5) si cu (m + 1) coloane in plus (coloanele vari-
abilelor {y1;...; Ym; (—2) = Yms1} care formeaza o matrice de forma

0
1 0 0
M = M M = oL 0 (1.4.7)
0 0 0 1
Cy, |1

C,EO) = (1...1) (coeficientii lui {y} din ultima ecuatie)

Inversa sa este

0

— M :
M = 0 _ deoarece (1.4.8)

—ObMil 1

0
1 0 |0
MM =
0 e 1 0
0 .. 0 1

In fond M, M " sunt cele anterior scrise pentru sistemul extins. Se
va proceda ca si anterior, cu Mﬁl, ?j = (%), alegand pivoti de pe
coloanele lui {y} in ordine. Adica luand {y} ca bazice se va obtine forma
canonicd (1.4.6). De aici incolo pivotii se aleg dupa regula pivotului
precizata anterior.

Observatia 1.4.2 Pentru a evita cei "n” pasi de pivotare si de tre-
cere de la (1.4.5) la forma canonica (1.4.6) este mai simplu s& scriem
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direct (1.4.6), unde O}, = — > A;. Consideram ca problems in-

itiald (1.4.6) si apoi aplicdm procedeul de "revizuire” prezentat anterior.
Acum avem avantajul cd C, = (0...0) (coeficientii variabilelor bazice
Y1, .-, Yo din forma (1.4.6) luata ca initiald) si deci —C M1 = = (0...0).

S-au justificat in acest fel metodele folosﬂ:e la exemplele
din paragrafele anterioare.

In fond, metoda folositd nu este altceva decat algoritmul simplex
aplicat pentru o problem& de min z mai simpld de forma (1.4.5), asa
cum se va vedea mai departe cind se va trata problema sub o forma
mai generala.

Un rezultat mai putin cunoscut din teoria sistemelor de ecuatii
liniare, care permite si cadutdm programe de baza (si deci mai simplu
de obtinut) este dat de teoremele care urmeaza.

Teorema 1.4.1. Daca sistemul admite un program atunci admite
un program de baza.

Echivalenta teoremei 1.4.1. este

Teorema 1.4.2. Daca sistemul nu admite un program de baza
atunci nu admite un program.

Daca sistemul este compatibil determinat atunci solutia unica )0( sau

are componente x; < 0 gi deci nu este un program, sau nu are valori
0

x; < 0 gi atunci este un program cu I {z li=1 n} KO = @,
0

0 . o .
= Bi( ) > 0; 7 = 1,n, care este unic.
0
Daca sistemul admite un program de baza atunci se obtine o

forma canonica

Tr + Z A o)% =BY; 719 r =T m; BY >0. (1.4.9)

r
jEK(O)

(S-a notat x deoarece indicele variabilei bazice poate sd nu coincida
cu indicele ecuatiei in care se afla. Commde 7 = r daca se aleg pivoti
diagonali). Daci pe coloana j € K© avem A( <0 (T = 1,m) (cel

putin un Ai(j).) < 0), atunci din

wr=BO — AV (1p = 0; k # j; k€ K©) (1.4.10)
0 0

39



rezulta z > 0 pentru z; > 0. Mai mult z7 pot fi oricat de mari daca
1 1 1
xj = x; — 0o. Se mai spune ca prin programul de baza )0( trece
1
o raza vectoare (extremald), sau ca )0( genereazi programe X
nemarginite superior (putem avea aga ceva la un pas p > 0).
In rezumat, daca sistemul admite programe de baza, atunci:
(P1). Multimea programelor de baza este finita si marginita.
(P3). Daca printr-un program de baza trece o raza vectoare,
atunci multimea programelor nu este marginita.
(P3). Fie )0(, )1(, ., X (p < C") toate programele de baza admise.
p

Daca oricare dintre ele nu genereaza o raza vectoare, atunci
multimea programelor este marginita. Orice alt program este

p
o combinatie liniara convexa de programe de bazi; X = ) a, X;
r=0 (7

_p
a. >0; (V)r=1,p; > a, = 1.
r=1

Criteriul de recunoastere pentru nemarginirea multimii pro-
gramelor este dat de (Ps).

Multimea programelor este o multime convexa pe cand submultimea
programelor de bazd nu este convexa (admitem ca exista cel putin
doud). O combinatie liniard convexd a doud programe de bazi este
un program, dar nu program de baza.

Desi in cele ce urmeaza (programarea liniard) ne intereseaza numai
(P1), (P2), (P3), admitem totusi cd si in cazul nemdarginirii multimii
programelor, orice program se poate scrie (exprima) ca o combinatie
liniara convexa de programe de baza, plus o combinatie liniara cu co-
eficienti nenegativi de vectori ce definesc razele vectoare. A se vedea
[St]. Dacd exista un singur program de baza )0( sl o raza vectoare,

atunci orice program este dat de (1.4.10) pentru orice x; > 0.
Daca exista un program de baza, atunci existda o forma canonica
(1.4.9.) cu B > 0 (cel putin un B” > 0);r € 1), 29 =0; j € K.

Scriem (1.4.10.). Daca {A(O) < O}, r € IO atunci luand pentru x;

]

(1)

J

.| B . <
< min {W se obtin programe care nu sunt neaparat
A}
ij
programe de baza. Aceste programe se mai numesc §i programe gener-

valoarea x
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ate de programul de baza )0( . Cum numarul p al programelor de baza

este finit (p < C'™) i fiecare genereazad programe, evident se pune, teo-
retic, problema lagaturii intre aceste programe de baza si multimea
tuturor programelor.

Un program de baza )g este marginit (existd un numar real ](Y >

0, astfel incat 0 < z, < ]37 ). Multimea lor este o multime finita si
0
marginita.
S-a vazut ca daca )0( este un program de baza, atunci putem scrie
(1.4.10.) cuazr = Bﬁo); rel®; r;,=0;j€ KO, BY >0 (cel putin un
0 0
BY > 0). S& observam ci s-a scris xr, deoarece 7 = r numai dacd se
0

aleg pivoti diagonali (variabila bazica z, este aleasd din ecuatia ”r”).
Rezulta ugor urmatoarea teorema.

Teorema 1.4.3. Multimea programelor unui sistem de ecuatii
liniare este o multime convexa.

R

Daca existda ”p” programe de baza )1(, X (1 <p< O, atunci
p

_ P p

o combinatie liniard convexd X = > a;X <ai >0;> a; = 1) este
i=1 v i=1

un program care in general nu mai este program de baza si deci sub-

multimea programelor de baza nu este o multime convexa.
Intr-un exemplu anterior s-a vazut ca un program generat de un
program de baza poate fi nemarginit. Criteriul de recunoastere pentru

nemarginire, teoretic, este dat de (1.4.10.) cand existd {Ag) < 0},
(V)r € IO i cel putin un Aﬁg) < 0 (evident, dacd =7 = BY > 0:r ¢
0

1)), Asadar multimea programelor poate fi nemarginit.

Daca oricare ar fi un program de baza X nu avem o situatie ca
p

cea anterioard (nu avem Ag,? <0, (V) s € I), atunci multimea pro-
gramelor este o multime marginita si orice program este o combinatie
liniara convexa de programe de baza.
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Capitolul 2. Sisteme de ecuatii liniare
speciale. Programare liniara.

2.1. Sisteme de forma

-

Aijmj = BZ
1

J

i = Tom,rangA = msa; 2 0(%)j = T, (21.1)

-

ijj =z

7j=1

unde termenul liber ia valori: 2z, pentru un program ()0(; sau z; pentru
un program EX) etc.
1

Daca sistemul este ”"mic” atunci trecand z in membrul stang si con-
siderand (—z) ca o noud variabila se obtine sistemul:

> Aijzj = B
j=1

Z Cj!L‘j + (—Z) = 0
7j=1

(2.1.2)

a) Se aleg pivoti numai coeficientii A;; si se pivoteaza pana se obtine
forma canonica

v+ ¥ AV, = BY
k

2612;0)3519 + (=2) = —20
%

ke KO 71O r =T m, (2.1.3)

care sa dea un program de baza ZX) .
0

Evident, pentru k € K© avem z;, = 0 si deci z = 2z este valoarea
0

lui z pentru acest program de baza.
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Exemplul 2.1.1 Sa consideram sistemul
2I1+1’2+I3+JI4:4
$1+3J}2+ZL‘3—|—2ZL‘4:7 ,1‘120,7,21,_4
2ZL‘1 + 31‘2 +4I3 + 31’4 =z

Pentru sistemul dat daca nu mai scriem ultima relatie, s-au obtinut
toate programele de baza
35 1 10
X'=1(1;2;0;0); X = (0;=;=;0 ) ; X" =(0;0;1;3); X" = | =;0;0; — | .
v = (120000 = (05 3:0) ' = (00115355 = (G050
Orice alt program va fi o combinatie liniara convexa a acestor programe
de baza;

Xt = a0X+a1X—|—a2X+a3X =
(0) (1) (2) (3)

1 3 5 10

= (ao + 308; 2a9 + 505 50 + ag; 3as + ?a?’)
3

a; > 0 (i:(),_?)); Zaizl.

1=0

La fiecare program de baza X) va corespunde o valoare z, a functiei
p

—~

n
liniare 2. Valoarea generald a sa se afld inlocuind X' : 2z = > Cyay.
k=1 (p)

Dacéa sistemul se aduce la forma canonica (2.1.3) atunci odata cu
obtinerea unui program de baza se obtine si valoarea functiei z pentru
acest program de bazd (termenul liber luat cu semn opus, adica z).
Daca dorim sa obtinem programul de baza (1;2;0;0) atunci avem

1 1 1]01]4
1 31 2|07 <«
2 3 4 3|11]0
124 o2
“ 0 @ % % 0|5 "“%1—1;3%2—2720—8
0 2 3 2|1|—-4
2 1
1 0§ go 1
00 2 2[1]-8

=~
w



29

Exercitiul 2.1.1 Sa se arate ca 21 = 2 29 = 13 ; 23 = % folosind

2
aducerea la forma canonica

Exercitiul 2.1.2 Sa se arate ca z; = % este cea mai mare valoare:
2—29 > 2z = 2x1 + 3x9 + 4x3 + 3x4 oricare ar fi z; > 0; ¢ = 1,4 solutii ale

sistemului dat, diferite de )0( .

Daca sistemul este "mare” (n- mare), atunci cum s-a vizut se re-

. U I | . o )
curge la matricea bazica M sila M — calculul ficAndu-se prin inregis-

trare partiala. Avem:

2 1 3
(150

M 0
— 1 0
M) = )
—Cbel ‘ 1
“rs
—aart=-@9 (5 37 ) = ()
—5 3
3 11y
" 5 5
Mugy=| —2 2 |0 [;19={1;,2}; KO = {3;4}.
© -5 —5]1

1 P. 1 ! @
Ma2) . = R 1 = 1 ’ T, = 1
o \ O3 O \1 iy o
B . 4 1 0 0
M () =M 7]|=]2 7 =8
© \ 0 o0 3
Facem rapoartele <ﬁ, %} si alegem pe cel mai mic, adica
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Pivotul va fi @ — A9 Actualiziam M 1:2) in M3.9y si inversa sa
13 (1;2) (3:2)

M—l < P?)(l) >
(1;2) — 1) )
Cy
o0y ] (E
1 2 0 1 = =5
—§ 5—§ 1 15 RIS
3 19\ X{ w=13;
S 2, 12 Lo
Megy=|{ =3 5 |0 | n=%
S\
5
——1 B g
Moy |5 ) = | 2. _

Exercitiul 2.1.3 Pornind cu )1( sa se obtina )2( , apoi )3( .

Exemplul 2.1.2 Daca in exemplul 2.1.1 s-ar alege ca variabile baz-
ice (x1, 3), atunci s-ar obtine o forma canonica care nu d& un program
de baza in prima faza. Trebuie continuata pivotarea liberd. Avem:

1
%é502
0 2 2105
0 2 3 2[1]—4
1 -2 0 -1|0]-3
« 0 1 3 0| 10 ; continuam
0 —13 0 —7[1|-34
10 2 2|01
01 & 2/0]2
4
00 2 2]1]-8

Exercitiul 2.1.4 In loc de @ s se aleags pivotul (=1
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Evident si in cazul rezolvarii matriceale se va obtime acelagi rezultat

2 1 . 1 -1
M<1;3>:<1 1)?M<1;13):(—1 2 );

2 1]0
Mugy=| 1 10 |;=CM "' =—(24) M =(2-6);
2 41
X 1 —1/0
M(1;3): —1 2 O )
2 —6]1
1 —1]o0 4 -3
Ml(OB): -1 2 7] =( 1w |;
2 —6]1 0 —34
x1:—3,
Avem x3 = 10;
z = 34.

Trebuie schimbat pivotul. S& alegem ca variabile bazice (z1,z3).
Rezulta

) 1 —2
Mg | 3] = ’
3 —13
3 1
— 2 5 . 2—5 0 . Ty = 1,
M(1;3) — —g 5 . 0 = M(l;?)? To = 2,
—13 1 -2 1|1 z=38.
—1 B
M 12) ( 0 ) =12
-8

Avem program de baza. Se continua ca mai inainte pentru a genera
noi programe de bazi (alegerea pivotului nu va mai fi libera ci dupa
regula raportului minim).

Pentru a evita prima faza a alegerii libere a unui pivot pana se
ajunge la un program de baza se poate proceda ca in cazul obignuit,
formand problema auxiliara fara a mai considera ultima relatie in z sau
considerand si aceasta relatie.

Sa procedam in ambele cazuri.
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In primul caz rezolvarea este dati in primul capitol. Se obtine unul
din programele de bazi anterioare. De exemplu (¥ = {3;2}, K(© =

{1;4}

N |
I
—~
|
N
N
~—
8
w
|

N 83

I\

I I
l\?lgmmmww‘

—1 B
M (3.9) < 0 > -

In al doilea caz datele anterioare s-ar obtine direct dar matricea
bazica s-ar mari cu o linie si o coloana. Este instructiv sa procedam si
in acest mod.

[\
Ne

)

Scriem
21’1+ To+ T3+ T4+ U1 =4
x> 0;
T+ 3wet w3t 2a4+ Y2 =7 >0
201+ 3xo+ 43+ 3xst (—z) =0~ y=2
min U.
n+ e+ (“U) =0
(2.1.4)
Aducem problema la forma canonica si aplicam algoritmul extins:
2 1 1 1 0(0 04
1 1 2 |0 1{0 07
2 3 4 3 |0 0|1 0/0
—3 (-4 -2 3]0 0[]0 1]|-11
—4 =min{-3 -4 —2—3};
1
:min{ ? }; pivot B
3
2 1 _1 5 2.1.
s T B P S PO 215)
“—_3 3 3 3 3
1 0 3 1 0 —1]1 0|-7
5 2 T 1 5
(-3) 0 s, 7500 5 [0 1]=3

EE
I

=

=
col-fwl~rolofeslon

>

S

-+

(HIE]



Rezulta

1o 2 12 —1llo of1
01 + 2|-% 2 10 02

5 5 53 5 .
000 O[T 1 [0 1|0

min U = 0; y; = 0; yo = 0. Se elimina ultima linie si penultima coloana.
Rezulta

2 1 3 1 .
(1) ? o3l ot 8 ; ?:1? (2.1.7)
OV e e g ;:_8’
5 5 5 5 '
I = {L;2}; K ={3;4};

S-au obtinut toate datele inclusiv M(_SQ). Daca s-ar fi plecat
cu (2.1.4) ar fi trebuit mai intai ficute doud pivotdri ca si obtinem
forma canonica (2.1.5). Direct se face suma coeficientilor variabilelor
(x;) din sistemul cu termenii liberi B §i se trece cu minus pe ultima
linie, iar 41, yo nu se mai pun. Avem (2.1.5).

Daca sistemul este mare se inregistreaza pe "fise” coloanele ante-
rioare. Se alege ca matrice bazica matricea ultima; coloanele lui y;;
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y2; (—2); (=U), daca se pleacd de la (2.1.4). Adicd avem:

(
1 0/]010
— 0O 1/0|0
M= 0O o|1/0 |’
1 1|01
1 0 00
—1 0 1 00
M= 0 0 170 |’
-1 —-1/0]1
4 4 Y = 4
O N O B ey
M 0] |oO "] 2=0
0 —11 U=11
L
si se continu& obisnuit. Calculim separat M C; |;7=1n
0

(coloanele coeficientilor variabilelor ;).

Se obtin (—3; —4; —2; —3). Ultima linie din (2.1.5) etc. Prin urmare
este indicat sd se scrie (—3 —4 — 2 — 3) direct si sd se porneasca cu
(2.1.5) (inregistrata pe ”figse”). Adicd scriem direct

1 000 5 4
— 0 1/0]0 —1 o —1 [ 7
=10 ofifo | =% 211 |0 ?
1 101 —11
A P
Mo ) = ey
-G —C;

(practic nu se mai scriu aceste calcule). Se alege coloana pivot,
coloana j = 2 deoarece —4 = min {—3; —4; —2; —3} si raportul minim
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}. Pivot 3. Actualizam ? cu pivot B

w3
I
=
=
—N
[SSIENEY N

1 0]0]o0 1
0 1/0]0 3 n
0 0/1]0 -3
1 1]0]1 —4
1 —:1]0]0
0+ |0]0 — 1
e 3—1 110 :M(yl7$27(()z);(—U));
1
0 g 01
5
3
I I
M ==
—11 —

Calculam 6;1) actualizati pentru x1, x3, T2, yo

2

4 1 5
0:=:0;1) [ =— | =-=.
( 737 Y ) 2 3

-3

Se mentine in memoria de calcul (0; g, 0;1), se sterge coloana lui x4

si se pune coloana lui z3 etc. (din forma (2.1.5)). Se obgln C’ = -2

(1) (1) .
c, = —%; C,, = %. Se alege 1%1_1?{ 3 ;—% —g. Coloana lui z;
devine coloana pivot pgl).

Actualizam aceasta coloana cat si termenii liberi.

Rezulta:
2 R
R R e
m | 2 —7 | BY = .

Calculdm min
(+)

—
= |t

A

—
I
2.
=

ol ~wolofeslen

= é; pivot Aﬁ) = g

o
=]



Deci x; devine bazica in locul lui ¥, si se obtine un nou program de
baza.

Actualizam
—1 1 —1
Mol S| 7%
__%
3
3 1
5. —5|0]0
e NN
- r1;x2;(—2);(=U)) — _ 3 _4
(z15225(—2);(—U)) : 17170
1 1 01

Variabilele auxiliare y;, 2 au devenit secundare, y; = 0, yo = 0.
Deci minU = 0. Se elimind ultima linie si ultima coloans din M
ramane M(Il rai(—z)) adicd (2.1.8).

S-a obtinut un program de baza )O(t = (1;2;0;0), I = {1;2},
KO = {3:4}.

Cu aceste date se revine la sistemul initial (neextins). Avem:

3 _L1y
271 1 9b
Muygy=|{ =5 5 |0 |5 (a1=1
) -2 -I1 0
5 15 To = 2;
0
-8
Fie x5 ca variabild bazicd noud. Actualizam
3 1
2 =10
(0) Cs —5—2 4_1 1 —45
5 5 5
B9 = 1BV =2,z =3.

Calculdm min {

Pivot 3. Avem 1) = = {3;2}. Actualizdm
) E]

BISCSIN T
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~1l1p
7L 11?2
—>M(3;2): g % O
M -3 3 |1
Avem
3 1 5
3 —11p 4 5
— 2 2 2
) - E) )
1 9 29
—32 1 0 -7

-
|

8
i
)
N|© W NIOT NN

,
N

S
I

Exercitiul 2.1.5 Pornind cu )1( = (O; %; g; 0); z = 22—9 sa se genereze

H(_gil). Se obgine un nou program de bazi X cu I?) = {3:4}; K® =
{1;2}.

Cele prezentate pana aici sunt suficiente pentru a aborda
prima clasi de probleme de programare liniara (cu X > 0).

A doua clasa de probleme de programare liniard cu d < X < §
(d; < z; < S;, cel putin pentru un z;) necesitd noi cunostiinte de
rezolvare a sistemelor liniare.
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2.2. Programare liniara cu variabile X > 0, continue.

S-a vazut in ce consta o problema de programare liniara sub diferite
forme. Vom incepe cu o problema de programare liniara cu restrictii
asupra outputului X de forma X > 0, sub forma standard (restrictiile
sunt ecuatii liniare, se mai spune ca restrictiile sunt efective). In prima
faza se obtine un program de baza )0( la care corespunde o valoare zj

a functiei scop z = CX. In faza a doua se aplicad unul din procedeele
de generare a unui nou program de baza )1( mai "bun” ca )O( , adica in

asa fel incat , zg < z; daca scopul este maximizarea functiei scop, sau
zo > 7z dacd scopul este minimizarea functiei scop z. Se testeaza la

fiecare pas p (p > 0) daca programul de baza X este optimal sau nu.
P

Daca nu este optimal se genereaza un program de baza nou, mai
"bun’ ca cele generate pana aici. Asadar, in mare, algoritmul se poate
formula astfel.

(0) (Initial). Dispunem de un program de baza )0( si de zo;

(1) Testam daca )0( este optimal. Dacéa da, atunci STOP;

Daca nu, atunci generam un nou program de baza )1( ()0( — )1( ) asa
incat, z; sa fie mai bun (strict) ca zy. Cu )1( se revine la (1) (0 := 1,
sau in general, p :=p + 1).

Sa admitem ca in prima faza s-a obtinut un program de baza )0( ,

adica o forma canonica.

it S B
—(0) / ;TEI(O); r=1m; jGK(O).
> Clri+ (=2) = —2
j

(2.2.1)

S& admitem cd problema este de maxim. (max;z = CX)
Criteriul de optimalitate: Daca 65-0) <0 (V)j € KO, atunci
STOP: %( este program de baza optimal, daca prin )0( nu exista

o raza extremala. Daca exista o raza extremala atunci optimul este
nemarginit.
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Criteriul de continuare. Daca exista U,(CO) >0 (k e K (0)), atunci
pivotul se alege de pe coloana lui z; ( jeK (0)), pentru care avem

% = max {6,&“) > o} (2.2.2)
keK(0)

Observatie 2.2.1 Pentru o problema de minimizare STOP, daca

65-0) >0Vye K 0) sau daci prin )0( exista o raza extremald.
Daca exista 6,&0) <0 (k; e K (0))se continua alegand coloana pivot,

PO dack

J Y

j

¥ = min {U,(f) < o} (2.2.3)
Demonstratie. Din (2.2.1) rezulta:

c=z+ Y OV, je KO (2.2.4)

J

Daca 5;0) < 0 (V) j, rezultd z < zy, dacd s-ar continua algoritmul,

pentru problema de maxim, deoarece z; — x; > 0, x, = 0 — x5, = 0;
0 1 0 1

k # j (sau z > 2o daca 6;0) > 0 si s-ar continua algoritmul). Cum z =
CX este liniara si continua in conditiile anterioare rezulta ca optimul
s-a atins pentru )g (sau pentru X; p > 0 dacd s := p).

p

Conditia de continuare (2.2.2) este aleasd astfel pentru a genera
cele mai eficiente programe de baza la fiecare pas (in acest fel se va
"parcurge” in general numai o parte din programele de bazd). Cum
avem cel mult C)"-programe de baza, algoritmul este finit. S-a vazut
ca dacd prin )0( (sau %’ ; p > 0) trece o razd vectoare, adicad A,; < 0

(V)r = 1,m, atunci ; = 0 — z; > 0, x; oricadt de mare si dintre
0 1 1

{xT > O} cel putin un 7 > 0 va fi oricat de mare. Adica z — oo STOP;
1 1
optim nemarginit (sau z — —oo pentru problema de minimizare).

Criteriul de unicitate optimala. Daca criteriul de optimal-
itate este indeplinit, atunci:
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a) Daca 6,(60) <0 (V)k € KO (sau 6,&0) >0 (V) k € K© pentru
minimizare), atunci programul de bazi optimal este unic.
b) Daca exista 6§-0) =0 (j e K (U)), atunci mai exista un pro-

gram de baza optimal X, corespunzator formei canonice obtinuta
1

prin pivotare cu pivot de pe coloana Pj(o).
In acest caz (b), avand doua programe de baza optimale )0( y

X o combinatie liniara convexa a lor
1

{7:(10)0(—1—@1)1(} (ap > 0;a1 > 0;a09 + a3 = 1)

genereaza o multime de programe optimale.
Ca X este un program se stie. Avem

zZ = 07 = OJ()C)O( + alC)l( = Qg2 + a129 = (GU + al) 20 = 20,

deoarece
21 = 0)1( =C )g = 20

(%( , )1( sunt optimale). Deci {Y} sunt programe optimale.
Interpretarea economica.

Daca o problema admite un program optimal unic, acesta fiind pro-
gram de bazi, rezulta ca trebuie ”fabricate” numai produsele (outpu-
turile) care apar in programul de bazi, in cantititile date de valorile
bazice pozitive. Celelalte tipuri de produse nu sunt ”eficiente”.
A fabrica unul dintre ele inseamna a scidea eficienta (cregte costul to-
tal z de productie sau scade ”beneficiul” z). Din punctul de vedere
autonom, al agentiei, patronului,... se justifica acest mod de acti-
une. Global (interes national, protectie sociald in sensul ca un anumit
tip de produs x; care apare in programul de baza optimal la valoarea

rz;=0,5¢€K (P) este necesar pentru consumatori) situatia trebuie

(p)
analizata.

Daca exista posibilitatea obtinerii a mai multor programe de baza
optimale, atunci acestea trebuie obtinute iarasi printr-o com-
binatie liniara convexa a lor din care se vor obtine programe
optimale. Adica se obtine ceea ce se numeste o ”diversificare”
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a productiei optimale. In acest fel mai multe ”tipuri” de pro-
duse necesare se pot fabrica la acelasi scop optimal (2., sau
Zmin)-

O asemenea analiza este necesara in orice problema de cerere-oferta.
Cererea este diversificata si prin urmare oferta trebuie diversificata.

Un contract furnizor-beneficiar se va incheia dupa analiza posibil-
itatilor de diversificare a productiei aga incat sa satisfaca cererile con-
tractuale. Dacd este necesar se vor face modificari de date (tehnologii
Pj; modificari C'; sau chiar introducerea in ”fabricatie” a unor noi tipuri
de produse z,; a = n+1,...,n+s). In acest caz se va aplica un procedeu
de reoptimizare (in noile conditii nu se va relua problema de la inceput
agsa cum se va vedea in cele ce urmeaza).

Exemplul 2.2.1. Avand tehnologiile P; = (A;;) pentru a produce
patru tipuri de repere j = 1,4; cantititile de resurse B; (i = 1,2) cat
si beneficiile unitare estimate {C’j | j= ﬂ} date dupa cum urmeaza
(consumurile tehnologice sunt date la suta de repere):

P P, Ps Py B
2 1 1 1 4
1 3 1 2 7
C ($) | 2000 3000 4000 3000

sa se obtina outputurile {33]- | j= m} asa incat beneficiul total sa fie
"maxim”, dar resursele (imputurile) si fie folosite integral. Mai mult,
se dispune de capacitatile de productie necesare.

Modelul matematic este:

21+ w9+ T3+ Ty =4
331+ 3I2+ I‘3+ 2I‘4 = 7 y Ly 2 0
2r1+ 3xo+ 4x3+ 3xy = z (max)

(s-a luat unitatea beneficiu 10008, pentru simplificare).
Anterior, prima faza de obtinere a unui program de baza )g b=

(1;2;0;0) a fost parcursd considerand problema "micd” (inregistrare

totald in "memorie”) cat si considerand-o "mare” (revizuire). S-au
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obtinut datele initiale

1o 3 1k
0 1 % 22
00 (5) 5]-8
19 = {1;2}; KO = {3;4};
3 1
A
o —3—3
-3 —5[1
Cantitdtile C,M ™! = 1 = (7, m2) (g, %) se mai numesc si multi-

re au un rol deosebit in

)
oV}

plicatori simplex sau ”preturi umbra”

analiza economica. 0 o —©
Cum se cere Zpayx, avand {Cg S O} = {C’é) = %;Ci) = %}; J €

K© rezults ci )g nu este optimal. Se continua conform (2.2.2).

Avem Uéo) = 133 = max {6;0) > O} 5 € KO i deci pivotul se va alege

de pe coloana Péo), dupa regula ”pivotului”:

1
z 1

min{ 5 } = = Ag;) = @ pivot nou.
T
5

B

5 1 5
o0

—3 1 0 5 |5

79 -1 ‘ -2

n? D] ¢ 3.5 29
IO = {3;2}; KW = {14} X' = (0;5;3:0) 521 = 5
C’gl) —? < 0;6511) = —% < 0; STOP, )1( optimal.

Analiza.

Deoarece 6?) <0, (V)j € KM, programul de bazi optimal
)1( este unic. Se vor produce numai repere de tipul r = 2; r = 3,
in cantitatile zo = %; r3 = g si se obtine un beneficiu maxim z; =
% -1000$ = 14500%. Cum consumurile tehnologice sunt date la suta
de repere, avem x5 = 3 -100 = 150; z3 = 2100 = 250. Nu avem
o diversificare a productiei. Orice alte cantitati fabricate vor scadea
beneficiul total. (Exercitiu)
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Rezolvarea prin revizuire (Algoritmul simplex revizuit).
1). Dispunem de

O ={1;2}; KO = {3;4};

by
A (Cj ).Avem
1
o = (-39 () -7
4
1
—(0) 3 4 4
= (-2-21 2 | ==
Ci (5 5 )(3 5

~(0) _
Al ax {C))} = 2
3). Alegem C; jEK(O) =

4). Coloana pivot va fi P3( ), care trebuie generata,

0) . 3 -1 1
B =M"P=| 21 5° 1) =
5 5

5). Avem
min
(+) {

Deci z3 devine bazmzli
6). Generam M ;,);

(Sl )

BASR
S
Il
VR
SISV
N~
Sy
W~
=
Il
VR
N —
~

} = é pivot A13 —@

> m\wlm\mh—-

n locul lui ;.

|CJ1IOOV

L 500
s 5 |0 5 -
— i3
5 5 5
3 _1
51 12 0 1
3 ¢ 7 .
— _ 2 £
2 2 ‘1 O
M (32)
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7). Generam noul program de bazi )1( .

3 T3
— 1 B 2 1
M(3;2) ( 0 ) = L T2
(1) -2 ! 29
2 Zl = ?

1M = {3;2}; KW = {1;4}.

8). Generam {U;l)} je KW,

Avem:
2 1
(50| 1) =-2=0"<0
2
1 1
(_%1) 2 | = _% :Ufl) < 0. STOP.
3

)1( este program de baza optimal unic.

Pentru exemple mici, algoritmul simplex este nu de putine ori or-
ganizat tabelar (are deci caracter didactic) in special de cei ce nu sunt
matematicieni. Sa prezentam si aceasta varianta, numita si ”varianta
tabelara cu baza proprie”. Se numeste cu ”baza proprie” deoarece
in prima faza se obtine un program de baza fara a introduce variabile
auxiliare.

1). Fie )gt = (1;2;0;0) un program de baza.

2). Se formeaza tabelul (T() pand la primele linii duble, dupa care

59



urmeaza tabelul (T;) pana la STOP.

2 3 4 3 C
Cg Baza PO P1 P2 Pg P4 (*)
—2lp |1 1 0 5 1 1 (%)
3 | P |2 0 1 L 3 £(4)
z 2w=8|n=2 =3 zm=1 u=7%
a1 c-2 0 0 (%) ‘—; — (% % %)
5 5 T
3 P, 3 —3 1 0
B ERNE L S R S
o -z -~ 0 ~1  |sTop
Legenda:
(¥) Rapoartele f
0)
(%) reprezintd urmatorul rationament = @ = min {%} =pivot

Bl= 49

(% * *)continudm dupa regula de alegere a pivotului. Iese din bazi
P1 §1 intra P3.

Observatie 2.2.2 Pentru probleme de minimizare se pro-
cedeaza analog, dar dupa criteriile corespunzatoare. Pentru a
nu schimba regulile, se poate scrie z — (' si se opereaza ca si la
(max).

Exemplul 2.2.2 In datele de la exemplul 2.2.1. practic se poate
cere optimizarea cu o conditie suplimentara: ”daca este posibil sa
se obtina un beneficiu maxim cu economie la resursa B; = 4”.
Modelul matematic este:

2$1+ To+ T3+ Ty S 4

T+ 3!L’2+ ZE3+ 2[E4 =7 ;s Xy Z 0; 1= 1,4
2r1+ 3xo+ 4dx3+ 3xy = z (max)

In prima relatie s-a scris ”<” ci nu ”<” (strict), deoarece o afir-
matie ”sa se obtina o utilitate maxima cu o cheltuiala minima
de mijloace” nu are sens (nu este un principiu praxeologic. Se pune
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7<” si se aplica algoritmul de optimizare. Abia la pasul de optimizare
se poate constata daca ”economia” de resurse este posibila sau nu.

Rezolvare. Se introduce o variabild ”ecart” y > 0 (sau variabila
de compensare). Avem:

21+ a9+ w3+ w4t un =4 o
1+ 3rot x3t 21y =7 s, > 00=1,4,y>0.
2r1+ 3xot+ 4dxs+ 3xy+0y; = z (max)

Se aplica algoritmul sub oricare varianta, dar se incepe pivotarea cu
coeficientii ai variabilelor (z). Avem

%0@%10;

1 T A

s L g 5]0)0]4
10(3)101L—7

5 0 1 5 |5 |0]3

“~“ -2 1 0 3 |—-2]0]3 STOP.
IR

Deci 1, este secundara la pasul de optim; y; = 0. Nu se poate face
“economie” la prima resursa B; = 4, daca se doreste un beneficiu

maxim.
Exemplul 2.2.3. Sa se trateze problema daca s-ar cere economie

la a doua resursd By = 7. Avem:

201+ xo+ w3+ 14 =4
r1+ 31‘2+ ZE3+ 2ZE4 + Yo S 7 ;
2r1+  3wot+ 4w+ 3wy + 0y = z (max)
x; >0;i=1,4,y>0,
adica 1 4+ 3x9 + 23 + 224 < 7.

Avem:
r$3:4;
2 1 1.1 0 0|4 xlfgf
-1 2 01 1 0|3 STOP ?:Oj
—6 -1 0 -1 0 1]-16 T
Y2 = 3
| 2z =16.
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Prin urmare, in acest caz se poate obtine un beneficiu maxim z = 16
si cu economie y = 3 la a doua resursa (se va consuma 7—3 = 4 unitati
si din a doua resursd). Aceasta nu inseamnd neapdrat un avantaj,
deoarece se cere numai fabricarea reperului de tipul ¢ = 3 in cantitatea
r3 = 4 unitati, ceea ce s-ar putea sa nu convina practic. O analiza
economica multipla este necesara.

Rezolvarea prin revizuire. Avem, notand y, = x5:

10 _ 1 0

4 r3 =4
=1 3 w5 =3 ;10 = {3;5}; KO = {1;2;4};
—16 z =16
2
c” (40| 1 |=-6<0;
1 9
2
1
¥ =(401)| 2 | =-1<0. STOP.

3

Exemplul 2.2.4. Cu datele anterioare sa se spuna daca este posi-
bila economia la ambele resurse.

Rezolvare. Vom scrie ”<” pentru ambele resurse B, By si deci
introducand variabilele de compensare x5, g putem scrie:

2r1+ a9+ a3+ gty < A4
T+ 3£U2—|' T3+ 2%’4 + Zg < 7 , L > 0.
201+ 3w+ 4w+ 3y = 2 (max)

Este evident ca x4, x5 reprezinta economiile din resursele B, = 4, By =
7. Daca x4 > 0, x5 > 0, rezulta ca optimal x; (z = m) vor fi secundare
(r; = 0,7 =1,4). Adicd nu are sens ”productia”. Daci se dispune
de Bj; By mai bine se vand resursele daca suma obtinuta este cel putin
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14,5 unitdti banesti (14.5003) si s-ar cere ca in fabricatie sa fie

folosite cel putin doua linii tehnologice, sau cel putin 16 unitati

(16000$) daca poate fi acceptatd economic folosirea numai a

unei linii tehnologice (fabricarea numai a reperului z3 = 4 unitati).
Intr-adevir, avem:

10 —1 1010
0 0 0]1
10 = {5;6}; KO = {1,2,3,4};
2
c%=oon | 1| =20 =30 =40V =3
2

max {5,(90) > O} =4 = 6;0).

Pivotul se alege de pe coloana P;. Avem:

4
Pjo)—M‘1P4—P4—<m);M‘1(B)— 7
0 1 0 0 —
0
. LIL 4A(0) i
m_:n ’% —m, 13 — 4
1 0]0 il 1 0]o0 1
0 1]0 1] = | -1 1]0 0| =
0 01 4 4 01 0
1 1 0]0 3 4 N
:>M(3;5)— _1 0 0 ,M(3’5)(0 )_ 3 $37
(1) —4 01 () —16 6
1 2 1 1
OV =(—401)| 1 | ==6<0,C) =—1<0,CV = -1 <0;
P
1 0
W =(-401)[ 1 | =0sTOP
0



Nu se poate face economie la ambele resurse.

Exemplul 2.2.5 Problema (2.2.1) si se studieze ca problema de
minimizare.

Rezolvare. Pentru ]\04 = M(1;2) avem

IO = {1;2}; K° = {3;4} X' = (1;2;0;0);

e =1 50,0V > 0. STOP;
)0( ‘este program de bazi optimal; Zyim = 8.

61(,,0) = % > 0;6510) > 0. STOP; )O(teste program de baza optimal;
Zmin = 8. .

Analiza economica. In acest caz C7; = 2; Cy = 3; (3 = 4;
C, = 3 sunt costuri unitare de productie ci nu cheltuieli unitare. Se
minimizeaza costul total z = Y C;X; de productie in care un coeficient
C; este format din costuri constante (numite din punct de vedere
contabil, dar in realitate acestea sunt costuri fixate) costuri variabile
proportional, costuri regresive si costuri degresive.

Prin urmare otinerea lui {C;} este foarte dificila si cere un
studiu deosebit, uneori, greu de realizat din cauza partilor degresive
si regresive. Mai mult nu se optimizeaza functia ”cheltuieli totale”
g (X) =CX+ K (K cheltuieli totale constante care sunt estimate). Se
minimizeazad z = CX, costul total de productie si se obtine z;,. Apoi
min g = Zyin + K.

Astfel daca g (X) = 221 + 3wy +4xs + 322 + 2 (20008, cheltuieli fixe,
estimate cel putin pe perioada contractatd), atunci se obtine 2y, = 8
si cheltuiala totala minima, g = 8 + 2 = 10.

Sa consideram o problema care sa puna in evidenta un fapt im-
portant, uneori greu de acceptat ”contabiliceste”; nu intotdeauna
un produs r; care aduce cel mai mare beneficiu unitar C; =
max {C.,} este cel mai eficient si deci ar trebui ”fabricat’. Mai

mult, este posibil ca un produs x; s aduca ”pierderi’ unitare (benefi-
ciu unitar Cj negativ) si totusi el sa fie eficient pe total, pe cand cel
cu beneficiu unitar maxim C;, s nu fie eficient (produsul ”deficitar”
x) sa 7intre” in programul optimal, pe cadnd x; sa nu intre in acest
program optimal). Sectia ”k” care produce ”pierderi unitare Cj
s-ar parea ca nu este rentabila” ci trebuie inchisa. Vom vedea
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ca "nerentabilitatea” nu se poate intotdeauna, aprecia ’contabiliceste”
(prin aducerea de "pierderi” unitare).

Problema importului ”nociv”. Problema anterioara se poate
pune pentru relatia ”import- productie”.

Daca substanta .S; de import ce intra in componenta unui aliaj sau
a unui medicament aduce o pierdere unitara C;, atunci se considera ca
importul este nociv gi trebuie eliminat, dupa o gandire practica legata
prea puternic de valoare, ceea ce nu corespunde totdeauna realitatii.

Exemplul 2.2.6 Pentru a fabrica un medicament care sa fie con-
curential pe piata cu altul de acelasi tip, trebuie ca el sa contina By = 5
(U.IL. unitati internationale continut medicamentos de un anumit tip)
si B =4 (U.L de alt tip). Fabrica are patru sectii S, Sz, S3, Sy care
dispune fiecare de tehnologia sa, P, P5, P3, Py de obtinere a unui coe-
ficient (A;x) (i = 1,2) de U.L de tipul B; respectiv By dintr-o unitate
de substanta Sj prelucrata. Fie

P b Py P, | B
0,1 0,1 0,1 0,15
0,2 0,06 0,2 0,14
Beneficiul unitar $ | 200 —200 1300 600

0, 11’1 + 0, 1[L‘2 + 0, 1[13‘3 + 0, ]_I4 =35
0,221 40,0522 + 0,223 + 0,124 =4 ;x>0
20027 — 200z9 + 130023 + 60024 = Zmax

Sa admitem ca S este sustanta de import care in laboratorul S,
aduce o pierdere de —200$ pe unitatea de substantd prelucrata.

Sa admitem ca Sy nu este rentabila si o eliminam. Din problema
anterioard, facand xo = 0, sistemul care raméane este compatibil matem-
atic, dar nu admite program de baza, cum s-a vazut in capitolul din
urma. Adica nu admite program X > 0.

Deci eliminiand S;, productia nu se poate realiza. Suntem
deci obligati si facem importul S,. In mod sigur z, va intra
in programul optim (céci z2 = 0 nu se poate). Adica importul
nu este nociv.

A doua problema de analiza ar consta in a spune ca la prima vedere
S3 este cea mai rentabila si deci trebuie importatda in primul
rand. A ne orienta dupa ” valoarea” (s ar fi o gregeald. S-ar importa
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S3 si agsa cum vom vedea, cheltuiala cu importul lui S5 nu poate
fi justificata. Ar aduce pierderi.
Un practician fara o pregatire matematica asa ar proceda; S3 este
cea mai rentabila; S5 este nociva si trebuie eliminat importul lui Ss.
Alegand unitatea baneasca u = 100$, putem scrie:

1 m 1 1][0]50

4 1 4 2/0[8 «

2 -2 13 6[1]0
1 1 1 1]0] 50

“3 0 B 1[0]|30 To = 40
4 0 15 8L1\100 7y s =10
0 1 0 2[0] 40 z =50

“ 1 0 1 @ 0] 10
—11 0 0 3\1\—50

Xt =(0,40,10,0); I® = {2,3}; K© = {1,4}; Z, = 50;

Cum exista 6(0) =3>0, X nu este optimal. ( de max) Se continud

cu pivot de pe coloana P . Avem min{ 420, 110} = 1% pivot, A 54 ) _f3
Rezulta
-2 1 =2 010 20
3 0O 3 1,0 30 ; STOP
—40 0 —9 0|1]—140
r 9 = 20
(1)
@2 =30 110 = 2,4 KO = (1.3}
Z1 = 140

Agadar in programul de baza optimal (care este unic deoarece 651) <
0;64(11) = —9 < 0) nu intra x3, adicd S3 nu este rentabild, cum péirea
la prima vedere. Importul sau ar fi o greseala. Iata ca pregatirea
matematica a corectat greseala practicianului.

Se cunoagte un alt exemplu dintr-o fabrica de frigidere care a im-
portat un lichid S5 care prin amestec cu altele sa fie un lichid de racire
necesar, dar cu beneficiu maxim. Dupa import s-a constatat ca nu era
necesar pentru a inlocui unul Sy ce parea cel mai putin rentabil.
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Asemenea probleme de tip "amestec” (concentrate, medicamente,
diete, cifre octanice etc) necesita o analizd atentd a datelor i a prelu-
crarii matematice a lor in obtinerea modelului matematic corect.

Exercitiul 2.2.1 Sa se rezolve problema anterioara prin algoritmul
simplex revizuit.

Sa consideram si un caz in care cele mai ”rentabile” si fie
produsele cu beneficii unitare mai mari.

In exemplul 2.2.1 cele mai rentabile sunt x5 cu Cy = 3; x4 cu Cy = 4.
Dar mai exista si x4 cu Cy = Cy = 3 i totusi x4 nu este rentabil deoarece
(3,24) dau z = 13 < zpax = 14,5. Rezultd cd x4 va fi rentabil daca
marim Cj in asa fel incat z(s.4) > 2(2;3) = 14, 5. Pentru aceasta trebuie

ca 655)) > 0, la pasul ”p” la care pentru C; = 3 s-a obtinut optimul,
Zmax = 14, 5.
Cum la pasul p avem:

oY = (-oPu i) =

p

— Ck _ Cép)%—lpk — Ck; _ Cb(p)P]EP) — Ck _ Z]ip)’
p

(2.2.4)

rezultd ca modificand C}, — C%, nu trebuie sa luam problema
de la inceput, ci este suficient sa scriem la pasul p:

V' = Cp — 2P > 0; daci k € K@, (2.2.5)
Sau —
6(p) — O 3. >0:5. = @ p®
W G 3> 0.3 = PP (2.2.6)

daci k € I?®). Adici este suficient sd analizim situatia la pasul p, de
optim.

a) Daca 6,?) =0si k € K, atunci noul program de bazi optim
(X )’ obtinut luand pivot de pe coloana k va avea 2,11 = Z(max)-
p+1

—

b) Daca 6,(5)) > 0, noul program de baza va fi "mai bun” ca X si
p

se continua optimizarea.
Se mai spune ca s-a facut o reoptimizare in noile conditii, C} —

Ck.
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¢) Dacs Cj nu este fixat (bine determinat) ci poate avea loc dupi o
anumita estimare (in urma unor studii de prognoza), depinzénd de an-
umiti parametrii, atunci situatiile (2.2.5) si (2.2.6) trebuie discutate.
Se mai spune ca s-a facut o reoptimizare parametrica.

In cazul dat avem:

= ~ 7 7
C4 = 04 - 5; (24 = 5)
Daca dorim ca Cy = 3 — le asa incat programul optim nou sa aiba

Z = Zmax = %, vom cere ca 'y = 0 (adica problema sa admita

programe de baza optimale multiple la acelasi nivel de optim
total, 2. = %) Rezulta O, = %
Daca se opereaza ”tabelar”, atunci in tabelul de optim (T;) se

T =CysiCy=Cs— 24 =0 si se continud optimizarea luand ca

scrie
2
pivot min{%; %} = %; pivot AL} = 5l Rezulti noul program de

baza optimal )2( = (0;0;1;3) cu 2o = & = 2.

Daca s-ar modifica Cy — C5 sau (si) C3 — Cj, atunci in (T) s-ar
recalcula noile valori z;, si z5. Apoi calculand C} , se va constata daci

se continud optimizarea sau nu.
In cazul dat, avand )1(t = (0;2:2;0); 2 = % si )2( = (0;0;1;3) ;

)99 9
z1 = %, se poate face o diversificare a productiei optimale (la nivel de
9

utilitate, z = %), considerand programele optimale date de o combi-

natie liniara convexa a lui X si a lui X:
1 2

3 5
= X"+ 0 X" = (0, Ja1; Sar + ag; 3ag) };

—t
X
{ 2 2

optima

a; >0;a3>05a;+ay; =1 (si deci ag = 1 — aq, cu a; € [0,1]).
Pentru a; # 0,1; a2 = 1 — a; se obtin programe optimale cu trei tipuri
de produse in fabricatie (”diversificarea productiei”). Ramaéane real
nerentabil numai ;. .

Exercitiul 2.2.2 Care este schimbarea necesara C'; — C astfel ca
x1 sa devina "rentabil” la acelasi nivel de utilitate z = %?

Exercitiul 2.2.3 Daca Cy =3 — 6’4 > %, se va obtine un program
de baza nou, mai bun ca cele optimale )1( , )2( ,corespunzatoare la 54 = %?
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Exercitiul 2.2.4 Daci Cy = 3 — Cy = 34+ X ; (A € R), sl se
discute reoptimizarea.

Rezolvare: Rezulta 64 =3+ A —% =\— % Discutie:

Daca Cy = 0,adici \ = % , adica C~’4 =3 +% = %, se obtin

programele optimale de mai inainte.
Dacg Cy > 0, adicd A\ > 3, adicd Cy >
optimizarea la nivel superior lui z = ?.

Alte exemple se pot vedea in ([St]).

%, atunci se continua

S-a inceput cu reoptimizarea C' — C deoarece acestea sunt cele
mai fluctuante, chiar pe perioade scurte, in economia libera. Accentul
trebuie pus pe analiza situatiei existente in momentul schimbarii. Pro-
gramul optimal X cu care s-a operat pana acum, mai raméane

p
optimal ? Daca da, atunci exista o diversificare a productiei
? Daca X nu mai raméne optimal, atunci raméne numai pro-

p
gram de baza si deci se continua optimizarea pornind cu X si

nu reludnd problema de la inceput, care ar duce la ”cheltuiala” de t?mp
si de bani suplimentara. Uneori in economia de piata timpul costa cel
mai mult (rapiditatea iesirii pe piata concurentiald este esentiald).

Schimbari de tehnologii P, — ]Bk nu se fac in general, pe perioade
scurte. _

Schimbari ale cantitatilor importurilor B — B au loc pe perioade
medii sau mari.

Introducerea in ”fabricatie” a unor noi tipuri de produse {z,}
(a =n+1,...,n+ s), necesitd noi tehnologii P, ; (I =1, s) si estimarea
noilor coeficienti C,,; (I =1, 5).

Aceste schimbari vor fi tratate mai departe.
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Capitolul 3. Dualitate

3.1. Problema dualitatii in programarea liniara.

Notiunea de dualitate este o notiune praxeologica fundamentala. Ea
sta la baza oricaror afirmatii corecte din orice domeniu. Prin urmare si
in domeniul modelarii matematice, ea trebuie sa fie corect precizata.

Definitia 2.1.1 Fie data problema de programare liniara sub forma:

AXSB 3 X 20 X' = (@) Amwi By (31 )

1e--
CX = Z(maX) C= (Ol, . ,Cn)
Sa formam problema:

AU > Ct ;U >0; Ul = (ug...up)

BUU = Vi (3.1.2)

Problemele (3.1.1) si (3.1.2) se numesc duale simetrice.

Problema data se va numi primald, iar cea formata ca mai sus se va
numi duala celei date.

In clasa problemelor de tip ” amestec” se di (3.1.2) (sub forma cunos-
cutd) si se formeazd duala sa (3.1.1), care agsa cum s-a vazut se re-
zolva mai rapid, avand deja o matrice bazica ]\O/[ = F (matricea unitate

formata cu coeficientii variabilelor de compensare y). Dar rezolvand
(3.1.1) se pune problema daca odatd cu aceastd rezolvare avem si re-
zolvarea problemei date ?

Raspunsul este afirmativ.

Dar gi avand (2.1.1) este necesar sa formam (3.1.2) pentru a avea
o interpretare economica a ”preturilor umbra”, fapt foarte important
in analiza neoeconomica. Un studiu special al lor le permite
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economistilor sa rezolve dilema: este mai convenabil sa folosim
resursele B pentru productie sau sa fie vindute ca materie
prima ?

Pentru a retine mai ugor trecerea de la (3.1.1) la (3.1.2) si invers,
nu ca formule, ci ca idee de simetrizare, sa consideram o problema
concreta.

Exemplul 3.1.1 Un aliaj se poate obtine prin prelucrarea a doua
materii S, Sy. El trebuie sa contina trei tipuri de unitati de rezistenta
a aliajului in cel putin cantitatile 3; 2; 1, pentru a fi eficient. Dupa
tehnologiile existente, P;, P, din S, Sy se pot obtine pe unitatea de
material, cantitatile de unitati de cele trei tipuri date in tabelul care
urmeaza. Costurile prelucrarii unei unitati din S;, Ss sunt date tot
in acest tabel . Se pune problema fabricarii acestui aliaj cu cost total
minim. Se obtine modelul matematic (S) (se va lua unitatea baneasca
egald cu 103).

Uy U2
Sy Sy | > 2ur +up >3
T 1 1 ]2 U + 2us > 1 ’
T3 1 211 3uy + 2uy = Vimin)
Cost unitar $ | 30 20 | <
ug, uz > 0
(m=3;n=2)"

Pentru a forma duala simetrica, este suficient sa asociem pe fiecare
linie din tabel o variabila = gi sa scriem:

25(71+$2+5133§3
£1+$2+2I3§2 ,$20
31‘1 +2:L‘2+.I‘3 = Z(max)

Pentru usurinta sa rezolvam problema in x, sub forma tabelara:
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3 2 1 0 0
C{ |Baza | Py x1 3 T3 Y1 yo | (%)
0 U1 3 1 1 1 0 %(**)
0 o 2 |1 1 2 0 1| 2 (%x)
z 0 [0 0 0 0
V1 c-2 3 2 1 0 | —
3 o [32]1 12 12 (12 o | Fees
?
0 | 1/2]0 3/2 | —1/2 |1 | 3(x%%)
2
z 9/213 3/2 3/2 |3/2 |0
cVlc-z 0 (1/2) -1/2]-3/2]0 |-
3 | o 1 [1 o0 —1 |1 1
2 |2 1 o 1 3 —1
z 3 2 1 1 — Z(max) = 9
P o-2 0 0 2 1 | -1]|sToP
Legenda:

(x)-variabile de compensare;
. f3.21 _ 3.
(es)- min {352} = 3.

%.%}_ 3.
17201725 — [Ip

(% * x)- min{

La intersectia coloanelor variabilelor de compensare v, y2 cu linia
z, se afld (z,, = 1; 2, = 1). Se alege programul problemei date:
U = 2y, = 1 ug = 2, = 1.

Pentru U' = (1;1) avem V = 5 = 2.

0 0

Daca s-ar rezolva problema in U, ar trebui mai intai sa intro-

ducem variabilele de compensare:

2up + up — — 3
up Uz — ty _ 9

u > 05t >
Uy + 2U2 _ t3 — 1 ,U_O,t_o,
Sui + 2u = ‘/(min)

Prima faza de obtinere a unui program de baza trebuie efectuata.
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Apoi se trece la aplicarea algoritmului simplex pentru o problema de
minimizare. Se va obtine U' = (1,1); Vi, = 5.

Prin urmare, rezolvarea optimala a problemei date se citeste
pe linia z din tabelul optimal al dualei (in x) ; zpa = 20 = 5 =
Vininy U1 = 2y, = 15 ug = 2, = 1.

Daca problema in z se va rezolva prin algoritmul simplex revizuit,
va rezulta:

1 110 (3 1 z =1
g(ﬁm = -1 20 [sMuy| 2 |=1]1 Ty =1
-1 —-1]0 0 =5 | Z(max) =5

oY = —2, 0% = —1, 0% = _1 sTOP.

Zylz(;'éQ)M_lel:(l 1)(3):1;,%2:(1 1)(?):

(2)

Se aleg: u; = z,, = 1; us = 2y, = 15 Vipin = Zmax = 5.
Dar

Ry = 7prl; Ryp = 7TPy2; Vinin = Zmax = (_W; 1) (B) = (_0152)M_17 1)

0 (2)

Prin urmare, U’ optim este dat de multiplicatorii simplex m =
(my = 1;my = 1) corespunzatori pasului de optim al problemei
duale de (max).

Avem in acest fel , modul de obtinere a rezolvarii optimale
a problemei date, prin rezolvarea problemei duale, fie ca aceasta
este rezolvata ”tabelar” sau prin algoritmul simplex revizuit.
Avem in acelasi timp o interpretare a multiplicatorilor simplex
7 la pasul de optim, ca valori ale programului optim pentru
problema data m; = u;. Cum Vi, = biuy + boug = bymy + bamg =
3:142-1 = 5, dacd interpretdm termeni liberi B din (3.1.1) ca "resurse”,
atunci vy = w5 us = w9 pot fi interpretate ca ”preturi” unitare
ale resurselor B;, By, daca ”produsele” x se fabrica.

Din aceste motive m se mai numesc si ”preturi umbra” (ele nu
sunt preturi reale pe piata ale resurselor).

Evident, cele anterior precizate vor fi adevarate daca se vor demon-
stra teoretic si nu pe un exemplu.

S-a procedat ca mai inainte (pe un exemplu), deoarece se doregte
practic, sa se retina usor modul de rezolvare si nu formulele ce apar in
demonstratia teoretica generala.
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Proprietati generale. Sa pornim de la (3.1.1)-(3.1.2).

Propozitia 3.1.1. Dacd (X, U) este o pereche de programe pentru
(3.1.1)-(3.1.2), atunci Z = CX <V = B'U.

Demonstratie: Putem scrie:

UAX<UB=BU=V

X'AU>X'Ct=0X=7

Dar U AX = (UtAY)t = X'AU si deci Z < V.

S& notdm y, = T,4, (variabilele de compensare din (3.1.1) (a =
1,m)). Fie )15 un program de bazi optimal (i{ poate contine si 7,4,

bazice). Avem:

6](5)) <0< Ck — C’lgp){w)‘lPk <0
p

k <mn; O—Clsp){\/{*l <0, daca k > n.
P

S& notam U' = CP M. Rezults U > 0, (A'U) = CP M 1A =
() (p) () (p) (p)

{CPM1PY. Dar CPM~P, > Cy si deci AU > C*. Adici U este
p p

un program pentru duala (2.1.2).
Dar
V=BU=U'B=C"M"'B=24 =z
() () (p)
De aici si din propozitia (3.1.1), cum 2, V sunt functii liniare
continue, rezultd ca Vi, = Zmax, iar (U) * fiind
P

CPM™ = [a] (k> n),

se citeste conform regulilor mai inainte precizate, in rezolvarea
lui (3.1.1) si este program optimal al problemei (3.1.2). Rezulta:

Propozitia 3.1.2. Daca (3.1.1) are un program de baza optimal,
atunci (3.1.2) are un program optimal ale carui componente sunt mul-
tiplicatorii simplex corespunzdtori pasului de optim pentru (3.1.1).

Desi practic ne intereseazi cazul in care (3.1.1) are optim finit, to-
tusi, matematic, si considerm si cazul in care z — oco. In acest caz
rezultd cd (3.1.2) nu are program Schimband rolurile (datoritd simetriei)
se poate spune cd dacid V — —oo, atunci (3.1.1) nu are programe.
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Observatie. In cazul dualelor simetrice ” preturile umbra” ale prob-
lemei (3.1.1) fiind componente ale programului dual (3.2.2) sunt neneg-
ative.

Problema dualitatii se poate pune si in cazul ca ”"m” este mare si
n nu este mare. Atunci, prin dualitate m devine numar de variabile,
iar n numar de restrictii in duala. S-a ajuns la cazul aplicarii algorit-
mului simplex revizuit pentru duald. Din aceleagi motive (numér m de
restrictii mare, este indicat sa se scrie spre rezolvare duala problemei
date, chiar dacd aceasta este sub forma standard-restrictii efective).
Este clar ca trebuie in acest caz sa vedem ce se intelege prin duala sa.

Fie dar

J

> Cijz; = z(max)
j=1

n
=1

vi=1,m; rangA =m; x; > 0; j =1,n. (a1)

Pentru fiecare 77" (2 =1, m) putem scrie:

>, Az < B;

t; =1

i - ZlAij < —B; (az)
‘7:

m
Cj.%’j =2z (max)
7=1

M”50

Se formeaza duala simetrica, asociind fiecarui ”¢” o variabila ¢; > 0;
v; > 0 si se obtine:

f:lAz‘j (ti—v) >C

ijl Bi(ti—v) =V (min)

Notand (t; — v;) = u;, rezulta:

m
> Ajui = Cj
=1

<

I
=
n
&
=

ig:l Bju; =V (min) (by)

AU >
B'U =V (min) °

)



Dar t; — v; = u; nu mai are restrictie de semn. Asadar duala prob-
lemei (a) se scrie prin (b) ca si in cazul simetric dar fara restrictie de
semn asupra lui u. Adica u, poate avea si componente negative. Ca si
mai nainte se arat# cd dacd, X, Z sunt date de optim (Z finitd) pentru
(a), atunci din conditia de optim, Cy — 7P, < 0 (7 = C,M !, la pasul
de optim rezulti ci U = 7 satisface, AT > C si B!U = V = Z, dar
U' =m = (my,...,mm) poate avea valori m; < 0 respectiv, m; > 0 sau
(si) mx = 0. Asadar in cazul unei probleme de forma (a), ”preturile
umbra” pot fi si negative.

Daca in (a), unele restrictii sunt cu <, atunci variabilele duale core-
spunzdtoare vor avea conditia de nenegativitate. (Exercitiu).

S-a ales (a) tocmai pentru a pune in evidentd faptul ca daca se cere
‘consumarea integrala” a resurselor B, atunci ”preturile umbra pot fi
si negative”. In analiza neoeconomici pe baza acestor situatii se
poate face un studiu mai complet al resurselor (folosirea lor in
”fabricatie” proprie sau vanzarea lor sau a unei parti din ele, daca sunt
substituibile).

Exercitiul 1. Daca se da (bs), notand u; = t; — v;; t; > 0; v; > 0,
se obtine (b1). Formand duala simetrica sd se arate ca se obtine (ay).

Exemplul 3.1.2. Avem:

I 2’&1 =+ Ug 2 2

To | U + 3U2 Z 3

T3 | U+ ug >4 ;
T4 | UL + 2U2 > 3

4uy + Tug = V (min)

si duala

Uy | 201 + o + T3 + x4 = 4,

U9 $1+3$2+$3+2$4:7 ,121,4
‘ 2z + 3x9 + 423 + 324 = 2 (Max)

Problema duala a fost rezolvata optimal cu datele X = (0; %; g; 0);

3 —-110
29, 771 21 4 . :
I'={32}; K={1,4}; 2max = 55 Mgy = | —35 35 |0 | sideci

R S

2 2
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e}

T = 55 T = —%; T = g; —%) Rezulta rezolvarea optimala uw, =
Up = —95 Vinin = Zmax = %

Daca s-ar rezolva direct problema data ar trebui sa scriem u; = t; —
v, (1 =1,2), t; > 0; v; > 0 apoi sa introducem variabile de compensare
Y1, Y2 (y > 0)si apoi s& aplicim algoritmul simplex. Initial am avea
patru restrictii efective si sase variabile (t1t2; v1v2; y1y2). Memoria de
calcul s-ar mari.

Exercitiul 2. Daca problema anterioara ar avea o restrictie u; > 0,
cine este duala si cine sunt 7; w9 7 Dar daca up, > 0 7 Dar daca uy > 0;

Exercitiul 3. Daca in a doua problema (in z), anterioard am avea
prima restrictie cu (<) atunci sa se scrie duala sa si rezolvarea optimala.
Analog dacd a doua restrictie ar fi (<). Discutie.

Exercitiul 4. Daca in a doua problema, data anterior, avem x1,
fara restrictie de semn, sa se rezolve problema prin algoritmul simplex.
Apoi sa se scrie duala sa.

Exercitiul 5. Daca in problema data am avea u; + 3us = 3, sa
se scrie duala sa si rezolvarea. Analog daca 2u; + us = 2 sau daca
u; + 2us = 3. Analiza.

Exercitiul 6. Daca avem problema data sub forma:

N [©

)

[y

J

> Cjz; = z(min)
=1

n
Ajjr; > By
=1

atunci sa se scrie duala sa. Concluzii directe.
Exemplul 3.1.3. Problema

Uy | 221 + 22 + 13 + 24 = 4,
Uy | 21 43w + w3+ 214 =7 ;x; >0 (j=1,9)
‘2x1+3x2+4x3+3x4:z(min)

are duala
T1 | 2ur +ug <2

To | U + 3U2 S 3

T3 | Uy =+ Ug S 4

Ta | U+ 2uy <3

4uy + Tuy = U (max)
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si reciproc.
Programul optimal pentru problema data: X = (1;2;0;0); I =
3 _1
{1,2}; K ={3,4}; M~ ' = ( S g ? ); CoM~' = (£,4) = 7. Duala
5

505
5
are programul optimal: w;, = 7 = %; Uy = 9 =
doua conditii, efectiv (ca egalitati).
Exemplul 3.1.4. In exemplul anterior, avem

, care verifica primele

SIS

3
{g(l'l+3~2+1~0+1.0_7)20’ U (AX - B) =0,
A8 R
g e o) =0 A £y _
0(1-§+1-§—4):07 X (AT -C") =0.
0(L-5+2-5-3)=0,

Exemplul 3.1.5. In exemplul 3.1.1. avem

i
2 ._+ =2 ) = — ,—t i N
§§1'§+1~(—§)—4):0, X (AT =) =0,
0(1-§+2-(-f)-3) -0

U (AX - B) =0.

2(2:0+1-341-2-4) =0,
5(1-043-24+1-2-7) =0,

Exemplul 3.1.6. In exemplul (3.1.1. ), cu duale simetrice avem:

1.(21+1+0-3) =0,

L(1+1-2) =0, 1.(1+1+20-2)=0.

1.(21+1-3) =0, {
0.(1+21—1)=0,

Din aceste exemple rezulta: orice valoare optimala 7; inmultita

cu restrictia dualei calculata in 7 optimal 7; (ZAjmi — Ci) este egala

cu 0 si reciproc: u; (ZAZ-]-EJ- — Bl) = 0. Matriceal aceste pro-
J

prietati se se scriu:
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(0) X'. (AT - C') = 0;T". (AX - B) 0.

Consecinta Daca o valoare optimala a uneia dintre probleme este
diferita de zero, atunci restrictia corespunzatoare din duala, calculata
in solutia optima a sa, trebuie sa fie nula.

Exemplul 3.1.7. In exemplul 3.1.3, avem Ty = 1; T = 2; T3 = 0;
T4 = 0. Deci primele doua restrictii din duala trebuie sa fie egalitati;

2Uy + Uy = 2; Uy + 3up = 3. Se obtine u; = %; Uy = ‘—; care formeazs
solutia optima a dualei.

Exemplul 3.1.8. Fie data prima problema din exemplul 3.1.3. si
X = (0;0;1;3) un program al siu. Formand duala s se vada dacd X
este optimal.

Rezolvare. Trebuie sa avem: u; + uy = 4; uy + 2us = 3 si daca
u; = 5; ug = —1, care nu verificd restul restrictiilor (prima restrictie
2u; +ug = 10 — 1 =9). Prin urmare T nu este optimal.

Exemplul 3.1.9. In exemplul 3.1.1. pentru Z = (0;0;1;3) avem:
u; = 5; Uy = —1, care nu verifica restul restrictiilor u; +3u; = 5—3 = 2
care nu este > 3.

Exista si aceasta posibilitate de a verifica dacd un program cunos-
cut al problemei date; AX = B; X > 0 max (min) z, este optimal sau
nu (in special daca m este "mic”).

Deoarece concluziile anterioare au fost obtinute din exemple trebuie
demonstrate in general. Adicd avem (0), care se mai numeste si
’teorema ecarturilor complementare’.

Teorema ecarturilor complementare.

Fie X, U solutiile optimale ale celor doui probleme duale.
Atunci au loc relatiile (0) si reciproc.

Demonstratie. Se va face demonstratia pentru cazul a doud prob-
leme duale simetrice, deoarece oricare ar fi doua probleme duale, aces-
tea se pot scrie ca duale simetrice, eventual prin marirea numarului de
variabile, cum s-a vazut. Fie dar in conditiile anterioare:

AX <B;X>0

CX =7 (max) (%)
AU >t

B'U =V (min)
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si X, U doud programe duale, optimale. Avem

B'U = OX;
U'AX < UB=BTU=Vu X AT >X 0" =0X = Zax
U (AX - B) < 0.X'AT > U'B;U'AX > U'B,U" (AX - B) > 0.

Rezults U’ (AX — B) = 0. Analog rezulta X' (A'U — C") = 0.

Reciproc. Si admitem c& X, este un program al primei probleme si
U un program al dualei pentru care U' (AX — B) = 0; X' (AU - C") =
0.

Cum U'AX = X AT rezultd U B = OX si deci X, U sunt pro-
grame optimale.

Analiza economica. Fie C; beneficiul unitar al unei unitati din
"iegirea” (output) z; si A;;, consumul unitar din resursa B; pentru a
obtine un output unitar x;. Daca u; € U, optimal pentru duald, cum
u; (> Aijz; — B; =0), dacd w; > 0 atunci ) A;;7; = B;. Dacd w; =0,

j

atunci ) A;;7; < B; si reciproc. Deci daca resursa B; este excedentars,
J
atunci ”pretul umbrd” u; asociat acestei resurse este nul (u; = 0). Se
mai spune ca aceasta resursa nu are ”valoare”, fiind excedentara. Este
posibild scaderea intrarii (outputului) B; cu cel mult (Y A;;7; — B;),
fara ca optimul Z .y S8 se schimbe (cum 7 = CX = B'U rezulti g—gi =
u; si deci daca u; = 0 rezulta ggj = 0, adica o ”"crestere marginala”
sau o variatie suficient de mica a resursei ”B;” nu modifica optimul
Z). Din duala in U (Az), rezultd > A;;u; > C;, adicd ”cheltuiala
7

umbrd” > A;;u; la nivelul u; (z =1, m), al " preturilor” umbra asociate

(2
resurselor, nu poate fi mai mica decat beneficiul unitar C; al iesirii z;
si deci trebuie minimizata valoarea "umbra” totala V' a resurselor. O
alta interpretare mai pe larg se poate vedea in capitolul 3, paragraful
D.
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3.2. Algoritmul simplex dual.

Avand teoria dualitatii se poate da un algoritm care sa organizeze
si prima faza de ”cautare” a unui program de baza X, daca se obtine o
0

forméa canonica in care U;O) >0 (V) ke K, dar )O( = ]\40 ~1B, nu este

nenegativ, adica exista cel putin un z < 0 (7_" el (0)). In acest caz ar
0

trebui continuata pivotarea liberd (sau schimbarea matricei bazice ]\04 )

pana se obtine un program de baza % (dacd existd), pentru a putea

trece la faza a doua (optimizare).

Sa admitem ca avem situatia anterioara pentru o problema
de minimizare. In loc si pivotdm liber, se va proceda astfel (Algo-
ritmul simplex dual).

1) Se alege un Ty < 0 (7 € I"), cel mai mic.

Pivotul se va alege de pe linia lui x7, adica dintre AE(,? (k‘ e K fo)>.
2) Se impart 6,&0) la Aff,? (k € K£0)> si se alege

—(0) =(0)
IMX{QL}:;L (3.2.1)

0 0)
kek(” Aik) Am)
Ag(]?<0

0
3) Se alege ca pivot .

TF

Evident 9017 = ﬁ > 0, agl) = 0; 6](:) = 61(90) — Lot
rj

ks v
(keKP)

Daca Afn(,)g) > 0, atunci US) > 6,(:]) > 0. Adica U,(:) > 0; (V)k
(conditiile de nenegativitate se pastreaza).

Se continua algoritmul revenind la (1) cu mr}; AW KP; .
1
Dacd la un pas (p > 0) pe linia lui 27 < 0 (F el (p)) selectat avem
P
A%}-) > 0 (V) j atunci STOP; nu exista programe, cici

Tr = Ty — Af,?)a:j <0
pHl o p
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pentru orice x; > 0.
Exercitiul 3.2.1. In cazul unei probleme de maximizare, daca la

forma canonicd din prima fazd avem 6,&0) < 0; (V) k ¢l exista a2 < 0
0

(F el (0)), atunci sa se reformuleze algoritmul anterior.
Sa se arate ca aplicAnd algoritmul simplex problemei duale, se obtine
algoritmul simplex dual.

Uneori )0( pentru care existd z» < 0, 7 € [0 i 6;0) > 0; (V)k
0

(respectiv 6,&0) < 0; (V) k in cazul maximizarii) se mai numeste si solutia
dual admisibila.
Exemplul 3.2.1. Fie problema

21‘1+$2+l‘3+$4:4,
Ty + 3Ty + 13+ 2wy =7 ca; > 054 =1, 4.
2x1 + 329 + 423 + 314 = 2 (Max)

Y

Faza 1. Pivotam cu A;; = 2 si apoi cu Az, obtinem

1 1 1]/0]4
1 31 2(0[7 «
2 3 4 3[1]0
“ 5 3 “
0 32 210
02 3 2[1]—4
1 -2 0 —-1]/0]-3
~ 05 1.3 |0[10 .
0 —-13 0 —7[1]-34
Avem: 7, = -3 < 0; 23 = 10; 5 = 0; z4 = 0; I® = {1,3};
0 0 0 0

KO = {24}, 6,(60) < 0; (V) k. Deci %( este solutie dual admisibila.

In loc si alegem un nou pivot la intamplare, aplicim algoritmul

simplex dual. Cum avem o singura valoare negativa x; = —3, pivotul
0
se va alege de pe linia sa dintre Ag(,l) < 0. Se fac rapoartele __—123; :—Z

si se alege cel mai mic, adica __—123 Pivotul va fi Agg) = —2.
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Continuam pivotarea si rezulta | 0;x, = %; T3 = g; 0 ] care este un
1 1
program de baza. Se alege ca )0( (initial) si se aplica algoritmul simplex.
Avem C; = —% <0,Cy= —% < 0. STOP: s-a obtinut optimul (de
max).
Daca s-ar proceda matricial avem:

1 1
71 . .
M) = ( 19 )

1 1 =110
Mayg=| -1 2 |0 |];
2 —6|1
H_l B _ 10 1 <0
(1;3) 0 T3 )
—34
1
Ci=2-61)| 3 | =-13<0;
3
1
Ci=@2-61)( 2 | =-7<0
3

Calculam

w-(h2)()-(57)
=5 ) (0)- (5

Pe linia Iui 21 = —3 < 0, existd A'% < 0.
Continuam. Alegem min {__—123, :—I} = __—123 Pivot AQ = —2. Actu-

aliz&m M(_;?,) — M (3.5).
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Rezulta

1 —11]0 =2
-1 2 0 ) =
2 —6]1 —13
1
L) (:
= 2,2
-5 3 |1 0
M a3
Reluam algoritmul.
3
s x9 >0
M., B = : x2 >0 ;
(2;3) 0 - 42T 3 )
2 —*0
3 5
X' = (0;962 =53 = —;0) K= {1,4},
1 2° 1 2
_ 13 — 1
Cc, = —?<O,C4——§<O.

Deci X' este optimal (de max) §i Zmax = 2.

Acest algoritm este necesar in mod special atunci cand se face o
analiza dacd programul optimal curent mai ramane optimal sau nu, in
urma schimbarii intrarilor B — B (modificdri ce apar adesea in cazul
resurselor) aga cum se va vedea in continuare.
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3.3. Reoptimizari.

3.3.1. Modificarea "resurselor” B — B. S# considerim
datele optimale X; I; K13 M™'; Znax curente. Asa cum se stie
problema resurselor este o problema prioritara a lumii contemporane.
Pe perioade mari, cantitatile de resurse B se modifica in B, fie concret
(B;; i = 1,m, cunoscute), fie ci poate fi prognozata o legitate B —
B(A) (A = (A1, ..., \;) parametri de "tendintd”). In asemenca cazuri
se pune intrebarea: mai rimane programul curent X optimal in noile
conditii 7, daca nu, atunci trebuie facutd o reoptimizare. Deci este
posibil ca problema sa fie reluata de la inceput, inlocuind B cu B,
practic, acest mod de lucru nu este acceptat deoarece s-ar introduce
”cheltuieli suplimentare”. Una din aceste ”cheltuieli” este ”cheltuiala
de timp” care in economia de piata in special, este cea mai importanta
(rapiditatea deciziilor este necesard).

S# facem urmitoarea analizd: schimbarea B — B nu afecteazi
M1 M_l; C si deci nu afecteaza conditiile C, < 0; (V)k € K; (in
cazul maximizirii), sau Cy > 0; (V)k € K; (in cazul minimizarii).

Cum valorile bazice din X si Z sunt date de M 0

va fi suficient si calculim M B = {Z,.,;}. Daci M~'B > 0, atunci
se obtine un nou program de bazi X .., pentru care conditiile de op-
timalitate C; < 0 (sau C} > 0) nu se modifici. Deci X,,, este
un nou program de baza optimal cu z,,, = C,M _1§, de maxim
(respectiv de minim). Dacd X, contine valori T < 0, atunci X0,
este o solutie dual admisibila si se continua optimizarea de aici
incepand, aplicind algoritmul simplex dual.

In oricare din aceste situatii s-a redus timpul de lucru (s-au redus
inclusiv ”alte cheltuieli”).

Exemplul 3.3.1.1. In problema 3.2.1. si admitem ci By = 7
este cantitatea de aliaj de tipul 7 = 2”7 gi cd pentru ciclul urmator
de productie nu se va mai dispune decat de o cantitate B, = 6, sau
ca aceasta cantitate de aliaj B = 7 poate fi admisa cu o toleranta
e = —1, pentru ca la receptie (la beneficiar) reperele si fie considerate
corespunzitoare (s-a gasit o piatd de desfacere care admite acest fapt
fara alte conditii). Cum se va proceda optimal ?

Rezolvare. Daca nu se admite o toleranta si trebuie consumata

B y
—— |, este clar ca
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integral cantitatea de aliaj B2 = 7, atunci datele optimale sunt: Xt =
(o3 5:0); Zmax = 14,5; 10 = {2,3}; Mg C1 = =5 < 0; Cy =

1929 929 2
1<0; Ky = {1,4}. In loc s& punem B, = 6 in loc de B = 7 i s
reluam problema de la inceput, proceda cum s-a precizat.

Calculam

~ —-1 1 4 1Y) =«
1B _ _ 2
vt (30 5) () =) 2

Cum Yiou = (0,1,3,0) este tot program de bazi si C; < 0; Cy < 0
STOP; X,
= (3 -9 (5 ) =15

Exemplul 3.3.1.2. Sa se scrie duala acestei probleme gi sa se
compare cu duala cazului B = 7. Preturile umbra raméan aceleasi la
cele doua probleme ? Cine este pretul umbra 7o al resursei B, si ce

legatura are cu noul beneficiu Z,., = 15, relativ la vechiul Z ., = 2—29 ?

este program de baza optimal in noile conditii. Avem

Interpretare. Avem Z,,,x = Zmax + T2 <§2 — B2> ?

Exemplul 3.3.1.3. S5a se facd reoptimizarile B; = 4 — El = 3,
apoi B1 =4 — By = 3; By =7 — By = 6. Sa se faca de fiecare data
legatura intre Zmax; Zmax —nouw Si preturile umbra 7y, 7.

Indicatie: preturile umbrd (m,7) = (C,M ") rdman aceleasi la
oricare modificare B — B. Daci M B > 0, se obtine un nou program
de baza optimal, la aceleagi preturi umbra (care sunt o solutie optimala
pentru duald). Putem scrie

Zpou = CbM B = C,M ™" (B + AB) = z + 7AB, (3.3.1)

unde AB = B— B._
Daca B; = Bl, By < By avem

Znouw = 2+ o (EQ - BQ) , Cu (EQ — BQ < O) (332)

si deci micgorarea resursei By duce la o crestere a beneficiului de la o
valoare curentd z la z,,,, dacd pretul umbra (unitar) al sdu 7o < 0 (s-a
admis ci M~'B > 0, adici X0, este program de bazi si deci optimal).
Iata o alta interpretare posibila a preturilor umbra.
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Exemplul 3.3.1.4. Daca in problema 3.2.1. se modifici B; =

~ ~ _1 ~
4—>B1:8,rezultéM_,1B: 2 x2,Bl—31:8_4:4_
(2;3) T3

Cum z, = —% < 0, rezulta ca X' (0, —%, %,0) este o solutie dual
admisibila. Pe linia ¢ = 1 se va afla pivotul. Calculam

1 0)
© a1 (2) [ =5\ A .
A= (1) = (57) b

0)
© _ a1 (1) _ Ay
= ()= (1) 4

Exista Ag(;) < 0 (k€ Ky ={1,4}) care este qu) = —1. Cum altul
o

negativ nu mai exista, nu mai facem rapoartele {%}, cu Af,? <0

Alk

17
2

Nt

N[ =D | =

(k € K9). Pivotul este A) = —1 (x1 intrd in bazd in locul lui ).

Avem M(;?,) actualizatd

-3 3 |0 =
T B
2
-2 3 |1 B
2 2 2
1 —1]0 1
-1 2 |0 U
2 —6]1 0/ "
M5
IM ={1,3}, KM = {2 4}, iar
~ 1 —1]0 8 1 7
M ;s (03) = -12 |o 7 |=1|6 T3
2 —6|1 0 -26 | —=2
unde X' = (1;0;6;0) este program de bazd optimal, caci 6;1) < 0;
1 1
CYY <0 (verificare 2 —61) [ 3 | =—13<0;2 —61)[ 2 | =
3 3

-1<0).
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Avem Zmax(actual) = 26.

Exemplul 3.3.1.5. In problema 3.2.1. in urma unui_studiu al
‘pietei” pe termen lung, se estimeaza o variatie Bo =7 — By =7+ A
(A € [—4,0)). S& se intocmeascd un plan de actiune optim, pornind
de la situatia optimala curenta in care cel putin doua produse sa fie
fabricate.

Rezolvare. Avem

11 3., A
o (BY_ (s o) ([ A0
M(2;3)(0): 2 2|0 THA )= 22 3
-3 3 |1 0 -3ty /)
Evident C; = =2 < 0; Oy = —3 < 0.
Discutie. a) Daca
Ty =13+ 5=34+5>0;
W O A€ [—4,0
$3Z$3—%:g—%>0, [ 7]7
1 ()
atunci avem o situatie optimald cu zpa.x = 20 — %, adica pentru \ €
1)
(_37(])'
Evident z,. € (zo = ?; %) De exemplu pentru A = —1 dam peste
1)
(3.3.1.1).

b) Dacd x5 < 0; x3 > 0, adicd A € [—4, —3), atunci se obtin solutii
1) 1)
dual admisibile. Se continua optimizarea folosind algoritmul simplex

dual. Cum Kf)) = {1;4} avem:

» —5 ) AN
Mgz 1 = ( 5 ) 240 5 Mg Pa= (
2 21

N [ =D | =
N——
—_—
EINO

= —5<0; = —3 <0.
Cum pentru A € [—4,-3), avem x5 < 0; x3 > 0, se alege ca pivot
1) ¢9)
Aﬂ) — =3l Rezuits M(_Sg), dat de exemplul (3.3.1.4). Calculam

M5 (0) = -1 2 |0 T+X | = 10+2) T3
2 6|1 0 -34—-6)\ ) —z
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A€ [—4,-3).
Deci (=3 — A;0;10 + 2X;0), pentru A € [—4, —3), sunt programe de
baza optimale (cici 1 > 0, x3 > 0, Cy < 0, Cy < 0) cu zpax = 34+ 6A

1) 1)
(A € [—4,-3)).

¢) Nu putem avea x5 > 0, x3 < 0, deoarece A\ € [—4,0).

d) Nu putem avea x5 < 0, x3 < 0, deoarece \ € [—4,0).

Raméan numai situatiile a) si b). Cu acest plan de perspectivi, la
momentul in care se vor cunoaste concret él, Eg si deci concret A, vom
vedea unde se incadreaza A (evident A\ € [—4,0)), in cazul a) sau in
cazul b) si avem concret )1( optimal la momentul respectiv.

3.3.2. Schimbiri C — C. Asemenea schimbari ai coeficientilor
functiei scop z = f(X) = CX pot fi privite ca un exercitiu pur
matematic, dar si ca realitdti in anumite situatii tehnice sau (si) eco-
nomice. Determinarea concreta a acestor coeficienti cere o paleta larga
de cunostiinte tehnico-economice. Sa ne amintim ca in cazul in care
C; este simplul cost unitar pe produsul de tipul 77’ ce trebuie ”fab-
ricat” intr-o cantitate x;, pentru obtinerea sa trebuie sa se tina cont
de diferite tipuri de costuri, costuri constante, costuri variabilepro-
portional, costuri regresive, costuri degresive,... Cel putin unul din
ultimele doua, nu intotdeauna se poate ”prelucra” macar prin legitati
statistico-matematice mai cunoscute (repartitii normale, repartitii 7',
repartitii 22, repartitii exponentiale negative,...). Dar chiar si in aceste
cazuri problema capéata caracter de programare stochastica. Concluzi-
ile vor implica riscuri (de genul unu, de genul doi). Puterea testului
care permite tragerea unei concluzii (decizie) este un element impor-
tant. Din aceste motive se prefera programarea liniara determinista in
locul programarii liniare stochastice. Asupra acestui caz determinist ne
vom opri.

Sa admitem ca avem datele de optim: X1, K7 M_l;N C curente.
La o schimbare C' — C' se pot ivi doud cazuri: A) C; — Cj; j € K;
B) {Cz} — {51}, 1€ T; C) Cj — éj; JE Kl; {Oz} — {51}, iel.

Mai direct: A) C; care se modificd sunt coeficienti ai variabilelor
secundare la pasul de optim.

B) C; care se modificd sunt coeficienti ai variabilelor bazice de optim.

C) Unii coeficienti sunt nebazici, altii sunt bazici.
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A) C; — 5']-; j € Ki. In acest caz se vor modifica Uj in EZ;
C; = (-CyM~%1) <ﬁéjﬁ) Daci C; < 0, atunci X rdmane optimal.

J
Daca C; = 0, X ramane optimal cu zpmax, dar nu este unic. Se continua
optimizarea introducand in baza z; si se obtine un nou program de

bazd optimal X de valoare pentru z = Zmax (cu acelagi maxim).
Exemplul 3.3.2.1. Pentru problema 3.2.1. sa consideram ca se
cere o diversificare a productiei in asa fel incat cel putin trei produse
sa fie fabricate, dar cu acelasi beneficiu 2z, = %.
Rezolvare. A se obtine o diversificare cu cel putin trei tipuri de
produse este echivalent cu a se obtine cel putin un program optimal cu
29

Zmax = = mai complet ca programul de baza optimal X t = (0, g, g, ())

Zmax = 29 10 = {2 3}, K(O = {1,4}; M 1 M(z,lgy Pentru aceasta
trebuie ca pe langa )0( optimal sa se mai obgma un program )1( optimal
(tot program de bazd). Pentru aceasta trebuie ca problema si admitd

programe optimale multiple, adica cel putin un 6,(60) <0 (k: ek {0)) sa

devina C,ff” = 0. Avem:

.

P,
Cr = (—CbM_l; 1) < . ) Ck ObM_lPk =

= — CyM'P, + (@ . ck) , (3.3.2.1)

P =T+ (Gi-cn).

\

Dar C,S’) —0& Cy = Cp — 6,20). Asa se calculeaza schimbarea
Ck — Ck.

In exemplul anterior avem 5(0) = —%; 6510) = —% si deci C =
2—(—%): 04:3—(——):%. Cumél 01:137— :§;
54 —Cy = £ — 3 = 5 se pot face schimbarile C} = 2 — C’l = 37,
Cy=3— 04 = £ =3,5. Tentant ar fi sa se faca schimbarea C'; — C’l

(o crestere mare a beneficiului unitar). Tinand cont de modul cum se
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calculeaza beneficiul din pretul p; de vanzare (pe langd alte elemente),
o schimbare a lui ¢} = 2 — 6’1 = 177 = 8,5 ar implica o crestere mare
a lui p;. Mai realistd este ideea de a schimba Cy = 3 — 54 = % = 3,5.
Este mai plauzibil ca se va gasi o mai mare ”desfacere” a productiei cu

o crestere mica a pretului ps. Prin urmare se va lua Cy = 3 — Cy =
% = 3,5 si deci C’io) = (. Se continua si se obtine un nou program de
baza optimal X! = (0;0; 1;3); Zmax = 2.
1
Féacand o combinatie liniara convexa X = a)O( +(1—a) )1( (a €10,1]),
se va obtine o "plaja” de programe optimale cu zy.x = ?.

Daca s-ar fi cerut schimbarea Cy =3 — Cy = % = 3,5, atunci s-ar

= P,
fi calculat direct Cy = (—C,M ;1) < 04 > = 0. Se continua si se
4
obtine )1( .
Exemplul 3.3.2.2. In aceeasi problemi ficand schimbarea Cy =
__ 1
3 — C4 =4, rezultda Cy = (—2;1;1) 2 | =3 > 0. Deci %g)t =
4
(0; %; g;O) raméne numai program de baza. Se poate deci continua

algoritmul cu introducerea lui z4 in baza:

0
P(O) — M—l 1 _ E A§4)
1 23 | 2 N ION

|

3
5
T 3
min é = @ Pivot Agﬂ’} =1
2
T
3
-1 1 0 1
5 3 |0 2 2 —1l0 0
3 1o 1 - — ] .
2 | > T
1 4 3 Ty
Myg | 7 | =11 T3
O _16 _Zmax

IM =1{4,3}; KW = {1,2}.
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2 1
cV=(aon| 1 |==6<0;0"=(401)| 3 |=-1<0,

2 3
STOP, %()t = (0;0; 3;1) program de bazi optimal cu zp,x = 16.
1

Exercitiul 3.3.2.1. Se prognozeaza schimbarea Cy = 3 — 54 =
3+ 2\ A € [—1,1]. S& se discute.
B) Daca se face schimbarea C; — Cj; i € 1 ©) atunci se recalculeazi

~ —_ 71 -
CyM—1; Mnolu - ( MO M1 (:3 ); {Ck}nOi (k < K{O)) si se verifica
— Uy

daca ZX) optim mai rdmane optim (U,({O)noi <0, (V)ke K1> sau nu.
0

Daca nu, atunci se continud optimizarea. B B
C) Daci in schimbarea C' — C exista C; — C; (i € IV); C), — C,

~ _ M—l O
<k € K§O)>, atunci se calculeaza C,M~!; Mnolu = < G AT=NE >;

— - P
C}go) = (—CbM -1 1) (%) si se constata daca )g mai raméne opti-

k
mal sau nu.

Daca nu, se continua cu )0( ca program de baza.

Exemplul 3.3.2.3. In exemplul 3.2.1. sa consideram modificarile:
a)C’2:3—>C’2:4,b)C’2:3—>C’2:4,C4:3—>C4:3,5 in

ambele cazuri trebuie recalculata 6’bM (;;13).
a) Avem
11
ag (32, ) =ao;
2 T2
11
. o2 o2 |V |
M(2;3)nou = 2 2 0 )
-4 0 |1
)gt = (0;2;2;0) nu se modifica.
CO=(40) 1 | =-6<0,0"=(-401]2|=-1<
2 3
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0; Kfo) = {1,4} si deci conditiile de optim nu se modificd. STOP; X
0

4
raméne optimal, dar Zmax(now) = (—4;0;1) [ 7 | = 16.
0
— 1
b) Trebuie sa recalculam C’io) = (—=4;0;1) | 2 = 0. Deci )O(
4

rdmane optimal, dar exista programe optime multiple. Avem:

N 1 0
PiU) — ML 9 | = (E) A(14) .

. 0) »
e | - 1|40

|

min

[N NS NI
I
S
e,
<
o}
-+
b
=
|
No|

Se procedeaza ca in exemplul 3.3.2.2. .

Exercitiul 3.3.2.2. Sa se discute schimbarile C; = 3 — Cy =
8,5+ N e[ 1];Ch=3-Cr=9+ A

3.3.3. Posibilitatea introducerii in ”fabricatie” a noi pro-
duse, fara a modifica datele initiale: A; B;C

Uneori este posibild o diversificare a ofertei {X} fard modificari
tehnologice Py, unde k = 1,4, fara modificiri de resurse B, sau de ben-
eficii C; (z = 1,_4) (respectiv costuri unitare de productie). Fie asadar
incercarea de a introduce noi ”produse” de tipul (n + s) (s = m) pen-
tru care se dispune de tehnologiile P, s = [Aynys] si de Cpys. Prob-
lema devine:

n P
> Airi+ 0 AingsTnys = B,
j=1 s=1

;i > 0; 2ps > 050 =1,n;s=1,p.

n p
Z ijj + Z Cn—&-sxn—&—s =%,
j=1 s=1

(3.3.3.1)

Dispunem de datele optimale curente X; I©); K{O); M_l; 6,&0);
0 0

20 = Zmax(cunoscut)-
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Actualizam P, ., adica calculam:

0
PTEJr)s :Ml( PnJrs )
RN

Daci aﬂs < 0 (s=1,p), atunci datele curente optimale rdman
optimale. Nici un produs nou nu poate fi ”fabricat” optimal.

VRS N— () . Ak .
Daca exista ”s” astfel incat C,,, = 0, atunci pe langa X optimal,
0
se mai obtin si alte programe X de baza optimale, care includ produse
S
e tipul ”s”. O combinatie liniara convexa a lor va da o ”diversificare
de tipul ”s”. O binatie 1 1 da o ”d ficare”
de programe optimale cu Zmax = 20(max)-
N o A (0) . G A
Daca exista ”s” astfel incat C), [, > 0, atunci )0( raméane program de

bazi si deci se continud optimizarea de aici (nu trebuie reluata problema

de la inceput (3.3.3.1)).
Exemplul 3.3.3.1. Pentru problema 3.2.1. sa consideram noile

posibilitdti: Ps = ( f ); Cy =1, py = ( ; >; Co=1: Py — ( } >;

2
C7; = 3. Avem Uéo) = (—g;%;l) 1 = 0; 6((30) = 0; 6(70) = —1.
T

2
Deci X raméane optimal, dar se mai pot obtine si altele. Putem scrie
0

_ .3.5.n-0N- .
)0(_(0 0;0;0);

59999
1 2
_% % 0 _% 3_5 51 8 (1)
3 1 T I
3 3|0 3 - 9 15‘1 o/
22 M35
4 2 N
7 2t ()90 1e ()
Mes { T ] =12 v, 0 X0 (0:2;0:0:13050);
0 -3
1M ={2,5}; KV = {1,3,4,6,7};
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Avand Uél) =0; 5,(:) <0; ke Kfl) (k # 6) se mai poate obtine un
program de baza optimal. Avem

- _1 2 AW
Pél)—M(2;15)P6_<§5 il) (E) A%lﬁ) 5
5 5 26

3
. = 2
mln{ % } = @7
1 2
1 2 0 1
-+ 2 10 B 2 %y 0 0
3° 1 1 — : 3 e
5 5 _5 -2 2 ‘ 1 0
E | 0 2z
2 2 M(_tis)
1 4 1_?? x
- - 1 6 . —(0-0-0-0-1-10Y.
M g5 S i [ Sy P Xt = (050;0;0; 35 %) ;
T2
Y = -8,07 =0, T = 0, ¢ = 4, STOP.

Multimea programelor optimale este data de

—t
{X' = @ X + a1 X +ayX =
—_ (03 5, .01, .10
= (0; 3a0 + 2a1; 50a0; 0; 3a1; Fas) },

2
unde ag, ai,as > 0; ag+ a1 + a2 = 1; Zpmax = 79,

Exemplul 3.3.3.2. Daca in problema 3.2.1. se doreste introduc-

. . . 2
erea in fabricatie a unui produs x5 pentru care tehnologia Ps = ( 1 > ,

2
dar C5 = 8, rezulta Uéo) = (—%; %; 1) 1| = —% STOP; singurul
8

program optimal este )g t = ((); %; g; 0; 0) adica x5 nu este convenabil a

fi fabricat.

Acest exemplu atrage atentia asupra faptului ca atunci cand pentru
a introduce in fabricatie un nou tip de produs x5 si nu dispunem de
tehnologia respectiva, adica trebuie cumparata, va trebui mai intai sa

se analizeze Uéo :
Daca 65—)0) < 0 rezulta ca achizitionarea tehnologiei Ps este inutila

(ar fi o cheltuiala zadarnica). Daca 6;0) = 0 atunci se va obtine un nou
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S

program de baza optimal )1( la acelasi beneficiu total 21 = Zpmax). In

acest caz facAnd o combinatie liniara convexa
{X = ao)g—i-al)l(;ag,al > 0;a0+a1 = 1}

(si deci a3 = 1 — ag;ag € [0,1]) se obtine o diversificare a produselor,
dar la acelasi nivel optim al beneficiului Z = zy = 2z de maxim. In
cazul ca se dispune de tehnologia P5 si nu induce cheltuieli in plus,
aceastd diversificare este necesarad pentru ocuparea fortei de munca (re-
ducerea gomajului), cat si pentru diversificarea "relatiilor de piatd”.
Altfel trebuie recuperata ”cheltuiala” cu Ps intr-un mod economic bine
gandit. In cazul umei intreprinderi private chiar daci =5 este social-
mente necesar, statul nu poate impune fabricarea acestui produs,
dar poate subventiona aceasta cheltuiala. Iata ca in anumite cazuri
(interes national, invatdmant de stat, armatd,...) subventionarea pe
termen scurt, este necesara. Exista gi altd posibilitate (scutirea de
TVA, sau reducerea impozitului pe profit ca in cazul sponzorizarilor,...).

Daca 6;0) > (), atunci se va obtine un nou program de baza optim,
CU Zimax) > Z0- 91 In acest caz trebuie ficutd o analiza: (21 — 2o)
acopera cheltuiala suplimentara cu achizitionarea lui Ps ?

A introduce in Cj cheltuiala pe unitatea de produs rezultata din
achizitionarea lui Ps, nu se poate deoarece nu se stie initial care va fi
valoarea x5 ce va apare in programul optimal.

Exemplul 3.3.3.3. In problema 3.2.1. fie P; = ( ? > si C5 = 9.

Rezulta 5;0) = 1 > 0. Deci )gt = (0;3;2;0;) optimal cu z = %,

ramane numai program de baza. Se continua optimizarea pornind cu
X ca program de baza curent. Avem:
0

0 _ 1 2\ AR a5
Py = Mg s = E Ag? ; pivot Ags' = B)
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(x5 devine bazica in locul lui x3, cici 3 = g — &5) Rezulta
1 1
12

. 3—5 5 . 0 _ 4 2 )

Mesy=| 5, —510 |iMeg | 7 ) =1{_1 Ts
-2 2|1 0 —-15 ) -z
X =(0;2;0;0;1); 2, = 15;
—(1) 2

(1) . 3. .

Ky ={1;3;4}; 0 = (—%:;41) % =_-7<0;

oV =1V = _¢ gTOP.

57

Programul de baza optimal este )1( . Produsul x5 se introduce in locul lui

x3, desi x3 avea un beneficiu unitar Cs = 4 > (5 = 3. lata un alt caz
in care ”contabilicegte” (aprecierea rentabilitdtii pe baza beneficiului
unitar) nu este realista. Diferenta z; = 15 — zp = 15— 14,5 = 0,5
(adica 508%) este micd, deoarece o tehnologie Ps in general ”costa”.
Si in acest caz, daca cheltuiala cu achizitionarea lui P5 este S atunci
(S — 50) trebuie acoperita intr-unul din modurile anterior mentionate
(daca fabricarea lui z5 este mai "necesard” ca fabricarea lui x3).

3.3.4. Modernizarea tehnologiilor existente.

Pe perioade scurte tehnologiile P ramén aceleasi dar pe perioade

mai lungi cel putin un P; trebuie schimbat: P; = [Ay],_ — P =

[&3] - __, pentru a face fata concurentei. In general tendinta este ca
i=1,m

prin modernizare P; — ﬁ sa se mareasca si pretul astfel incat beneficiul
nou C sa fie mai mare. Daca C’ este dat de "piatd” (cerere), atunci
avem schimbarea P; — PJ, C; — C In caz contrar trebuie ficuts
schimbarea P; — P], 5 C;.

In oricare dintre aceste situatii este posibil ca j € I® (de optim)
sau j € K, )

Ay) P — ij; 5} =CjJ € Kfo). In acest caz avem: %(; MO_I

K§0); 20 = Zmax; GEO)

Uﬁ)ou = (—CbMo_l;l) < gjj )

< 0 (V) si deci actualizim Pj; lgj(o) =M 1P s
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x 70 . A . .
Daca (', < 0, atunci )0( ramane optimal cu 2y = Zmax, atunci

noua tehnologie nu aduce un beneficiu mare.
< 7~(0)
Daca C

j(nou)
)1( cu z; = zp(max). Daca facem o combinatie liniard convexa X =

t)O( +(1—1) )1(, t € [0,1] se obtine o diversificare a productiei

= 0 se obtine un nou program de baza optim

la acelasi nivel Z = z; = zp(max). Ca si anterior trebuie analizata
”amortizarea” cheltuielilor cu noua tehnologie.

v _(0) . . v . . . .
Daca C,,,) > 0, atunci se continud optimizarea si se obtine un

alt program de baza optimal )1( cu z1 # 2.
Ay) P — ]Bj; C; — 5j; j e Kfo). Se procedeaza ca anterior numai

J
ca _
=(0) 1, P
C(j(nou) - (_061\40 71> (ﬁéfﬁ) .

J

Exemplul 3.3.4.1. Daca in problema 3.2.1. se face modificarile

e (1)-n-(2)

Cy=0Cy =4,
atunci o
. _1 A
PO _ My Pr = < 52 ) jé) >
2 24
2
64(1(21010 = (_g7 %7 1) L = _1_21 < 0. STOP
3

Aceste modificari A;4 — Ajs, nu aduc noutdti. Se va opera in

continuare tot cu datele optimale curente )0( 120 = ?.
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Exemplul 3.3.4.2. In problema 3.2.1. se fac modificirile:

1 ~ 1—A 1
- (1)-ne (124 a<od)

04 = 3+2>\,
50 _ gt (AN (373 ).
A= (50 )= (120);
1—A
— 91 1 11
iy = (—5:531) [ 220 | =—+ 2
22 v 2 2
342\
Pentru A = 0 se obtin datele din (3.2.1.). Deci )0( = (0; %; g;()),
_ 29
zZ0 — 5
~ 1 —
Pentru A = 1 se obtin: P4(O) = ( i ); C’i(zzwu) = 2> 0. Se continud
1
algoritmul.

Mai general: daca 65& < 0,adica 0 < A < ﬁ, atunci STOP.

Datele optimale raméan )0( = (0;3;2,0), 2 = 2.
Daca US?H =0, adicd A = &%
de bazd optimal cu z; = 7z = %

, atunci se va obtine un nou program
(Exercitiu).

< ~(0 C o . o . .
Daca wa)u > 0, adica 1—11 <A< %, atunci se continua algoritmul si

se obtine un nou program de baza optimal )1( .

De exemplu pentru A = }L avem:
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Pivot @ Deci x4 devine bazica in locul lui z5. Avem:

4 4
—-: 3 |0 H 2_§ §1 8 é
3 1 — ’
s 1o 3 — U 0
)\ F " it
M 4;3)
X 4 4 T4
Musy | 7 - 1 T3 s
0 —18 —z1
X =(0;0;1;4); 21 = 18;
M= {4;3}, KM = {1;2};
—(@) :
o~ (-t (1) -2 <o
2
: 1
55)2(—%0;—%1) 3 | =—1<0STOP.
3

)1( este noul program de baza optimal cu 2., = 21 = 18.

B. S& admitem ca se schimba P, = [4;;] — é = [Aij] (z = 1,m) si
j € IO (bazic). Ar trebui ca in matricea bazica ]\0/[ inlocuind coloana

P; cu P; sa vedem daca matricea rezultata ]\04 mai este nesingulara

— —~ —
(existd M 1) sau nu. Cu M ~! scriem M si trecem la optimizare.

7)101‘); j € Kl(O)a

. .. —(0
Dar in acest caz trebuie sa actualizam toate datele; C’;(
]\40_13; C’b]\/fo_1 = Zp (noud).

Pentru a evita prima faza relativ la M C' constatarea daca este nesin-
gulard (inclusiv calcularea lui M ') se poate considera P; ( jel (0)) ca
si cum ar fi o noua coloand in sistem, care trebuie sa devina bazica

in locul lui P;. Adici se actualizeazd ]3]-(0) = M -1p; = [ﬁg))} si
i=1m

trebuie ales ca pivot ;L(-?) care corespunde variabilei bazice x; (i = j)
1
U

de coeficient A;;. Prin urmare trebuie ca Zg-)) # 0. Se obtine MT; %
0

(actualizata). Apoi se calculeaza elementele anterioare.
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Exemplul 3.3.4.3. In problema 3.2.1. si facem schimbarea P, =

( ;) ) — ]52 — ( ; ) Cum avem M(;;lg) trebuie sa actualizdm

0

7(0)
500 a1 2\ .50 _ [0\ A
A=y (3):=(3) -

Cum x5 este in baza pe primul loc, adica pe linia i = 1 (cici am scris

M 2.3y; M (5,13)), rezulta ca 2(1‘;) trebuie si fie diferitd de zero. In cazul dat
1

Zgg) = 0. Adica prin schimbarea P, = < 5 ) — E = ; )7 matricea

< 17 . < : s (11N ~ (21
noud M .3y este singulara. Verificare: ]\04 = ( 3 ), ]\04 = ( 5 1 )

si det ? =2—2=0. Deci ]/\\04/ este singulara.

Exemplul 3.3.4.4. Fie schimbarea P, = ( ;) ) — }Njg = ( é >

~ ~ 2(0) _
Actualizam P,. Avem PQ(O) =M1 ( ; > = ( ) 4%3) - Cum Ag%) -
0 Ass

N[N [ =

% # 0, calculam direct ]\A{ ~1 prin pivotare cu pivot ZQ :E;

3 0
- -1 1
—CyM :—(34)(2 _1):(_51),
-1 1 |0
M-t=|2 -1]0 |;
" 5 1 |1
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S 3 L2(nou)
M1 ( OB ) = 1 L3(nou) )

—13 ) Zomow = 13

Xpou = (0;3;1;0); 1O = {2,3}; K9 = {1,4};
0

2
(0)

Clinoy = (—511) % = -7 <0;
(0) !

Clitnowy = (—5 1 1) g = 0; STOP:

Xnou €ste program de baza optimal de valoare 2z, = 13.
0

Exista programe optimale multiple, caci 62(()

)

nou)

4(0)

—0gide K.

Continuim: P% = ]\A/[; -1p, = ( L ) %%61) pivot A9 = @, 24

0

24

devine bazica in locul lui 5. Rezulta

N T R NTAY
M(4;3) ~—\ 9 1 ) M(4;3) = — - ;

Kl - {172}7

—1

(H(4;3) coincide intdmplator cu ]\,\/!,(;;13) deoarece pivotul Avga) =

AW = 0).

1
cl=(—511)| 1 |==7<0;0y=(=511)[ 2 | =0;STOP;
3

Avem multimea programelor optimale

X:tXnm-—i-(l—t))l(:(O;3a;1;3(1—a));ae 0,1], z = 13.
0
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Capitolul 4. Sisteme de ecuatii liniare cu variabile
marginite inferior si superior.

4.1. Program complet. Program complet, filtrat.

Asa cum s-a spus in aplicatie, pentru variabilele {x;} se
pot pune conditii de forma d; <x; <S;,. Prin urmare forma
standard a unei probleme de programare liniara este:

AX =B d<X<S
M=o . 4.1.1
CX = f(X)” ™ ( )
(min)
A=[Ay] _— =5 d=[d..d
oisnmest [d,....d, ; rang A=m<n.
S' =[S, ... S.1; B' =[B,.....B, ]

Pentru a putea rezolva o asemenea problema trebuie, mai
intai, adusa la forma standard redusa:

ﬁ;max 0<U<D D=[D,...D,...D,] (4.1.2)
CU =¢(U) min

prin transformarea, x,—d, =u;i=1Ln. In prima fazi trebuie
obtinut un program, Lg|ALg =B ; Oslg <D pentru care

def
CLg =¢(Lg) = z,. Apol in a doua faza trebuie sd generam un

nou program U, mai bun ca U, dacd U nu este optimal
1 0 0

(z,=pU,)>z,=¢pU,) daca problema este de maxim, sau
z, <z,, dacd problema este de minim).
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A transforma inecuatiile 0<U <D 1in ecuatii, ar mari atit
numdarul m+n de restrictii cat si numarul n+n=2n de variabile,
asa cum am vazut. A nu proceda asa inseamna a studia sistemul,
AU=B; 0<U <D pe alta cale.

Definitia 4.1.1. Un program u, al sistemului AU=B, care

satisface 0 <U < D, se va numi program complet.

Definitia 4.1.2. Fie ng[u,....un] un program complet pentru
0 0

care (n-m) componente au valorile zero (la marginea inferioara)
sau valori la marginea superioara D sau o parte dintre acestea
sunt la marginea inferioara si restul dintre ele sunt la marginea
superioara, se va numi program complet filtrat.

Sd notam prin K, multimea indicilor variabilelor U,

care au valoarea u, =0 si prin K, multimea variabilelor U,

pentru care u,=D,, dar in asa fel incit, u;=0; u, =D, sd
0 0 0
apartind multimii celor (n-m) variabile anterior selectate. Restul

de n-(n-m)=m valori , u, pot fi unele la valoarea zero, altele la
0

valoarea superioard §i altele intre zero si marginea superioard a
lor. Dupa ce s-au selectat cele (n-m) valori ale cdror indici
apartin la K, ; K,', multimea indicilor valorilor rimase se va
nota prin 17,

Exemplul 4.1.1. Daca sistemul AU=B ; U>0 rangA=m admite
un program de baza X, atunci (n-m) variabile (secundare) au

valorile, x; =0. Deci jeK,”. Daca valorile bazice, {x_|, re 1
0

satisfac, 0<x- <D-, atunci programul de bazad este un program
0

complet filtrat si K, =@ .
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Exemplul 4.1.2. Fie sistemul

X X =4 1<, <2, 1<x,<3 ;1<x,<2
9 2
Xy + Xy :E

Notand x, —-1=u,; x,-1=u,;

,5 X, —1=u, rezulta:

. - 5 A
care admite programul de baza, u, =2; u, =25 Uy = 0, care insa
0 0 0

nu este program complet, deoarece u, =§> D, =2, respectiv
0

u1:2>D1:§.
0 2

< 1 A x
Alt program de baza este (u, =0; u, =75 U =2), care insa nu
1 1 1

este program complet cdci u,=2>D,=1. Un alt program de
1

baza nu mai exista. Deci nici un program de baza al sistemului,
AU=B; U>0, nu este program complet. Totusi sistemul dat

admite un program complet : (u, =%;u2 =2;u, :%).Cum, u, =%,

0<u,<D,=1, u, nu poate fi secundar. Deci 3el . Secundara
poate fi u, =2 si atunci : | ={1,3} ; K, =® ; K, ={2}. Programul
complet este deci filtrat.

Darsi | ={23}; K, =®; K, ={I} (cici u, :%: D,) da o filtrare,

cu u,,u, bazice.
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Concluzie 4.1.1. Este posibil ca oricare ar fi un program de baza
al sistemului, relaxat

AU=B; U>0 (4.1.3)
acesta sa nu fie un program complet filtrat al sistemului
AU=B; 0<U <D (4.1.4)

chiar daca (4.1.4) admite un program complet, filtrat.
Evident, apare intrebarea: ce rost are testarea existentei unui
program de baza pentru (4.1.3) ? Se stie cd daca (4.1.3) nu
admite un program de baza atunci nu admite un program si deci
(4.1.4) nu admite program complet (si cu atdt mai mult nu
admite un program complet filtrat), deoarece orice program
complet pentru (4.1.4) este program pentru (4.1.3). Testarea este
deci necesara, daca (4.1.3) nu admite programe de baza; atunci
(4.1.4) nu are programe complete.
Exemplul 4.1.3. Fie dat sistemul
0,lu, +0,lu, +0,lu, =5
{O,Zu1 +0,2u, +0,lu, =4

nu admite programe complete deoarece sistemul

{O,lu1 +0,lu, +0,lu; =5 =

u; 20; 1=13
0,2u, +0,2u, +0,lu, =4

nu admite programe de bazd. Asadar incercarea de a rezolva
sistemul dat nu are rost, oricare ar fi marginirea {D}.

Avem pana  acum o informatie certa relativ la
incompatibilitatea sistemului (4.1.4).
Exemplul 4.1.4. Fie dat sistemul

U, +u; =2
5 0<u, £20<u,<30<u,<I
U2+U3:E

Un program de bazd este ( u, =2;u, :g;u3 =0 ) care este si

program complet filtrat in doua moduri:
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10 ={12}; KY=08); K=o sau 10=32}; K©=0;
K,© = i,
Exemplul 4.1.5. Pentru exemplul 4.1.4. existd un program

complet (u, = %;u2 =2;U, = %), care nu este filtrat deoarece nici o

valoare nu este la marginea inferioara (zero) sau la marginea
superioard D.

In mod curent, practic, se opereazi cu un program
complet U si se pune problema de a constata daci U este
optimal. Daci nu este optimal atunci plecand cu U (sau cu altul)
sa se optimizeze problema.

In acest caz (4.1.2), optimizarea se obtine pornind cu un
program complet, filtrat (care joaca rolul unui program de baza,
de pornire in algoritmul simplex, clasic, expus anterior). Prin
urmare vor fi doud faze:

in prima faza trebuie obtinut un program complet,
filtrat U. Aceasta implica cunostinte suplimentare de rezolvare

a sistemelor de forma (4.1.2).
In a doua faza, pornind cu U, sa se obtina pas cu pas

un nou program complet, filtrat “mai bun” ca cele generate
pana la el, pana se ajunge la cel mai bun (optim). STOP.

In prima fazi, curent se dispune de un program complet,
cu care se opereazd. Dacad este complet filtrat se trece la o a
doua faza. Dacd nu, atunci mai Tnainte trebuie dat un procedeu
de “filtrare”. Prin urmare, practic, daca restrictiile sunt corecte,
sistemul admite programe complete. Ramane de aratat,
teoretic, cd dacd existd programe complete atunci existda
programe complete filtrate. Demonstratia se face, transformand
restrictiile, 0<U <D 1in ecuatii, ca in cazul treceri de la
program la program de bazd, caci sistemul va fi de forma
AU =B;U0>0. In cele ce urmeazd vom demonstra acest fapt

odata cu elaborarea unui algoritm de filtrare conceput de autori.
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4.2. Generarea programelor complete filtrate,
pornind de la un program complet filtrat U, prin schimbari,

- . i (0)
U, —0—>U1j,jEK1

0

Fie U un program complet, filtrat pentru sistemul

(4.1.2). Vom scrie

U, - U, =0 U, =D, .
U rel®@ 0 0 ;M M
°1 2o keK,” beK,”

C¥:k e K,
Eb(o);b c K2(0>

(evident, 0<u- <D.).
0

Daca se doreste a se obtine un alt program complet filtrat

U, generat de U , cautind sda schimbam o valoare u; =0
1 0
0

(j e K,") intr-o valoare noud u; (evident pentru 0<u; <D,) se
1 1
va proceda ca in situatia anterioard, dar se vor pune si conditiile
0<u-<D. ; u; <D, in relatiile:
1 1

— P. po.
_ (0) . -1 _ i |.p)_ (0)
ulF_qu_Arj uIj : Mo [C—‘]—L: (O)J, P, _(Arj )rzl’ (4.2.1)
i .

]

z,=2,+C,"u, (4.2.2)
1
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Observatia 4.2.1. Daca se doreste numai aflarea lui u, atunci

(4.2.2) nu se mai scrie iar, je K, se alege arbitrar. Daca se
urmareste si obtinerea z=f(U), simultan atunci, ca si anterior se
stabileste, j e K,"” prin regula

e o _ (0)

jlc, v = ,—‘BK%{Ck >0} (4.2.3)
dacd se doreste ca z, > z,, sau prin regula

iC.© = mi (0) )
jlc,© = J-I?Klﬁ){ck <0} (4.2.3)

daca se doreste ca z, < z,.

Din (4.2.1) punand conditiile, u. >0, vr e I se obtine:

u,
- (0)
uj; <— vrel9A,” >0 (4.2.4)
1 A”
Fie
u- u-
© dof mi 0 0
& ig}‘&go Arj(m - Aij(m 4.2.5)

Din (4.2.1), punénd conditiile, u- < D-,r € 1” pentru care

A, <0, rezulta:

u.-— DF
u, <-° 4.2.4y
] A”-(O)
Fie
u-—D- u.— Dg
R. def min -2 =2 (4.2.6)
] —A"<0 Arj(o) AsJ(O)
si
ajﬂmin{Dj;rﬁ(o);jo(O)} 4.2.7)
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a) Daca se alege, 0<u; <a, atunci din (4.2.1) se obtine un
1

program complet care in general nu este filtrat.

b) Daca se alege, u; =a,; atunci din (4.2.1) se obtine un
1

nou program complet filtrat astfel:
bl) Dacd a; =D, se lasd u; = D; tot secundara si din

(4.2.1) s1(4.2.2) se obtin noile date:

. u =0
o7 Teroo |
1z, ke K" =K\ {j}
u, =D,
1
be K, =K, Ui}
Ck(l) _ Ck(O) Cb(l) — Cb(O);I\l/l =M

0
adica se obtine un nou program complet filtrat fara schimbare
de baza.
b2) Daca a; = rij(o) , atunci alegénd u; =r.
1

valoare bazicad in locul lui u.(ie 1) care devine secundara la

© " ca noud

valoarea u. =0 se obtine un nou program complet filtrat:
1

u- _ . u =0
ul rel®={jlu1Ofj 1
Hz, ke Kl(l) = Kl(O) 3k
u, = D,
1
beK,” =K,"”

. - . —-1 .
relativ la noua baza, de matrice M  ce se obtine, cum s-a
1
- . —-1 . . —-1 . .
vézut din M prin pivotare, pe M cu pivot [Aij(o)] ( numitorul

lui r. ). Se obtine apoi {C"}.
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< 0 A 0 - c -
b3) Dacéd a; = jo( , alegind, u; = jo( ' ca noud valoare bazicd
1

in locul lui, u_(se 1Y care devine secundari la noua valoare u. =D,
0 1

(cum rezulta din (4.2.1)), se obtine un nou program complet filtrat :

1 _ _ u, =0
U—-- rel“):{j}ul“”\{s} !
l ke Kl(l) = Kl(O)\{j}

bk, =K, L]

. - w . -1 — -1 9
relativ la o noud baza de matrice, M pentru care, M ; M se calculeaza
1 1 1

.o . . . 0 oA . . .
din I\gl prin pivotare cu pivot, Asj( )J ca mai inainte. Se obtine apoi,

o).

Cu noile date se va relua algoritmul (0 : =1, 1 : = 2). S& il scriem
organizat.
ALGORITMUL (1, )

(0) Initial. Dispunem de un program complet filtrat Lg .
(1) Caleuliim : M - ;@71; cY;

(2) Alegem j e K, siscriem (4.2.1)si (4.2.2);

(3) Calculam (4.2.5) si (4.2.6) ;

(4) Calculam (4.2.7) ;

(5) Se procedeaza ca la b) ( bl) sau b2) sau b3) ) si se obtine un nou
program complet filtrat, cu care se va relua algoritmul.

Evident schimbarile de aceasta forma se vor termina dupa un numar

finit de pasi caci Kl(o) , este o multime finita (daca KI(O) #zO).

111



Exemplul 4.2.1. Sa consideram modelul liniar,
2%, + X, + X, +X, =9
X, +3X, + X, +2X, =14
max g(X ) = 2%, +3X, +4X, +3%, —12
1<X <2;1<X,<2;1<X,<3;1<x, <4

Facand transformarile u, =X, =1 (cui= 1,4 ), rezulta :

2u, +UuU, +u, +u, =4
u, +3u, +u, +2u, =7
max f(U)=2u, +3u, +4u, +3u,
0<u <1;,0<u,<10<u,<2;0<u, <3

Un program complet filtrate este lg

uy =1
3 u =0
u, =3 ’
Ul 19 = {3;4} u,=0
0

K, ={1;21;K,” =

C,” =(-511

c, 5111] ~7 < 0;
1
30=1>0.
3

Pentru a obtine un nou program complet filtrat nu avem decat

()

posibilitatea de a face schimbiri j e K (cici K,"” = ®@). Se poate alege
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Jj=1 sau j=2. Daca se tine cont si de z=f(U), se va alege

(4.2.3). Rezulta j=2 (caci C,"” =1).

Calculam
o (2 -1y1) (-0\AY
R = = )
-1 1 /3 2 )A,
us :1_(_1)u2
1 1
Scriem Ju, =3-2u,
1 1
z,=13+1-u,
1
Calculam:
3 =
) _ _
) _5 (1=4) ; 52
a, = min{D2 =1; %; 1=2 _12
Cum a, =D, =R,,"” =1 se va
schimba baza. Rezulta:
us; =2
1
u =0
U Us 1 U h
S K" = {1}
z, =14
chH_cO

- 0
Daci alegem U, =1=R,,"”, se
1

u, =1. Se obtine :
1
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(0)

(13521

7” dupa regula

1-2

:1}:1,

alege U, =D, =1 pentru a nu
1

(caci D, =2, s=3),

introduce U, in baza la valoarea



U =1 u, =0 u,=2=D,
U 14 |(1) — {2; 4} 1 1
| E— K@ =gy K" =3
z, =14
'Y' =My

(altda ordine a valorilor, fata de U anterior) relativ la baza M =M ;.
! ;

Rezulta:
2 -1 0
-1
-1 1 0 0=Mg,, ;
=5 1 1 -3 0 1 !
2
CV=(-3 0 1)|1|=—4
2
1
C,V=(=3 0 I)[1|=1>0
4

Se poate continua cu j=1e Kl(l) s1 se va obtine un nou program complet
filtrat, dar cresterea lui z va fi mai inceata. ( Exercitiu)
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4.3. Generarea programelor complete, filtrate,
pornind da la un program complet filtrat prin

schimbdri,u, =D, »u, (aeK,"”)
0 1

(0). Imitial. Se dispune de un program complet filtrat Lg cu

K, #®.
(1). Se alege a € Kz(o) arbitrar, sau daca se urmareste un scop, max

z (sau min z) atunci se alege, a € K 2(0) dupa regula:

c,” = max{-C," > 0f (4.3.1)

beK
daca se urmareste max z respectiv dupa regula

C,” = min {-C,” <0 (4.3.1y

bekK,

daca se urmareste (min z).
(2). Calculam

Pb(O) = MO_I P = (Arbw)); r=Lm.
(3). Scriem:
u-=u+A,"(D,-u,) rel”r=1Lm (4.3.2)
1 0 1
z,=2,+C,"”(u,~D,) (4.3.3)
1
(4). Calculam:
-~ D; u; — D
(0) 0 _ 0
EAI}}%):O W—i— Da = W-‘r Da (434)
uF U
(0)
S., Egaz&o W +D, = A,O(O) +D, (4.3.5)
(5). Se calculeaza:
B, = max{0;s. ;S } (4.3.6)
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(6). Se alege, u, = S, in (4.3.2) 51 (4.3.3).
1

(6.a) Daca S, =0, atunci u, =0 se pastreazd tot ca
1

valoare secundard pentru a nu schimba baza . Se obtine un nou
program complet filtrat:

Uz
1 B u =0
U-— rel®=1@ |
| 0 ()
. keK," =K, Ufal
u =D
K b CM oot PN (0)
cM=M ; M = |\({| ; C C
1 0 1

beK," =K, \{a}

(6.b) Daca S, =s. atunci se alege U, =S. canoud valoare
1a h 1a

bazica in locul lui u. care devine secundara la valoarea Di' Se

obtine un nou program complet filtrat U relativ la noua baza I\l/l
1

— —-1
pentru care M ' se obtine din I\({I prin pivotare cu pivot Aia(o) Se
calculeaza C" sicu U se va relua algoritmul (0:=1 ; 1:=2).

1

(6.c) Daca p, =S, , atunci se alege u1a =35, ca noud

valoare bazica in locul lui u. care devine, up = 0 secundara. Se
1

obtine un nou program complet filtrat U relativ la o noud baza M
1 1
—-1 . o B .
pentru care IYI se obtine din I\({I prin pivotare cu pivot A,a(o).

Cu noile date se va relua algoritmul.
Relatiile (4.3.2) sunt stabilite mai departe. Relatia (4.3.3) rezulta
din aceeasi motivatie: pentru a modifica valoarea z, prin schimbarea,

o ) STRPT ©
u, =D, > u, <D,, trebuie sd scaidem C, "D, sisdadaugam C, "u, .
0 1 1
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Relatiile (4.3.4) si (4.3.5) rezultd din conditiile: u- <D- pentru
1

A" >0si u- >0 pentru A" <0.
1
Pentru u, > B, si u, <D, se vor obtine un numir infinit de
1 1

programe complete, care in general nu sunt filtrate.

Exemplul 4.3.1 Sa admitem cd in problema (1.a) din paragraful 1,
resursele (imputurile) sunt B, =9;B, =14, iar pe perioada de productie
contractata, cererile sunt: d, =1; d, =1; d, =1, d, =1, iar capacitatile

>

de productie sunt: S, =2; S, = 2; S, =3; S,=3. Se mai cunosc si

cheltuielile fixe pe aceasta perioada, estimate la 12.000. Mai mult, un
program de productie curent este dat,
X' =(X, :Z; X, :é; X; =3; X, :Z).
6 2 6

Se pun problemele:

a) Acest program curent este cel mai bun, sau nu, din punct de
vedere al scopului urmarit (maximizarea beneficiului total) ?

b) Dacd nu, sa se obtind un program mai bun, modificand acest
program curent.

Rezolvare:

Modelul este cel din exemplul (4.2.1) numai cd S, =3; S, :g si

. . . .o, 4
s-a luat mia de dolari ca unitate. Avem si @(X) = ?0 . Rezulta:
2u, +u, +u, +u, =4
u, +3u, +u, +2u, =7
max z = f(X) = 2u, +3u, +4u, +3u,

O£u1£1;0£u2s%;0£u3s2;0£u4s2

Cum Yt se transforma in U = l;2;2;l si Zozﬂ, se
0 6 2 6

3
observa ca U , este un program complet. Cum u, = 5 =D, ;u,=2=D,;
0 0 0
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1
O<u, = 5 <D, =1;0<u, <D, =2, acest program complet este filtrat si
0 0

putem alege,

1
u, =—
o 6
_1 U =>-D O _ (n. 2.
UUO4—E 1O — g1 2y 277 2 K, ={2;3};
0____ u3:2:D3 KI(O) q)
0
40
0:?
2 1,
3 3
-1 1 2
My, =|-— = 0
(1:4) 33
R S
3 3
1
c =(—— LAY BY Y
3 3
3
A 1
C(°)3=(—l - 1]1 _T50
3 3 4 3

LR 0
Cum exista C,"”

<0, din (4.2.4) rezultd ca existd un alt program

40 . .
complet filtrat, U de valoare z, >z, = 3 Deci U nu este “cel mai bun”,
1

0

adica programul de productie X nu este optimal.
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ALGORITMUL (1))

(0). Initial dispunem de lg .
(1). Scriem (4.3.1):
max {— Cb(o) > 0}: -C"; ;a=2;C," = _§

beKz(O)

(2). Calculam

oo 3 (0 2

u _l+§ é—u ; caci D _3
e 32 Y ’ 27y

(4). Calculam:

sfz(o)def max
P —n">0 5 2 5

1
Siz(o)def max L+% =1;( 1=1 ).

— A, <0

(5). Calculam:
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(6). Se alege u, =S,, =1 ca noud valoare bazicd in locul lui U,
1

care devine secundara U, = 0. Rezulta un nou program complet filtrat:
1

u, =1
1
U4=1 U1:0 l.13:2:D2 )
Ul 1 ={2;45 |! 1 M.
1 5
<U-f) -8
z, =14
Se pivoteazd pe M 154 - cu pivot AIZ(O) = _%;
1
ol
33 3 -2 1 0
2 5 a1
-— — 0 =~ =] 3 -1 0[=M
3 3 3 (2:4)
14 4 -3 0 1
3 3 3
Calculam:
2
CV=(-3 0 1)]1|=-4<0
0]
) leK )
(3eK2(1))

1
C,%=(-3 0 1)|1|=1>0
4

Cu noile date se poate relua algoritmul dacd dorim si alte posibile

programe complete filtrate.
Cum daca se tine cont si de scop ar trebui sd continudm fie cu

max{Cj(l) > 0} , fie cu, max{— chy > O}.

jEKl(I) beK M,
Rezultd ci dacd K,'” = ®;K,"” = ®; la un pas p (p=0) pentru
schimbare se va alege ] € K, sau a € K, dupa cum:
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(8). max {ck<”)>o;—cb“’>>o}

keK,(P)beK,(P)
este un Cj(p) sauun —C,'”.
in cazul dat desi K, = ®;K,"” = ®; avem C,"” <0 (1eK,");
C,” >0 (3eK,). STOP.
La U corespunde X=(0+1=L1+1=22+1=31+1=2) s

go()l( )=14 ( 14.000) (s-au obtinut date de maxim).

Daca s-ar dori si programe complete in general, atunci la (3). s-ar

. . . . 3
da lui u, orice valoare intre 0 51 D, = 5

1
In practica este posibil ca programul curent X sd ducd la un
program U complet, care sa nu fie filtrat si atunci trebuie mai ntai filtrat.

Astfel sa admitem ca in exemplul (4.3.2) anterior, X' = [% % 2 2)

. 2 6
este un program curent. Atunci u' =(§ 3 1 lj este un program
complet dar nu este filtrat.
Aspecte  teoretice. Dacd avem un program complet

0 0 . s - « v A
U;1% K, K, %= ® de matrice bazici M . Cum K, # ® rezulti ci in
0 0

forma canonica
- (0)

MUB R (A M~ P, (1)

0

variabilele secundare u, au fost fixate wunele la valoarea zero

(uk =0k e K(O)lj si altele la valoarea D(u, =D, aecK,” )si s-a
0 0

ob‘ginutlg t(U-5rel®; u;=0; je K, ”; u, =D,).
0 0 0

Fie u,; D,;ae K,. Adunim la membrul drept A_°D, si in acest
0
fel u, = D, nu mai apare in valorileu_ . Lasam u, arbitrar. Rezulta:
0 0

UF = uf+ AraODa - Araoua = UF+ AraO(Da - ua) (2)
0 0
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adicd relatia (4.3.2), care modificd valorile u- la pasul urmator, daca

modificdm u, .

n
Considerand sistemul extins cu Z:Ciui +(=2) =0 in aceastd ultima
i=1
relatie vom avea:

ZCkUk +(_Z):_Z (H°
k=1
unde,
~0) (_ UIVER LS (_ RV A >
Ck - Cb '\({I al Ck s Cb I\({I 51 0 - ZO' (2)
Corespunzator la LOJ ; u;=0; je Kl(o); u,=D, ; ae Kz(o) S€
0 0
obtine:
_ _ def
z=12,+».C."D, =2, ON
aekK,
Daca din z, scddem contributia lui u, = D, si lasam liber u,,
0
rezulta:

Zoow =2y —Ca"D, +Ca”u, =2, +Ca(u, - D,) 3)
adicd s-a obtinut relatia (4.3.3) de modificare a lui z la o modificare
u, =D, —u, (nou). Inrest totul rezultd chiar din conditiile puse.

1
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4.4 FILTRARE

Algoritmul F1. Asa cum s-a vazut, in practica, se
opereazd cu un anumit program, )O(.In acest caz, Lg,

corespunzator este un program complet, dar in general nu este si
filtrat. Va trebui filtrat. Sa dam un algoritm prin “micsorare”.

Se aleg (m) valori, ur, rel la care si corespundd o matrice

bazica, \ , nesingulara (fapt posibil intotdeauna caci rang

A =m). Celelalte valori satisfac si ele conditiile 0< u; <D, si
0
cel putin o valoare satisface 0<q< D,.

Fie KO-k 40 1; KO- {u, -py
0 0

U.=Dg <D}

Evident K, #; KU K, UK, =K (multimea
) <
indicilor variabilelor secundare).

1. Calculam: |\/|0_1 Pa= Pgo) ; A€ K_2 (pentru un ,,a”

<
ales arbitrar, a€ K2 ; X <u_a:Da <Da)
< 0
2. Scriem:
u_=u_+A£°)([—)-u 2 VTeT :r=im (4.4.1)
P ally la ) » =1, Bt

3. Calculam:
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def r T .
Sji_(_)j — %%igo{ 0 E’O) + Da }: 0 (0 + Da (442)
a A a Ala
def roo_ _I .
SOZ 1 (0 +D 1= 0 4D (4.4.3)

4.a. Daca, ﬂa =0, atunci se alege, u, =0 tot ca secundara
1

pentru a nu schimba baza, |\1/| = |\6| . Se obtine un nou program

Lf complet. Daca ,|€2(1)=® atunci STOP: Lf este program
<

complet filtrat. Daca }(2(1);&(1) cu noile date Lf,
<

1) _10). k=K. Kl)ng‘)); KTzl); M=M se va
271 0
relua algoritmul.

4.b. Daci [ =S atunci se alege, U_= S ca noui
a ia ha ia

valoare bazica in locul Iui U- care devine secundara la valoarea
i

U_i=Di. Din (4.4.1) se obtin noile valori care duc la un nou
1

~

program Lf complet, de matrice bazica |\/|1_1 care se obtine din
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~

-1 . . . 0 .k (1 K
|\/|0 prin pivotare cu pivot A|(a)- Daca K%( ) K<2 \{a} este
vida atunci STOP : LlJ este program complet filtrat. In caz

contrar cu lf se va relua algoritmul.

4.c. Daca 'Ba:SI_a atunci se alege , U1a=SI-a bazicd in
locul lui |y; care devine secundara la valoarea Ui =0 (|_ € Kgl))

1
. Se obtine un nou program Lf complet. Se procedeaza ca si

~

anterior daca l{ nu este si filtrat, dar cu matricea |\/|1_1 ce se

~

obtine din |\/|0_1 , prin pivotare cu pivot, A{g) .

Demonstratie: S-au selectat (n-m) valori secundare care
au generat K 1, K 5,

K. . Valorile bazice, U-; T € |(OJ satisfac 0< U-< Dy, caci
2 r r r

dacd nu XF =0 sau XF: D¢ va trece in K1 respectiv in K2 in

locul uneia U_C; c € |(2 (k2 # ). Cum dorim ca Ua< Da(
< < 1

Da' Ula >0 ) din (4.4.1) punand conditiile U_F < Dy daca

Ara >0, respectiv u. 20 daca A, <0 rezulta (4.4.2); (4.4.3).

Evident; S< Da; S<Da ; 0< Da‘
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Algoritmul F.2. Dacd se doreste madrirea lui lE:Da la

marginea superioard [),, atunci se pune conditia (Da —Ua )<0
sau D_<U_.
a "a

Din (4.4.1) rezulta ca de la 3. incepe modificarea :
3’. Calculam

U- U.
[ “ ¢ D=0 4D (4.4.9)
- = min + = + 4.
i (), 0 a (O} a
oA Aga) Ala
—__ def UF_ Dr - ui_ Di .
R = min {9 +D_ =20 +D (4.4.5)
la A0 (0) a (0) a
Ara A|a

4°. Calculam aa =min { Dy ria; Ria }
(4’.a) Dacd @ =D, atunci se alege Ulaz D, tot ca

secundara si nu se schimba baza. Daca K‘z(l) = |(2 \{a}= atunci
< <

STOP: noul program lf este complet si filtrat. In caz contrar cu

noile date se va relua algoritmul.
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(4’.b) Daca OTa:E sau, a_a:Ria atunci se alege

Ua =I.  bazica in locul lui U-, care devine secundari, Ui =0 (cu
i

Ia
1 0 1

: 0 . _ VN :
pivot Al(a))’ respectiv ula_Ria bazica in locul lui u;, care

devine secundara la valoarea Dy ( cu pivot A?a).

Exemplul 4.4.1. In exemplul 4.3.1. se cunoaste un
program curent, W=(7/5 11/5 2 2).

Rezulta ca g=(2/5,6/5,1,1) este program complet, in U.

0). Alegem
Uy=6/5 U,-1=-D,
gl 10)=2.43 0 - KI(‘)):@;
u, =1 U =2/5=D
0
K2(05=@; K, ={1:3}
<
1) Calculam I\N/| =|\/|~ ~(7% !
) 0 24) 3 -1)

0): -2 1)(2 _ -3
P
(Se putea alege a=3. Exercitiu).

. o _6 2 =\ 2 —..
2). Scriem: Ulz—§+(—3)(g— ull), U14—1+5(§— u);

1

e _1-2

< . _ 2 _1 _
3). Calculam: S4;1—+§—§, 24”3 +§—O.
— e o 1
4). Calculam ,31= max {0;5;S }= 54;1=§
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Se alege u, = $=% bazica in locul lui U_4, care devine
1 b
secundara la valoarea U 4 =2=D,
1

- U,=1=D, <p;=2
U, =3/5 3 3°Ds
2 1D=g2,1y |1 . KD =g

[5) ;
i 1/5 . 1

I

o
~
|

[\
|

O
N

KW= KD =3

2 1\(-3) (-5 2/5) _pa-l nA
(3 —1){]_)(3/5 —1/5j_M1 _Mg2;l)

Evident q este program complet dar nu este filtrat caci

I(z(l) # . Se alege, a=3 € K‘z(l) si se obtine:
<

o027 (A

2 2

3.3 1.
§=max S 2+1; S +1

1/5 2/5

c . oo
Si3 nu se scrie, caci nu exista, A(r; <0.

ﬂ3 = max {0; %}:0
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Se alege l.I_3 =0 tot ca secundara. Rezulta:

u,=4/s R
2 12 -1

2 u1==3/5 &l
2 |<1 = {3}

l§=2:D2

P(§2)={4}

btinut un program complet filtrat relativ la aceeasi

~

S-a o
baza |\2/| = |\1/| = |\(<| . Acesta se poate lua ca U st din el se pot

genera noi programe complete filtrate si simultan se pot obtine

valorile pentru Z:

U02=4/5
U, =3/5 )
Ul 10— 21
®
5
~1/5 2/5 0

M-1=|3/5 —1/5 o|=M:l
0 2

-3/5 -4/5 1

129

u,=2

~

=0
0
_ 3 K=



Se fac schimbari j€ Kgo); U,=0-U,

3
0 1
p© :(%%)(1]: ) Agg)
RN AP
Ulzzé_%uls ) l':l 1=3-3u =%+%Ul3
3 3 -
r —mm{ﬁ:4;ﬁ:1,5} =é:>1=1
% % %

RY  nu se scrie cdci nu existd A <0.

o, =min- D, =2; I‘13 ==

wlwm

Se alege u,== bazicd in locul lui u, care devine
1

secundara la valoarea u, =0. Rezulta
1
U 2 = %
1
ul Us=% 10= {2;3} ! !
I
Z, = 2%
A

M 71(2;3) =| %150
]
A
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= —g; leK?®

[\S Bl \S]

clV = (_—9 L 1)
2 2

1
C = 21 :-1;4eK§I>
22 2

Cu noul program complet filtrat U seva relua algoritmul.

max{Cél) >0;-C{" > 0} = _%: C;a=4eK
P(1): 7%% 1 _ % Ai(zll)
o 2) \4) A
I 1 3 1 27 1
Uy=—+—|2-U, [Uy==+—|2-U, [;Z,=—+| —= (U, =2
;2 2( 24j ) 2( 24) 2 [ 2j(4 )

1/ _3 3/ -
Sl4max{A A+2:0;A 2+21}1::>i3

g
B, =max{0;s,, =1} =1
Se alege u, =1 bazica in locul lui u, care devine secundara la
2

valoarea u, =2 =D, . Rezulta

u, =1 |(2)={2;4} u, =2=D, u, =0

U
2lu, =1 KO =3} | K®={1)
z,=14
1
CP=(=3 0 1|1]=1>0;3eK,”
-2 1
—1 4
Maey=| 3 -1 5
-3 0
CP=(-3 0 1) 1|=-4<0;1eK?
2
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Nu mai existd C, >0(k eK,);C, <0(aeK,).STOP

Asadar practic se cunoaste un program X al modelului
numit si program curent. Atunci U in care se transformi este
sigur un program complet. Daci U este si filtrat, atunci se alege
ca U initial g1 din el se genereaza alte programe complete

filtrate.

Dacd U nu este filtrat atunci mai intdi se filtreaza si apoi
se alege ca initial In algoritmul care genereazd alte programe
filtrate

Asadar, daca exista un program complet, atunci exista un
program complet filtrat. Orice program complet filtrat este un
caz particular de program complet si deci este un program al
problemei standard AU=B; U > 0. Adica pornind de la el se
obtine un program de baza care s-ar putea sa nu mai fie program
complet filtrat (cu K,= ¢). De aici apare ideea de a obtine un
program de baza U pentru sistemul AU=B; U > 0, prin una din

metodele expuse in primele capitole (K ,= ¢). Daca U este
complet 0 < U< D, atunci este si filtrat. Daca U nu este

. . 0 . .
complet, adica existd u. (r €l’) cu  u_ >D., atunci pornind de
0 0

la forma canonicd, care a generat U si punand conditii de
0

marginire UF —Uu.;0<u. <D. se obtine un algoritm de filtrare

0 1 1
([St]).
Acest procedeu are avantajul ca daca sistemul AU=B; U >
0 nu are programe de bazd atunci nu are programe si deci
AU=B; 0 <U< D nu admite program complet sau program
complet filtrat, caci acesta este program pentru AU=B; U>0.
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Exercitiul (4.4.1). Daca nici o variabila, u, (j = ﬁ) nu are
restrictie  superioard, adica singurele restrictii sunt de
nenegativitate, atunci din algoritmul (F.I) sa se obtina algoritmul

de transformare al unui program U al sistemului AU=B; U>0
intr-un program de baza.

Indicatie. Avem
T={F‘u_;>0};?1={j‘u_j=0};l<_z={E=E>0};KUK_2=R

(multimea indicilor celor (n-m) variabile secundare din forma
canonica care a dat programul U). Se scriu (4.4.1) si se pun
conditiile 0<u, <D,;u. >0 pentru A’ <0.

1

Exercitiul (4.4.2). Sa se scrie (F.I) (F.I[) daca unele
variabile nu au decat conditii de nenegativitate. Daca toate au
conditii numai de nenegativitate, atunci care algoritm dintre
(F.I) sau (F.IT) se poate aplica si care este programul complet

filtrat | J de la care se pleaca.
0
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45 REZOLVAREA SISTEMELOR DE ECUATII
LINIARE (4.4.1)

Initial se aduce sistemul la forma standard redusa (4.1.2).
Fie cd mai ludm in considerare si functia @(u) = z si scriem
sistemul sub forma:

_AU=B . h<u<D (4.5.1)
CU+(-2)=0

fie ca scriem numai sistemul dat:
AU=B; 0<U<D (4.5.2)

procedeul va fi acelasi; operdm numai pe sistem. Dacd scriem
(4.5.1) atunci operdm pe sistem dar forma canonicd (respectiv
pivotarea se face pe total (4.5.1)). Pentru a nu mai incarca
memoria de *’calcul’” cu CU+(-z) = 0 si cu o coloana P =

(0...0 ;1) (coloana coeficientilor lui u,;=(-z) se va opera cu
(4.5.2)).

Algoritm bazic.

Initial (0). Se obtine un program de baza || prin una din
0

metodele expuse anterior (dupa cum m, n sunt *’mici’’ sau m
. . . . .o -0
’mic’’ sin ’mare’’ ...). Fie M matricea bazici si I”; K.
0

a) Dacd pentru rel”, avem satisfacute conditiile

0<u. <D. atunci, STOP; |} este un program complet filtrat; cu
0 0

1© : KI(O); Kz(O) -,
b) Dacd existd re 1" cu u. > D. atunci programul de bazi nu
0

este complet. Atunci se trece la elaborarea unui algoritm de
transformare, pas cu pas a lui | intr-un program complet, daca
0

existd si apoi se filtreaza, sau elaborarea unui algoritm care sa
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transforme (| pas cu pas, intr-un program complet filtrat. Al
0

doilea algoritm ca scriere sub forma de “formule” va fi mai
complicat. Se va retine ca idei care duc la aceste formule.
Formulele vor fi necesare in programarea algoritmului pe
calculator.

Daci exista UF,FeI(O) cu UF>D? atunci se noteaza
0 0

I(O)>:{Fe I(O)]ur>Dr}.
0
Fie forma canonica :
UF=UF—A”-(O)UJ-;jeKl(O);FeI(O);r=l,m (4.5.3)
1 0 1

de matrice bazicd |\/] . Evident cd tinem cont si de (-z) avem
0

C"u, +(-z)=~z,, unde :

P
O _(_c 0 p-. _ Op Y. pO) _ p-
C, —(—Cb M01,1)(C_JJ_(cj—cb PO)PY =M. (454)

. j o
j

(1) . Pentru Arj(°)>0;vFeI(°) punem conditia UFZO.

1

Rezulta:
0 . (4.5.5)
u. <r.\’ = = min D.
Tot pentru A" >0 punem conditia u.<D. dacd rel”.
1
Rezulta:
— e u—D; | u-D;
u > jo(o) = max {2 =-0 : (4.5.6)

K ) A’j(O) &j(o)
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Pentru A" <0 si FeI(O)\IS’):{FGI(°)|ur£Dr}, punem

0

conditia UF <D. sirezulta:
1

— def u-D; | u-DO
u; <R © = min{-2 =0 (4.5.7)
IJ Kj A”-(O) Aﬂj(O)
2. Calculam
& = min{D;; 1 R | (45.8)

a) Daci ﬁ(;;) <a;, se poate alege u; =a; sau u; =R si din

> 1 1 >

(4.5.3) rezultd un U.

a;) Se preferd u, =a,, dacd o, =D, cdci u, =D, se lasd
1 1
secundard pentru a nu schimba baza. Avem \] =M -
1 0
Din (4.5.3) se obtine in general un program. Dacd u, =a; si
1
a;=r", atunci u =0 devine secundara. Se pivoteaza cu pivot
1
A% si se obtine \] ' cat si noile date; 1; K" =K u{i}.

Dacd «;=R_" atunci u =D, devine bazicd. Se genereazd
1

Se obtine |\ ' prin pivotare pe ] "' cu pivot |A”)|.
1

j
0

a;) Daca se alege u; =R si R #D,, se obtine Glg =D,,

1 > >

secundard. Se pivoteazd cu pivot [A”| si se obtine N
1
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b) Daca R_§j>a_j atunci se prefera alegerea u; =a_j, pentru a nu
> 1
se introduce valori negative si se procedeaza ca la a;), sau se
schimbi jeK!”,
Observatia (4.5.1) Dacd A" <0;r=1m si 1 =1 atunci

>

se alege alt jeK®. Dacid pentru orice jeK rezultd
AV <0;r=1,m cand 1 =1 atunci se schimbd programul de
baza U. Daca situatia se repetd pentru orice program de baza,

atunci STOP. Nu se pot genera programe complet filtrate.
Daci la un pas p, avem datele (U); 1. KD —; KIP 2D si
p

existd 1!” =@, altfel spus, dacd se porneste cu un program in
care toate variabilele secundare au valorile la marginea
superioard (daca existd), atunci algoritmul va porni cu acest

program luat ca program initial |, pentru a nu complica
0

scrierea formulelor ( p:=p+1). Avem:
quuF+A¢§>(Da_ua);aeK2;Fe|<°> (4.5.9)
1 0

1

Daci 1 =a; STOP. U (= U) este program complet
0 (p)

filtrat, cu K= ¢, K, = ¢.

Daci 1” 2@, consideram si 19\1”. Cum dorim si
determindm 0<u,<D, rezultd ca si in (4.5.9) trebuie sa

1

distingem situatiile AY >0; AY <0.

Dacd AY >0 si rel@\1 (adicd u. <D.) atunci se pune

0
conditia u. < D. rezulta:
1

u-—D. u:— D

(0) _ _
uaZSia —mle (AT'F Da —OAaW (4510)

1 a
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Dacd A <0, atunci se pun conditiile u. >0 pentru orice re 1,
1

respectiv u- < D. pentru rel ",
1

Rezulta :
u- U
def r k
(0) —
ulaZSRa = max AE?JFD& _@+ D, (4.5.11)
respectiv :
o) def u:—D; u;— Dy
uaZRga = min O'A%T—{_Da :O'AgT—i— Da (4.5.12)
1 a a

Evident ﬁg) <D, . Asadar min{ﬁga; Da} =Rsa. Cumu, >0 si
1

avem (4.5.11) (4.5.12), se va calcula
B = max{o- s, SSO’} (4.5.13)

> Via > Tka
a) Dacd B” <Rw atunci se poate alege u,=p" sau
1

u, =Ra. Dacd B” =0< Ry este de preferat sa se ia u, =" =0
! 1

tot ca secundard pentru a nu schimba baza [1\:[:1\5[) Daca

BY =5 sau B =S alegind u, = 5, baza trebuie schimbata.
ia ka a
1

a

a

b) Daca B >Ra se prefera u,=p" pentru a nu
1

introduce eventuale valori negative u. Se obtin noi date cu
schimbare de baza (sau nu, daca B =0), sau se schimba
ae K.

Observatia 4.5.2. Dacd problema este micd, atunci
(n-m) este mic si deci aducand sistemul, AU=B; U>0 la o
forma conica oarecare (de preferat bazicd) se vor da celor
(n—m) valori secundare valori la marginea inferioara, zero,
respectiv la marginea superioara D, pe rand si apoi combinat
pana se obtine un program complet, filtrat (daca exista).
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Exemplul 4.5.1. Fie problema:

2u, +u, +us+u, =4 3
u, +3u, +u; +2u, =7 OSulSI;OSust;OSu3s3;OSu4SZ

2u, +3u, +4u, +3u, =2

(max)

S-a vazut ca uﬂt = (1;2;0;0) este un program de bazi pentru

AU =B;U >0. Putem scrie:

u =1
0 u, =0
U u=2 I1={12} ’ K" ={34} K=
0 0 u, =0
Z,=38 '
—@©) 13
c ==
Y % % . ’ 5
0 7 ’ 6(0)4 _i
5

Cum u2=2>D2=% avem I ={2}. Adica U nu este
0
program complet si deci nici filtrat. Se alege jeK!” (de
13

preferat j=3 care corespunde la C5 =5 mkax{a‘” > 0} dacd se

tine cont si de z cu z ). Sa alegem j=4 (dacd nu tinem cont

de Z(max) ) *

1 A0
Calculam: P{” = Mo—l P, = (AJ 14
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. 1 1
Scriem: ; u-=u—ADu
3 r r ) ]
— 2__u 1 1} 1
4
i S

Nu avem A <0 (nu avem R"”). Pentru

orice rel® ={1;2} punem conditia, u.>0. Adicd scriem:

1
u
1 2 2 2
R e
KN)n A

Avem u.=2;rel®={2}. Punem conditia: u. <D. adicd
0

1

calculam
112/_2—%_— D T
max {/ i }_ AN O
Calculam

54 :min{D =2; r24 ,R(24)} min{D =2; I’(O) 130}—D4:

Se alege u,=a,=D,=2 tot ca secundard pentru a nu
1

schimba baza. Rezulta:
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Rty

- c
Il
N

3 m
K" ={3}
_ M _ 1.9 . _ . O 1

) l(le;_ =L, 2 =
21=4%

13

Cy=Cy=—>0
5
4

CP=C=_>0

Cum 1 =® STOP; U este program complet filtrat.

Anterior, cum R,

— — _3 .
0.4y < Qs sd alegem u4:R<2;4)=2—A=%. Pivot

. M) >

A = % . Avem:

=% us = 0; K = {3}
JR, P 1
Ulw=y% 10={14} |_
I Ul =2=DiKk0={2)
2 =5 ro2

Avem I =®. STOP. g este un nou program complet
1

filtrat. Noua matrice bazica 1\2[1)“ se obtine prin pivotare cu pivot

0 _3 =
A, =5 pe M
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Y % fy %)l
1
MG
Daca s-ar alege initial j=3 (cdci 3eK! si
co _13 : (0) '
! :—:ml?x{Ck>0},keKl ) atunci avem
u=1-—-u
) 5
PO =M"P, _(% %j (IJ{%JA?? 0, =2-1u,
v %)) \%)AY ) 50
z,=8
u
(O = min{— L2l _1_ ¢ . _o
P
u,—D
I-1 2- 2-3 22
R§3:ma { /}: 14: ; (0)0 al(;)):R(H)
> / / A 3 >
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5 < < .
Se alege u3:r13(°)=5 dacd se doreste ca u, sa devina
1

bazici in locul lui u, (care devine U = 0) sau se alege u, =R

>

dacd se doreste ca u, sd devina bazicad in locul lui u, (care

. < 3 .
devine secundard la valoarea u, =5 D,, adica s-a generat
1

Ky ={2}).
Rezulta :
8" 0 =0

Y =% 10 =32}, Sj o K ={4)
2= ‘

Cum 1" =@, STOP; s-a obtinut un program complet,
filtrat. Avem l\/(ll)‘1 obtinutda din I\{IO)‘1 prin pivotare cu pivot

5
A‘(;)):E’
3 1
3/5 —-1/5\|(2/5 D) 1
— 2 2
(—1/5 2/5 ] [1/5] 11 (oj
2 2
M]"
2‘; 5 1
- . 0
Daci s-ar alege Uy =Ry == S alege pivot AlY =<

-
5

st deci u, devine bazicd in locul lui u,. Rezulta:
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" u, =0
— | = —) O] Kl(l) = {4}
Ulu=%. 1 ={13}: 3 0
1 (1) u,=—=D, KZ = {2}
Z, = 2% 0 2

Cum 1 =@, STOP. Se genereazi M prin pivotare pe

M, cu pivot = Al (exercitiu).

Exemplul 4.5.2. In exemplul (4.5.1.) si se aleagi D; = 2.
Se vor obtine aceleasi rezultate ca cele anterioare daca se alege
j=4ek",
Daci insi se alege j=3eK!” se vor obtine aceleasi valori
r) :2; R,. =2 dar ay=min{ D, =2;r, oo D,;
2 2 2

13 (2:3)
>

Ros) :§>a_3 =2. Se preferd u, =2 =D, pentru a nu schimba baza.
N 1

Rezulta:

u, :1—2.2:l

bR 0 Uy =2

1W=f1;2} |27 KV={3

U U2=2_12:§’ 0 { }; 1 : zl) {},M:M
M | @ 5 5018 :{2} u14 =0 K| :{4} 1 0

Z, =%

care 9), nu este program complet, caci u,=—> DZ:E
1

Continuim cu jeK!" . Cum MI*‘ = MO*1 , rezulta:

3001 1 11
5 TS| |5 ]A [T s
p_pm-p| 5 S|T)o|5|A]e ()
4 e 1 2 [\2 3007 8 3
e =z = (=2 U
5 5 5 2 5 50
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131
rlg)=min ?—,% =%=l;ai:min{D4:2;rS)=1}=1;
51 5] 5
;—1 2—2 ) ;
1 1
5 5 5

Se alege u, =a!" =1 bazici in locul lui u, care devine secundara.
@

Rezulta:
u,=1 -
(2) u3:u3: = @) _
U u=1 : 10={42), @ O ; K" ={3
(2) (22) ’ u =0 Kl(z):{l
()
z,=14
p{
3 1
5 5|l 1 |(1
5 5 5 N 3 1
12 3 -2 1 0
= M741;2
5M=M5 5 (&
| 3 -1 0
(2) pp -1 I -1
G =-(3 4)(_ 1J_(—l “);ML, =2 10
@ (-1 -1 1
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4

Cum 1'” =@ STOP: H) program complet filtrat.
Exemplul 4.5.3. In exemplul 4.5.2. si se porneasca cu
programul de baza UOt = {0;%;%;0} al problemei AU=B; U >0.

Rezolvare. Avem de exemplu: 1" ={3;2} (sau 1" ={2;3})

N
o 2 U =0 3 _1
Ol o3 e T KOs V2 T
e 2 =3y T |u=00 k= T DL
29 ’ 2 2
0:7

Deoarece U, :%> D, =2 rezulti 1 #®. Deci U nu este
0

complet. Si alegem j=4eK!”. Avem: Us= 5/2-1/2 Uy

>3 3
. J2.20_2_.0
i 5.1 T[T
—_ (0) UBZE_EU4 - — —
PO _ - p |12 (A ) s 2 2) 2
4 4 (0)’ 1 °
’ LAY u =22y S, 3.3 5.
2 C2 0200 a2 .2 202 7 0
2 2 2

0RO 1< g0

min{D4 =2; r3(f)}: D,=2=«
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Se va alege u, =a, =2=D,
1

(deci fara schimbare de baza) (Exercitiu).

22

2 : 1 :
vy == Pivot AV =|=|. Avem:

1) 00 (4.
Lg o —{42},

Se poate alege u, =R
1

Se obtin datele anterioare.
Exemplul 4.5.4. Sa se rezolve sistemul :
U + U + Uz = 50
4ui+4u, +2u3=80; 0<u;<10; 0<u,<40; 0<u3<30
Rezolvare . Se alege o matrice bazica M, . Avem:

1
oyt |7
( j ) 2 =M1 = (13)
42 » Lo
2
L U, u =—10-1u,
MP = -P9.-M'B= 2 |30 _ =107, (1) U]
’ 2 , _1[80) (60 Ju,” |u,=60+0u,
) 0 () ()

(forma canonicd)

Sistemul nu admite programe si deci nici programe de
baza (care sunt programe particulare). Prin urmare nu vor exista
nici programe complete filtrate i nici programe complete.

Exemplul 4.5.5. Fie dat sistemul:

2111 +up, +u3 Fuy= 4
yt3utus+2us=7; u;=>0; 0<u,<32; 0<u3<2;
0<us<2,
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adicd u, are numai restrictie de nenegativitate. Sd se porneasca
cu (u,;u,) ca bazice.
Avem : 1 ={3;4};

u,=1 u =0
g 0w K=y (2
©u,=3" u,=0 kO-g P (-1 1
(0) (0)
Cum u, =3>D, =2 avem 1” ={4}, adica extra programul

0

—

debazd U nu este complet. Sa alegem j=1e K© . Rezulti:

u, =1-3uy,
1)

(0)
o0 _pop o[ 2 (23 AT .
1 o =1 T 1) (S A0 uy =3-(=1)y,

Cum avem A7 >0, punem conditiile: u

—_
=
=

calculam:
U- u
. r 1 3
1 0 =—= (0) = 0
min { min @[=3~ " @

Deoarece pentru rel'”={4}, nu avem A} >0 (cici

A <0) nu se scrie R .
Deoarece pentru AV =-1<0, l(Jg =3>D, nuavem A <0 cu
0

rel® . Deci nu se mai scrie R”. Raméne numai

1 . . C
) =—=29 :(j=1). Deoarece u, nu are margine superioard, D,

se scrie:
u
0(10) — r3(10) := (23)
3| Al
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u3
(adica al(o)=min{D1,r3(f)}:r3(f)). Se alege u =" =—- ca noui

0 A

valoare bazica in locul lui u,. Rezulta:

u=1/3 u,=0
(1) 0O (1A () . M) _fr.91. k) _
; 1V ={1;4); ; KY =321 Kl =
0 Ju,=10/3 {:4] u, =0 G
(1) U]
2 -0 (B o (273 13 |1
-1 1 -1 -1/3 2/3 0
M- M

() )

care este un nou program de baza, dar nu complet deoarece
10

u, =3 >D D,=2. Deci 1" ={4}. Se va relua algoritmul. Se alege
1
j=2ek!,
Avem:
1 _ 1 o _1 10
3|AY [0 T3 3G 3
P -mp=| 3R 2o
(1 5 |Al 10 5 5
Y ? Uy =—-3U, g
3 2 3 3@

Avem Af?:—l<0 pe linia lui ulzl. Dar u, nu are
3 )

margine superioari Deci nu se scrie R .

Avem A) :—>0 0 pe linia lui u, 130>D4:2.
(2)
0 %_D4?_2
. s . 1 _ _ _*
Deci se scrie: R;12 = AT =75 %
3

Calculim o) = min{D2 = %; rl) = 2} = % =D,;
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Avem R{) <a!’. Se poate alege u,=R{) sau u,=a!". Se
> (2) )

preferd u, =a" = % =D, pentru a nu schimba baza. Rezulta:
@)
u,=5/6 u22:3/2:D2 (2)_{2
) -
ul? D104y P ;o ‘M=M.
2lu,=5/6 u, =0 K& ={3 0 0
(2) 2)

Cum 1 =¢ STOP; U, este un program complet filtrat.
De aici mai departe se aplicd algoritmul de generare a
programelor complet filtrate pornind de la unul dat, U (se poate

luaU cau).
2 0

[atd un caz in care una (sau mai multe) din variabile nu
are margine superioara.
Exercitiul 4.5.2. Sa se aleagd, u, =R, =4/5 si sa se scrie
2 >

-1
(1:2)

care devine secundara la valoarea, u, =2 e K!{*. Se pivoteaza pe
2)

noul program, cat si M, (cdci u, devine bazica in locul lui u,

I\/(II)’1 cu pivot AY =5/3).

Avand aceasta pregatire se poate trece la elaborarea
algoritmului de rezolvare a problemelor de programare liniard
generale, cu variabile marginite inferior si superior, sau unele
marginite inferior, dar superior nu.

Exercitiul 4.5.6. Sa consideram sistemul:

{(, +2X, =3  —1<x <I; X, 21; X 2=0; x,20.
X, T X; +2x,=4

Facand transformarea: x —(-1)=u,; X,—1=U,; X,=Uy; X, =U,
rezulta:
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u  t2u, =4 0<u<2; u,20; u;=20; u, =0
u,+ U;+2u,=3

Un program complet filtrat este U0t=(2;2;1;0). Putem

scrie: u =2-0.u,
M &)

u, =2—(-2).u,
<1> m

Cum u, nu este marginit superior si nici u,, rezultd ca
pentru orice u,>0 va rezulta un program complet
(2;2+42u,;1;u,),u, >oo. latd un caz in care multimea programelor

complete este nemarginita.
Dacd toate variabilele sunt marginite, 0<U <D (D,- finite),

atunci multimea programelor complete (inclusiv a celor complet
filtrate) este compacta.

151



10.

11.

12.

13.

BIBLIOGRAFIE

. [Bal]- Balinski, M.L. Integer Programming. Mang. Sci., 12 nr. 3

(1965) p. 253-313.

[Bel]- Bellman, R.E Dynamic Programming. Princeton Univ.
Press, 1957.

[Bel.Drel]- Bellman, R.E. Dreyfus,S.E Programare dinamica apli-
cata. Ed. Tehnica, Bucuresti, 1957.

[Ben|- Benders, J.F Partition Procedures for Solving Mixed Vari-
ables Programming Problems. Numerische Math. 4 (1962), p.238-
252

[D.W.]- Dantzig G.B, Wolfe, P., Decomposition Algoritm for Lin-
ear Programming. Econometrica, 9, nr. 4, 1961, Linear Program-
ming and Extension, Princeton Univ. Press, 1957. N.J 1963.

[Dr.Mal.]- Dragomirescu M., Malita M., Programarea patratica.
Ed. Stiintifica, Bucuresti, 1968.

|Dz.Gom.]- Dzielinski, B.P., Gomory, R.E., Management Sci. 11,
nr. 9 (1965), p. 874-890.

[F.Ful.]- Ford, L.R, Fulkerson, D.R Flows in Networks. Princeton
Univ. Press. Princeton N.J., 1962.

|Gil.Gom.]- Gilmore, P.C., Gomory, R.E., Operation Res., nov-
dec. 1963, p. 863-887.

[Ko.]- Koopmans, C.T., Optimum Utilisation of the Transporta-
tion System. Econometrica-Supl. 1949.

[Kau.]- Kaufmann A.; Cruon, R., La programmation dynamique,
Dunod, Paris 1965.

[Lanc.]- Lancaster, K., Analiza economica matematica. Ed. Sti-
intifica, Bucuresti, 1970.

[Lan.]- Lange O., Decizii optime. Ed. Stiintifici, Bucuresti, 1975.

152



1

I

15.

16.

17.

18.

19.
20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

. [Las.]- Lasdon, S.L., Teoria optimizarii sistemelor mari. Ed. Sti-
intifica, Bucuresti, 1975.

[Mih.Stef.]- Mihoc Gh., Stefanescu, A., Programarea Matemat-
ica, E. D. P., Bucuresti, 1973.

[St.]- Stavre P., Matematici aplicate in economie. Ed. Scrisul
Romaénesc, 1982.

[St.Ion.Zan.]- Stavre P.; Ionescu, V., Zanfir, St., Matematica.
Reprografia Univ. din Craiova, 1990.

[St.Roc.]- Stavre P., Rocgoreanu C., Optimizari si aplicatii in
economie. Ed. Infomed 1995.

[St.]- Stavre P., Programare Liniara (I), Ed. Universitaria, 1998.

[St.]- Stavre P., Algoritmul 6 (D). Conf. Nat. a Soc. de St. Mat.,
Ed.. Reprograf, 2000, p. 231-237.

[St.]- Stavre P., Algoritmul discret cu reducerea memoriei de cal-
cul, Proc. of the Rom. Soc. of Mat. vol I, Ed. Univ. Transilva-
nia, 2001, p. 301-308.

[St.]- Stavre P., Matematici Aplicate, vol I-II, Ed. Universitaria,
(1999; 2000).

[Stn.]- Stanescu, M.M., Algebra Liniard, Geometrie Analiticad si
Diferentiala, Reprografia Univ. Craiova, Craiova 2000.

[Stn.]- Stanescu M.M., Munteanu F., Slesar V.,  Culegere de
probleme de Algebra Liniara, Geometrie Analitica si Geometrie
Diferentiala, Craiova, Ed. Sitech 2003.

[(Wil.Chic.]- Williams, H.P., Chichester, 1993. Model solving in
mathematical programing. Chichester 1993.

orok Modern Mathematical Method of Optimization, Acad-

Y

emic Verlag, Berlin 1993.

153



Cuprins

INtrOdUCETE. ...t 2
Capitolul 1. Programe de baza..............ccoeviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiie e, 12
1.1. Problema existentei programelor..............cooeviiiiiiinieinnnn.. 12
1.2. Generarea programelorde baza......................oooiiiiinn, 17
1.3. Obtinerea programelor de baza
PIIN L TEVIZUITE™ ..ottt ettt et e ee e eeene e 23
1.4, ASPECte tEOTCTICE. . uvv it ettt et e e e e e 33
Capitolul 2. Sisteme de ecuatii liniare speciale.
Programare liniara. ... 42
2.1. Sisteme speciale..........oevvriiiiiiii i 42
2.2. Programare liniara cu variabile X >0, continue.................... 53
Capitolul 3. Dualitate..........cooviiiiiii e 70
3.1. Problema dualitatii in programarea liniara........................... 70
3.2. Algoritmul simplex dual................coooiiiiiiii 81
3.3, REOPHMIZATT. ..v vttt ette et et e e e e eee e 85
3.3.1. Modificarea ,,resurselor” B — B 85
3.3.2. Schimbari C —>C ...o.ooiiiiiiieiii e 89
3.3.3. Posibilitatea introducerii in ,,fabricatie” a noi produse,
fara a modifica datele initiale: A;B;C.................ooiii. 93
3.3.4. Modernizarea tehnologiilor existente........................... 97
Capitolul 4. Sisteme de ecuatii liniare cu variabile marginite
INTETIOT $1 SUPETIOT. .. \utt et et et e et eeeeeeaaas 103
4.1. Program complet. Program complet, filtrat......................... 103

4.2. Generarea programelor complete filtrate, pornind de la
un program complet filtrat Lg , prin schimbari

U,=0U; ek 108
1

154



4.3. Generarea programelor complete filtrate, pornind de la
un program complet filtrat Lg , prin schimbari

U, =D, > u(ae K)o 115

0 1
44 FIrare. .. ..ooe e, 123
4.5. Rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare (4.4.1.)................... 134
Bibliografie. .........ooii 152

155



	4.2.2..pdf
	Calculăm 
	Scriem    

	4.5.1..pdf
	4.5 REZOLVAREA SISTEMELOR DE ECUAŢII LINIARE (4.4.1) 
	      Iniţial se aduce sistemul la forma standard redusă (4.1.2). Fie că mai luăm în considerare şi funcţia  ((u) = z şi scriem sistemul sub forma: 
	          ;  0 ( U( D                                        (4.5.1) 





