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 Primul autor este profesor universitar emerit, doctor în Matematică, 
specialitatea Geometrie Diferenţială şi conduce doctorat în Geometrie 
(specialitatea Fibrate vectoriale cu aplicaţii în Teoria Relativităţii). În 
paralel a predat şi predă „Matematici Aplicate” la Facultatea de Ştiinţe 
Economice (încă de la înfiinţare). A predat „Cercetări Operaţionale” la 
facultăţi tehnice (de exemplu Facultatea de Mecanică, etc.). Având această 
experienţă de peste 40 de ani, a urmărit modul de abordare sub aspect 
didactico-metodic al matematicilor aplicate în diverse ţări şi în diverse 
perioade (fiind şi recenzent la Zentral Blatt, Math. Rew. Germania şi la 
American Math. Society, timp de peste 30 de ani). 
 Toate acestea au dus la schimbarea concepţiei proprii de predare şi 
de elaborare de cărţi pentru studenţi sau pentru cercetători. Vom lua în 
considerare ca exemplu cartea Matematici Aplicate în Economie (a se 
vedea [St.] 1982, care la timpul respectiv a fost considerată cea mai bună 
carte de specialitate, conform părerii specialiştilor. În acest sens mulţumim 
Acad. Radu Miron care aducându-mi la cunoştinţă aceste aprecieri, m-a 
încurajat să continui şi această activitate ca didact). Pe parcurs experienţa 
de predare a dus la separarea materialului din [St.] în părţi componente pe 
specificul facultăţilor ţinând cont şi de avantajul calculatorului. Totul sub 
formă algoritmică şi nu sub formă de matematici generale (teoreme, 
leme,… dispersate). De exemplu, partea cea mai răspândită „Programare 
Liniară cu aplicaţii” a fost adusă la origine (Dantzig) fiind curăţită de 
„stuful” suplimentar folosit în general (algebrizare-geometrizare excesivă, 
care deşi frumoase nu sunt specifice). 
 În acest fel s-a ajuns la forma actuală accesibilă unei largi categorii 
de cititori (elevi, studenţi, cercetători care nu sunt matematicieni). 
 1) S-au putut aborda „unitar” cele două probleme de bază: 
„Modelele mici” şi „Modelele mari” (relative la „memoria de calcul” a 
calculatorului de care dispunem), în sens [Las.]. 
 2) S-a pus accentul pe lămurirea problemei moderne a „conducerii 
la două nivele în orice sistem de activităţi. Este posibilă o totală 
descentralizare şi autonomia subsistemelor conduse ? Dacă nu, care este 
modelul ? 



 Această abordare a fost folosită pentru prima dată la noi în 
ţară în cursurile studenţeşti. 
 3) Au fost elaboraţi noi algoritmi, simpli, moderni, uşor de 
programat pe calculator; Algoritmul transpoziţiei, care apoi este comparat 
cu algoritmul Ungar; Algoritmul ( )Dθ ; Algoritmul S(P<); S(P>), care se 
compară calculatoriu cu algoritmul Gomory, punând în evidenţă reducerea 
memoriei de calcul necesară. 
 Al doilea autor, lector universitar, doctor în Ştiinţe Fizico-
Matematice, specializarea Analiză Matematică (Teoria Operatorilor), ca 
asistent al primului autor şi-a adus contribuţia la acest experiment şi a 
preluat apoi cursul de „Cercetări Operaţionale” la Facultatea de Mecanică, 
secţia de Inginerie Economică în Mecanică. 
 Din această colaborare s-a născut ideea elaborării actualei forme a 
cărţii (volumul I), care va fi urmată de „Cercetări Operaţionale Generale”, 
ce va fi structurată tot pe ideile prezentate anterior: algoritmizare cu 
reducerea „memoriei” de înregistrare, aplicaţii pe modele. 
 Mulţumim pe această cale domnului prof. univ. dr. ing. Marin Bică, 
Decan al Facultăţii de Mecanică, pentru aprecierile şi sugestiile făcute, ca 
reprezentant al uneia dintre facultăţile beneficiare. 
 Aceleaşi mulţumiri le aducem şi domnului prof. univ. dr. ing. Dan 
Gheorghe Băgnaru, Prodecan al Facultăţii de Mecanică, care fiind şi 
matematician, a contribuit la forma actuală a cărţii prin sugestiile făcute.  
 
                                                                                  Autorii      



Introducere

Un sistem de activit¼a̧ti organizat (sistem productiv, sistem de în-
v¼a̧t¼amânt, sistem de afaceri,...) este un sistem condus piramidal în
cadrul unor restriçtii pentru atingerea unui scop principal.
Binomul restriçtii-scop implic¼a o organizare ra̧tional¼a a sistemelor

de activit¼a̧ti de la baz¼a (a subsistemelor de activit¼a̧ti) şi pân¼a la vârf
(ageņtie, patronat, stat,...). Vârful va �numit ageņtie în cele ce urmeaz¼a.
În economia centralizat¼a, ageņtia (statul) distribuie cifrele de plan

pentru subsisteme şi odat¼a cu acestea aloc¼a resursele (intr¼arile) necesare
(resurse materiale, resurse �nanciare,...) pentru realizarea obiectivelor
plani�cate. În acest fel subsistemele au numai rol de execu̧tie. Scade
ini̧tiativa lor şi implicit scade posibilitatea lor de a se adapta la unele
condi̧tii noi ap¼arute, speci�ce, pe pia̧t¼a (cererea). Apar fenomene nocive
ca de exemplu: penurie la unele bunuri, sau stocuri-produçtie pe stoc la
alte bunuri. Implicit au loc deregl¼ari bugetaro-�nanciare. Mecanismul
cerere-ofert¼a este blocat. Statul trebuie s¼a g¼aseasc¼a noi metode de
reglare, paŗtial¼a, dar �peticirea sacului nu este un sac nou, durabil�.
S¼a ne amintim numai de una din mai cunoscutele asemenea activit¼a̧ti
şi anume apari̧tia mandatarilor (pentru o perioad¼a scurt¼a) în care noul
mecanism economico-�nanciar a fost bene�c de moment, dar nociv în
perspectiva dinamicii economico-�nanciare viitoare (se cunosc efectele
economice negative, ap¼arute în perioada 1988-1989).
Subsistemele (la nivel micro-economic) sunt la rândul lor cuplate

la nivel macro-economic (restriçtii rezultate din necesitatea satisfacerii
unor ceriņte pentru alte domenii de activitate: armat¼a, înv¼a̧t¼amânt,
s¼an¼atate, aparatul administrativ central,...). Lipsa autonomiei subsis-
temelor nu poate satisface anumite ceriņte ca de exemplu: reglarea
prȩturilor prin cerere şi ofert¼a în cadrul unui mod concureņtial-loial.
Aceste ceriņte sunt speci�ce unei economii de pia̧t¼a descentralizat¼a.
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Contradiçtiile sunt evidente.
Prin urmare, apare necesitatea autonomiei subsistemelor şi apari̧tia

concureņtei loiale cu elementele speci�ce economiei de pia̧t¼a. Sectorial
se pun aceleaşi probleme, ca de exemplu în sectorul �înv¼a̧t¼amânt�, cu
speci�cul s¼au.
Oricare ar �sistemul economic, rela̧tiile de cuplare, centrale, r¼amân.

Ce înseamn¼a atunci autonomia subsistemelor ? Exist¼a o autonomie to-
tal¼a a subsistemelor în ceea ce priveşte organizarea ra̧tional¼a a activ-
it¼a̧tilor subsistemelor cuplate la sistem şi atunci cum açtioneaz¼a ra̧tional
ageņtia (centrul) în organizarea şi funçtionarea viabil¼a a întregului sis-
tem ? Este clar c¼a în formularea unui r¼aspuns rolul ştiiņtei, în general
şi al ştiiņtelor tehnico-economice, în special, este eseņtial.
Problematica anterioar¼a va � abordat¼a în capitolul 6, pentru cazul

unui sitem de activit¼a̧ti liniar programat unde se va l¼amuri cum se pune
problema autonomiei subsistemelor.
Pentru a ajunge aici va �necesar s¼a trecem în revist¼a şi câteva no̧ti-

uni praxeologice, de cultur¼a tehnico-economic¼a, iar apoi s¼a elabor¼am
algoritmi care s¼a rezolve problemele de organizare ra̧tional¼a a activ-
it¼a̧tilor ca modele liniare. Modelele neliniare vor �abordate în volumul
II.
În orice sistem economic rela̧tia inginer-economist este eseņtial¼a, în-

cepând cu proiectarea, lansarea în produçtie şi terminând cu controlul
calit¼a̧tii produselor (dirijarea calit¼a̧tii în procesul de produçtie, respec-
tiv controlul la �recep̧tie�).
Orice sistem de activit¼a̧ti organizat (sistem educa̧tional, sistem de

afaceri, sistem productiv-organizarea ra̧tional¼a a produçtiei, ...) se des-
f¼aşoar¼a în cadrul unor condi̧tii (restriçtii) şi are un scop (ob̧tinerea unei
�utilit¼a̧ti�, ob̧tinerea unui bene�ciu,...) Binomul, restriçtii - scop, im-
plic¼a o gândire ra̧tional¼a bazat¼a cel pu̧tin pe logica clasic¼a-aristotelic¼a-
care are la baz¼a cele trei principii: identitatea, non-contradiçtia şi teŗtul
exclus.
În cadrul acestor trei principii orice exprimare, conversa̧tie, decizie,

este logic¼a dac¼a respect¼a dualitatea; modus ponens-modus tolens. Orice
alt¼a exprimare, în cadrul celor trei principii, duce la absurdul ��ecare
are dreptatea lui�. Acelaşi absurd se ob̧tine şi dac¼a unul dintre cele trei
principii nu este respectat.
Ne întâlnim adesea cu a�rma̧tie de forma: �Cu un buget�minim
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s¼a se ob̧tin¼a un bene�ciu maxim (sau utilitate maxim¼a). Evident, o
asemenea a�rma̧tie �sun¼a�bine, dar nu este o a�rma̧tie �ra̧tional¼a�, ca
s¼a folosim un termen folosit al cercet¼atorilor premoderni̧sti. Unul dintre
aceşti cercet¼atori este Espinas (1890), care spune c¼a în orice organizare
ra̧tional¼a sunt adev¼arate numai a�rma̧tiile:
1) La o anumit¼a �cheltuial¼a�dat¼a s¼a se ob̧tin¼a o utilitate maxim¼a.
2) Un nivel �xat U0 al utilit¼a̧tii, s¼a se ob̧tin¼a cu o �cheltuial¼a�

minim¼a.
Aceste dou¼a a�rma̧tii, duale, sunt numite principii ra̧tionale de

organizare a oric¼arui sistem de activit¼a̧ti.
Matematica a modelat aceste dou¼a principii sub form¼a de prob-

leme duale de optimizare. S-a creat o nou¼a ramur¼a de �cercet¼ari oper-
a̧tionale�care, în fond, arat¼a cum se modeleaz¼a cele dou¼a principii de
mai sus:
1) La un input (intrare) �xat, în cadrul restriçtiilor activit¼a̧tii, s¼a se

ob̧tin¼a un output, X (ieşire) optim.
2) Un anumit �output�, X, s¼a se ob̧tin¼a cu un input total, minim.
E�cieņta outputului, X, se exprim¼a printr-o valoare a unei funçtii,

f (X) = z, iar restriçtiile de produçtie, (activitate) se exprim¼a prin
funçtii gj j = 1; :::;m, în modelul matematic corespunz¼ator. Dac¼a gj
sunt funçtii liniare, gj (X) =

P
Ajkxk�Bj = 0 atunci Ajk= cantitatea

de input, Bj, ce se �consum¼a pentru a ob̧tine o unitate de output, de
tipul k, (notat xk), dup¼a o anumit¼a tehnologie, Tk , de care se dis-
pune. Dac¼a şi �scopul�este o funçtie f liniar¼a, z = f (X) =

P
Ckxk

(Ck =e�cieņta unitar¼a a inputului xk) atunci modelul ob̧tinut se nu-
meşte model liniar. În caz contrar se va numi model neliniar.
Prin urmare şi cartea ce o prezent¼am va � structurat¼a pe dou¼a volume:
În primul volum se vor da algoritmi de rezolvare pentru modele liniare
iar în volumul doi se vor prezenta algoritmi pentru rezolvare a celor
mai uzuale modele neliniare.
Chiar şi în cazul liniar apar probleme ca de exemplu: n- este foarte

�mare�relativ la memoria de calcul de care se dispune, mai ales dac¼a,
dk � xk � sk (dk = cererea; sk =capacitatea de produçtie, sau o
cantitate estimat¼a aşa încât, (sk � dk) s¼a �e un stoc de rezerv¼a nu
produçtie pe stoc). Prin urmare, un algoritm trebuie dat în aşa fel încât
s¼a dep¼aşeasc¼a acest �hop�dat de n, foarte mare. Dac¼a m, este foarte
�mare�, în special la nivel �macro�, practic problema se va descompune
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în sub-probleme cu num¼ar mic de restriçtii.
În cazul liniar algoritmul va duce la o �ieşire�X dup¼a un num¼ar

�nit de paşi.
În cazul neliniar pe lâng¼a greut¼a̧tile de natur¼a matematic¼a este posi-

bil ca algoritmul s¼a nu duc¼a la ieşirea optimal¼a dup¼a un num¼ar �nit de
paşi. În acest caz trebuie dat¼a o metod¼a de �oprire�a algoritmului în
aşa fel încât �ieşirea�, X, la acest pas, s¼a aproximeze ieşirea optim¼a cu o
eroare practic admis¼a. De exemplu f

�
X
�
s¼a aib¼a o valoare, z aşa încât��Z � Zoptim�� < ", " reprezentând o valoare practic admis¼a; (" = 1

1000
o

pierdere de 1 leu la mia de lei, de exemplu). Formarea deprinderii de a
ob̧tine un program X pentru care f

�
X
�
= z0 s¼a difere de valoarea op-

timal¼a, necunoscut¼a, f
� eX� = zoptim (în modul) cu o valoare " practic

admis¼a este eseņtial¼a (X se va numi program optimal-economic, ad-
mis). Iat¼a câteva probleme pe care le ridic¼a practica. Deci pe aceast¼a
direçtie este necesar s¼a se studieze matematica aplicat¼a. Sarcina este
di�cil¼a şi atunci este necesar s¼a se prezinte materialul aşa încât s¼a �e
pe îņtelesul, în primul rând, al celor ce aplic¼a matematica (economi̧sti,
ingineri...). Din aceste motive se începe chiar cu elementele de baz¼a,
din liceu, dar expuse pe direçtia �algoritmic¼a�. În acest fel cartea
va � util¼a şi elevilor cât şi profesorilor.
În primul volum vom începe cu sistemele liniare de ecua̧tii

tratate algoritmic şi apoi se va trece la algoritmi de rezolvare
a probelor de programare.
O clas¼a mare de probleme concrete se poate modela prin acelaşi

model matematic. O problem¼a mai cunoscut¼a din aceast¼a clas¼a va �
luat¼a ca reprezentant. Din aceste motive se va folosi terminologia de
�model de tip C�.
Un model de programare liniar¼a de forma:

nX
k=1

Aikxk = Bk; i = 1;m; (1)

max
(min)

f (X) =
nX
k=1

Ckxk; xk � 0
�
k = 1; n

�
se va numi model sub form¼a standard.
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Practic înseamn¼a folosirea integral¼a a inputurilor Bk
�
k = 1;m

�
.

(fBkg pot �: ore de produçtie, sau resurse, în general care trebuie
folosite integral)
Un model de forma:

nX
k=1

Aikxk � Bk; i = 1;m; (2)

min f (X) =
nX
k=1

Ckxk; xk � 0
�
k = 1; n

�
se va numi model de tip �amestec� (diet¼a, concentrate, medica-

mente, cifre octanice, aliaje,...).
Un model de forma:

nX
k=1

Aikxk � Bk; i = 1;m; (3)

max f (X) =
nX
k=1

Ckxk; xk � 0
�
k = 1; n

�
se va numi model de tip �resurse�.
Inegalit¼a̧tile ��� se scriu când se cere şi o eventual¼a economie la

resurse. Cum scopul este optim f (x), algoritmul va ar¼ata care dintre
���se va transforma în �=�pentru programul optim, X, ob̧tinut. Este
posibil s¼a nu se ob̧tin¼a atingerea optim¼a a scopului f¼acând economie la
resurse (intr¼ari), aşa cum se va vedea mai departe.
Exemplul 1. Fie datele

x1 x2 x3 x4
T1 T2 T3 T4 resurse B

A 2 1 1 1 4 B1
1 3 1 2 7 B2

C 2 3 4 3

pentru care se cere, max f (X) = 2x1+3x2+4x3+3x4, dar cu economie
la resursa, B1 = 4 (socotit¼a �de�citar¼a�). Modelul este:�

2x1 + x2 + x3 + x4 � 4;
x1 + 3x2 + x3 + 2x4 = 7;

xk � 0
�
k = 1; 4

�
max f (X) = 2x1 + 3x2 + 4x3 + 3x4
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şi se va vedea c¼a în aceste condi̧tii, programul optimal este

X t =

�
x1 = 0; x2 =

3

2
; x3 =

5

2
; x4 = 0

�
(t = transpus)

care veri�c¼a cu �=�prima restriçtie, adic¼a B1 = 4 se va consuma inte-
gral (Nu se poate face economie la aceast¼a resurs¼a dac¼a se doreşte un
bene�ciu total f , maxim). Alte cazuri se vor vedea pe parcurs.
Evident pot exista modele în care unele restriçtii sunt efective (=),

iar altele sunt inecua̧tii. Acestea, cât şi modelele de tipul (2), (3) se pot
reduce la forma standard, introducând variabilele yi � 0, de compen-
sare (care se mai numesc variabile ecart). Astfel, dac¼a o restriçtie este

de forma
P
k

Aikxk � Bi, atunci se va scrie
nP
k=1

Aikxk+ yi = Bi (yi � 0),

iar inecua̧tia
nP
k=1

Aikxk � Bk, se va scrie
nP
k=1

Aikxk � yi = Bi (yi � 0).

Restriçtiile xi � 0
�
i = 1; n

�
sunt necesare �e din punct de vedere

matematic (pentru elaborarea algoritmului simplex de rezolvare), �e
din necesit¼a̧ti practice, ca de exemplu, dac¼a xi reprezint¼a cantitatea de
produse de tipul �i�. Dar tot în practic¼a putem avea unele xi � 0 (ca
de exemplu dac¼a xi reprezint¼a temperatura de prelucrare la �rece�).
În acest caz se va ajunge iar¼aşi la condi̧tia ca toate variabilele s¼a �e
nenegative.
Dac¼a, concret, xi � 0

�
i = 1; n

�
înseamn¼a c¼a oricare ar � valorile

xi � 0 ale programului optimalX, �ageņtia�dispune de capacit¼a̧tile de
realizare a acestor cantit¼a̧ti. Altfel, X nu este un optim economic.
De vin¼a este cel ce a scris modelul, deoarece nu a pus condi̧tia ai � xi �
bi (ai, bi putând � şi numere negative ca în cazul prelucr¼arii la rece).
Tot în cazul xi � 0, modelul poate duce matematic la f ! �1,

sau la f ! 1, ceea ce înseamn¼a c¼a xi � 0 pot creşte oricât de mult
(program nem¼arginit superior). Aşa c¼a o margine superioar¼a tot
este necesar¼a practic.
4) Modelul cel mai complet va � de forma (1) sau (2) sau (3), la

care se adaug¼a şi restriçtiile di � xi � Si. Teoretic nu apar probleme
noi, deoarece introducem variabilele de compensare. Dac¼a s-ar proceda
în acest fel, s-ar ob̧tine m+2n restriçtii cu 3n variabile, ceea ce m¼areşte
atât num¼arul de restriçtii cât şi num¼arul de variabile. Chiar dac¼a s-ar
face substitu̧tia ui � xi � di, s-ar ob̧tine 0 � ui � Di (Di = Si � di).
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S-ar ob̧tine prin compensare m+n-restriçtii şi 2n variabile. Pentru (n)
mare, problema devine �mare�. Aceste situa̧tii vor cere un algoritm
special.
Exemplul 2. Cu datele din modelul 1., dar cu restriçtiile d1 �

x1 � S1; d2 � x2 � S2; d3 � x3 � S3; d4 � x4 � S4, s-ar ob̧tine prin
compensare:

2x1 +x2 +x3 +x4 = B1
x1 +3x2 +x3 +2x4 = B2
x1 �y1 = d1

x2 �y2 = d2
x3 �y3 = d3

x4 �y4 = d4
x1 +t1 = S1

x2 +t2 = S2
x3 +t3 = S3

x4 +t4 = S4

x � 0; y � 0; t � 0.
S-a m¼arit num¼arul de restriçtii efective de la m = 2 la m+2n = 10,

iar num¼arul de variabile s-a m¼arit de la n = 4 la 3n = 12. Chiar în
acest caz mic, rezolvarea sistemului cu condi̧tiile x � 0; y � 0; t � 0,
este o �problem¼a�.
Dac¼a s-ar face mai întâi substitu̧tia xi � di = ui, s-ar ob̧tine 0 �

u1 � D1; 0 � u2 � D2; 0 � u3 � D3; 0 � u4 � D4. Va rezulta:

2u1 +u2 +u3 +u4 = B1
u1 +3u2 +u3 +2u4 = B2
u1 +y1 = D1

u2 +y2 = D2

u3 +y3 = D3

u4 +y4 = D4

max' (U; Y ) = 2u1 + 3u2 + 4u3 + 3u4 + 12
ui � 0; yi � 0

�
i = 1; 4

�
:

Avemm+n = 6 restriçtii efective în loc dem = 2 restriçtii şi 2n = 8
variabile în loc de n = 4 variabile. Dac¼a n ar � �mare�, este clar c¼a
num¼arul de restriçtii devine �mare�ca s¼a nu mai vorbim de num¼arul
variabilelor.
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Chiar în cazul unui sistem �mic�trebuie s¼a observ¼am c¼a în general
pentru un sistem compatibil nedeterminat lipsesc cunoştiiņtele necesare
pentru ob̧tinerea unor solu̧tii nenegative X � 0. Metoda şcolar¼a pune
accentul pe scrierea solu̧tiei generale în care se dau valori variabilelor
secundare. Care sunt aceste valori nenegative pentru care variabilele
principale (sau bazice) iau tot valori nenegative ?
Apare deci o nou¼a problem¼a pu̧tin cunoscut¼a. Aşadar, va trebui

reluat¼a problema rezolv¼arii sistemelor de ecua̧tii liniare, cu condi̧tia
X � 0 şi cu atât mai mult cu condi̧tia d � X � S. Vom face acest
lucru în mod gradat aşa încât metoda s¼a �e accesibil¼a unei mase largi
de cititori. Apoi se va trece la elaborarea algoritmilor de rezolvare a
unei probleme de programare liniar¼a în cazul cel mai complet
d � X � S, respectiv în cazul mai simplu X � 0.
Se vor considera apoi şi diferite interpret¼ari practice.
Se va atinge şi aşa numita problem¼a a �conducerii la dou¼a

nivele�, cu decizie la nivel de �ageņtie�, dar ţinând cont de
autonomia subsistemelor (Cap. 6). Se ob̧tine un principiu funda-
mental: în cazul unui sistem de activit¼a̧ti condus de �centru�(ageņtie,
patron, stat,...), care este liniar programat, nu exist¼a o descentralizare
total¼a: optimul la nivel centru nu este o simpl¼a sumare a optimelor sub-
sistemelor autonome. Programele optime ale subsistemelor autonome
devin �propuneri� pentru ageņtie. Pe baza lor ageņtia �elaboreaz¼a
prȩturile umbr¼a� de care subsistemele trebuie s¼a ţin¼a cont în elabo-
rarea propriilor programe optime. Se trece la o reoptimizare. Ciclul se
termin¼a când ageņtia reuşeşte s¼a determine ni̧ste �ponderi� optimale
pentru programele optimale ale subsistemelor de activit¼a̧ti (autonome).
O problem¼a delicat¼a la nivelul cunoştiiņtelor liceale, este

problema ob̧tinerii unor solu̧tii în muļtimea numerelor întregi
şi cu atât mai mult dac¼a aceste numere întregi trebuie s¼a �e
naturale (nenegative).
Şi aceast¼a problem¼a va � �algoritmizat¼a�. Se vor prezenta

algoritmii de baz¼a dar şi noi algoritmi [St] pe ideea reducerii
�memoriei de calcul� (intens cercetat¼a şi în prezent pe plan
intern şi interna̧tional). Apoi se va trece la modele neliniare
(vol.II).
Iat¼a complexitatea de situa̧tii ce trebuie cercetate cât şi prezentarea

gradat¼a ce va trebui f¼acut¼a, având ca scop principal, ini̧tierea în cerc-
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etarea opera̧tional¼a.
În situa̧tii concureņtiale a dou¼a �ageņtii� (numite �juc¼a-

tori�) cu scopuri opuse, se va ob̧tine un nou mod de gândire. Mode-
larea anterioar¼a, în care decidentul î̧si urm¼areşte atingerea optimal¼a a
scopului, se va mai numi şi �gândirea ra̧tional¼a a juc¼atorului de unul
singur�(f¼ar¼a opozant).
În fond, putem spune c¼a pentru a ob̧tine o anumit¼a �ieşire�(dorit¼a)

din sistemul condus, în cadrul unor �intr¼ari�date, trebuie elaborat un
algoritm care la �ecare pas p determin¼a o �ieşire�X

p
. Aceasta trebuie

comparat¼a cu ieşirea dorit¼a. Dac¼a difer¼a de ieşirea dorit¼a, apare o
eroare � 6= 0. Atunci se va relua ciclul pân¼a când � = 0, sau j�j este
mai mic decât o eroare " practic admis¼a. Se ob̧tine, formal o schem¼a
numit¼a �inginereşte�sistem condus cu reaçtie negativ¼a:

Modul de predare. Programarea liniar¼a, cu problematica sa,
poate � abordat¼a prin dou¼a metode.
1) O metod¼a const¼a din elaborarea, mai întâi a teoriei spa̧tiilor

liniare (vectoriale), a teoriei muļtimilor convexe din spa̧tii liniare (teo-
reme de tip Krein-Milman, teorema lui Minkowski, lema lui Farkaş,...)
şi apoi elaborarea teoriei program¼arii liniare. Pentru aceasta este nece-
sar un num¼ar mare de ore alocat programei analitice.
Într-un anumit sens, aceast¼a metod¼a se dep¼arteaz¼a de scopul pro-

priu zis: atingerea unui scop �xat cu un num¼ar minim de efort şi de
timp. În schimb metoda este �mai elaborat¼a�, mai speci�c¼a pentru
Facultatea de Matematic¼a. Primul autor a folosit aceast¼a metod¼a o
perioad¼a îndelungat¼a ([St] 1982).
2) O alt¼a metod¼a const¼a din a porni de la originea program¼arii

liniare (Dantzig) şi anume ob̧tinerea valorilor restriçtiei unei funçtii
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liniare pe submuļtimea programelor de baz¼a ale unui sistem de ecua̧tii
liniare. În acest fel scopul este atins mai repede. Teoria este mai
clar¼a şi mai uşor de îņteles �ind eliberat¼a de muļtimea no̧tiunilor speci-
�ce spa̧tiilor liniare. Este mai �curat¼a�. Aceasta nu înseamn¼a c¼a este
mai pu̧tin riguroas¼a cum ar crede unul obi̧snuit numai cu prima metod¼a.
Mai mult, în acest fel studentul de la o facultate în care matematica
are rol aplicativ (modelare a datelor tehnico-economice+algoritm de re-
zolvare în cadrul unui num¼ar mic de ore alocate în programa analitic¼a)
va îņtelege mai bine atât partea teoretic¼a cât şi partea aplicativ¼a. În
fond acesta este scopul pred¼arii. Algoritmul va � mai uşor de progra-
mat pe calculator. Se poate aloca şi un timp pentru analiza tehnico-
economic¼a a rezultatelor.
Primul autor a experimentat şi acest mod de predare atât la seçtiile

economice cât şi la seçtia de Inginerie Economic¼a din cadrul Facult¼a̧tii
de Mecanic¼a, unde al doilea autor a condus seminariile şi apoi a preluat
şi cursul. Experieņta dobândit¼a pe parcursul mai multor ani a ar¼atat c¼a
a doua metod¼a este mai �didactic¼a�, mai �formativ¼a�. Din acest punct
de vedere comun a rezultat colaborarea în vederea elabor¼arii acestui
volum.
La sfâŗsit, ţinând seama c¼a al doilea autor pred¼a la anul I, spa̧tii

liniare, se va face o trecere a elementelor din programarea liniar¼a şi în
acest limbaj, în cadrul apendixului.
Autorii
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Capitolul 1. Programe de baz¼a

1.1. Problema existeņtei programelor.

Aşa cum s-a spus pot exista solu̧tii ale unui sistem liniar de ecua̧tii
f¼ar¼a ca sistemul s¼a admit¼a cel pu̧tin un program. Dac¼a admite un
program atunci admite un program de baz¼a şi deci unul mai simplu.
Altfel spus, dac¼a nu admite un program de baz¼a atunci nu admite

un program. Este mai simplu s¼a se ob̧tin¼a programe de baz¼a (dac¼a
exist¼a) şi apoi cu ajutorul lor se pot ob̧tine programe mai complete ca
un program de baz¼a. Mai mult, în probleme de optimizare este su�cient
s¼a se ob̧tin¼a un program de baz¼a optimal. Un program optimal, care
nu este un program de baz¼a, dac¼a exist¼a, se va ob̧tine dac¼a exist¼a cel
pu̧tin dou¼a programe de baz¼a optimale. Dac¼a nu exist¼a un program de
baz¼a optimal atunci nu exist¼a un program optimal.
Cu acest rezultat, relativ la sistemele de ecua̧tii liniare, s-a pus

în evideņt¼a importaņta programelor de baz¼a. Deci este necesar s¼a �e
cunoscute cele mai simple metode de ob̧tinere a unor programe de baz¼a,
atât în cazul problemelor �mici�cât şi al problemelor �mari�.
Dac¼a avem m-restriçtii liniare (ecua̧tii) eseņtiale (matematic, in-

dependente) şi n-variabile, atunci pot exista cel mult Cmn -programe de
baz¼a şi deci un num¼ar �nit de asemenea programe. De exemplu, dac¼a
m = 2; n = 4 atunci pot exista cel mult C24 =

4�3
1�2 = 6 programe de baz¼a.

Deci problema �ind �mic¼a�o metod¼a elementar¼a de ob̧tinere
a programelor de baz¼a este dat¼a de urm¼atorul algoritm:
a) Se egaleaz¼a cu zero, n�m variabile.
b) Se rezolv¼a sistemul ob̧tinut.
c) Dac¼a dup¼a Cmn asemenea �încerc¼ari�nu se ob̧tine un program

de baz¼a, atunci sistemul nu admite programe.
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Exemplul 1.1 S¼a consider¼am sistemul:8<:
2x1 + x2 + x3 + x4 = 4;
x1 + 3x2 + x3 + 2x4 = 7;

xi � 0; i = 1; 4:

Fie x1 = 0; x2 = 0. Rezult¼a x3 = 1; x4 = 3. S-a ob̧tinut un program
de baz¼a X

0
= (0; 0; 1; 3)t.

Fie x1 = 0; x3 = 0. Rezult¼a x2 = �1; x4 = 5. Nu se ob̧tine un
program de baz¼a.
Fie x1 = 0; x4 = 0. Rezult¼a x2 = 3

2
; x3 =

5
2
. Se ob̧tine un program

de baz¼a X
1
=
�
0; 3

2
; 5
2
; 0
�t
.

Fie x2 = 0; x3 = 0. Rezult¼a x1 = 1
3
; x4 =

10
3
. Se ob̧tine un program

de baz¼a X
2
=
�
1
3
; 0; 0; 10

3

�t
.

Fie x2 = 0; x4 = 0. Rezult¼a x1 = �3; x3 = 10. Nu se ob̧tine un
program de baz¼a.
Fie x3 = 0; x4 = 0. Rezult¼a x1 = 1; x2 = 2. Se ob̧tine un program

de baz¼a X
3
= (1; 2; 0; 0)t.

Aşadar s-au ob̧tinut patru programe de baz¼a.
În aplica̧tii nu este necesar s¼a se ob̧tin¼a toate programele

de baz¼a ci numai anumite programe de baz¼a, aşa încât, trecând
de la unul la altul, scopul urm¼arit s¼a aib¼a o valoare mai �bun¼a�(mai
mare, dac¼a scopul este dat de funçtia �bene�ciu�, sau mai mic¼a dac¼a
scopul este dat de funçtia �cost total�).
Înainte de a vedea cum se face aceast¼a �seleçtie�a programelor de

baz¼a, vom reveni la exemplul anterior.
Exemplul 1.2 În exemplul 1.1 s¼a se fac¼a rezolvarea efectiv¼a printr-o

metod¼a simpl¼a, folosind numai cele patru opera̧tii: adunarea, sc¼aderea,
înmuļtirea, împ¼aŗtirea.
Pentru rezolvarea sistemului conform ceriņtei anterioare, se va folosi

un algoritm general valabil.
1. Se alege un coe�cient nenul, Aia 6= 0 (numit pivot).
2. Se împarte ecua̧tia �i� la Aia (pivotul ales). Se ob̧tin noii

coe�cieņti Aik
Aia

�
k = 1; n

�
; Bi
Aia
.

3. În locul pivotului se pune valoarea 1 (unu), iar coe�cieņtii
de pe coloana �a�a pivotului se înlocuiesc cu 0 (zero).
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4. Dac¼a Ark este un coe�cient care nu se a�¼a pe linia �i�a
pivotului (deci r 6= i) şi nici pe coloana �a�a pivotului (k 6= a),
se va pune un nou coe�cient calculat dup¼a schema:

:
:
:

:
:
:

:
:
:

::: Aia ::: Aik ::: Bi
:
:
:

-
:
:
:

:
:
:

::: Ara ::: (Ark) ::: (Br)
:
:
:

:
:
:

:
:
:

Ark ! ArkAia � AraAik
Aia

;

Br ! BrAia � AraBi
Aia

:

Pentru a nu rȩtine calculele anterioare ca formule ci �ideea�, s¼a ex-
prim¼am în �cuvinte� aceste formule: ne �x¼am asupra unui coe�-
cient Ark (r 6= i; k 6= a) respectiv Br (r 6= i). Se merge de la el la
pivotul Aia. Se formeaz¼a o �diagonal¼a�(plin¼a pe desen) prin-
cipal¼a. Automat apare un dreptunghi cu diagonala a doua
(punctat¼a). Se face produsul coe�cieņtilor de pe diagonala
principal¼a din care apoi se scade produsul coe�cieņtilor de pe
diagonala secundar¼a. Rezultatul se împarte la pivot.
Cu noul sistem ob̧tinut, se repet¼a procedeul anterior, atât timp cât

exist¼a coe�cieņti nenuli ai necunoscutelor x, care nu se a�¼a nici pe linia
şi nici pe coloana coe�cieņtilor mai înainte aleşi ca pivo̧ti. În momentul
în care nu mai exist¼a aļti asemenea pivo̧ti se ob̧tine forma �canonic¼a�
a sistemului.
Discu̧tie:
a) Dac¼a pe �ecare �linie� a existat un pivot, atunci toate

ecua̧tiile (restriçtiile) sunt eseņtiale. Se ob̧tine rezolvarea general¼a a
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sistemului. Dac¼a termenii liberi sunt nenegativi, atunci se ob̧tine
un program de baz¼a (f¼acând variabilele secundare egale cu zero). Dac¼a
termenii liberi nu sunt to̧ti nenegativi, se va relua procedeul �pivot¼arii�
expus anterior, pe noul sistem.
b) Dac¼a în forma canonic¼a a sistemului au r¼amas �linii�

cu to̧ti coe�cieņtii Asl = 0, dar Bs 6= 0, atunci sistemul este
incompatibil. STOP. Dac¼a to̧ti Bs = 0, atunci sistemul este
compatibil şi se elimin¼a aceste linii �s�.
Metoda, în sine, numit¼a şi �eliminarea total¼a Gauss-Jordan�,

nu este altceva decât metoda elementar¼a a elimin¼arii, fapt pentru care
demonstrarea regulilor anterioare este banal¼a.
Pentru simpli�care, necunoscutele nu se mai pun în timpul pivot¼arii.

În cazul dat putem scrie

2 1 1 1 4
1 3 1 2 7

v 2 1 1 1 4
�1 2 0 1 3

v 3 �1 1 0 1
�1 2 0 1 3

;

X
0
= (0; 0; 1; 3)t :

În acest caz variabilele bazice sunt x3, x4. Vom nota cu I(0) = f3; 4g.
Variabilele secundare sunt x1, x2. Vom nota K(0) = f1; 2g. Forma
canonic¼a a sistemului este:�

3x1 � x2 + x3 = 1
�x1 + 2x2 + x4 = 3

v
�
x3 = 1� 3x1 + x2
x4 = 3 + x1 � 2x2

I(0) = f3; 4g :

F¼acând variabilele secundare x1 = 0; x2 = 0, rezult¼a X
0
. Pentru a

ob̧tine şi celelalte programe de baz¼a se poate porni tot de la sistemul dat
luând aļti pivo̧ti, sau chiar de la forma canonic¼a. Astfel, dac¼a dorim s¼a
avem x3, x2 ca variabile bazice în aceast¼a ordine, înseamn¼a c¼a la prima
alegere se va lua ca pivot coe�cientul lui x3 şi apoi coe�cientul lui x2.
Rezult¼a:

5
2

0 1 1
2

5
2

�1
2
1 0 1

2
3
2

; I = f3; 2g , K = f1; 4g ,

X =

�
0;
3

2
;
5

2
; 0

�t
:

Exerci̧tiul (1) Pornind cu forma canonic¼a anterioar¼a, s¼a se ob̧tin¼a
şi celelalte programe de baz¼a.
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Exemplul 1.3 Se d¼a sistemul8<:
2x1 + x2 + x3 + x4 = 4;
x1 + 3x2 + x3 + 2x4 = 7;

3x1 + 4x2 + 2x3 + 3x4 = 10 + �
(� 2 R) :

Avem:

2 1 1 1 4
1 3 1 2 7
3 4 2 3 10 + �

v
2 1 1 1 4
�1 2 0 1 3
�1 2 0 1 2 + �

v

v
3 �1 1 0 1
�1 2 0 1 3
0 0 0 0 �1 + �

STOP

Pe linia i = 3 nu mai avem coe�cieņti ai necunoscutelor nenuli.
Analiz¼am termenul liber B3 = �1 + �. Dac¼a �1 + � 6= 0 (adic¼a � 6= 1)
sistemul este incompatibil. Dac¼a � = 1, atunci sistemul este compatibil,
iar ecua̧tia a treia nu este eseņtial¼a (este o combina̧tie liniar¼a a primelor
dou¼a ecua̧tii). O elimin¼am şi r¼amâne sistemul dat în exemplul 1.1.
Exemplul 1.4 S¼a consider¼am sistemul8<:

0; 1x1 + 0; 1x2 + 0; 1x3 = 5;
0; 2x1 + 0; 2x2 + 0; 1x3 = 4;

xi � 0; i = 1; 3:

Echivalent avem: 8<:
x1 + x2 + x3 = 50;
4x1 + 4x2 + 2x3 = 80;
xi � 0; i = 1; 3:

Rezult¼a

1 1 1 50
4 4 2 80

v 1 1 1 50
0 0 �2 �120 v

v 1 1 0 �10
0 0 1 60

v
�
x1 = �10� x2
x3 = 60

Rezult¼a c¼a deşi sistemul este compatibil, el nu admite nici
un program, deoarece pentru x2 � 0, x1 este negativ. Iat¼a şi
un caz de sistem care nu admite programe.
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1.2. Generarea programelor de baz¼a.
Având un program de baz¼a X

0
, se pune problema ca pornind cu

acesta la paşii urm¼atori s¼a alegem pivo̧tii în mod organizat aşa încât s¼a
se ob̧tin¼a noi forme canonice ale sistemului care s¼a �a�̧seze�pe coloana
termenilor liberi numai valori nenegative, adic¼a s¼a corespund¼a la aceste
forme canonice numai programe de baz¼a.
Exemplul 1.5 În paragraful anterior (exemplul 1.2) s-a ob̧tinut

programul de baz¼a X
0
= (0; 0; 1; 3)t cu I(0) = f3; 4g, K(0) = f1; 2g

ca date ini̧tiale. S¼a not¼am noii coe�cieņti cu A(0)ia , B
(0)
i (lua̧ti ca date

ini̧tiale sau ca date la pasul ini̧tial p = 0). În prima faz¼a s¼a admitem
c¼a X

0
este nedegenerat, adic¼a B(0)i > 0, oricare ar � "i".

0) Ini̧tial dispunem de X
0
; A(0)ia ; B

(0)
i ; I

(0); K(0).

1) Se alege drept coloan¼a �pivot��a�o coloan¼a pe care ex-
ist¼a cel pu̧tin un coe�cient pozitiv, A(0)ia > 0 şi se fac rapoartele�
B
(0)
i

A
(0)
ia

> 0

� �
a 2 K(0)

1

�
.

2) Dintre aceste rapoarte se alege cel care are valoarea cea
mai mic¼a. Num¼ar¼atorul s¼au se va alege ca pivot. Pivot¼and cu
acesta se ob̧tine un nou program de baz¼a X

1
şi noi date A(1)ia ;

B
(1)
i ; I

(1); K(1). Cu acest nou program de baz¼a se revine la 1)
2) înlocuind p = 0 cu p = 1).
În cazul anterior cum A

(0)
11 = 3 > 0 respectiv A

(0)
22 = 2 > 0 se poate

alege coloana a = 1 ca o nou¼a coloan¼a pivot, sau coloana a = 2 ca şi
coloan¼a pivot. Putem scrie

3 �1 1 0 1
�1 2 0 1 3

;
�
1

3

�
v

1 �1
3

1
3
0 1

3

0
5
3

1
3
1 10

3

S-a ob̧tinut noul program de baz¼a X
1
=
�
1
3
; 0; 0; 10

3

�t
cu noile date

A(1); B(1); I(1) = f1; 4g; K(1) = f2; 3g. Cu acest nou program de baz¼a
proced¼am la fel. Pe coloana a = 2 avem A

(1)
22 =

5
3
> 0. Deci avem un

singur raport pozitiv
�
B
(1)
2

A
(1)
22

=
10
3
5
3

�
. Pivotul va �A(1)22 =

5
3 . Pivotând se
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ob̧tin

1 0
2
5

1
5
1

0 1 1
5

3
5
2
;

(
1
2
5
2
1
5

)
şi deci X

2
= (1; 2; 0; 0); I(2) = f1; 2g; K(2) = f3; 4g. Pe coloana a = 3

avem A
(2)
13 =

2
5
; A(2)23 =

1
5
şi rapoartele trecute în dreapta. Cel mai mic

este
�
B
(2)
1

A
(2)
13

= 1
2
5

�
. Deci noul pivot va �

2
5 . Rezult¼a

5
2

0 1 1
2

5
2

�1
2
1 0 1

2
3
2

;

X
3
=
�
0; 3

2
; 5
2
; 0
�
; I(3) = f3; 2g; K(3) = f1; 4g.

Cazul în care un program de baz¼a este degenerat (adic¼a cel pu̧tin o
valoare bazic¼a este nul¼a) va � tratat special mai departe.
Exemplul 1.6 Dac¼a se doreşte ca având un program de baz¼a s¼a

se ob̧tin¼a programe care nu sunt programe de baz¼a, este su�cient ca
în forma canonic¼a corespunz¼atoare s¼a d¼am variabilei secundare, pentru
care raportul B

(p)

A
(p)
ia

este cel mai mic (A(p)ia > 0; a 2 K(p)), orice valoare

0 < x(p) < B(p)

A
(p)
ia

. Astfel, în prima form¼a canonic¼a, prezentat¼a anterior,
avem �

x1 =
1
3
�
��1
3

�
x2;

x4 =
10
3
� 5

3
x2:

D¼am valori lui 0 < x2 <
10
3
5
3

= 2 şi se ob̧tin o muļtime de programe.

De exemplu, pentru x2 = 1 rezult¼a programul
�
2
3
; 1; 0; 5

3

�t
.

Exerci̧tiul 1.3 Din ultima form¼a canonic¼a, prezentat¼a anterior, s¼a
se ob̧tin¼a programe pornind cu�

x3 =
5
2
� 1

2
x4;

x2 =
3
2
� 1

2
x4;

sau cu
�

x3 =
5
2
� 5

2
x1;

x2 =
3
2
�
�
�1
2

�
x1;

dând valori 0 < x4 <
3
2
(
3
2
1
2

este cel mai mic dintre
�

5
2
1
2

;
3
2
1
2

�
şi deci

A
(3)
14 =

1
2
va � noul pivot), respectiv pentru 0 < x1 <

5
2
5
2

= 1.
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Exemplul 1.7 Fie dat sistemul8<:
x1 � 2x2 + x3 = 1;
2x1 � x2 + x4 = 2;
xi � 0; i = 1; 4:

Avem deja forma canonic¼a cu un program de baz¼a X
0
= (0; 0; 1; 2)t.

Rezult¼a, f¼acând x1 = 0�
x3 = 1� (�2x2) = 1 + 2x2;
x4 = 2� (�x2) = 2 + x2:

Pentru orice valoare a lui x2 > 0 se ob̧tin programe cu x2, x3, x4
oricât de mari (nem¼arginite superior) cu x1 = 0.
Iat¼a un caz în care muļtimea programelor este nem¼arginit¼a.
Anterior s-a luat un exemplu în care muļtimea programelor era

m¼arginit¼a şi deci orice program este o combina̧tie liniar¼a convex¼a a
programelor de baz¼a (vârfurile muļtimii convexe). O teorie matematic¼a
mai elaborat¼a se bazeaz¼a pe teorema lui Minkowski, teorema Krein-
Milman şi Lema lui Farkaş ([St]).
Dac¼a în exemplul care urmeaz¼a continu¼am pentru a ob̧tine toate

programele de baz¼a, avem:

1 �2 1 0 1
2 �1 0 1 2

;

�
1
1
= 1

2
2
= 1

�
şi deci ca nou pivot se poate lua �e A(0)11 = 1, �e A

(0)
21 = 2 şi deci luând

ca pivot A(0)11 = 1 se vor ob̧tine

1 �2 1 0 1
0 3 �2 1 0

;

X
1
= (1; 0; 0; 0)t; I(1) = f1; 4g; K(1) = f2; 3g, adic¼a variabila bazic¼a x4

ia valoarea x(1)4 = 0. Programul de baz¼a X
1
este degenerat.

Dac¼a s-ar lua ca pivot A(0)21 = 2 se vor ob̧tine

0 �3
2
1 �1

2
0

1 �1
2
0 1

2
1
;
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X
2
= (1; 0; 0; 0)t; I(2) = f3; 1g; K(2) = f2; 4g.
Aşadar, dac¼a la un anumit pas apar dou¼a sau mai multe rapoarten

Bi
Aia

o
minime şi pozitive, atunci oricare ar �pivotul alesAia, programul

de baz¼a ce se ob̧tine va �degenerat (aceast¼a observa̧tie se va mai numi
şi criteriul de recunoaştere a apari̧tiei degener¼arii, a c¼arui demonstra̧tia
este simpl¼a dac¼a se ţine cont de formulele anterioare pentru calcularea
noilor coe�cieņti).
Se constat¼a c¼a avem numai dou¼a programe de baz¼a X

0
; X
1
, celelalte

programe de baz¼a �ind tot X
1
, dar cu alt¼a ordine a variabilelor bazice.

Vom reveni asupra degener¼arii cu ocazia program¼arii liniare.
O observa̧tie practic¼a este aceea c¼a în prima faz¼a necesar¼a ob̧tinerii

unui program de baz¼a ini̧tial X
0
alegerea pivotului Aia a fost �liber¼a�

(cu singura condi̧tie Aia 6= 0) şi se continu¼a pivotarea �liber¼a�pân¼a se
ob̧tine forma canonic¼a ce �a�̧seaz¼a�termenii liberi Bi � 0, oricare ar
� i = 1;m. Dac¼a o persoan¼a alege un pivot, iar alt¼a persoan¼a alege
alt pivot, în general durata de a ajunge la un program de baz¼a difer¼a
pentru cele dou¼a persoane. Una dintre persoane va termina mai repede.
Pentru a reduce timpul, respectiv pentru a ob̧tine sigur un program de
baz¼a în momentul ob̧tinerii formei canonice, este indicat s¼a se aleag¼a
pivo̧tii şi în prima faz¼a dup¼a un anumit algoritm. Ca şi pân¼a acum
vom prezenta algoritmul, iar demonstra̧tia va � dat¼a la sfâŗsit, pentru
a uşura îņtelegerea sa.
Algoritm auxiliar. Ca pentru orice algoritm se vor prezenta în

ordine regulile necesare.
(R1) Se adaug¼a la �ecare ecua̧tie o variabil¼a auxiliar¼a y � 0.
(R2) Sistemul ob̧tinut anterior se completeaz¼a cu o nou¼a ecua̧tieP
y + (�z) = 0, y � 0.
(R3) Din ecua̧tia de la (R2) se scad membru cu membru, toate

ecua̧tiile de la (R1). Se ob̧tine în locul ultimei ecua̧tii din (R2) o nou¼a
ecua̧tie care coņtine variabilele x şi z, dar nu şi y, de forma

P
a

Caxa +

(�z) = �z0.
(R4) a) Dac¼a Ca � 0, oricare ar � �a� şi z0 > 0, atunci STOP:

sistemul dat nu admite programe.
b) Dac¼a exist¼a Ca < 0, atunci se alege cel mai mic Ca negativ

şi de pe coloana sa se alege pivotul Aia dup¼a regulile prezentate anterior
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de alegere a unui pivot când avem forma canonic¼a a sistemului, pân¼a
când sau toate variabilele y devin secundare (y = 0) şi atunci se ob̧tine
forma canonic¼a a sistemului dat (eliminând y) ce d¼a un program de
baz¼a X

0
, sau pân¼a când se ajunge la o situa̧tie (R4) a).

Exemplul 1.8 S¼a pornim cu exemplul 1.1. Avem:
(R1)(R2)8<:

2x1 + x2 + x3 + x4 + y1 = 4;
x1 + 3x2 + x3 + 2x4 + y2 = 7;
y1 + y2 + (�z) = 0

x � 0; y � 0

8<:
2x1 + x2 + x3 + x4 + y1 = 4;
x1 + 3x2 + x3 + 2x4 + y2 = 7;
�3x1 � 4x2 � 2x3 � 3x4 + (�z) = �11:

(R3)

Avem coe�cieņtii C < 0. Se trece la (R4)b).
(R4)b) Se alege C2 = �4 cel mai mic coe�cient negativ şi de pe

coloana a = 2 se alege pivotul. Avem

min

�
4
1
7
3

�
=
7

3
; pivot 3.

Rezult¼a
5
3 0 2

3
1
3

1 �1
3

= 5
3

1
3

1 1
3

2
3

0 1
3

= 7
3

�5
3
0 �2

3
�1
3
0 4

3
+(�z) = �5

3

Se revine la (R4)b) şi avem C1 = � 5
3
. Deci pivotul se va alege de

pe coloana lui x1. Rezult¼a

min

8<:
5
3
5
3
7
3
1
3

9=; =
5
3
5
3

; pivot
5

3 .

Rezult¼a

1 0 2
5

1
5
�3
5
�1
5

= 1
0 1 1

5
3
5
�1
5

2
5

= 2
0 0 0 0 1 1 + (�z) = 0

STOP.
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Se elimin¼a coloanele lui y1, y2 şi (�z) cât şi ultima rela̧tie şi se ob̧tine
penultima form¼a canonic¼a de la exemplul 1.1 (1.5) adic¼a

1 0 2
5

1
5
1

0 1 1
5

3
5
2
;

X
0
= (1; 2; 0; 0)t; I(0) = f1; 2g; K(0) = f3; 4g.
Cu aceasta se procedeaz¼a dup¼a metoda gener¼arii a noi programe de

baz¼a.
Exemplul 1.9 S¼a pornim cu sistemul dat în exemplul 1.4. Avem
(R1)(R2) 8<:

x1 + x2 + x3 + y1 = 50;
4x1 + 4x2 + 2x3 + y2 = 80;
y1 + y2 + (�z) = 0:

(R3)

1 1 1 1 0 0 50
4 4 2 0 1 0 80
�5 �5 �3 0 0 1 �130

(R4)b) Avem Ca < 0 oricare ar �a = 1; 3. Se poate alege C1 = �5
sau C2 = �5. Fie c¼a alegem C1 = �5. Se alege pivot de pe coloana
a = 1.

min

�
50
1
80
4

�
=
80

4
; pivot 4.

Rezult¼a
1 0 1

2
1 �1

4
0 30

0 1
1
2 0 1

4
0 20

0 0 �1
2
0 5

4
1 �120

Avem C3 = �1
2
. Se alege pivot de pe coloana a = 3. Avem

min

(
30
1
2
20
1
2

)
=
0
1
2

; pivot A23 =
1

2 .

Rezult¼a
1 �1 0 1 �1

2
0 10

0 2 1 0 1
2

0 40
0 1 0 0 3

2
1 �50

Suntem în situa̧tia (R4)a) STOP. Sistemul dat nu admite
programe.
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1.3. Ob̧tinerea programelor de baz¼a prin revizuire.
Metodele pentru ob̧tinerea unui program de baz¼a date anterior s-au

bazat pe �înregistrarea�în memoria de calcul, a tuturor datelor. Dac¼a
sistemul este mare (n mare, cum apare în majoritatea cazurilor prac-
tice), atunci aceast¼a înregistrare total¼a nu este posibil¼a. S¼a amintim
numai celebra problem¼a a croirii materialelor liniare în care n este de
ordinul sutelor de mii sau de milioane. În aceste cazuri coloanele coe�-
cieņtilor variabilelor x se fac pe ��̧se separate�şi prin urmare algoritmii
trebuie aplica̧ti prin înregistr¼ari paŗtiale în memoria de calcul a acestor
coloane, eliminând pe rând, o coloan¼a �nee�cient¼a�(conform scopului
urm¼arit) şi înregistrând în locul s¼au o alt¼a coloan¼a mai e�cient¼a.
Mai întâi s¼a vedem cum se procedeaz¼a prin �revizuire�şi apoi mai

departe, cum se selecteaz¼a o coloan¼a mai �e�cient¼a�(criteriul de e�-
cieņt¼a). Pentru aceasta va trebui s¼a recurgem la câteva no̧tiuni mai
�superioare� dar strict necesare şi anume la calculul matriceal: in-
versarea unei matrice p¼atratice nesingular¼a. Inversarea o vom
reduce tot la calcule elementare, prin pivotare.
În fond, aducerea la forma canonic¼a a unui sistem înseamn¼a deter-

minarea variabilelor bazice (numite şi variabile principale) adic¼a deter-
minarea muļtimii I(0). Apoi matricea lor format¼a din coloanele coe-
�cieņtilor lor în ordinea bazic¼a I(0) se inverseaz¼a. Cu aceast¼a invers¼a
se înmuļteşte tot sistemul şi se ob̧tine forma canonic¼a (rezultat¼a prin
pivotarea care a generat I(0)). Greutatea const¼a în a depista aceast¼a
matrice bazic¼a care s¼a duc¼a la un program de baz¼a.
a) Se poate alege o matrice p¼atratic¼a arbitrar¼a a coe�cieņtilor şi

apoi prin generare s¼a ob̧tinem alte inverse.
b) Se poate porni de la problema cu variabile auxiliare, unde deja

avem o matrice bazic¼a corespunz¼atoare (coloanele coe�cieņtilor vari-
abilelor y, (�z)).
Dac¼a problema este �mic¼a�nu este lipsit de interes s¼a ob̧tinem odat¼a

cu inversa matricei bazice şi programul de baz¼a.
Exemplul 1.10 S¼a consider¼am exemplul 1.1 şi s¼a ad¼aug¼am în con-
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tinuare şi matricea unitate. Rezult¼a

2 1 1 1 1 0 4
1 3 1 2 0 1 7

v

v 2 1 1 1 1 0 4
�1 2 0 1 �1 1 3

v

v 3 �1 1 0 2 �1 1
�1 2 0 1 �1 1 3

Cum I(0) = f3; 4g s-a ob̧tinut matricea invers¼a a matricei bazice
M(3;4). Adic¼a

M(3;4) =

�
1 1
1 2

�
!M�1

(3;4) =

�
2 �1
�1 1

�
:

Veri�care M(3;4) �M�1
(3;4) =

�
1 0
0 1

�
= E.

Dac¼a înmuļtim tot sistemul cu M�1 se va ob̧tine forma
canonic¼a a sistemului (rezolvarea)-ultima parte din care elim-
in¼am M�1. Cum s-a ob̧tinut şi un program de baz¼a X

0
= (0; 0; 1; 3)t,

I(0) = f3; 4g, K(0) = f1; 2g, putem continua pivotarea dup¼a regulile
gener¼arii programelor de baz¼a.
Fie noul pivot A(0)22 = 2. Rezult¼a

5
2

0 1 1
2

3
2

�1
2

5
2

�1
2
1 0

1
2 �1

2
1
2

3
2

cu programul de baz¼a X
1
=
�
0; 3

2
; 5
2
; 0
�t
, I(1) = f3; 2g, K(1) = f1; 4g şi

deci avem

M(3;2) =

�
1 1
1 3

�
!M�1

(3;2) =

�
3
2

�1
2

�1
2

1
2

�
:

Adic¼a, dac¼a de la început s-ar alege I = f3; 2g am avea M(3;2);
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M�1
(3;2) şi deci

M�1
(3;2) �

�
2
1

�
=

�
5
2

�1
2

�
;

M�1
(3;2) �

�
1
2

�
=

�
1
2
1
2

�
;

M�1
(3;2) �

�
4
7

�
=

�
5
2
3
2

�
:

Practic nu este necesar s¼a proced¼am astfel. Având o matrice bazic¼a,
de exempluM(3;4) şiM�1

(3;4), gener¼am la pasul p = 1 noua matriceM
�1
(3;2)

prin pivotare: �
�1
2

�
� M�1

(3;4)

(0)

!M�1
(3;2)

(1)

:

În acest fel se vede cum tot prin opera̧tii elementare se ob̧tine inversa
unei matrice cât şi generarea inversei noi, dac¼a o coloan¼a a matricei date
se modi�c¼a. Direct�

1 1
1 2

�
M
(0)

�
1 0
0 1

�
!

�
1 1
0 1

� �
1 0
�1 1

�
!

!

�
1 0
0 1

� �
2 �1
�1 1

�
M�1
(0)

Dac¼a se modi�c¼aM
(0)
prin schimbarea datelor,

�
1 1
1 3

�
=M

(1)
,

nu este necesar s¼a pivot¼am de la început ci scriem�
2 �1
�1 1

��
1
3

�
=

�
�1
2

�
;�

�1
2

� �
2 �1
�1 1

�
!
�

3
2

�1
2

�1
2

1
2

�
=M�1

(1)
:

Se mai spune c¼a noile date
�
1
3

�
au fost adaptate la baza de
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plecare M
(0)
şi se transform¼a în

�
�1
2

�
. Apoi pivot¼am. Evident

dac¼a pivotarea este �liber¼a�puteam alege ca pivot �1 (exerci̧tiu).
Exemplul 1.11 S¼a consider¼am exemplul 1.3. Avem

2 1 1 1 1 0 0 4
1 3 1 2 0 1 0 7
3 4 2 3 0 0 1 10 + �

v

v
2 1 1 1 1 0 0 4
�1 2 0 1 �1 1 0 3
�1 2 0 1 �2 0 1 2 + �

v

v
3 �1 1 0 2 �1 0 1
�1 2 0 1 �1 1 0 3
0 0 0 0 �1 �1 1 �1 + �

Pentru � 6= 1 sistemul este incompatibil. Pentru � = 1 sistemul
este compatibil nedeterminat. Elimin¼am ultima linie şi ultima coloan¼a
şi r¼amâne forma din exemplul 1.10.
Exemplul 1.12 S¼a consider¼am exemplul 1.10 şi s¼a alegem M(3;1).

Rezult¼a

M(3;1) =

�
1 2
1 1

� �
1 0
0 1

�
!

�
1 2
0 �1

� �
1 0
�1 1

�
!

!
�
1 0
0 1

� �
�1 2
1 �1

�
;

M�1
(3;1) =

�
�1 2
1 �1

�
:

M�1
(3;1)

�
4
7

�
=

�
10
�3

�
, care nu este program de baz¼a.

S¼a alegem M(3;2) =

�
1 1
1 3

�
. Avem M�1

(3;1)

�
1
3

�
=

�
5
�2

�
;�

5
�2

� �
�1 2
1 �1

�
v
�
0
1

� �
3
2

�1
2

�1
2

1
2

�
;

M�1
(3;2)

(0)

=

�
3
2

�1
2

�1
2

1
2

�
; M�1

(3;2)

(0)

�
4
7

�
=

�
5
2
3
2

�
x3
x2

B0

;
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X
0
=
�
0; 3

2
; 5
2
; 0
�t
; I(0) = f3; 2g; K(0) = f1; 4g, bazice.

a) La aceast¼a baz¼a adapt¼am coloanele coe�cieņtilor variabilelor
secundare x1, x4, pe rând (revizuit)

M�1
(0)
P4 =

�
3
2

�1
2

�1
2

1
2

��
1
2

�
=

�
1
2
1
2

�
def
= P4

(0)
:

b) Scriem

P4
(0)

B
(0) ;

�
1
2
1
2

� �
5
2
3
2

�
; min

8<:
5
2
1
2
3
2
1
2

9=; =
3
2
1
2

:

Cu pivotul astfel ales gener¼am noua matrice bazic¼a corespunz¼atoare
la I(1) = f3; 4g;�

1
2
1
2

�
M�1
(3;2)

(1)

!
 

1
2
1
2

! �
3
2

�1
2

�1
2

1
2

�
!

!
�
0
1

� �
2 �1
�1 1

�
;

M�1
(3;4)

(1)

=

�
2 �1
�1 1

�
.

Noul program de baz¼a va �

X
1
= (0; 0; 1; 3)t ;

M�1
(3;4)

(1)

�
4
7

�
=

�
1
3

�
x3
x4

;

I(1) = f3; 4g ;K(1) = f1; 2g :

Exemplul 1.13 S¼a se generezeM�1
(2;4), I

(2) = f2; 4g; X
2
= (0;x2; 0; x4)

t.

Indica̧tie:

M�1
(3;4)P2 =

�
2 �1
�1 1

��
1
3

�
=

�
�1
2

�
;�

�1
2

� �
2 �1
�1 1

�
v
�
�2 1
3 �1

�
=M�1

(2;4);

M�1
(2;4)B =

�
�2 1
3 �1

��
4
7

�
=

�
�1
5

�
x2
x4

:
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Deci M(2;4) nu genereaz¼a un program de baz¼a. Explica̧tia:�
�1
2

� �
1
3

�
; min

�
Bi
Aia

> 0

�
=

�
3

2

�
şi deci trebuia ales nu �1 ci 2 ca pivot.
Algoritm revizuit cu baz¼a proprie
a) Se alege o matrice bazic¼a M arbitrar¼a şi se calculeaz¼a M�1.
b) Se calculeaz¼a M�1B.
b1) Dac¼a M�1B � 0, atunci se alege M ca M

(0)
. Avem un program

de baz¼a X
0
cu I(0), K(0) şi not¼am M�1

(0)
B = B

(0)
. Se alege o nou¼a coloan¼a

Pj (coloana coe�cieņtilor variabilei xj, j 2 K(0)) şi se actualizeaz¼a

M�1
(0)
Pj = Pj

(0)

. Se scrie Pj
(0)

B
(0) şi se calculeaz¼a min

i

(
Bi
(0)

Aij
(0)

> 0

)
care ne

va da noul pivot. Cu acesta se pivoteaz¼a M�1
(0)

şi se ob̧tine M�1
(1)
, I(1),

K(1). Se revine la b).
b2) Dac¼a M�1B � 0 se alege din �̧se o nou¼a coloan¼a Pj şi se

actualizeaz¼a ob̧tinând Pj
(0)

= M�1Pj. Se actualizeaz¼a M�1 cu pivotul

din Pj
(0)

( Pj
(0)

M�1 !M�1
nou ). Se revine la b) înlocuindM�1 cuM�1

nou.

Cazul în care sistemul nu admite program este studiat mai înainte.
Ca şi în cazul pivot¼arii �libere� şi în acest caz este posibil s¼a tot

schimb¼am matricea pân¼a se ob̧tine una M
(0)
astfel ca M

(0)
B = B

(0)
s¼a dea

un program de baz¼a. Din aceste motive se va proceda ca mai înainte,
dar pornind cu o baz¼a auxiliar¼a fyg.
Algoritmul revizuit cu baz¼a auxiliar¼a
a) Ini̧tial dispunem de

M
0
= E; I(0); K(0);C

(0)

j

�
j 2 K(0); C

(0)

j = �
mP
r=1

A
(0)
rj

�
;

C
(0)
r

�
r 2 I(0)

�
;C

(0)
B =

h
C
(0)
r

i
; � z0 =

P
i

Bi:

AvemCB = (0:::0; 1) (coe�cieņtii variabilelor fy; (�z)g din forma canon-
ic¼a)

28



(P) Dac¼a la un pas p (p � 0) dispunem de M
(p)
, I(p), K(p); atunci

calcul¼am

M
(p)

�1
=

0BBB@ M
(p)

�1
0
:::
0

�C(p)B �M
(p)

�1 1

1CCCA ;
C
(p)

j =

�
�C(p)B �M

(p)

�1; 1

��
Pj
Cj

�
;

P
(p)
j = M

(p)

�1 � Pj:

a) Dac¼a nu exist¼a C
(p)

j < 0
�
j 2 K(p)

�
şi I(p) coņtine indicii a pentru

care ya > 0, atunci STOP; sistemul nu admite programe.
b) Dac¼a exist¼a C

(p)

k < 0, atunci se selecteaz¼a coloana pivot P (p)j pen-

tru care C(p)j = min
k

n
C
(p)

k < 0
o
. De pe coloana pivot se alege pivotul

în mod obi̧snuit (ca şi în cazurile anterioare). Se genereaz¼a M
(p+1)

�1
prin

pivotare:

M
�1

(p)

�
Pj
Cj

�
! M

(p+1)

�1
:

Se revine la (p) înlocuind p cu (p+ 1). Când în baz¼a nu mai exist¼a fyg
(sau y = 0) se revine la algoritmul revizuit cu baz¼a proprie.
Exemplul 1.14 S¼a revenim la exemplul 1.8. Practic nu mai

înregistr¼am tot sistemul, n �ind mare. Pe �̧se separate înregistr¼am

C
(0)
1 = �3; C(0)2 = �4; C(0)3 = �2; C(0)4 = �3; :::� z0 = �11:

Scriem

M(y;�z)
(0)

=

0@ 1 0 0
0 1 0
0 0 1

1A :
Cum exist¼a C(0)j < 0, se alege min

j

n
C
(0)
j < 0

o
= �4 = C(0)2 .
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Actualiz¼am coloana
P2
C2

; M
(0)

�1� P2
C2

=

0@ 1
3
�4

1A (r¼amâne aceeaşi

acum, deoarece M
(0)

�1 este o matrice unitate).

Scriem M
(0)

�1 �
�
B
�11

�
=

0@ 4
7
�11

1A. Scriem
 
P
(0)
2

C
(0)
2

! �
B
�11

�
;

0@ 1
3
�4

1A 0@ 4
7
�11

1A ;

min

� 4
1
7
3

�
=

7

3
; pivot A(0)22 = 3:

Gener¼am noua matrice bazic¼a 
P
(0)
2

C
(0)
2

!
M
(0)

�1 ;0@ 1
3
�4

1A 0@ 1 0 0
0 1 0
0 0 1

1A !

!

0@ 0
1
0

1A 0@ 1 �1
3
0

0 1
3

0
0 4

3
1

1A
M�1
(y1;x2;(�z))

(1)

:

Calcul¼am

M
(1)

�1 �
�
B
�11

�
;0@ 1 �1

3
0

0 1
3

0
0 4

3
1

1A0@ 4
7
�11

1A =

0@ 5
3
7
3

�5
3

1A y1
x2
�z0

:

Cum variabila auxiliar¼a y1 = 5
3
6= 0, continu¼am.
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Avem noua matrice M
(1)

�1. Calcul¼am noii coe�cieņti C
(1)

j , cu j

nebazic:

C
(1)

j =

�
0;
4

3
; 1

��
Pj
Cj

�
;

C
(1)

1 =

�
0;
4

3
; 1

�0@ 2
1
�3

1A = �5
3
;

C
(1)

3 =

�
0;
4

3
; 1

�0@ 1
1
�2

1A = �2
3
;

C
(1)

4 =

�
0;
4

3
; 1

�0@ 1
2
�3

1A = �1
3
:

Alegem C
(1)

1 = �5
3
. Coloana pivot va �

�
P1
C1

�
=

0@ 2
1
�3

1A şi o

actualiz¼am0@ 1 �1
3
0

0 1
3

0
0 4

3
1

1A0@ 2
1
�3

1A =

0@ 5
3
1
3

�5
3

1A =

 
P
(1)
1

C
(1)
1

!
:

Scriem 0@ 5
3
1
3

�5
3

1A 0@ 5
3
7
3

�5
3

1A ;

min

8<:
5
3
5
3
7
3
1
3

9=; =
5
3
5
3

; pivot A(1)11 =
5
3 .
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Gener¼am M
(2)

�1;

0@ 1 �1
3
0

0 1
3

0
0 4

3
1

1A 0@ 5
3
7
3

�5
3

1A !

!

0@ 3
5

�1
5
0

�1
5

2
5

0
1 1 1

1A
M�1
(x1;x2;(�z))

(2)

0@ 1
0
0

1A :

Cu noua matrice relu¼am algoritmul, dar revenim la sistemul ini̧tial
pentru care M

(2)
se va lua ca matrice bazic¼a f¼ar¼a ultima linie, respectiv

coloan¼a

M�1
(x1;x2)

(0)

=

�
3
5

�1
5

�1
5

2
5

�
; I(0) = f1; 2g ; K(0) = f3; 4g :

Calcul¼amM�1
(0)

�B =
�
1
2

�
x1
x2

; X
0
= (1; 2; 0; 0)t, care este pro-

gram de baz¼a. Acum putem continua dup¼a regulile algoritmului
revizuit cu baz¼a proprie.
De exemplu, s¼a alegem x3

�
3 2 K(0)

�
. Avem

M�1
(0)

� P3 =

�
3
5

�1
5

�1
5

2
5

��
1
1

�
=

 
2
5
1
5

!
;

�
2
5
1
5

� �
1
2

�
! min

( 1
2
5

2
1
5

)
=
1
2
5

;

�
2
5
1
5

� �
3
5

�1
5

�1
5

2
5

�
!

�
1
0

� �
3
2

�1
2

�1
2

1
2

�
M�1
(x3;x2)

(1)

:

Mai departe se procedeaz¼a ca în exemplul precedent (algoritmul
revizuit cu baz¼a proprie).
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1.4. Aspecte teoretice.
Teoretic putem scrie

A11x1+ ::: +A1kxk+ ::: +A1rxr+ ::: +A1nxn = B1
:
:
:

:
:
:

:
:
:

:
:
:

:
:
:

Ai1x1+ ::: +Aikxk+ ::: +Airxr+ ::: +Ainxn = Bi
:
:
:

:
:
:

:
:
:

:
:
:

:
:
:

As1x1+ ::: +Askxk+ ::: +Asrxr+ ::: +Asnxn = Bs
:
:
:

:
:
:

:
:
:

:
:
:

:
:
:

Am1x1+ ::: +Amkxk+ ::: +Amrxr+ ::: +Amnxn = Bm
(1.4.1)

Dac¼a se alege Aik 6= 0 ca pivot, atunci pentru a elimina xk, din
restul ecua̧tiilor, se vor împ¼aŗti to̧ti coe�cieņtii de pe linia "i" la Aik.
Adic¼a noii coe�cieņti vor � Air

Aik
; Bi
Aik
. Eliminând xk din restul ecua̧tiilor

(s 6= i) în noul sistem coe�cieņtii de pe coloana Pk = [Aik]
�
i = 1;m

�
vor deveni zero. Reducând termenii asemenea pe coloanele Pr = [Asr];
s 6= i; r 6= k şi de pe coloana B a termenilor liberi, se ob̧tin noii
coe�cieņti

Asr � AirAsk
Aik

= AsrAik�AirAsk
Aik

;

BsAik�BiAsk
Aik

= Bs � Bi
Aik
Ask

s 6= i; r 6= k (1.4.2)

Se ob̧tin în acest fel regulile de pivotare din metoda elimin¼arii totale.
Fiecare alegere de pivot se va numi �pas�Gauss-Jordan. ( Se poate
proceda şi altfel prin paşi Jordan- modi�ca̧ti [St])
Continuând �pivotarea� cu pivo̧ti de pe alt¼a linie şi de pe alt¼a

coloan¼a, se va ajunge la una din situa̧tiile mai înainte speci�cate. Adic¼a
se ob̧tine o form¼a canonic¼a, care va ar¼ata dac¼a sistemul este compatibil
sau nu, cât şi rangul matricei A = [Asr]s=1;m;r=1;n.
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Dac¼a sistemul este compatibil se vor rȩtine numai cele m ecua̧tii
(m � m) liniar independente (m = rangA). Dac¼a la acest moment,
termenii liberi sunt nenegativi, s-a ob̧tinut un program de baz¼a X

0
(cu

variabilele secundare f¼acute zero; xj = 0; j 2 K). În caz contrar se
continu¼a pivotarea pân¼a se ajunge la un program de baz¼a (dac¼a ex-
ist¼a). Este su�cient ca pe o linie �i� s¼a avem Air � 0

�
r = 1; n

�
;

Bi < 0, pentru ca sistemul s¼a nu admit¼a un program de baz¼a şi
deci s¼a nu admit¼a programe, deşi sistemul este compatibil nede-
terminat (pe muļtimea numerelor reale). Dac¼a în forma canonic¼a
not¼am coe�cieņtii cu A(0);B(0) şi pe o coloan¼a P (0)j =

h
A
(0)
ij

i
; i = 1;m;

j 2 K(0) avem A
(0)
ij � 0 ( cel pu̧tin un A(0)ij < 0), atunci trecând

A
(0)
ij

�
j = 1;m

�
în dreapta rezult¼a x(0)r = B

(0)
r � A(0)rj xj > 0, oricare ar

� xj > 0
�
r = 1;m

�
. Adic¼a se ob̧tin programe cu fxr;xjg oricât de

mari (muļtimea programelor este nem¼arginit¼a superior). În caz contrar

dac¼a exist¼a A(0)ij > 0
�
j 2 K(0)

�
, atunci avem cel pu̧tin un raport B

(0)
i

A
(0)
ij

pozitiv. Dintre acestea alegem pe cel mai mic (pozitiv). Fie acesta

B
(1)
i =

B
(0)
i

A
(0)
ij

<

�
B
(0)
s

A
(0)
sj

> 0

�
; (8) s = 1;m. Rezult¼a B(1)i > 0. Vom mai

scrie B
(0)
i

A
(0)
ij

= min
A
(0)
sj >0

�
Bs

A
(0)
sj

�
, j �xat, j 2 K(0). Putem scrie:
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:
:
:

:
:
:

:
:
:

::: A
(0)
ij ::: A

(0)
ir ::: B

(0)
i

:
:
:

:
:
:

:
:
:

::: A
(0)
sj ::: A

(0)
sr ::: B

(0)
s

:
:
:

:
:
:

:
:
:

::: A
(0)
lj ::: A

(0)
lr ::: B

(0)
l

:
:
:

:
:
:

:
:
:

(1.4.3)

B
(0)
i

A
(0)
ij

<
B
(0)
s

A
(0)
sj

)
B
(0)
s A

(0)
ij �B

(0)
i A

(0)
sj

A
(0)
ij

= B(1)s > 0

S¼a admitem c¼a A(0)lj < 0
�
j 2 K(0)

�
. Avem

B
(0)
l A

(0)
ij � A

(0)
lj B

(0)
i

A
(0)
ij

= B
(1)
l � 0 (1.4.4)

Aşadar, alegând pivotul dup¼a regula anterioar¼a, la pasul urm¼a-
tor se va ob̧tine tot un program de baz¼a X

1

�
X
0
! X

1

�
. Cum num¼arul

lor este �nit (p � Cmn ), dup¼a un num¼ar �nit de paşi se vor ob̧tine toate
programele de baz¼a.
Cazul degener¼arii s-a v¼azut cum se recunoaşte înainte de calcul.

Dac¼a dou¼a sau mai multe rapoarte minime egale B
(0)
i

A
(0)
ij

= B
(0)
s

A
(0)
sj

= min
r

�
B
(0)
r

A
(0)
rj

> 0

�
,

rezult¼a B(1)s = 0 dac¼a alegem ca pivot A
(0)
ij sau B(1)i = 0, dac¼a alegem

ca pivot A
(0)
sj .
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Pentru a evita prima faz¼a de pivotare liber¼a pân¼a se ob̧tine un pro-
gram de baz¼a se poate recurge la extinderea problemei ad¼augând o vari-
abil¼a yi � 0, la �ecare ecua̧tie �i�. Apoi ad¼aug¼am o ecua̧tie la sistemul
ob̧tinut, care s¼a coņtin¼a numai suma variabilelor auxiliare

mP
i=1

yi = z.

Avem problema extins¼a (dup¼a ce facem termenii liberi pozitivi);8><>:
nP
i=1

Aikxk + yi = Bi; i = 1;m
mP
i=1

yi + (�z) = 0
(1.4.5)

x � 0; y � 0:

În loc ca în prima faz¼a s¼a pivot¼am pas cu pas cu coe�cieņti ai vari-
abilelor y, pân¼a se ob̧tine forma canonic¼a, ceea ce ar însemna p paşi
(p � m), este su�cient s¼a sc¼adem toate ecua̧tiile în x; y din ultima şi se
ob̧tine direct o form¼a canonic¼a în variabile bazice y1:::ym; (�z)

def
= ym+1;

:
:
:

:
:
:

:
:
:

:
:
:

Ai1x1+ ::: +Aikxk+ ::: +Ainxn +yi = Bi
:
:
:

:
:
:

:
:
:

:
:
:

C1x1+ ::: +Ckxk+ ::: +Cnxn +ym+1 = B

(1.4.6)

unde Ck = �
mP
i=1

Aik. În aceast¼a form¼a canonic¼a avem

(y1 = B1:::ym = Bm) ;�z = �z0
def
= B = �

mX
i=1

Bi

(sau z0 =
mP
i=1

Bi) şi xk = 0
�
k = 1; n

�
. Aşadar, programul de baz¼a

ini̧tial are variabilele x nule. Mai departe se ob̧tine un nou program
de baz¼a în mod obi̧snuit. Noile programe de baz¼a vor coņtine ca
variabile bazice şi variabilele (x), iar variabilele y corespunz¼atoare
vor deveni secundare şi se iau la valoarea y = 0.
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Dac¼a în (1.4.6) avemCk � 0 (8) k (sauB > 0 la un pas oarecare),
ar rezulta z = z0 > 0. Oricare xk aleas¼a s¼a devin¼a bazic¼a duce la
z = z0 + Ckxk > z0 > 0. Funçtia liniar¼a z este cresc¼atoare şi nu
poate lua valoarea z = 0. Ori min z, pentru y � 0 se realizeaz¼a dac¼a
z = 0 (y = 0). Contradiçtie. Adic¼a nu exist¼a programe (x). STOP.
Observa̧tia 1.4.1 Alegerea unui Ck cel mai mic dintre cei negativi

nu este obligatorie. Se alege aşa pentru a micşora num¼arul de paşi în
care z ajunge la valoarea minim¼a z(p) = 0 (z descreşte la �ecare pas
în acest fel). Plecând de la faptul c¼a forma canonic¼a a unui sistem cu
I(0); K(0) ob̧tinu̧ti, se poate ob̧tine şi astfel, consider¼am matricea M

0
a

coe�cieņtilor variabilelor bazice fxrg, r 2 I(0) şi înmuļtim la stânga tot
sistemul cuM

0

�1 (inversa luiM
0
). Rezult¼a c¼a atunci când n este �mare�

(dar m nu este mare; rangM
0
= m) este convenabil s¼a proced¼am ca în

cele ce urmeaz¼a, dar prin înmuļtirea lui Pj (j 2 K), pe rând cu M
0

�1.

Se ob̧tine P (0)j =
h
A
(0)
ij

i
= M

0

�1Pj
�
Pj = [Aij] ; i = 1;m

�
. Se �̧sterge�

din memoria de calcul Pj şi se repet¼a procedeul cu alt¼a coloan¼a Pk�
k 2 K(0)

�
etc. Dac¼a B(0) =

h
B
(0)
i

i
= M

0

�1B
�
B = [Bi] ; i = 1;m

�
nu

coņtine valori negative, se ob̧tine un program de baz¼a X
0
. Dac¼a dorim

s¼a ob̧tinem un alt program de baz¼a nu este nevoie s¼a repet¼am procedeul
cu alt¼a matrice bazic¼a ci este su�cient s¼a pornim cu X

0
. Având M

0

�1;

P
(0)
j ; P (0)j =

h
A
(0)
ij

i
; B(0) =

h
B
(0)
i

i
se alege pivotul A

0
ij, dup¼a regula

demonstrat¼a în (1.4.3). Prin pivotare M
0

P
(0)
j cu pivot A

0
ij, se ob̧tine

o nou¼a invers¼aM
1

�1 a matricei baziceM
1
(care provine dinM

0
înlocuind

coloana variabilei bazice xi
�
i 2 I(0)

�
cu coloana variabilei secundare

xj; j 2 K(0)). Vom ob̧tine B(1) =M
1

�1B � 0.
Dar în prima faz¼a alegerea lui M �ind �liber¼a�este posibil

caM�1B s¼a aib¼a şi valori negative. Atunci, ca şi în situa̧tia anterioar¼a,
trebuie ob̧tinut un pivot Aij dar liber acum şi apoi s¼a gener¼am M

1

�1

etc, pân¼a când la un pas rezult¼a M�1B � 0. În acest moment not¼am
M =M

0
şi alegem în continuare dup¼a regula �pivotului�(1.4.3).

Pentru a diminua aceast¼a faz¼a �liber¼a�ca şi în cazul pivot¼arii
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pe întregul sistem (n mic) se pleac¼a de la problema extins¼a (1.4.5), care
dac¼a n este �mare�nu trebuie înregistrat¼a în total (nu poate � înreg-
istrat¼a). Proced¼am prin �revizuire�ca şi anterior, dar cu o ecua̧tie în
plus, ultima din (1.4.5) şi cu (m+ 1) coloane în plus (coloanele vari-
abilelor fy1; :::; ym; (�z) = ym+1g care formeaz¼a o matrice de forma

M =

0BBBBBB@
0

M
0

:
:
:
0

Cb 1

1CCCCCCA ; M0 =
0BB@
1 0 ::: 0
0 1 ::: 0
::: ::: ::: :::
0 0 ::: 1

1CCA (1.4.7)

C
(0)
b = (1:::1) (coe�cieņtii lui fyg din ultima ecua̧tie)

Inversa sa este

M
�1

=

0BBBBBBB@

0

M
0

�1
:
:
:
0

�CbM
0

�1 1

1CCCCCCCA
deoarece (1.4.8)

M
�1
M =

0BBBBBB@
1 ::: 0 0
:
:
:

:::
:
:
:

:
:
:

0 ::: 1 0
0 ::: 0 1

1CCCCCCA
În fond M , M

�1
sunt cele anterior scrise pentru sistemul extins. Se

va proceda ca şi anterior, cu M
�1
, P j =

�
Pj
Cj

�
, alegând pivo̧ti de pe

coloanele lui fyg în ordine. Adic¼a luând fyg ca bazice se va ob̧tine forma
canonic¼a (1.4.6). De aici încolo pivo̧tii se aleg dup¼a regula pivotului
precizat¼a anterior.
Observa̧tia 1.4.2 Pentru a evita cei �n�paşi de pivotare şi de tre-

cere de la (1.4.5) la forma canonic¼a (1.4.6) este mai simplu s¼a scriem
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direct (1.4.6), unde Ck = �
mP
i=1

Aik. Consider¼am ca problem¼a in-

i̧tial¼a (1.4.6) şi apoi aplic¼am procedeul de �revizuire�prezentat anterior.
Acum avem avantajul c¼a Cb = (0:::0) (coe�cieņtii variabilelor bazice
y1; :::; yn din forma (1.4.6) luat¼a ca ini̧tial¼a) şi deci �C(0)b M�1 = (0:::0).
S-au justi�cat în acest fel metodele folosite la exemplele

din paragrafele anterioare.
În fond, metoda folosit¼a nu este altceva decât algoritmul simplex

aplicat pentru o problem¼a de min z mai simpl¼a de forma (1.4.5), aşa
cum se va vedea mai departe când se va trata problema sub o form¼a
mai general¼a.
Un rezultat mai pu̧tin cunoscut din teoria sistemelor de ecua̧tii

liniare, care permite s¼a c¼aut¼am programe de baz¼a (̧si deci mai simplu
de ob̧tinut) este dat de teoremele care urmeaz¼a.
Teorema 1.4.1. Dac¼a sistemul admite un program atunci admite

un program de baz¼a.
Echivalent¼a teoremei 1.4.1. este
Teorema 1.4.2. Dac¼a sistemul nu admite un program de baz¼a

atunci nu admite un program.
Dac¼a sistemul este compatibil determinat atunci solu̧tia unic¼aX

0
sau

are componente xi
0
< 0 şi deci nu este un program, sau nu are valori

xi
0
< 0 şi atunci este un program cu I(0) =

�
i j i = 1; n

	
; K(0) = �;

xi
0
= B

(0)
i � 0; i = 1; n, care este unic.

Dac¼a sistemul admite un program de baz¼a atunci se ob̧tine o
form¼a canonic¼a

xr
0
+
X
j2K(0)

A
(0)
rj xj = B

(0)
r ; r 2 I(0); r = 1;m; B(0)r � 0: (1.4.9)

(S-a notat xr deoarece indicele variabilei bazice poate s¼a nu coincid¼a
cu indicele ecua̧tiei în care se a�¼a. Coincide r = r dac¼a se aleg pivo̧ti
diagonali). Dac¼a pe coloana j 2 K(0) avem A

(0)
rj � 0

�
r = 1;m

�
(cel

pu̧tin un A(0)rj < 0), atunci din

xr
0
= B(0)r � A(0)rj xj; (xk

0
= 0; k 6= j; k 2 K(0)) (1.4.10)
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rezult¼a xr
1
> 0 pentru xj

1

> 0. Mai mult xr
1
pot �oricât de mari dac¼a

xj = xj
1

!1. Se mai spune c¼a prin programul de baz¼a X
0
trece

o raz¼a vectoare (extremal¼a), sau c¼a X
0
genereaz¼a programe X

nem¼arginite superior (putem avea aşa ceva la un pas p � 0).
În rezumat, dac¼a sistemul admite programe de baz¼a, atunci:
(P1). Muļtimea programelor de baz¼a este �nit¼a şi m¼arginit¼a.
(P2). Dac¼a printr-un program de baz¼a trece o raz¼a vectoare,

atunci muļtimea programelor nu este m¼arginit¼a.
(P3). Fie X

0
; X
1
; :::; X

p
(p � Cmn ) toate programele de baz¼a admise.

Dac¼a oricare dintre ele nu genereaz¼a o raz¼a vectoare, atunci
muļtimea programelor este m¼arginit¼a. Orice alt program este

o combina̧tie liniar¼a convex¼a de programe de baz¼a; X =
pP
r=0

arX
(r)
;

ar � 0; (8) r = 1; p;
pP
r=1

ar = 1.

Criteriul de recunoaştere pentru nem¼arginirea muļtimii pro-
gramelor este dat de (P2).
Muļtimea programelor este o muļtime convex¼a pe când submuļtimea

programelor de baz¼a nu este convex¼a (admitem c¼a exist¼a cel pu̧tin
dou¼a). O combina̧tie liniar¼a convex¼a a dou¼a programe de baz¼a este
un program, dar nu program de baz¼a.
Deşi în cele ce urmeaz¼a (programarea liniar¼a) ne intereseaz¼a numai

(P1), (P2), (P3), admitem totuşi c¼a şi în cazul nem¼arginirii muļtimii
programelor, orice program se poate scrie (exprima) ca o combina̧tie
liniar¼a convex¼a de programe de baz¼a, plus o combina̧tie liniar¼a cu co-
e�cieņti nenegativi de vectori ce de�nesc razele vectoare. A se vedea
[St]. Dac¼a exist¼a un singur program de baz¼a X

0
şi o raz¼a vectoare,

atunci orice program este dat de (1.4.10) pentru orice xj > 0.
Dac¼a exist¼a un program de baz¼a, atunci exist¼a o form¼a canonic¼a

(1.4.9.) cu B(0)r � 0 (cel pu̧tin un B(0)r > 0); r 2 I(0), x0j = 0; j 2 K(0).

Scriem (1.4.10.). Dac¼a
n
A
(0)
rj < 0

o
, r 2 I(0), atunci luând pentru xj

valoarea x(1)j < min

�
B
(0)
i

A
(0)
ij

�
se ob̧tin programe care nu sunt neap¼arat

programe de baz¼a. Aceste programe se mai numesc şi programe gener-
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ate de programul de baz¼a X
0
. Cum num¼arul p al programelor de baz¼a

este �nit (p � Cmn ) şi �ecare genereaz¼a programe, evident se pune, teo-
retic, problema lag¼aturii între aceste programe de baz¼a şi muļtimea
tuturor programelor.
Un program de baz¼a X

0
este m¼arginit (exist¼a un num¼ar real N

0
>

0, astfel încât 0 � xs
0
� N

0
). Muļtimea lor este o muļtime �nit¼a şi

m¼arginit¼a.
S-a v¼azut c¼a dac¼a X

0
este un program de baz¼a, atunci putem scrie

(1.4.10.) cu xr
0
= B

(0)
r ; r 2 I(0); xj

0

= 0; j 2 K(0); B(0)r � 0 (cel pu̧tin un

B
(0)
r > 0). S¼a observ¼am c¼a s-a scris xr

0
, deoarece r = r numai dac¼a se

aleg pivo̧ti diagonali (variabila bazic¼a xr este aleas¼a din ecua̧tia �r�).
Rezult¼a uşor urm¼atoarea teorem¼a.
Teorema 1.4.3. Mulţimea programelor unui sistem de ecuaţii

liniare este o mulţime convex¼a.
Dac¼a exist¼a �p�programe de baz¼a X

1
; :::; X

p
(1 < p � Cmn ), atunci

o combina̧tie liniar¼a convex¼a X =
pP
i=1

aiX
i

�
ai � 0;

pP
i=1

ai = 1

�
este

un program care în general nu mai este program de baz¼a şi deci sub-
muļtimea programelor de baz¼a nu este o muļtime convex¼a.
Într-un exemplu anterior s-a v¼azut c¼a un program generat de un

program de baz¼a poate � nem¼arginit. Criteriul de recunoaştere pentru
nem¼arginire, teoretic, este dat de (1.4.10.) când exist¼a

n
A
(0)
rj � 0

o
,

(8) r 2 I(0) şi cel pu̧tin un A(0)rj < 0 (evident, dac¼a xr
0
= B

(0)
r � 0; r 2

I(0)). Aşadar muļtimea programelor poate � nem¼arginit¼a.
Dac¼a oricare ar � un program de baz¼a X

p
nu avem o situa̧tie ca

cea anterioar¼a (nu avem A
(p)
sk � 0, (8) s 2 I(p)), atunci muļtimea pro-

gramelor este o muļtime m¼arginit¼a şi orice program este o combina̧tie
liniar¼a convex¼a de programe de baz¼a.
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Capitolul 2. Sisteme de ecua̧tii liniare
speciale. Programare liniar¼a.

2.1. Sisteme de forma
nP
j=1

Aijxj = Bi

nP
j=1

Cjxj = z
; i = 1;m; rangA = m;xj � 0 (8) j = 1; n; (2.1.1)

unde termenul liber ia valori: z0 pentru un programX
(0)
sau z1 pentru

un program X
(1)
etc.

Dac¼a sistemul este �mic�atunci trecând z în membrul stâng şi con-
siderând (�z) ca o nou¼a variabil¼a se ob̧tine sistemul:

nP
j=1

Aijxj = Bi

nP
j=1

Cjxj + (�z) = 0
(2.1.2)

a) Se aleg pivo̧ti numai coe�cieņtii Aij şi se pivoteaz¼a pân¼a se ob̧tine
forma canonic¼a

xr +
P
k

A
(0)
rk xk = B

(0)
rP

k

C
(0)

k xk + (�z) = �z0
; k 2 K(0); r 2 I(0); r = 1;m, (2.1.3)

care s¼a dea un program de baz¼a X
(0)
.

Evident, pentru k 2 K(0) avem xk
0
= 0 şi deci z = z0 este valoarea

lui z pentru acest program de baz¼a.
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Exemplul 2.1.1 S¼a consider¼am sistemul8<:
2x1 + x2 + x3 + x4 = 4
x1 + 3x2 + x3 + 2x4 = 7
2x1 + 3x2 + 4x3 + 3x4 = z

; xi � 0; i = 1; 4.

Pentru sistemul dat dac¼a nu mai scriem ultima rela̧tie, s-au ob̧tinut
toate programele de baz¼a

X t

(0)
= (1; 2; 0; 0) ;X t

(1)
=

�
0;
3

2
;
5

2
; 0

�
;X t

(2)
= (0; 0; 1; 3) ;X t

(3)
=

�
1

3
; 0; 0;

10

3

�
:

Orice alt program va �o combina̧tie liniar¼a convex¼a a acestor programe
de baz¼a;

X t = a0X
(0)
+ a1X

(1)
+ a2X

(2)
+ a3X

(3)
=

=

�
a0 +

1

3
a3; 2a0 +

3

2
a1;
5

2
a1 + a2; 3a2 +

10

3
a3

�
ai � 0

�
i = 0; 3

�
;

3X
i=0

ai = 1:

La �ecare program de baz¼a X
(p)
va corespunde o valoare zp a funçtiei

liniare z. Valoarea general¼a a sa se a�¼a înlocuind X t : z =
nP
k=1

Ckxk
(p)
.

Dac¼a sistemul se aduce la forma canonic¼a (2.1.3) atunci odat¼a cu
ob̧tinerea unui program de baz¼a se ob̧tine şi valoarea funçtiei z pentru
acest program de baz¼a (termenul liber luat cu semn opus, adic¼a z0).
Dac¼a dorim s¼a ob̧tinem programul de baz¼a (1; 2; 0; 0) atunci avem

2 1 1 1 0 4
1 3 1 2 0 7
2 3 4 3 1 0

v

v
1 1

2
1
2

1
2
0 2

0
5
2

1
2

3
2
0 5

0 2 3 2 1 �4
v

v
1 0 2

5
1
5
0 1

0 1 1
5

3
5
0 2

0 0 13
5

4
5
1 �8

;

x1
0
= 1;x2

0
= 2; z0 = 8:
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Exerci̧tiul 2.1.1 S¼a se arate c¼a z1 = 29
2
; z2 = 13 ; z3 = 32

3
folosind

aducerea la forma canonic¼a
Exerci̧tiul 2.1.2 S¼a se arate c¼a z1 = 29

2
este cea mai mare valoare:

29
2
> z = 2x1 + 3x2 + 4x3 + 3x4 oricare ar � xi � 0; i = 1; 4 solu̧tii ale

sistemului dat, diferite de X
0
.

Dac¼a sistemul este �mare� (n- mare), atunci cum s-a v¼azut se re-
curge la matricea bazic¼a M şi la M

�1
calculul f¼acându-se prin înregis-

trare paŗtial¼a. Avem:

M(1;2)
0

=

�
2 1
1 3

�
;M�1

0
=

�
3
5

�1
5

�1
5

2
5

�
;

M
�1
(1;2) =

0B@ M�1
0

0

0
�CbM�1

0
1

1CA ;
�CbM�1

0
= � (2; 3)

�
3
5

�1
5

�1
5

2
5

�
=
�
�3
5
;�4

5

�
;

M
�1
(1;2)

(0)

=

0@ 3
5

�1
5
0

�1
5

2
5

0
�3
5
�4
5
1

1A ; I(0) = f1; 2g ;K(0) = f3; 4g :

Dac¼a dorim ca x3 s¼a devin¼a bazic¼a, 3 2 I(1), atunci calcul¼am:

M
�1
(1;2)

(0)

�
P3
C3

�
=M

�1

(0)

0@ 1
1
4

1A =

0@ 2
5
1
5
13
5

1A ;
M

�1

(0)

�
B
0

�
=M

�1

0@ 4
7
0

1A =

0@ 1
2
�8

1A X
0

8><>:
x1
0
= 1;

x2
0
= 2;

z0 = 8:

Facem rapoartele
�

1
2=5
; 2
1=5

o
şi alegem pe cel mai mic, adic¼a 1

2=5
.

44



Pivotul va �
2
5 = A

(0)
13 . Actualiz¼am M(1;2) în M(3;2) şi inversa sa

M
�1
(1;2)

 
P
(1)
3

C
(1)

3

!
;0@ 3

5
�1
5
0

�1
5

2
5

0
�3
5
�4
5
1

1A 0@ 2
5
1
5
13
5

1A )

M
�1
(3;2)

(1)

=

0@ 3
2

�1
2
0

�1
2

1
2

0
�9
2

1
2

1

1A ;
M

�1
(3;2)

(1)

�
B
0

�
=

0@ 5
2
3
2

�29
2

1A

X
1

8>><>>:
x1
(1)
= 5

2
;

x2
(1)
= 3

2
;

z1 =
29
2
:

Exerci̧tiul 2.1.3 Pornind cu X
1
s¼a se ob̧tin¼a X

2
, apoi X

3
.

Exemplul 2.1.2 Dac¼a în exemplul 2.1.1 s-ar alege ca variabile baz-
ice (x1; x3), atunci s-ar ob̧tine o form¼a canonic¼a care nu d¼a un program
de baz¼a în prima faz¼a. Trebuie continuat¼a pivotarea liber¼a. Avem:

1 1
2

1
2

1
2
0 2

0 5
2

1
2

3
2
0 5

0 2 3 2 1 �4
v

v
1 �2 0 �1 0 �3
0 5 1 3 0 10
0 �13 0 �7 1 �34

; continu¼am

1 0 2
5

1
5
0 1

0 1 1
5

3
5
0 2

0 0 13
5

4
5
1 �8

Exerci̧tiul 2.1.4 În loc de 5 s¼a se aleag¼a pivotul �1.
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Evident şi în cazul rezolv¼arii matriceale se va ob̧time acelaşi rezultat

M(1;3) =

�
2 1
1 1

�
;M�1

(1;3) =

�
1 �1
�1 2

�
;

M (1;3) =

0@ 2 1 0
1 1 0
2 4 1

1A ;�CbM�1 = � (2; 4)M�1 = (2;�6) ;

M
�1
(1;3) =

0@ 1 �1 0
�1 2 0
2 �6 1

1A ;
M

�1
�
B
0

�
=

0@ 1 �1 0
�1 2 0
2 �6 1

1A 0@ 4
7
0

1A =

0@ �3
10
�34

1A ;
Avem

8<:
x1 = �3;
x3 = 10;
z = 34:

Trebuie schimbat pivotul. S¼a alegem ca variabile bazice (x1; x2).
Rezult¼a

M
�1
(1;3)

0@ 1
3
3

1A =

0@ �2
5
�13

1A ;
M

�1
(1;3)

0@ �2
5
�13

1A !

0@ 3
5

�1
5
0

�1
5

2
5

0
�3
5
�4
5
1

1A =M
�1
(1;2);

M
�1
(1;2)

�
B
0

�
=

0@ 1
2
�8

1A

8<:
x1 = 1;
x2 = 2;
z = 8:

Avem program de baz¼a. Se continu¼a ca mai înainte pentru a genera
noi programe de baz¼a (alegerea pivotului nu va mai � liber¼a ci dup¼a
regula raportului minim).
Pentru a evita prima faz¼a a alegerii libere a unui pivot pân¼a se

ajunge la un program de baz¼a se poate proceda ca în cazul obi̧snuit,
formând problema auxiliar¼a f¼ar¼a a mai considera ultima rela̧tie în z sau
considerând şi aceast¼a rela̧tie.
S¼a proced¼am în ambele cazuri.

46



În primul caz rezolvarea este dat¼a în primul capitol. Se ob̧tine unul
din programele de baz¼a anterioare. De exemplu I(0) = f3; 2g, K(0) =
f1; 4g

M(3;2) =

�
1 1
1 3

�
;M�1 =

�
3
2

�1
2

�1
2

1
2

�
;

�CbM�1 = � (4; 3)
�

3
2

�1
2

�1
2

1
2

�
=
�
�9
2
; 1
2

�
M

�1
(3;2)

�
B
0

�
=

0@ 5
2
3
2

�29
2

1A
8<:
x3 =

5
2
;

x2 =
3
2
;

z = 29
2
:

În al doilea caz datele anterioare s-ar ob̧tine direct dar matricea
bazic¼a s-ar m¼ari cu o linie şi o coloan¼a. Este instructiv s¼a proced¼am şi
în acest mod.
Scriem
2x1+ x2+ x3+ x4+ y1 = 4
x1+ 3x2+ x3+ 2x4+ y2 = 7
2x1+ 3x2+ 4x3+ 3x4+ (�z) = 0

y1+ y2+ (�U) = 0

;

8<:
x � 0;
y � 0;
minU:

(2.1.4)
Aducem problema la forma canonic¼a şi aplic¼am algoritmul extins:

2 1 1 1 1 0 0 0 4
1 3 1 2 0 1 0 0 7
2 3 4 3 0 0 1 0 0
�3 (�4) �2 �3 0 0 0 1 �11

v

�4 = min f�3� 4� 2� 3g ;
7

3 = min

�
1
4
7
3

�
; pivot 3

v

5
3 0 2

3
1
3

1 �1
3
0 0 5

3
1
3

1 1
3

2
3

0 1
3

0 0 7
3

1 0 3 1 0 �1 1 0 �7�
�5
3

�
0 �2

3
�1
3
0 4

3
0 1 �5

3

�5
3
= min

�
�5
3
� 2

3
� 1

3

	
5
3
5
3

= min

8<:
5
3
5
3
7
3
1
3

9=; ; pivot 53 :

(2.1.5)
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Rezult¼a

1 0 2
5

1
5

3
5

�1
5
0 0 1

0 1 1
5

3
5
�1
5

2
5

0 0 2
0 0 13

5
4
5
�3
5
�4
5
1 0 �8

0 0 0 0 1 1 0 1 0

STOP; (2.1.6)

minU = 0; y1 = 0; y2 = 0. Se elimin¼a ultima linie şi penultima coloan¼a.
Rezult¼a

1 0 2
5

1
5

3
5

�1
5
0 1

0 1 1
5

3
5
�1
5

2
5

0 2
0 0 13

5
4
5
�3
5
�4
5
1 �8

8<:
x1 = 1;
x2 = 2;
z = 8:

(2.1.7)

I = f1; 2g ; K = f3; 4g ;

M(1;2) =

�
2 1
1 3

�
; M�1 =

�
3
5

�1
5

�1
5

2
5

�
; (2.1.8)

�CbM�1 =

�
�3
5
;�4
5

�
; M

�1
(1;2) =

0@ 3
5

�1
5
0

�1
5

2
5

0
�3
5
�4
5
1

1A
S-au ob̧tinut toate datele inclusiv M

�1
(1;2). Dac¼a s-ar � plecat

cu (2.1.4) ar � trebuit mai întâi f¼acute dou¼a pivot¼ari ca s¼a ob̧tinem
forma canonic¼a (2.1.5). Direct se face suma coe�cieņtilor variabilelor
(xi) din sistemul cu termenii liberi B şi se trece cu minus pe ultima
linie, iar y1, y2 nu se mai pun. Avem (2.1.5).
Dac¼a sistemul este mare se înregistreaz¼a pe ��̧se�coloanele ante-

rioare. Se alege ca matrice bazic¼a matricea ultim¼a; coloanele lui y1;
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y2; (�z); (�U), dac¼a se pleac¼a de la (2.1.4). Adic¼a avem:

M =

0BB@
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
1 1 0 1

1CCA ;

M
�1
=

0BB@
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
�1 �1 0 1

1CCA ;

M
�1

0BB@
4
7
0
0

1CCA =

0BB@
4
7
0
�11

1CCA ;
8>><>>:
y1 = 4
y2 = 7
z = 0
U = 11

şi se continu¼a obi̧snuit. Calcul¼am separat M
�1

0@ Pj
Cj
0

1A; j = 1; n

(coloanele coe�cieņtilor variabilelor xj).
Se ob̧tin (�3;�4;�2;�3). Ultima linie din (2.1.5) etc. Prin urmare

este indicat s¼a se scrie (�3� 4� 2� 3) direct şi s¼a se porneasc¼a cu
(2.1.5) (înregistrat¼a pe ��̧se�). Adic¼a scriem direct

M
0
=

0BB@
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
1 1 0 1

1CCA ;M�1

0
=M

0
; M

�1

0

0@ B
0
�11

1A =

0BB@
4
7
0
�11

1CCA ;
M

�1

0

0@ Pj
Cj

�C(0)j

1A =

0@ Pj
Cj

�C(0)j

1A
(practic nu se mai scriu aceste calcule). Se alege coloana pivot,

coloana j = 2 deoarece �4 = min f�3;�4;�2;�3g şi raportul minim
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7
3
= min

(+)

�
4
1
7
3

�
. Pivot 3. Actualiz¼am M

0
cu pivot 3;0BB@

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
1 1 0 1

1CCA
0BB@
1
3
�3
�4

1CCA!

!

0BB@
1 �1

3
0 0

0 1
3

0 0
0 �1 1 0
0 4

3
0 1

1CCA =M
�1
(y1;x2;(�z);(�U))

(1)

;

M
�1

0@ B
0
�11

1A =

0BB@
5
3
7
3

�7
�5
3

1CCA :
Calcul¼am C

(1)

j actualiza̧ti pentru x1, x3, x2, y2

�
0;
4

3
; 0; 1

�0BB@
2
1
2
�3

1CCA = �5
3
:

Se meņtine în memoria de calcul (0; 4
3
; 0; 1), se şterge coloana lui x1

şi se pune coloana lui x3 etc. (din forma (2.1.5)). Se ob̧tin: C
(1)

3
= �2

3
;

C
(1)

4
= �1

3
; C

(1)

y2
= 4

3
. Se alege min

(�)

��5
3
;�2

3
;�1

3

	
= �5

3
. Coloana lui x1

devine coloan¼a pivot p(1)1 .
Actualiz¼am aceast¼a coloan¼a cât şi termenii liberi.
Rezult¼a:

M
�1

(1)

0BB@
2
1
2
�3

1CCA =

0BBB@
5
3
7
3

�7
�5
3

1CCCA ;
(
B
(1)
1 = y1;

B
(1)
2 = x2:

Calcul¼am min
(+)

�
B(1)

A
(1)
r1

�
= min

8<:
5
3
5
3
7
3
1
3

9=; =
5
3
5
3

; pivot A(1)11 =
5
3
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Deci x1 devine bazic¼a în locul lui y1 şi se ob̧tine un nou program de
baz¼a.
Actualiz¼am

M
�1

(1)

0BBB@
5
3
1
3

�5
3

�5
3

1CCCA !M
�1

(2)
=

=M
�1
(x1;x2;(�z);(�U)) =

0BB@
3
5

�1
5
0 0

�1
5

2
5

0 0
�3
5
�4
5
1 0

1 1 0 1

1CCA :
Variabilele auxiliare y1, y2 au devenit secundare, y1 = 0, y2 = 0.

Deci minU = 0. Se elimin¼a ultima linie şi ultima coloan¼a din M
�1
şi

r¼amâne M
�1
(x1;x2;(�z)) adic¼a (2.1.8).

S-a ob̧tinut un program de baz¼a X
0

t = (1; 2; 0; 0), I(0) = f1; 2g,
K(0) = f3; 4g.
Cu aceste date se revine la sistemul ini̧tial (neextins). Avem:

M
�1
(1;2)
(0)

=

0@ 3
5

�1
5
0

�1
5

2
5

0
�3
5
�4
5
1

1A ;
M

�1
�
B
0

�
=

0@ 1
2
�8

1A
8><>:
x1
0
= 1;

x2
0
= 2;

z0 = 8:

Fie x3 ca variabil¼a bazic¼a nou¼a. Actualiz¼am

M
�1

(0)

�
P3
C3

�
=

0@ 3
5

�1
5
0

�1
5

2
5

0
�3
5
�4
5
1

1A0@ 1
1
4

1A =

0@ 2
5
1
5
13
5

1A
B
(0)
1 = 1;B

(0)
2 = 2; z0 = 8:

Calcul¼am min
(+)

(
1
2
5
2
1
5

)
= 1

2
5

. Pivot
2
5 . Avem I(1) = f3; 2g. Actualiz¼am
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M
�1

(0)

M
�1

(0)

0@ 2
5
1
5
13
5

1A !

!M
�1
(3;2)

(1)

=

0@ 3
2

�1
2
0

�1
2

1
2

0
�9
2

1
2

1

1A :
Avem

M
�1

(1)

�
B
0

�
=

0@ 3
2

�1
2
0

�1
2

1
2

0
�9
2

1
2

1

1A0@ 4
7
0

1A =

0@ 5
2
3
2

�29
2

1A
8><>:
x3
1
= 5

2
;

x2
1
= 3

2
;

z1 =
29
2
:

Exerci̧tiul 2.1.5 Pornind cuX
1
=
�
0; 3

2
; 5
2
; 0
�
; z1 = 29

2
s¼a se genereze

M
�1
(3;4). Se ob̧tine un nou program de baz¼a X

2
cu I(2) = f3; 4g; K(2) =

f1; 2g.
Cele prezentate pân¼a aici sunt su�ciente pentru a aborda

prima clas¼a de probleme de programare liniar¼a (cu X � 0).
A doua clas¼a de probleme de programare liniar¼a cu d � X � S

(di � xi � Si , cel pu̧tin pentru un xi) necesit¼a noi cunoştiiņte de
rezolvare a sistemelor liniare.
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2.2. Programare liniar¼a cu variabile X � 0, continue.

S-a v¼azut în ce const¼a o problem¼a de programare liniar¼a sub diferite
forme. Vom începe cu o problem¼a de programare liniar¼a cu restriçtii
asupra outputului X de forma X � 0 , sub form¼a standard (restriçtiile
sunt ecua̧tii liniare, se mai spune c¼a restriçtiile sunt efective). În prima
faz¼a se ob̧tine un program de baz¼a X

0
la care corespunde o valoare z0

a funçtiei scop z = CX. În faza a doua se aplic¼a unul din procedeele
de generare a unui nou program de baz¼a X

1
mai �bun�ca X

0
, adic¼a în

aşa fel încât , z0 < z1 dac¼a scopul este maximizarea funçtiei scop, sau
z0 > z1 dac¼a scopul este minimizarea funçtiei scop z. Se testeaz¼a la
�ecare pas p (p � 0) dac¼a programul de baz¼a X

p
este optimal sau nu.

Dac¼a nu este optimal se genereaz¼a un program de baz¼a nou, mai
�bun�ca cele generate pân¼a aici. Aşadar, în mare, algoritmul se poate
formula astfel.
(0) (Ini̧tial). Dispunem de un program de baz¼a X

0
şi de z0;

(1) Test¼am dac¼a X
0
este optimal. Dac¼a da, atunci STOP;

Dac¼a nu, atunci gener¼am un nou program de baz¼a X
1

�
X
0
! X

1

�
aşa

încât, z1 s¼a �e mai bun (strict) ca z0. Cu X
1
se revine la (1) (0 := 1,

sau în general, p := p+ 1).
S¼a admitem c¼a în prima faz¼a s-a ob̧tinut un program de baz¼a X

0
,

adic¼a o form¼a canonic¼a.

xr+
P
j

A
(0)
rj xj = B

(0)
rP

j

C
(0)

j xj+ (�z) = �z0
; r 2 I(0); r = 1;m; j 2 K(0):

(2.2.1)
S¼a admitem c¼a problema este de maxim. (max; z = CX)
Criteriul de optimalitate: Dac¼a C

(0)

j � 0 (8) j 2 K(0), atunci
STOP: X

0
este program de baz¼a optimal, dac¼a prin X

0
nu exist¼a

o raz¼a extremal¼a. Dac¼a exist¼a o raz¼a extremal¼a atunci optimul este
nem¼arginit.
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Criteriul de continuare. Dac¼a exist¼a C
(0)

k > 0
�
k 2 K(0)

�
, atunci

pivotul se alege de pe coloana lui xj
�
j 2 K(0)

�
, pentru care avem

C
(0)

j = max
k2K(0)

n
C
(0)

k > 0
o

(2.2.2)

Observa̧tie 2.2.1 Pentru o problem¼a de minimizare STOP, dac¼a
C
(0)

j � 0 8j 2 K(0) sau dac¼a prin X
0
exist¼a o raz¼a extremal¼a.

Dac¼a exist¼a C
(0)

k < 0
�
k 2 K(0)

�
se continu¼a alegând coloana pivot,

P
(0)
j , dac¼a

C
(0)

j = min
k

n
C
(0)

k < 0
o

(2.2.3)

Demonstra̧tie. Din (2.2.1) rezult¼a:

z = z0 +
X
j

C
(0)

j xj; j 2 K(0): (2.2.4)

Dac¼a C
(0)

j � 0 (8) j, rezult¼a z � z0, dac¼a s-ar continua algoritmul,
pentru problema de maxim, deoarece xj

0

! xj
1

> 0, xk
0
= 0 ! xk

1
= 0;

k 6= j (sau z � z0 dac¼a C
(0)

j � 0 şi s-ar continua algoritmul). Cum z =
CX este liniar¼a şi continu¼a în condi̧tiile anterioare rezult¼a c¼a optimul
s-a atins pentru X

0
(sau pentru X

p
; p � 0 dac¼a s := p).

Condi̧tia de continuare (2.2.2) este aleas¼a astfel pentru a genera
cele mai e�ciente programe de baz¼a la �ecare pas (în acest fel se va
�parcurge� în general numai o parte din programele de baz¼a). Cum
avem cel mult Cmn -programe de baz¼a, algoritmul este �nit. S-a v¼azut
c¼a dac¼a prin X

0
(sau X

p
; p � 0) trece o raz¼a vectoare, adic¼a Arj � 0

(8) r = 1;m, atunci xj
0

= 0 ! xj
1

> 0, xj
1

oricât de mare şi dintre�
xr
1
� 0

�
cel pu̧tin un xr

1
> 0 va �oricât de mare. Adic¼a z !1 STOP;

optim nem¼arginit (sau z ! �1 pentru problema de minimizare).

Criteriul de unicitate optimal¼a. Dac¼a criteriul de optimal-
itate este îndeplinit, atunci:
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a) Dac¼a C
(0)

k < 0 (8) k 2 K(0) (sau C
(0)

k > 0 (8) k 2 K(0) pentru
minimizare), atunci programul de baz¼a optimal este unic.

b) Dac¼a exist¼a C
(0)

j = 0
�
j 2 K(0)

�
, atunci mai exist¼a un pro-

gram de baz¼a optimal X
1
, corespunz¼ator formei canonice ob̧tinut¼a

prin pivotare cu pivot de pe coloana P (0)j .
În acest caz (b), având dou¼a programe de baz¼a optimale X

0
,

X
1
o combina̧tie liniar¼a convex¼a a lorn

X = a0X
0
+ a1X

1

o
(a0 � 0; a1 � 0; a0 + a1 = 1)

genereaz¼a o muļtime de programe optimale.
C¼a X este un program se ştie. Avem

z = CX = a0CX
0
+ a1CX

1
= a0z0 + a1z0 = (a0 + a1) z0 = z0;

deoarece
z1 = CX

1
= CX

0
= z0

(X
0
, X
1
sunt optimale). Deci

�
X
	
sunt programe optimale.

Interpretarea economic¼a.

Dac¼a o problem¼a admite un program optimal unic, acesta �ind pro-
gram de baz¼a, rezult¼a c¼a trebuie �fabricate�numai produsele (outpu-
turile) care apar în programul de baz¼a, în cantit¼a̧tile date de valorile
bazice pozitive. Celelalte tipuri de produse nu sunt �e�ciente�.
A fabrica unul dintre ele înseamn¼a a sc¼adea e�cieņta (creşte costul to-
tal z de produçtie sau scade �bene�ciul�z). Din punctul de vedere
autonom, al ageņtiei, patronului,... se justi�c¼a acest mod de açti-
une. Global (interes na̧tional, proteçtie social¼a în sensul c¼a un anumit
tip de produs xj care apare în programul de baz¼a optimal la valoarea
xj
(p)

= 0, j 2 K(p) este necesar pentru consumatori) situa̧tia trebuie

analizat¼a.
Dac¼a exist¼a posibilitatea ob̧tinerii a mai multor programe de baz¼a

optimale, atunci acestea trebuie ob̧tinute iar¼aşi printr-o com-
bina̧tie liniar¼a convex¼a a lor din care se vor ob̧tine programe
optimale. Adic¼a se ob̧tine ceea ce se numeşte o �diversi�care�
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a produçtiei optimale. În acest fel mai multe �tipuri�de pro-
duse necesare se pot fabrica la acelaşi scop optimal (zmax sau
zmin).
O asemenea analiz¼a este necesar¼a în orice problem¼a de cerere-ofert¼a.

Cererea este diversi�cat¼a şi prin urmare oferta trebuie diversi�cat¼a.
Un contract furnizor-bene�ciar se va încheia dup¼a analiza posibil-

it¼a̧tilor de diversi�care a produçtiei aşa încât s¼a satisfac¼a cererile con-
tractuale. Dac¼a este necesar se vor face modi�c¼ari de date (tehnologii
Pj; modi�c¼ari C; sau chiar introducerea în �fabrica̧tie�a unor noi tipuri
de produse xa; a = n+1; :::; n+s). În acest caz se va aplica un procedeu
de reoptimizare (în noile condi̧tii nu se va relua problema de la început
aşa cum se va vedea în cele ce urmeaz¼a).
Exemplul 2.2.1. Având tehnologiile Pj = (Aij) pentru a produce

patru tipuri de repere j = 1; 4; cantit¼a̧tile de resurse Bi (i = 1; 2) cât
şi bene�ciile unitare estimate

�
Cj j j = 1; 4

	
date dup¼a cum urmeaz¼a

(consumurile tehnologice sunt date la suta de repere):

P1 P2 P3 P4 B
2 1 1 1 4
1 3 1 2 7

C ($) 2000 3000 4000 3000

s¼a se ob̧tin¼a outputurile
�
xj j j = 1; 4

	
aşa încât bene�ciul total s¼a �e

�maxim�, dar resursele (imputurile) s¼a �e folosite integral. Mai mult,
se dispune de capacit¼a̧tile de produçtie necesare.
Modelul matematic este:

2x1+ x2+ x3+ x4 = 4
x1+ 3x2+ x3+ 2x4 = 7
2x1+ 3x2+ 4x3+ 3x4 = z (max)

; xi � 0

(s-a luat unitatea bene�ciu 1000$, pentru simpli�care).
Anterior, prima faz¼a de ob̧tinere a unui program de baz¼a X t

0
=

(1; 2; 0; 0) a fost parcurs¼a considerând problema �mic¼a� (înregistrare
total¼a în �memorie�) cât şi considerând-o �mare� (revizuire). S-au
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ob̧tinut datele ini̧tiale

1 0
2
5

1
5
1

0 1 1
5

3
5
2

0 0
�
13
5

�
4
5
�8

I(0) = f1; 2g ; K(0) = f3; 4g ;

M
�1

0
=

0@ 3
5

�1
5
0

�1
5

2
5

0
�3
5
�4
5
1

1A :
Cantit¼a̧tile CbM�1 = � = (�1; �2) =

�
3
5
; 4
5

�
se mai numesc şi multi-

plicatori simplex sau �prȩturi umbr¼a� care au un rol deosebit în
analiza economic¼a.
Cum se cere zmax, având

n
C
(0)

j > 0
o
=
n
C
(0)

3 = 13
5
;C

(0)

4 = 4
5

o
; j 2

K(0) rezult¼a c¼a X
0
nu este optimal. Se continu¼a conform (2.2.2).

Avem C
(0)

3 = 13
5
= max

n
C
(0)

j > 0
o
; j 2 K(0) şi deci pivotul se va alege

de pe coloana P (0)3 , dup¼a regula �pivotului�:

min

(
1
2
5
2
1
5

)
=
1
2
5

; A(0)23 =
2
5 pivot nou.

5
2

0 1 1
2

5
2

�1
2

1 0 1
2

3
2

�13
2

1 0 �1
2
�29

2

;

I(1) = f3; 2g ;K(1) = f1; 4g ;X t

1
=
�
0; 3

2
; 5
2
; 0
�
; z1 =

29
2
;

C
(1)

1 = �13
2
< 0;C

(1)

4 = �1
2
< 0; STOP, X

1
optimal.

Analiza.
Deoarece C

(1)

j < 0, (8) j 2 K(1), programul de baz¼a optimal
X
1
este unic. Se vor produce numai repere de tipul r = 2; r = 3,

în cantit¼a̧tile x2 = 3
2
; x3 = 5

2
şi se ob̧tine un bene�ciu maxim z1 =

29
2
� 1000$ = 14500$. Cum consumurile tehnologice sunt date la suta

de repere, avem x2 =
3
2
� 100 = 150; x3 = 5

2
� 100 = 250. Nu avem

o diversi�care a produçtiei. Orice alte cantit¼a̧ti fabricate vor sc¼adea
bene�ciul total. (Exerci̧tiu)
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Rezolvarea prin revizuire (Algoritmul simplex revizuit).
1). Dispunem de

I(0) = f1; 2g ;K(0) = f3; 4g ;M�1
(1;2)
0

;X t

0
= (1; 2; 0; 0) ;

2). Calcul¼am C
(0)

j =
�
�CbM�1

0
; 1
�� Pj

Cj

�
. Avem

C
(0)

3 =

�
�3
5
� 4
5
1

�0@ 1
1
4

1A =
13

5
;

C
(0)

4 =

�
�3
5
� 4
5
1

�0@ 1
2
3

1A =
4

5
:

3). Alegem C
(0)

3 = max
j2K(0)

n
C
(0)

j

o
= 13

5
.

4). Coloana pivot va � P (0)3 , care trebuie generat¼a;

P
(0)
3 =M�1

0
P3 =

�
3
5

�1
5

�1
5

2
5

��
1
1

�
=

�
2
5
1
5

�
A
(0)
13

A
(0)
23

:

5). Avem

P
(0)
3 =

�
2
5
1
5

�
;B

(0)
3 =

�
1
2

�
;

min
(+)

(
1
2
5
2
1
5

)
=

1
2
5

; pivot A(0)13 =
2
5 :

Deci x3 devine bazic¼a în locul lui x1.
6). Gener¼am M

�1
(3;2);0@ 3

5
�1
5
0

�1
5

2
5

0
�3
5
�4
5
1

1A 0@ 2
5
1
5
13
5

1A !

!

0@ 3
2

�1
2
0

�1
2

1
2

0
�9
2

1
2

1

1A
M

�1
(3;2)
(1)

0@ 1
0
0

1A :
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7). Gener¼am noul program de baz¼a X
1
.

M
�1
(3;2)

(1)

�
B
0

�
=

0@ 3
2
5
2

�29
2

1A x3
1

x2
1

z1 =
29
2

I(1) = f3; 2g ;K(1) = f1; 4g :

8). Gener¼am
n
C
(1)

j

o
j 2 K(1).

Avem:

�
�9
2
1
2
1
�0@ 2

1
2

1A = �13
2
= C

(1)

1 < 0;

�
�9
2
1
2
1
�0@ 1

2
3

1A = �1
2
= C

(1)

4 < 0. STOP.

X
1
este program de baz¼a optimal unic.

Pentru exemple mici, algoritmul simplex este nu de pu̧tine ori or-
ganizat tabelar (are deci caracter didactic) în special de cei ce nu sunt
matematicieni. S¼a prezent¼am şi aceast¼a variant¼a, numit¼a şi �variant¼a
tabelar¼a cu baz¼a proprie�. Se numeşte cu �baz¼a proprie�deoarece
în prima faz¼a se ob̧tine un program de baz¼a f¼ar¼a a introduce variabile
auxiliare.
1). Fie X t

0
= (1; 2; 0; 0) un program de baz¼a.

2). Se formeaz¼a tabelul (T0) pân¼a la primele linii duble, dup¼a care
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urmeaz¼a tabelul (T1) pân¼a la STOP.

2 3 4 3 C
Ctb Baza P0 P1 P2 P3 P4 (�)
 2 P1 1 1 0

2
5

1
5

1
2
5

(��)
3 P2 2 0 1 1

5
3
5

2
1
5

(��)
z z0 = 8 z1 = 2 z2 = 3 z3 =

7
5
z4 =

11
5

C
(0)

C � z 0 0
�
13
5

�
4
5

! (� � �)
4 P3

5
2

5
2

0 1 1
2

3 P2
3
2

�1
2

1 0
1
2

z 29
2

17
2

3 4 7
2

C
(1)

C � z �13
2

0 0 �1
2

STOP

Legend¼a:
(�) Rapoartele Bi

Ais

(��) reprezint¼a urm¼atorul ra̧tionament ) 1
2
5

= min
+

�
B
(0)
i

A
(0)
ij

�
)pivot

2
5 = A

(0)
13 .

(� � �)continu¼am dup¼a regula de alegere a pivotului. Iese din baz¼a
P1 şi intr¼a P3.
Observa̧tie 2.2.2 Pentru probleme de minimizare se pro-

cedeaz¼a analog, dar dup¼a criteriile corespunz¼atoare. Pentru a
nu schimba regulile, se poate scrie z�C şi se opereaz¼a ca şi la
(max).
Exemplul 2.2.2 În datele de la exemplul 2.2.1. practic se poate

cere optimizarea cu o condi̧tie suplimentar¼a: �dac¼a este posibil s¼a
se ob̧tin¼a un bene�ciu maxim cu economie la resursa B1 = 4�.
Modelul matematic este:

2x1+ x2+ x3+ x4 � 4
x1+ 3x2+ x3+ 2x4 = 7
2x1+ 3x2+ 4x3+ 3x4 = z (max)

; xi � 0; i = 1; 4:

În prima rela̧tie s-a scris ���ci nu �<�(strict), deoarece o a�r-
ma̧tie �s¼a se ob̧tin¼a o utilitate maxim¼a cu o cheltuial¼a minim¼a
de mijloace�nu are sens (nu este un principiu praxeologic. Se pune
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���şi se aplic¼a algoritmul de optimizare. Abia la pasul de optimizare
se poate constata dac¼a �economia�de resurse este posibil¼a sau nu.
Rezolvare. Se introduce o variabil¼a �ecart� y � 0 (sau variabil¼a

de compensare). Avem:

2x1+ x2+ x3+ x4 + y1 = 4
x1+ 3x2+ x3+ 2x4 = 7
2x1+ 3x2+ 4x3+ 3x4 + 0y1 = z (max)

; xi � 0; i = 1; 4, y � 0:

Se aplic¼a algoritmul sub oricare variant¼a, dar se începe pivotarea cu
coe�cieņtii ai variabilelor (x). Avem

5
3
0

2
3

1
3
1 0 5

3
1
3
1 1

3
2
3
0 0 7

3

1 0 (3) 1 0 1 �7
v

v
5
2

0 1 1
2

3
2

0 5
2

�1
2

1 0 1
2

�1
2
0 3

2

�13
2

0 0 �1
2
�9
2
1 �29

2

STOP.

Deci y1 este secundar¼a la pasul de optim; y1 = 0. Nu se poate face
�economie� la prima resurs¼a B1 = 4, dac¼a se doreşte un bene�ciu
maxim.
Exemplul 2.2.3. S¼a se trateze problema dac¼a s-ar cere economie

la a doua resurs¼a B2 = 7. Avem:

2x1+ x2+ x3+ x4 = 4
x1+ 3x2+ x3+ 2x4 + y2 � 7
2x1+ 3x2+ 4x3+ 3x4 + 0y2 = z (max)

;

�
xi � 0; i = 1; 4, y � 0;

adic¼a x1 + 3x2 + x3 + 2x4 � 7:

Avem:

2 1 1 1 0 0 4
�1 2 0 1 1 0 3
�6 �1 0 �1 0 1 �16

STOP

8>>>>>><>>>>>>:

x3 = 4;
x1 = 0;
x2 = 0;
x4 = 0;
y2 = 3;
z = 16:
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Prin urmare, în acest caz se poate ob̧tine un bene�ciu maxim z = 16
şi cu economie y2 = 3 la a doua resurs¼a (se va consuma 7�3 = 4 unit¼a̧ti
şi din a doua resurs¼a). Aceasta nu înseamn¼a neap¼arat un avantaj,
deoarece se cere numai fabricarea reperului de tipul i = 3 în cantitatea
x3 = 4 unit¼a̧ti, ceea ce s-ar putea s¼a nu convin¼a practic. O analiz¼a
economic¼a multipl¼a este necesar¼a.
Rezolvarea prin revizuire. Avem, notând y2 = x5:

M(3;5) =

�
1 0
1 1

�
; M�1 =

�
1 0
�1 1

�
;

�CbM�1 = � (4; 0)
�
1 0
�1 1

�
= (�4; 0) ;

M
�1
=

0@ 1 0 0
�1 1 0
�4 0 1

1A ;M�1
�
B
0

�
=

0@ 1 0 0
�1 1 0
�4 0 1

1A0@ 4
7
0

1A =

=

0@ 4
3
�16

1A x3 = 4
x5 = 3
z = 16

; I(0) = f3; 5g ;K(0) = f1; 2; 4g ;

C
(0)

1 = (�4 0 1)

0@ 2
1
2

1A = �6 < 0;

C
(0)

4 = (�4 0 1)

0@ 1
2
3

1A = �1 < 0. STOP.

Exemplul 2.2.4. Cu datele anterioare s¼a se spun¼a dac¼a este posi-
bil¼a economia la ambele resurse.
Rezolvare. Vom scrie ���pentru ambele resurse B1, B2 şi deci

introducând variabilele de compensare x5, x6 putem scrie:

2x1+ x2+ x3+ x4 + x5 � 4
x1+ 3x2+ x3+ 2x4 + x6 � 7
2x1+ 3x2+ 4x3+ 3x4 = z (max)

;x � 0:

Este evident c¼a x4, x5 reprezint¼a economiile din resursele B1 = 4, B2 =
7. Dac¼a x4 > 0, x5 > 0, rezult¼a c¼a optimal xi

�
i = 1; 4

�
vor �secundare

(xi = 0, i = 1; 4). Adic¼a nu are sens �produçtia�. Dac¼a se dispune
de B1; B2 mai bine se vând resursele dac¼a suma ob̧tinut¼a este cel pu̧tin
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14; 5 unit¼a̧ti b¼aneşti (14:500$) şi s-ar cere ca în fabrica̧tie s¼a �e
folosite cel pu̧tin dou¼a linii tehnologice, sau cel pu̧tin 16 unit¼a̧ti
(16000$) dac¼a poate � acceptat¼a economic folosirea numai a
unei linii tehnologice (fabricarea numai a reperului x3 = 4 unit¼a̧ti).
Într-adev¼ar, avem:

M(5;6)
0

=

�
1 0
0 1

�
;M

�1

0
=

0@ 1 0 0
0 1 0
0 0 1

1A ;
I(0) = f5; 6g ;K(0) = f1; 2; 3; 4g ;

C
(0)

1 = (0 0 1)

0@ 2
1
2

1A = 2;C
(0)

2 = 3;C
(0)

3 = 4;C
(0)

4 = 3;

max
k

n
C
(0)

k > 0
o
= 4 = C

(0)

3 .

Pivotul se alege de pe coloana P4. Avem:

P
(0)
4 =M

�1

0
P4 = P4 =

�
1
1

�
;M

�1

0

�
B
0

�
=

0@ 4
7
0

1A ;
min
+

�
4
1
7
1

�
= 4

1;A
(0)
13 = 1;0@ 1 0 0

0 1 0
0 0 1

1A 0@ 1
1
4

1A )

0@ 1 0 0
�1 1 0
�4 0 1

1A 0@ 1
0
0

1A )

)M
�1
(3;5)

(1)

=

0@ 1 0 0
�1 0 0
�4 0 1

1A ;M�1
(3;5)

(1)

�
B
0

�
=

0@ 4
3
�16

1A x3
x6
;

C
(1)

1 = (�4 0 1)

0@ 2
1
2

1A = �6 < 0;C(1)2 = �1 < 0;C(1)4 = �1 < 0;

C
(1)

5 = (�4 0 1)

0@ 0
1
0

1A = 0 STOP.(
x1
1
= 0;x2

1
= 0;x3

1
= 4;x4

1
= 0;x5

1
= 0;x6

1
= 3;

zmax = 16:
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Nu se poate face economie la ambele resurse.
Exemplul 2.2.5 Problema (2.2.1) s¼a se studieze ca problem¼a de

minimizare.
Rezolvare. Pentru M

0
=M(1;2) avem

I(0) = f1; 2g ;K0 = f3; 4gX
0

t = (1; 2; 0; 0) ;

C
(0)

3 = 13
5
> 0;C

(0)

4 > 0. STOP;
X
0

teste program de baz¼a optimal; Zmin = 8:

C
(0)

3 = 13
5
> 0;C

(0)

4 > 0: STOP; X
0

teste program de baz¼a optimal;

Zmin = 8:
Analiz¼a economic¼a. În acest caz C1 = 2; C2 = 3; C3 = 4;

C4 = 3 sunt costuri unitare de produçtie ci nu cheltuieli unitare. Se
minimizeaz¼a costul total z =

P
CiXi de produçtie în care un coe�cient

Ci este format din costuri constante (numite din punct de vedere
contabil, dar în realitate acestea sunt costuri �xate) costuri variabile
propoŗtional, costuri regresive şi costuri degresive.
Prin urmare o̧tinerea lui fCig este foarte di�cil¼a şi cere un

studiu deosebit, uneori, greu de realizat din cauza p¼aŗtilor degresive
şi regresive. Mai mult nu se optimizeaz¼a funçtia �cheltuieli totale�
g (X) = CX+K (K cheltuieli totale constante care sunt estimate). Se
minimizeaz¼a z = CX, costul total de produçtie şi se ob̧tine zmin. Apoi
min g = zmin +K.
Astfel dac¼a g (X) = 2x1+3x2+4x3+3x2+2 (2000$, cheltuieli �xe,

estimate cel pu̧tin pe perioada contractat¼a), atunci se ob̧tine zmin = 8
şi cheltuiala total¼a minim¼a, g = 8 + 2 = 10.
S¼a consider¼am o problem¼a care s¼a pun¼a în evideņt¼a un fapt im-

portant, uneori greu de acceptat �contabiliceşte�; nu întotdeauna
un produs xi care aduce cel mai mare bene�ciu unitar Ci =
max
r
fCrg este cel mai e�cient şi deci ar trebui �fabricat�. Mai

mult, este posibil ca un produs xk s¼a aduc¼a �pierderi�unitare (bene�-
ciu unitar Ck negativ) şi totuşi el s¼a �e e�cient pe total, pe când cel
cu bene�ciu unitar maxim Ci, s¼a nu �e e�cient (produsul �de�citar�
xk s¼a �intre� în programul optimal, pe când xi s¼a nu intre în acest
program optimal). Seçtia �k�care produce �pierderi unitare Ck
s-ar p¼area c¼a nu este rentabil¼a� ci trebuie închis¼a. Vom vedea
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c¼a �nerentabilitatea�nu se poate întotdeauna, aprecia �contabiliceşte�
(prin aducerea de �pierderi�unitare).
Problema importului �nociv�. Problema anterioar¼a se poate

pune pentru rela̧tia �import- produçtie�.
Dac¼a substaņta Si de import ce intr¼a în componeņta unui aliaj sau

a unui medicament aduce o pierdere unitar¼a Ci, atunci se consider¼a c¼a
importul este nociv şi trebuie eliminat, dup¼a o gândire practic¼a legat¼a
prea puternic de valoare, ceea ce nu corespunde totdeauna realit¼a̧tii.
Exemplul 2.2.6 Pentru a fabrica un medicament care s¼a �e con-

cureņtial pe pia̧t¼a cu altul de acelaşi tip, trebuie ca el s¼a coņtin¼a B1 = 5
(U.I. unit¼a̧ti interna̧tionale coņtinut medicamentos de un anumit tip)
şi B2 = 4 (U.I. de alt tip). Fabrica are patru seçtii S1, S2, S3, S4 care
dispune �ecare de tehnologia sa, P1, P2, P3, P4 de ob̧tinere a unui coe-
�cient (Aik) (i = 1; 2) de U.I. de tipul B1 respectiv B2 dintr-o unitate
de substaņt¼a Sk prelucrat¼a. Fie

P1 P2 P3 P4 B
0; 1 0; 1 0; 1 0; 1 5
0; 2 0; 05 0; 2 0; 1 4

Bene�ciul unitar $ 200 �200 1300 600

0; 1x1 + 0; 1x2 + 0; 1x3 + 0; 1x4 = 5
0; 2x1 + 0; 05x2 + 0; 2x3 + 0; 1x4 = 4 ; x � 0

200x1 � 200x2 + 1300x3 + 600x4 = zmax
S¼a admitem c¼a S2 este sustaņt¼a de import care în laboratorul S2

aduce o pierdere de �200$ pe unitatea de substaņt¼a prelucrat¼a.
S¼a admitem c¼a S2 nu este rentabil¼a şi o elimin¼am. Din problema

anterioar¼a, f¼acând x2 = 0, sistemul care r¼amâne este compatibil matem-
atic, dar nu admite program de baz¼a, cum s-a v¼azut în capitolul din
urm¼a. Adic¼a nu admite program X � 0.
Deci eliminând S2, produçtia nu se poate realiza. Suntem

deci obliga̧ti s¼a facem importul S2. În mod sigur x2 va intra
în programul optim (c¼aci x2 = 0 nu se poate). Adic¼a importul
nu este nociv.
A doua problem¼a de analiz¼a ar consta în a spune c¼a la prima vedere

S3 este cea mai rentabil¼a şi deci trebuie importat¼a în primul
rând. A ne orienta dup¼a �valoarea�C3 ar �o greşeal¼a. S-ar importa
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S3 şi aşa cum vom vedea, cheltuiala cu importul lui S3 nu poate
� justi�cat¼a. Ar aduce pierderi.
Un practician f¼ar¼a o preg¼atire matematic¼a aşa ar proceda; S3 este

cea mai rentabil¼a; S2 este nociv¼a şi trebuie eliminat importul lui S2.
Alegând unitatea b¼aneasc¼a u = 100$, putem scrie:

1 1 1 1 0 50
4 1 4 2 0 80
2 �2 13 6 1 0

v

v
1 1 1 1 0 50
3 0 3 1 0 30
4 0 15 8 1 100

v

v
0 1 0 2

3
0 40

1 0 1
1
3 0 10

�11 0 0 3 1 �50
X t

0
= (0; 40; 10; 0); I(0) = f2; 3g;K(0) = f1; 4g;Z0 = 50;

;

8<:
x2 = 40
x3 = 10
z = 50

:

Cum exist¼a C
(0)

4 = 3 > 0, X
0
nu este optimal. ( demax). Se continu¼a

cu pivot de pe coloana P (0)3 . Avem minf402
3

; 101
3

g = 10
1
3

; pivot, A(0)24 =
1
3 .

Rezult¼a
�2 1 �2 0 0 20
3 0 3 1 0 30
�40 0 �9 0 1 �140

; STOP8>><>>:
x
(1)

2 = 20

x
(1)

3 = 30

Z1 = 140

; I(1) = f2; 4g;K(1) = f1; 3g:

Aşadar în programul de baz¼a optimal (care este unic deoarece C
(1)

1 <

0;C
(1)

4 = �9 < 0) nu intr¼a x3, adic¼a S3 nu este rentabil¼a, cum p¼area
la prima vedere. Importul s¼au ar �o greşeal¼a. Iat¼a c¼a preg¼atirea
matematic¼a a corectat greşeala practicianului.
Se cunoaşte un alt exemplu dintr-o fabric¼a de frigidere care a im-

portat un lichid S3 care prin amestec cu altele s¼a �e un lichid de r¼acire
necesar, dar cu bene�ciu maxim. Dup¼a import s-a constatat c¼a nu era
necesar pentru a înlocui unul S2 ce p¼area cel mai pu̧tin rentabil.
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Asemenea probleme de tip �amestec� (concentrate, medicamente,
diete, cifre octanice etc) necesit¼a o analiz¼a atent¼a a datelor şi a prelu-
cr¼arii matematice a lor în ob̧tinerea modelului matematic corect.
Exerci̧tiul 2.2.1 S¼a se rezolve problema anterioar¼a prin algoritmul

simplex revizuit.
S¼a consider¼am şi un caz în care cele mai �rentabile� s¼a �e

produsele cu bene�cii unitare mai mari.
În exemplul 2.2.1 cele mai rentabile sunt x2 cu C2 = 3; x4 cu C4 = 4.

Dar mai exist¼a şi x4 cuC4 = C2 = 3 şi totuşi x4 nu este rentabil deoarece
(x3; x4) dau z = 13 < zmax = 14; 5: Rezult¼a c¼a x4 va � rentabil dac¼a
m¼arim C4 în aşa fel încât z(3;4) � z(2;3) = 14; 5. Pentru aceasta trebuie
ca C

(p)

4 � 0; la pasul "p" la care pentru C4 = 3 s-a ob̧tinut optimul,
zmax = 14; 5:
Cum la pasul p avem:

C
(p)

k = (�C(p)b M
(p)

�1; 1)(Pk
Ck
) =

= Ck � C(p)b M
(p)

�1Pk = Ck � C(p)b P
(p)
k = Ck � z(p)k ;

(2.2.4)

rezult¼a c¼a modi�când Ck ! fCk, nu trebuie s¼a lu¼am problema
de la început, ci este su�cient s¼a scriem la pasul p:

g
C
(p)

k = fCk � z(p)k � 0; dac¼a k 2 K(p); (2.2.5)

sau g
C
(p)

k = fCk � ezk � 0; ezk = eC(p)b P (p)k (2.2.6)

dac¼a k 2 I(p). Adic¼a este su�cient s¼a analiz¼am situa̧tia la pasul p, de
optim.

a) Dac¼a
g
C
(p)

k = 0 şi k 2 K(p), atunci noul program de baz¼a optim
X
(p+1)

, ob̧tinut luând pivot de pe coloana k va avea zp+1 = z(max).

b) Dac¼a
g
C
(p)

k > 0, noul program de baz¼a va � �mai bun�ca X
p
şi

se continu¼a optimizarea.
Se mai spune c¼a s-a f¼acut o reoptimizare în noile condi̧tii, Ck !fCk.
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c) Dac¼a fCk nu este �xat (bine determinat) ci poate avea loc dup¼a o
anumit¼a estimare (în urma unor studii de prognoz¼a), depinzând de an-
umi̧ti parametrii, atunci situa̧tiile (2.2.5) şi (2.2.6) trebuie discutate.
Se mai spune c¼a s-a f¼acut o reoptimizare parametric¼a.
În cazul dat avem:

eC4 = eC4 � 7
2
; (z4 =

7

2
):

Dac¼a dorim ca C4 = 3! eC4 aşa încât programul optim nou s¼a aib¼aez = zmax =
29
2
; vom cere ca eC4 = 0 (adic¼a problema s¼a admit¼a

programe de baz¼a optimale multiple la acelaşi nivel de optim
total, zmax = 29

2
). Rezult¼a eC4 = 7

2
:

Dac¼a se opereaz¼a �tabelar�, atunci în tabelul de optim (T1) se

scrie 7
2
= eC4 şi eC4 = eC4 � z4 = 0 şi se continu¼a optimizarea luând ca

pivot minf5=2
1=2
; 3=2
1=2
g = 3=2

1=2
; pivot A(1)24 =

1
2 . Rezult¼a noul program de

baz¼a optimal X
2
= (0; 0; 1; 3) cu z2 = 14

5
= z1.

Dac¼a s-ar modi�ca C2 ! fC2 sau (̧si) C3 ! fC3, atunci în (T1) s-ar
recalcula noile valori ezk şi ez0. Apoi calculând fCk , se va constata dac¼a
se continu¼a optimizarea sau nu.
În cazul dat, având X

1

t = (0; 3
2
; 5
2
; 0) ; z1 = 29

2
şi X

2
= (0; 0; 1; 3) ;

z1 =
29
2
, se poate face o diversi�care a produçtiei optimale (la nivel de

utilitate, z = 29
2
), considerând programele optimale date de o combi-

na̧tie liniar¼a convex¼a a lui X
1
şi a lui X

2
:

fX t

optimal = a1X
1

t + a2X
2

t = (0;
3

2
a1;
5

2
a1 + a2; 3a2)g;

a1 � 0 ; a2 � 0 ; a1 + a2 = 1 (̧si deci a2 = 1 � a1, cu a1 2 [0; 1]).
Pentru a1 6= 0; 1; a2 = 1� a1 se ob̧tin programe optimale cu trei tipuri
de produse în fabrica̧tie (�diversi�carea produçtiei�). R¼amâne real
nerentabil numai x1.
Exerci̧tiul 2.2.2 Care este schimbarea necesar¼a C1 ! fC1 astfel ca

x1 s¼a devin¼a �rentabil�la acelaşi nivel de utilitate z = 29
2
?

Exerci̧tiul 2.2.3 Dac¼a C4 = 3! eC4 > 7
2
, se va ob̧tine un program

de baz¼a nou, mai bun ca cele optimaleX
1
,X
2
;corespunz¼atoare la eC4 = 7

2
?
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Exerci̧tiul 2.2.4 Dac¼a C4 = 3 ! eC4 = 3 + � ; (� 2 R); s¼a se
discute reoptimizarea.

Rezolvare: Rezult¼a eC4 = 3 + � �7
2
= �� 1

2
. Discu̧tie:

Dac¼a eC4 = 0;adic¼a � = 1
2
, adic¼a eC4 = 3 + 1

2
= 7

2
; se ob̧tin

programele optimale de mai înainte.

Dac¼a eC4 > 0, adic¼a � > 1
2
, adic¼a eC4 > 7

2
, atunci se continu¼a

optimizarea la nivel superior lui z = 29
2
.

Alte exemple se pot vedea în ([St]).
S-a început cu reoptimizarea C ! eC deoarece acestea sunt cele

mai �uctuante, chiar pe perioade scurte, în economia liber¼a. Accentul
trebuie pus pe analiza situa̧tiei existente în momentul schimb¼arii. Pro-
gramul optimal X

p
cu care s-a operat pân¼a acum, mai r¼amâne

optimal ? Dac¼a da, atunci exist¼a o diversi�care a produçtiei
? Dac¼a X

p
nu mai r¼amâne optimal, atunci r¼amâne numai pro-

gram de baz¼a şi deci se continu¼a optimizarea pornind cu X
p
şi

nu reluând problema de la început, care ar duce la �cheltuial¼a�de timp
şi de bani suplimentar¼a. Uneori în economia de pia̧t¼a timpul cost¼a cel
mai mult (rapiditatea ieşirii pe pia̧ta concureņtial¼a este eseņtial¼a).
Schimb¼ari de tehnologii Pk ! ePk nu se fac în general, pe perioade

scurte.
Schimb¼ari ale cantit¼a̧tilor importurilor B ! eB au loc pe perioade

medii sau mari.
Introducerea în �fabrica̧tie�a unor noi tipuri de produse fxag

(a = n+1; :::; n+ s), necesit¼a noi tehnologii Pn+l (l = 1; s) şi estimarea
noilor coe�cieņti Cn+l (l = 1; s).
Aceste schimb¼ari vor � tratate mai departe.
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Capitolul 3. Dualitate

3.1. Problema dualit¼a̧tii în programarea liniar¼a.

No̧tiunea de dualitate este o no̧tiune praxeologic¼a fundamental¼a. Ea
st¼a la baza oric¼aror a�rma̧tii corecte din orice domeniu. Prin urmare şi
în domeniul model¼arii matematice, ea trebuie s¼a �e corect precizat¼a.
De�ni̧tia 2.1.1 Fie dat¼a problema de programare liniar¼a sub forma:

AX � B ; X � 0; X t = (x1:::xn); A(m;n); B(m;1)
CX = z(max) C = (C1; :::; Cn)

(3.1.1)

S¼a form¼am problema:

AtU � Ct ; U � 0; U t = (u1:::um)
BtU = V(min)

(3.1.2)

Problemele (3.1.1) şi (3.1.2) se numesc duale simetrice.
Problema dat¼a se va numi primal¼a, iar cea format¼a ca mai sus se va

numi duala celei date.
În clasa problemelor de tip �amestec�se d¼a (3.1.2) (sub forma cunos-

cut¼a) şi se formeaz¼a duala sa (3.1.1), care aşa cum s-a v¼azut se re-
zolv¼a mai rapid, având deja o matrice bazic¼aM

0
= E (matricea unitate

format¼a cu coe�cieņtii variabilelor de compensare y). Dar rezolvând
(3.1.1) se pune problema dac¼a odat¼a cu aceast¼a rezolvare avem şi re-
zolvarea problemei date ?
R¼aspunsul este a�rmativ.
Dar şi având (2.1.1) este necesar s¼a form¼am (3.1.2) pentru a avea

o interpretare economic¼a a �prȩturilor umbr¼a�, fapt foarte important
în analiza neoeconomic¼a. Un studiu special al lor le permite
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economi̧stilor s¼a rezolve dilema: este mai convenabil s¼a folosim
resursele B pentru produçtie sau s¼a �e vândute ca materie
prim¼a ?
Pentru a rȩtine mai uşor trecerea de la (3.1.1) la (3.1.2) şi invers,

nu ca formule, ci ca idee de simetrizare, s¼a consider¼am o problem¼a
concret¼a.
Exemplul 3.1.1 Un aliaj se poate ob̧tine prin prelucrarea a dou¼a

materii S1, S2. El trebuie s¼a coņtin¼a trei tipuri de unit¼a̧ti de rezisteņt¼a
a aliajului în cel pu̧tin cantit¼a̧tile 3; 2; 1, pentru a � e�cient. Dup¼a
tehnologiile existente, P1, P2 din S1, S2 se pot ob̧tine pe unitatea de
material, cantit¼a̧tile de unit¼a̧ti de cele trei tipuri date în tabelul care
urmeaz¼a. Costurile prelucr¼arii unei unit¼a̧ti din S1, S2 sunt date tot
în acest tabel . Se pune problema fabric¼arii acestui aliaj cu cost total
minim. Se ob̧tine modelul matematic (S) (se va lua unitatea b¼aneasc¼a
egal¼a cu 10$).

u1 u2
S1 S2 �

x1 2 1 3
x2 1 1 2
x3 1 2 1

Cost unitar $ 30 20 �

(S)

2u1 + u2 � 3
u1 + u2 � 2
u1 + 2u2 � 1

3u1 + 2u2 = V(min)

;

u1, u2 � 0
(m = 3; n = 2)

.

Pentru a forma duala simetric¼a, este su�cient s¼a asociem pe �ecare
linie din tabel o variabil¼a x şi s¼a scriem:8<:

2x1 + x2 + x3 � 3
x1 + x2 + 2x3 � 2
3x1 + 2x2 + x3 = z(max)

;x � 0:

Pentru uşuriņt¼a s¼a rezolv¼am problema în x, sub form¼a tabelar¼a:
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3 2 1 0 0
Ctb Baza P0 x1 x2 x3 y1 y2 (�)
0 y1 3 2 1 1 1 0 3

2
(��)

0 y2 2 1 1 2 0 1 2
1
(��)

z 0 0 0 0 0 0

C
(0)

C � z 3 2 1 0 0 !
3 x1 3=2 1 1=2 1=2 1=2 0

3
2
1
2

(� � �)

0 y2 1=2 0 1=2 3=2 �1=2 1
1
2
1
2

(� � �)
z 9=2 3 3=2 3=2 3=2 0

C
(1)

C � z 0 (1=2) �1=2 �3=2 0 !
3 x1 1 1 0 �1 1 �1
2 x2 1 0 1 3 �1 2

z 5 3 2 3 1 1 ! z(max) = 5

C
(2)

C � z 0 0 2 �1 �1 STOP

Legend¼a:
(�)-variabile de compensare;
(��)- min

+

�
3
2
; 2
1

	
= 3

2 ;

(� � �)- minf3=2
1=2
; 1=2
1=2
g =

1
2
1
2

;

La interseçtia coloanelor variabilelor de compensare y1, y2 cu linia
z, se a�¼a (zy1 = 1; zy2 = 1). Se alege programul problemei date:
u1 = zy1 = 1; u2 = zy2 = 1.
Pentru U

0

t = (1; 1) avem V
0
= 5 = zmax.

Dac¼a s-ar rezolva problema în U , ar trebui mai întâi s¼a intro-
ducem variabilele de compensare:

8>><>>:
2u1 + u2 � t1 = 3
u1 + u2 � t2 = 2
u1 + 2u2 � t3 = 1
3u1 + 2u2 = V(min)

;u � 0; t � 0:

Prima faz¼a de ob̧tinere a unui program de baz¼a trebuie efectuat¼a.
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Apoi se trece la aplicarea algoritmului simplex pentru o problem¼a de
minimizare. Se va ob̧tine U t = (1; 1); Vmin = 5.
Prin urmare, rezolvarea optimal¼a a problemei date se citeşte

pe linia z din tabelul optimal al dualei (în x) ; zmax = z0 = 5 =
Vmin; u1 = zy1 = 1; u2 = zy2 = 1.
Dac¼a problema în x se va rezolva prin algoritmul simplex revizuit,

va rezulta:

M
(2)

�1
(1;2) =

0@ 1 �1 0
�1 2 0
�1 �1 0

1A;M�1
(1;2)

0@ 3
2
0

1A =

0@ 1
1
�5

1A x1 = 1
x2 = 1
z(max) = 5

;

C
(2)

3 = �2; C(2)y1 = �1; C
(2)

y2
= �1 STOP.

zy1 = C
(2)
b M

(2)

�1Py1 =
�
1 1

�� 1
0

�
= 1; zy2 =

�
1 1

�� 0
1

�
=

1.
Se aleg: u1 = zy1 = 1; u2 = zy2 = 1; Vmin = zmax = 5.
Dar

zy1 = �Py1 ; zy2 = �Py2 ; Vmin = zmax = (��; 1)
�
B
0

�
= (�C(2)b M

(2)

�1; 1)

�
B
0

�
.

Prin urmare, U t optim este dat de multiplicatorii simplex � =
(�1 = 1;�2 = 1) corespunz¼atori pasului de optim al problemei
duale de (max).
Avem în acest fel , modul de ob̧tinere a rezolv¼arii optimale

a problemei date, prin rezolvarea problemei duale, �e c¼a aceasta
este rezolvat¼a �tabelar� sau prin algoritmul simplex revizuit.
Avem în acelaşi timp o interpretare a multiplicatorilor simplex
� la pasul de optim, ca valori ale programului optim pentru
problema dat¼a �i = ui. Cum Vmin = b1u1 + b2u2 = b1�1 + b2�2 =
3�1+2�1 = 5, dac¼a interpret¼am termeni liberi B din (3.1.1) ca �resurse�,
atunci u1 = �1; u2 = �2 pot � interpretate ca �prȩturi�unitare
ale resurselor B1, B2, dac¼a �produsele�x se fabric¼a.
Din aceste motive � se mai numesc şi �prȩturi umbr¼a� (ele nu

sunt prȩturi reale pe pia̧t¼a ale resurselor).
Evident, cele anterior precizate vor �adev¼arate dac¼a se vor demon-

stra teoretic şi nu pe un exemplu.
S-a procedat ca mai înainte (pe un exemplu), deoarece se doreşte

practic, s¼a se rȩtin¼a uşor modul de rezolvare şi nu formulele ce apar în
demonstra̧tia teoretic¼a general¼a.
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Propriet¼a̧ti generale. S¼a pornim de la (3.1.1)-(3.1.2).
Propozi̧tia 3.1.1. Dac¼a (X;U) este o pereche de programe pentru

(3.1.1)-(3.1.2), atunci Z = CX � V = BtU .
Demonstra̧tie: Putem scrie:
U
t
AX � U tB = BtU = V

X
t
AtU � X t

Ct = CX = Z
Dar U

t
AX = (U

t
AX)t = X

t
AU şi deci Z � V .

S¼a not¼am ya = xn+a (variabilele de compensare din (3.1.1) (a =
1;m)). Fie X

p
un program de baz¼a optimal (X

p
poate coņtine şi xn+a

bazice). Avem:

C
(p)

k � 0, Ck � C(p)b M
(p)

�1Pk � 0;

k � n; 0� C(p)b M
(p)

�1 � 0, dac¼a k > n:

S¼a not¼am U
(p)

t = C
(p)
b M

(p)

�1. Rezult¼a U
(p)
� 0, (AtU

(p)
)t = C

(p)
b M

(p)

�1A =

fC(p)b M�1Pkg. Dar C(p)b M�1Pk � Ck şi deci AtU
p
� Ct: Adic¼a U

(p)
este

un program pentru duala (2.1.2).
Dar

V
(p)
= BtU

(p)
= U

(p)

tB = C
(p)
b M

(p)

�1B = z(p) = zmax:

De aici şi din propozi̧tia (3.1.1), cum z, V sunt funçtii liniare
continue, rezult¼a c¼a Vmin = zmax, iar U

(p)

t �ind

C
(p)
b M

�1 = [zk] (k > n);

se citeşte conform regulilor mai înainte precizate, în rezolvarea
lui (3.1.1) şi este program optimal al problemei (3.1.2). Rezult¼a:
Propozi̧tia 3.1.2. Dac¼a (3.1.1) are un program de baz¼a optimal,

atunci (3.1.2) are un program optimal ale c¼arui componente sunt mul-
tiplicatorii simplex corespunz¼atori pasului de optim pentru (3.1.1).
Deşi practic ne intereseaz¼a cazul în care (3.1.1) are optim �nit, to-

tuşi, matematic, s¼a consider¼am şi cazul în care z ! 1. În acest caz
rezult¼a c¼a (3.1.2) nu are program Schimbând rolurile (datorit¼a simetriei)
se poate spune c¼a dac¼a V ! �1, atunci (3.1.1) nu are programe.
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Observa̧tie. În cazul dualelor simetrice �prȩturile umbr¼a�ale prob-
lemei (3.1.1) �ind componente ale programului dual (3.2.2) sunt neneg-
ative.
Problema dualit¼a̧tii se poate pune şi în cazul c¼a �m�este mare şi

n nu este mare. Atunci, prin dualitate m devine num¼ar de variabile,
iar n num¼ar de restriçtii în dual¼a. S-a ajuns la cazul aplic¼arii algorit-
mului simplex revizuit pentru dual¼a. Din aceleaşi motive (num¼ar m de
restriçtii mare, este indicat s¼a se scrie spre rezolvare duala problemei
date, chiar dac¼a aceasta este sub form¼a standard-restriçtii efective).
Este clar c¼a trebuie în acest caz s¼a vedem ce se îņtelege prin duala sa.
Fie dar
nP
j=1

Aijxj = Bi

nP
j=1

Cjxj = z (max)
; i = 1;m; rangA = m; xj � 0; j = 1; n: (a1)

Pentru �ecare "i"
�
i = 1;m

�
putem scrie:

ti
uj

8>><>>:
nP
j=1

Aijxj � Bi

�
nP
j=1

Aij � �Bi
nP
j=1

Cjxj = z (max)

(a2)

Se formeaz¼a duala simetric¼a, asociind �ec¼arui �i�o variabil¼a ti � 0;
vi � 0 şi se ob̧tine:

mP
i=1

Aij (ti � vi) � Cj
mP
i=1

Bi (ti � vi) = V (min)
; j = 1; n; ti � 0; vi � 0; i = 1;m: (b1)

Notând (ti � vi) = ui, rezult¼a:
mP
i=1

Aijui � Cj
mP
i=1

Biui = V (min)
; j = 1; n, sau

AtU � Ct
BtU = V (min)

.

(b2)
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Dar ti � vi = ui nu mai are restriçtie de semn. Aşadar duala prob-
lemei (a) se scrie prin (b) ca şi în cazul simetric dar f¼ar¼a restriçtie de
semn asupra lui u. Adic¼a u, poate avea şi componente negative. Ca şi
mai înainte se arat¼a c¼a dac¼a, X, Z sunt date de optim (Z �nit¼a) pentru
(a), atunci din condi̧tia de optim, Ck � �Pk � 0 (� = CbM�1, la pasul
de optim rezult¼a c¼a U

t
= � satisface, AtU � Ct şi BtU = V = Z, dar

U t = � = (�1; :::; �m) poate avea valori �i < 0 respectiv, �k > 0 sau
(̧si) �k = 0. Aşadar în cazul unei probleme de forma (a), �prȩturile
umbr¼a�pot � şi negative.
Dac¼a în (a), unele restriçtii sunt cu �, atunci variabilele duale core-

spunz¼atoare vor avea condi̧tia de nenegativitate. (Exerci̧tiu).
S-a ales (a) tocmai pentru a pune în evideņt¼a faptul c¼a dac¼a se cere

�consumarea integral¼a�a resurselor B, atunci �prȩturile umbr¼a pot �
şi negative�. În analiza neoeconomic¼a pe baza acestor situa̧tii se
poate face un studiu mai complet al resurselor (folosirea lor în
�fabrica̧tie�proprie sau vânzarea lor sau a unei p¼aŗti din ele, dac¼a sunt
substituibile).
Exerci̧tiul 1. Dac¼a se d¼a (b2), notând ui = ti � vi; ti � 0; vi � 0,

se ob̧tine (b1). Formând duala simetric¼a s¼a se arate c¼a se ob̧tine (a1).
Exemplul 3.1.2. Avem:

x1 2u1 + u2 � 2
x2 u1 + 3u2 � 3
x3 u1 + u2 � 4
x4 u1 + 2u2 � 3

4u1 + 7u2 = V (min)

;

şi duala

u1 2x1 + x2 + x3 + x4 = 4;
u2 x1 + 3x2 + x3 + 2x4 = 7

2x1 + 3x2 + 4x3 + 3x4 = z (max)
; i = 1; 4.

Problema dual¼a a fost rezolvat¼a optimal cu dateleX
t
=
�
0; 3

2
; 5
2
; 0
�
;

I = f3; 2g; K = f1; 4g; zmax = 29
2
; M

�1
(3;2) =

0@ 3
2

�1 0
�1
2

1
2

0
�9
2

1
2

1

1A şi deci
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�1 =
9
2
; �2 = �1

2
; � =

�
9
2
;�1

2

�
. Rezult¼a rezolvarea optimal¼a u1 = 9

2
;

u2 = �1
2
; Vmin = zmax = 29

2
.

Dac¼a s-ar rezolva direct problema dat¼a ar trebui s¼a scriem ui = ti�
vi, (i = 1; 2), ti � 0; vi � 0 apoi s¼a introducem variabile de compensare
y1, y2 (y � 0)şi apoi s¼a aplic¼am algoritmul simplex. Ini̧tial am avea
patru restriçtii efective şi şase variabile (t1t2; v1v2; y1y2). Memoria de
calcul s-ar m¼ari.
Exerci̧tiul 2. Dac¼a problema anterioar¼a ar avea o restriçtie u1 � 0,

cine este duala şi cine sunt �1; �2 ? Dar dac¼a u2 � 0 ? Dar dac¼a u1 � 0;
u2 � 0 ?
Exerci̧tiul 3. Dac¼a în a doua problem¼a (în x), anterioar¼a am avea

prima restriçtie cu (�) atunci s¼a se scrie duala sa şi rezolvarea optimal¼a.
Analog dac¼a a doua restriçtie ar � (�). Discu̧tie.
Exerci̧tiul 4. Dac¼a în a doua problem¼a, dat¼a anterior, avem x1,

f¼ar¼a restriçtie de semn, s¼a se rezolve problema prin algoritmul simplex.
Apoi s¼a se scrie duala sa.
Exerci̧tiul 5. Dac¼a în problema dat¼a am avea u1 + 3u2 = 3, s¼a

se scrie duala sa şi rezolvarea. Analog dac¼a 2u1 + u2 = 2 sau dac¼a
u1 + 2u2 = 3. Analiz¼a.
Exerci̧tiul 6. Dac¼a avem problema dat¼a sub forma:

nP
j=1

Aijxj � Bi
nP
j=1

Cjxj = z (min)
; i = 1;m; xj � 0; j = 1; n;

atunci s¼a se scrie duala sa. Concluzii directe.
Exemplul 3.1.3. Problema

u1 2x1 + x2 + x3 + x4 = 4;
u2 x1 + 3x2 + x3 + 2x4 = 7

2x1 + 3x2 + 4x3 + 3x4 = z (min)
; xj � 0

�
j = 1; 4

�
are duala

x1 2u1 + u2 � 2
x2 u1 + 3u2 � 3
x3 u1 + u2 � 4
x4 u1 + 2u2 � 3

4u1 + 7u2 = U (max)
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şi reciproc.
Programul optimal pentru problema dat¼a: X

t
= (1; 2; 0; 0); I =

f1; 2g; K = f3; 4g; M�1 =

�
3
5

�1
5

�1
5

2
5

�
; CbM�1 =

�
3
5
; 4
5

�
= �. Duala

are programul optimal: u1 = �1 = 3
5
; u2 = �2 = 4

5
, care veri�c¼a primele

dou¼a condi̧tii, efectiv (ca egalit¼a̧ti).
Exemplul 3.1.4. În exemplul anterior, avem�

3
5
(2 � 1 + 1 � 2 + 1 � 0 + 1 � 0� 4) = 0;

4
5
(1 � 1 + 3 � 2 + 1 � 0 + 1 � 0� 7) = 0; U

t �
AX �B

�
= 0;

8>><>>:
1
�
2 � 3

5
+ 1 � 4

5
� 2
�
= 0;

2
�
1 � 3

5
+ 3 � 4

5
� 3
�
= 0;

0
�
1 � 3

5
+ 1 � 4

5
� 4
�
= 0;

0
�
1 � 5

3
+ 2 � 4

5
� 3
�
= 0;

X
t �
AtU � Ct

�
= 0:

Exemplul 3.1.5. În exemplul 3.1.1. avem8>><>>:
0
�
2 � 9

2
+ 1 �

�
�1
2

�
� 2
�
= 0;

3
2

�
1 � 9

2
+ 3 �

�
�1
2

�
� 3
�
= 0;

5
2

�
1 � 9

2
+ 1 �

�
�1
2

�
� 4
�
= 0;

0
�
1 � 9

2
+ 2 �

�
�1
2

�
� 3
�
= 0;

X
t �
AtU � Ct

�
= 0;

�
9
2

�
2 � 0 + 1 � 3

2
+ 1 � 5

2
� 4
�
= 0;

�1
2

�
1 � 0 + 3 � 3

2
+ 1 � 5

2
� 7
�
= 0;

U
t �
AX �B

�
= 0:

Exemplul 3.1.6. În exemplul (3.1.1. ), cu duale simetrice avem:8<:
1: (2:1 + 1� 3) = 0;
1: (1 + 1� 2) = 0;
0: (1 + 2:1� 1) = 0;

�
1: (2:1 + 1 + 0� 3) = 0;
1: (1 + 1 + 2:0� 2) = 0:

Din aceste exemple rezult¼a: orice valoare optimal¼a xj înmuļtit¼a

cu restriçtia dualei calculat¼a în u optimal xj

�P
i

Ajiui � Ci
�
este egal¼a

cu 0 şi reciproc: ui

 P
j

Aijxj �Bi

!
= 0. Matriceal aceste pro-

priet¼a̧ti se se scriu:
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(0) X
t
:
�
AtU � Ct

�
= 0;U

t
:
�
AX �B

�
= 0.

Conseciņt¼a Dac¼a o valoare optimal¼a a uneia dintre probleme este
diferit¼a de zero, atunci restriçtia corespunz¼atoare din dual¼a, calculat¼a
în solu̧tia optim¼a a sa, trebuie s¼a �e nul¼a.

Exemplul 3.1.7. În exemplul 3.1.3, avem x1 = 1; x2 = 2; x3 = 0;
x4 = 0. Deci primele dou¼a restriçtii din dual¼a trebuie s¼a �e egalit¼a̧ti;
2u1+ u2 = 2; u1+3u2 = 3. Se ob̧tine u1 = 3

5
; u2 = 4

5
care formeaz¼a

solu̧tia optim¼a a dualei.
Exemplul 3.1.8. Fie dat¼a prima problem¼a din exemplul 3.1.3. şi

X
t
= (0; 0; 1; 3) un program al s¼au. Formând duala s¼a se vad¼a dac¼a X

este optimal.
Rezolvare. Trebuie s¼a avem: u1 + u2 = 4; u1 + 2u2 = 3 şi dac¼a

u1 = 5; u2 = �1, care nu veri�c¼a restul restriçtiilor (prima restriçtie
2u1 + u2 = 10� 1 = 9). Prin urmare x nu este optimal.
Exemplul 3.1.9. În exemplul 3.1.1. pentru x = (0; 0; 1; 3) avem:

u1 = 5; u2 = �1, care nu veri�c¼a restul restriçtiilor u1+3u2 = 5�3 = 2
care nu este � 3.
Exist¼a şi aceast¼a posibilitate de a veri�ca dac¼a un program cunos-

cut al problemei date; AX = B; X � 0 max (min) z, este optimal sau
nu (în special dac¼a m este �mic�).
Deoarece concluziile anterioare au fost ob̧tinute din exemple trebuie

demonstrate în general. Adic¼a avem (0), care se mai numeşte şi
�teorema ecarturilor complementare�.
Teorema ecarturilor complementare.
Fie X, U solu̧tiile optimale ale celor dou¼a probleme duale.

Atunci au loc rela̧tiile (0) şi reciproc.
Demonstra̧tie. Se va face demonstra̧tia pentru cazul a dou¼a prob-

leme duale simetrice, deoarece oricare ar � dou¼a probleme duale, aces-
tea se pot scrie ca duale simetrice, eventual prin m¼arirea num¼arului de
variabile, cum s-a v¼azut. Fie dar în condi̧tiile anterioare:

AX � B; X � 0
CX = Z (max)
AtU � Ct
BtU = V (min)

(**)
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şi X, U dou¼a programe duale, optimale. Avem

BtU = CX;

U
t
AX � U

t
B = BtU = Vmin;X

t
AtU � X t

Ct = CX = Zmax

U
t �
AX �B

�
� 0;X

t
AtU � U tB;U tAX � U tB;U t

�
AX �B

�
� 0:

Rezult¼a U
t �
AX �B

�
= 0. Analog rezult¼a X

t
(AtU � Ct) = 0.

Reciproc. S¼a admitem c¼aX, este un program al primei probleme şi
U un program al dualei pentru care U t

�
AX �B

�
= 0; X

t �
AtU � Ct

�
=

0.
Cum U tAX = X

t
AtU rezult¼a U

t
B = CX şi deci X, U sunt pro-

grame optimale.
Analiz¼a economic¼a. Fie Cj bene�ciul unitar al unei unit¼a̧ti din

�ieşirea� (output) xj şi Aij, consumul unitar din resursa Bi pentru a
ob̧tine un output unitar xj. Dac¼a ui 2 U , optimal pentru dual¼a, cum
ui (
P
Aijxj �Bi = 0), dac¼a ui > 0 atunci

P
j

Aijxj = Bi. Dac¼a ui = 0,

atunci
P
j

Aijxj < Bi şi reciproc. Deci dac¼a resursa Bi este excedentar¼a,

atunci �prȩtul umbr¼a�ui asociat acestei resurse este nul (ui = 0). Se
mai spune c¼a aceast¼a resurs¼a nu are �valoare�, �ind excedentar¼a. Este
posibil¼a sc¼aderea intr¼arii (outputului) Bi cu cel mult (

P
Aijxj �Bi),

f¼ar¼a ca optimul Zmax s¼a se schimbe (cum Z = CX = BtU rezult¼a @Z
@Bi

=

ui şi deci dac¼a ui = 0 rezult¼a @Z
@Bi

= 0, adic¼a o �creştere marginal¼a�
sau o varia̧tie su�cient de mic¼a a resursei �Bi� nu modi�c¼a optimul
Z). Din duala în U (�x), rezult¼a

P
i

Aijui � Ci, adic¼a �cheltuiala

umbr¼a�
P
i

Aijui la nivelul ui
�
i = 1;m

�
, al �prȩturilor�umbr¼a asociate

resurselor, nu poate � mai mic¼a decât bene�ciul unitar Cj al ieşirii xj
şi deci trebuie minimizat¼a valoarea �umbr¼a�total¼a V a resurselor. O
alt¼a interpretare mai pe larg se poate vedea în capitolul 3, paragraful
5.
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3.2. Algoritmul simplex dual.

Având teoria dualit¼a̧tii se poate da un algoritm care s¼a organizeze
şi prima faz¼a de �c¼autare�a unui program de baz¼a X

0
, dac¼a se ob̧tine o

form¼a canonic¼a în care C
(0)

k � 0 (8) k 2 K(0)
1 , dar X

0
= M�1

0
B, nu este

nenegativ, adic¼a exist¼a cel pu̧tin un xr
0
< 0

�
r 2 I(0)

�
. În acest caz ar

trebui continuat¼a pivotarea liber¼a (sau schimbarea matricei bazice M
0
)

pân¼a se ob̧tine un program de baz¼a X
0
(dac¼a exist¼a), pentru a putea

trece la faza a doua (optimizare).
S¼a admitem c¼a avem situa̧tia anterioar¼a pentru o problem¼a

de minimizare. În loc s¼a pivot¼am liber, se va proceda astfel (Algo-
ritmul simplex dual).
1) Se alege un xr

0
< 0

�
r 2 I(0)

�
, cel mai mic.

Pivotul se va alege de pe linia lui xr, adic¼a dintre A
(0)
rk

�
k 2 K(0)

1

�
.

2) Se împart C
(0)

k la A(0)rk
�
k 2 K(0)

1

�
şi se alege

max
k2K(0)

1

A
(0)
rk

<0

(
C
(0)

k

A
(0)
rk

)
=
C
(0)

j

A
(0)
rj

: (3.2.1)

3) Se alege ca pivot A
(0)
rj .

Evident xr
1
=

xr
0

A
(0)
rj

> 0, C
(1)

j = 0; C
(1)

k
k 6=j

= C
(0)

k � A
(0)
rk

A
(0)
rj

C
(0)

j � 0�
k 2 K(0)

1

�
.

Dac¼a A(0)rk � 0, atunci C
(1)

k � C
(0)

k � 0. Adic¼a C
(1)

k � 0; (8) k
(condi̧tiile de nenegativitate se p¼astreaz¼a).

Se continu¼a algoritmul revenind la (1) cu
�
xr
1

�
; A(1); K(1)

1 ; C
(1)
.

Dac¼a la un pas (p � 0) pe linia lui xr
p
< 0

�
r 2 I(p)

�
selectat avem

A
(p)
rj > 0 (8) j atunci STOP; nu exist¼a programe, c¼aci

xr
p+1

= xr
p
� A(p)rj xj < 0
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pentru orice xj > 0.
Exerci̧tiul 3.2.1. În cazul unei probleme de maximizare, dac¼a la

forma canonic¼a din prima faz¼a avem C
(0)

k � 0; (8) k şi exist¼a xr
0
< 0�

r 2 I(0)
�
, atunci s¼a se reformuleze algoritmul anterior.

S¼a se arate c¼a aplicând algoritmul simplex problemei duale, se ob̧tine
algoritmul simplex dual.
Uneori X

0
pentru care exist¼a xr

0
< 0, r 2 I(0) şi C

(0)

k � 0; (8) k

(respectiv C
(0)

k � 0; (8) k în cazul maximiz¼arii) se mai numeşte şi solu̧tia
dual admisibil¼a.
Exemplul 3.2.1. Fie problema

2x1 + x2 + x3 + x4 = 4;
x1 + 3x2 + x3 + 2x4 = 7
2x1 + 3x2 + 4x3 + 3x4 = z (max)

; xi � 0; i = 1; 4.

Faza 1. Pivot¼am cu A11 = 2 şi apoi cu A23, ob̧tinem

2 1 1 1 0 4
1 3 1 2 0 7
2 3 4 3 1 0

v

v
1 1

2
1
2

1
2
0 2

0 5
2

1
2

3
2
0 5

0 2 3 2 1 �4
v

v
1 �2 0 �1 0 �3
0 5 1 3 0 10
0 �13 0 �7 1 �34

:

Avem: x1
0
= �3 < 0; x3

0
= 10; x2

0
= 0; x4

0
= 0; I(0) = f1; 3g;

K(0) = f2; 4g, C(0)k � 0; (8) k. Deci X
0
este solu̧tie dual admisibil¼a.

În loc s¼a alegem un nou pivot la întâmplare, aplic¼am algoritmul
simplex dual. Cum avem o singur¼a valoare negativ¼a x1

0
= �3, pivotul

se va alege de pe linia sa dintre A(0)1k < 0. Se fac rapoartele
��13
�2 ;

�7
�1
	

şi se alege cel mai mic, adic¼a �13
�2 . Pivotul va �A

(0)
12 = �2.
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Continu¼am pivotarea şi rezult¼a
�
0;x2

1
= 3

2
;x3
1
= 5

2
; 0

�
care este un

program de baz¼a. Se alege ca X
0
(ini̧tial) şi se aplic¼a algoritmul simplex.

Avem C1 = �13
2
< 0, C4 = �1

2
< 0. STOP: s-a ob̧tinut optimul (de

max).
Dac¼a s-ar proceda matricial avem:

M�1
(1;3) =

�
1 �1
�1 2

�
;

M
�1
(1;3) =

0@ 1 �1 0
�1 2 0
2 �6 1

1A ;

M
�1
(1;3)

�
B
0

�
=

0@ �3
10
�34

1A x1 < 0
x3

;

C1 = (2 � 6 1)

0@ 1
3
3

1A = �13 < 0;

C1 = (2 � 6 1)

0@ 1
2
3

1A = �7 < 0:

Calcul¼am

P
(0)
2 =

�
1 �1
�1 2

��
1
3

�
=

�
�2
5

�
;

P
(0)
4 =

�
1 �1
�1 2

��
1
2

�
=

�
�1
3

�
:

Pe linia lui x1 = �3 < 0, exist¼a A(0)1k < 0.
Continu¼am. Alegem min

��13
�2 ;

�7
�1
	
= �13

�2 . Pivot A
(0)
12 = �2. Actu-

aliz¼am M
�1
(1;3) !M

�1
(2;3).
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Rezult¼a 0@ 1 �1 0
�1 2 0
2 �6 1

1A 0@ �2
5
�13

1A )

)

0@ �1
2

1
2

0
3
2

�1
2
0

�9
2

1
2

1

1A
M

�1
(2;3)

0@ 1
0
0

1A
:

Relu¼am algoritmul.

M
�1
(2;3)

�
B
0

�
=

0@ 3
2
5
2

�29
2

1A x2 > 0
x3 > 0
�z0

;

X t =

�
0;x2

1
=
3

2
;x3
1
=
5

2
; 0

�
;K1 = f1; 4g ;

C1 = �13
2
< 0; C4 = �

1

2
< 0:

Deci X t este optimal (de max) şi zmax = 29
2
.

Acest algoritm este necesar în mod special atunci când se face o
analiz¼a dac¼a programul optimal curent mai r¼amâne optimal sau nu, în
urma schimb¼arii intr¼arilor B ! eB (modi�c¼ari ce apar adesea în cazul
resurselor) aşa cum se va vedea în continuare.
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3.3. Reoptimiz¼ari.

3.3.1. Modi�carea �resurselor� B ! eB. S¼a consider¼am
datele optimale X; I; K1; M�1; zmax curente. Aşa cum se ştie
problema resurselor este o problem¼a prioritar¼a a lumii contemporane.
Pe perioade mari, cantit¼a̧tile de resurse B se modi�c¼a în eB, �e concret
( eBi; i = 1;m, cunoscute), �e c¼a poate � prognozat¼a o legitate B !eB (�) (� = (�1; :::; �s) parametri de �tendiņt¼a�). În asemenea cazuri
se pune întrebarea: mai r¼amâne programul curent X optimal în noile
condi̧tii ?, dac¼a nu, atunci trebuie f¼acut¼a o reoptimizare. Deci este
posibil ca problema s¼a �e reluat¼a de la început, înlocuind B cu eB,
practic, acest mod de lucru nu este acceptat deoarece s-ar introduce
�cheltuieli suplimentare�. Una din aceste �cheltuieli�este �cheltuiala
de timp�care în economia de pia̧t¼a în special, este cea mai important¼a
(rapiditatea deciziilor este necesar¼a).
S¼a facem urm¼atoarea analiz¼a: schimbarea B ! eB nu afecteaz¼a

M�1; M
�1
; C şi deci nu afecteaz¼a condi̧tiile Ck � 0; (8) k 2 K1 (în

cazul maximiz¼arii), sau Ck � 0; (8) k 2 K1 (în cazul minimiz¼arii).

Cum valorile bazice din X şi z sunt date de M
�1
�
B
0

�
, este clar c¼a

va � su�cient s¼a calcul¼am M�1 eB = fxnoig. Dac¼a M�1 eB � 0, atunci
se ob̧tine un nou program de baz¼a Xnou, pentru care condi̧tiile de op-
timalitate Ck � 0 (sau Ck � 0) nu se modi�c¼a. Deci Xnou este
un nou program de baz¼a optimal cu znou = CbM

�1 eB, de maxim
(respectiv de minim). Dac¼a Xnou coņtine valori xr < 0, atunci Xnou

este o solu̧tie dual admisibil¼a şi se continu¼a optimizarea de aici
începând, aplicând algoritmul simplex dual.
În oricare din aceste situa̧tii s-a redus timpul de lucru (s-au redus

inclusiv �alte cheltuieli�).
Exemplul 3.3.1.1. În problema 3.2.1. s¼a admitem c¼a B2 = 7

este cantitatea de aliaj de tipul �i = 2� şi c¼a pentru ciclul urm¼ator
de produçtie nu se va mai dispune decât de o cantitate eB2 = 6, sau
c¼a aceast¼a cantitate de aliaj B = 7 poate � admis¼a cu o toleraņt¼a
" = �1, pentru ca la recep̧tie (la bene�ciar) reperele s¼a �e considerate
corespunz¼atoare (s-a g¼asit o pia̧t¼a de desfacere care admite acest fapt
f¼ar¼a alte condi̧tii). Cum se va proceda optimal ?
Rezolvare. Dac¼a nu se admite o toleraņt¼a şi trebuie consumat¼a
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integral cantitatea de aliaj B2 = 7, atunci datele optimale sunt: X
t
=�

0; 3
2
; 5
2
; 0
�
; zmax = 14; 5; I(0) = f2; 3g; M (2;3); C1 = �13

2
< 0; C4 =

�1
2
< 0; K1 = f1; 4g. În loc s¼a punem eB2 = 6 în loc de B = 7 şi s¼a

relu¼am problema de la început, proced¼a cum s-a precizat.
Calcul¼am

M�1
(2;3)

eB = � �1
2

1
2

3
2

�1
2

��
4
6

�
=

�
1
3

�
x2
x3
:

Cum X
t

nou = (0; 1; 3; 0) este tot program de baz¼a şi C1 < 0; C4 < 0
STOP; X

t

nou este program de baz¼a optimal în noile condi̧tii. Avem

zmax =
�
9
2
� 1

2

�� 4
6

�
= 15.

Exemplul 3.3.1.2. S¼a se scrie duala acestei probleme şi s¼a se
compare cu duala cazului B = 7. Prȩturile umbr¼a r¼amân aceleaşi la
cele dou¼a probleme ? Cine este prȩtul umbr¼a �2 al resursei B2 şi ce
leg¼atur¼a are cu noul bene�ciu zmax = 15, relativ la vechiul zmax = 29

2
?

Interpretare. Avem zmax = zmax + �2

� eB2 �B2� ?
Exemplul 3.3.1.3. S¼a se fac¼a reoptimiz¼arile B1 = 4 ! eB1 = 3,

apoi B1 = 4 ! eB1 = 3; B2 = 7 ! eB2 = 6. S¼a se fac¼a de �ecare dat¼a
leg¼atura între zmax; zmax�nou şi prȩturile umbr¼a �1, �2.
Indica̧tie: prȩturile umbr¼a (�1; �2) = (CbM

�1) r¼amân aceleaşi la
oricare modi�care B ! eB. Dac¼aM�1 eB > 0, se ob̧tine un nou program
de baz¼a optimal, la aceleaşi prȩturi umbr¼a (care sunt o solu̧tie optimal¼a
pentru dual¼a). Putem scrie

znou = CbM
�1 eB = CbM�1 (B +�B) = z + ��B; (3.3.1)

unde �B = eB �B.
Dac¼a eB1 = B1; eB2 < B2 avem

znou = z + �2

� eB2 �B2� , cu � eB2 �B2 < 0� (3.3.2)

şi deci micşorarea resursei B2 duce la o creştere a bene�ciului de la o
valoare curent¼a z la znou, dac¼a prȩtul umbr¼a (unitar) al s¼au �2 < 0 (s-a
admis c¼aM�1 eB > 0, adic¼a Xnou este program de baz¼a şi deci optimal).
Iat¼a o alt¼a interpretare posibil¼a a prȩturilor umbr¼a.
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Exemplul 3.3.1.4. Dac¼a în problema 3.2.1. se modi�c¼a B1 =

4 ! eB1 = 8, rezult¼a M�1
(2;3)

eB =

�
�1
2

17
2

�
x2
x3
, eB1 � B1 = 8 � 4 = 4.

Cum x2 = �1
2
< 0, rezult¼a c¼a X

t
=
�
0;�1

2
; 17
2
; 0
�
este o solu̧tie dual

admisibil¼a. Pe linia i = 1 se va a�a pivotul. Calcul¼am

P
(0)
1 =M�1

(2;3)

�
2
1

�
=

�
�1
2

5
2

�
A
(0)
11

A
(0)
12

;

P
(0)
4 =M�1

(2;3)

�
1
2

�
=

�
1
2
1
2

�
A
(0)
14

A
(0)
24

:

Exist¼a A(0)1k < 0 (k 2 K1 = f1; 4g) care este A(0)11 = �1
2
. Cum altul

negativ nu mai exist¼a, nu mai facem rapoartele
�
C
(0)
k

A
(0)
1k

�
, cu A(0)1k < 0

(k 2 K0
1). Pivotul este A

(0)
11 = �1

2
(x1 intr¼a în baz¼a în locul lui x2).

Avem M
�1
(2;3) actualizat¼a0@ �1

2
1
2

0
3
2

�1
2
0

�9
2

1
2

1

1A 0@ �1
2

5
2

�13
2

1A )

)

0@ 1 �1 0
�1 2 0
2 �6 1

1A
M

�1
(1;3)

0@ 1
0
0

1A
;

I(1) = f1; 3g, K(1) = f2; 4g, iar

M
�1
(1;3)

� eB
0

�
=

0@ 1 �1 0
�1 2 0
2 �6 1

1A0@ 8
7
0

1A =

0@ 1
6
�26

1A x1
x3
�z

;

unde X t = (1; 0; 6; 0) este program de baz¼a optimal, c¼aci C
(1)

2 < 0;

C
(1)

4 < 0 (veri�care (2 � 6 1)

0@ 1
3
3

1A = �13 < 0; (2 � 6 1)

0@ 1
2
3

1A =

�1 < 0 ).
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Avem zmax(actual) = 26.
Exemplul 3.3.1.5. În problema 3.2.1. în urma unui studiu al

�piȩtei�pe termen lung, se estimeaz¼a o varia̧tie B2 = 7 ! eB2 = 7 + �
(� 2 [�4; 0)). S¼a se întocmeasc¼a un plan de açtiune optim, pornind
de la situa̧tia optimal¼a curent¼a în care cel pu̧tin dou¼a produse s¼a �e
fabricate.
Rezolvare. Avem

M
�1
(2;3)

� eB
0

�
=

0@ �1
2

1
2

0
3
2

�1
2
0

�9
2

1
2

1

1A0@ 4
7 + �
0

1A =

0@ 3
2
+ �

2
5
2
� �

2

�29
2
+ �

2

1A x2
x3
�z

:

Evident C1 = �13
2
< 0; C4 = �1

2
< 0.

Discu̧tie. a) Dac¼a8<:
x2
(1)
= x2

(0)
+ �

2
= 3

2
+ �

2
> 0;

x3
(1)
= x3

(0)
� �

2
= 5

2
� �

2
> 0;

� 2 [�4; 0] ;

atunci avem o situa̧tie optimal¼a cu zmax
(1)

= z0 � �
2
, adic¼a pentru � 2

(�3; 0).
Evident zmax

(1)
2
�
z0 =

29
2
; 32
2

�
. De exemplu pentru � = �1 d¼am peste

(3.3.1.1).
b) Dac¼a x2

(1)
< 0; x3

(1)
> 0, adic¼a � 2 [�4;�3), atunci se ob̧tin solu̧tii

dual admisibile. Se continu¼a optimizarea folosind algoritmul simplex
dual. Cum K

(0)
1 = f1; 4g avem:

M�1
(2;3)P1 =

�
�1
2

5
2

�
A
(0)
11

A
(0)
21

; M�1
(2;3)P4 =

�
1
2
1
2

�
A
(0)
14

A
(0)
24

;

C
(0)

1 = �9
2
< 0; C

(0)

4 = �1
2
< 0.

Cum pentru � 2 [�4;�3), avem x2
(1)
< 0; x3

(1)
> 0, se alege ca pivot

A
(0)
11 =

�1
2 . Rezult¼a M

�1
(1;3), dat de exemplul (3.3.1.4). Calcul¼am

M
�1
(1;3)

� eB
0

�
=

0@ 1 �1 0
�1 2 0
2 �6 1

1A0@ 4
7 + �
0

1A =

0@ �3� �
10 + 2�
�34� 6�

1A x1
x3
�z

;
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� 2 [�4;�3).
Deci (�3� �; 0; 10 + 2�; 0), pentru � 2 [�4;�3), sunt programe de

baz¼a optimale (c¼aci x1 > 0, x3 > 0, C2
(1)
< 0, C4

(1)
< 0) cu zmax = 34+ 6�

(� 2 [�4;�3)).
c) Nu putem avea x2 > 0, x3 < 0, deoarece � 2 [�4; 0).
d) Nu putem avea x2 < 0, x3 < 0, deoarece � 2 [�4; 0).
R¼amân numai situa̧tiile a) şi b). Cu acest plan de perspectiv¼a, la

momentul în care se vor cunoaşte concret eB1, eB2 şi deci concret �, vom
vedea unde se încadreaz¼a � (evident � 2 [�4; 0)), în cazul a) sau în
cazul b) şi avem concret X

1
optimal la momentul respectiv.

3.3.2. Schimb¼ari C ! eC. Asemenea schimb¼ari ai coe�cieņtilor
funçtiei scop z = f (X) = CX pot � privite ca un exerci̧tiu pur
matematic, dar şi ca realit¼a̧ti în anumite situa̧tii tehnice sau (̧si) eco-
nomice. Determinarea concret¼a a acestor coe�cieņti cere o palet¼a larg¼a
de cunoştiiņte tehnico-economice. S¼a ne amintim c¼a în cazul în care
Ci este simplul cost unitar pe produsul de tipul �i� ce trebuie �fab-
ricat� într-o cantitate xi, pentru ob̧tinerea sa trebuie s¼a se ţin¼a cont
de diferite tipuri de costuri, costuri constante, costuri variabilepro-
poŗtional, costuri regresive, costuri degresive,... Cel pu̧tin unul din
ultimele dou¼a, nu întotdeauna se poate �prelucra�m¼acar prin legit¼a̧ti
statistico-matematice mai cunoscute (reparti̧tii normale, reparti̧tii T ,
reparti̧tii x2, reparti̧tii exponeņtiale negative,...). Dar chiar şi în aceste
cazuri problema cap¼at¼a caracter de programare stochastic¼a. Concluzi-
ile vor implica riscuri (de genul unu, de genul doi). Puterea testului
care permite tragerea unei concluzii (decizie) este un element impor-
tant. Din aceste motive se prefer¼a programarea liniar¼a determinist¼a în
locul program¼arii liniare stochastice. Asupra acestui caz determinist ne
vom opri.
S¼a admitem c¼a avem datele de optim: X; I, K1; z;M

�1
; C curente.

La o schimbare C ! eC se pot ivi dou¼a cazuri: A) Cj ! eCj; j 2 K1;

B) fCig !
n eCio; i 2 I; C) Cj ! eCj; j 2 K1; fCig !

n eCio; i 2 I.
Mai direct: A) Cj care se modi�c¼a sunt coe�cieņti ai variabilelor

secundare la pasul de optim.
B) Ci care se modi�c¼a sunt coe�cieņti ai variabilelor bazice de optim.
C) Unii coe�cieņti sunt nebazici, aļtii sunt bazici.
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A) Cj ! eCj; j 2 K1. În acest caz se vor modi�ca Cj în fCj;fCj = (�CbM�1; 1)

�
PjeCj
�
. Dac¼a fCj < 0, atunci X r¼amâne optimal.

Dac¼a fCj = 0, X r¼amâne optimal cu zmax, dar nu este unic. Se continu¼a
optimizarea introducând în baz¼a xj şi se ob̧tine un nou program de

baz¼a optimal X de valoare pentru z = zmax (cu acelaşi maxim).
Exemplul 3.3.2.1. Pentru problema 3.2.1. s¼a consider¼am c¼a se

cere o diversi�care a produçtiei în aşa fel încât cel pu̧tin trei produse
s¼a �e fabricate, dar cu acelaşi bene�ciu zmax = 29

2
.

Rezolvare. A se ob̧tine o diversi�care cu cel pu̧tin trei tipuri de
produse este echivalent cu a se ob̧tine cel pu̧tin un program optimal cu
zmax =

29
2
mai complet ca programul de baz¼a optimal X t

0
=
�
0; 3

2
; 5
2
; 0
�
;

zmax =
29
2
; I(0) = f2; 3g; K(0)

1 = f1; 4g; M�1
0

= M�1
(2;3). Pentru aceasta

trebuie ca pe lâng¼a X
0
optimal s¼a se mai ob̧tin¼a un program X

1
optimal

(tot program de baz¼a). Pentru aceasta trebuie ca problema s¼a admit¼a

programe optimale multiple, adic¼a cel pu̧tin un C
(0)

k < 0
�
k 2 K(0)

1

�
s¼a

devin¼a
g
C
(0)
k = 0. Avem:8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

fCk = (�CbM�1; 1)

�
PkeCk

�
= eCk � CbM�1Pk =

= Ck � CbM�1Pk +
� eCk � Ck� ;

g
C
(0)
k = C

(0)

k +
� eCk � Ck� :

(3.3.2.1)

Dar
g
C
(0)
k = 0 , eCk = Ck � C

(0)

k . Aşa se calculeaz¼a schimbarea
Ck ! eCk.
În exemplul anterior avem C

(0)

1 = �13
2
; C

(0)

4 = �1
2
şi deci eC1 =

2 �
�
�13

2

�
= 17

2
; eC4 = 3 �

�
�1
2

�
= 7

2
. Cum eC1 � C1 = 17

2
� 2 = 13

2
;eC4 � C4 = 7

2
� 3 = 1

2
se pot face schimb¼arile C1 = 2 ! eC1 = 17

2
;

C4 = 3! eC4 = 7
2
= 3; 5. Tentant ar � s¼a se fac¼a schimbarea C1 ! eC1

(o creştere mare a bene�ciului unitar). Ţinând cont de modul cum se
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calculeaz¼a bene�ciul din prȩtul p1 de vânzare (pe lâng¼a alte elemente),
o schimbare a lui C1 = 2 ! eC1 = 17

2
= 8; 5 ar implica o creştere mare

a lui p1. Mai realist¼a este ideea de a schimba C4 = 3! eC4 = 7
2
= 3; 5.

Este mai plauzibil c¼a se va g¼asi o mai mare �desfacere�a produçtiei cu
o creştere mic¼a a prȩtului p4. Prin urmare se va lua C4 = 3 ! eC4 =
7
2
= 3; 5 şi deci

g
C
(0)
4 = 0. Se continu¼a şi se ob̧tine un nou program de

baz¼a optimal X t

1
= (0; 0; 1; 3); zmax = 29

2
.

F¼acând o combina̧tie liniar¼a convex¼aX = aX
0
+(1� a)X

1
(a 2 [0; 1]),

se va ob̧tine o �plaj¼a�de programe optimale cu zmax = 29
2
.

Dac¼a s-ar � cerut schimbarea C4 = 3 ! eC4 = 7
2
= 3; 5, atunci s-ar

� calculat direct fC4 = (�CbM�1; 1)

�
P4eC4

�
= 0. Se continu¼a şi se

ob̧tine X
1
.

Exemplul 3.3.2.2. În aceeaşi problem¼a f¼acând schimbarea C4 =

3 ! C4 = 4, rezult¼a fC4 = �
�9
2
; 1
2
; 1
�0@ 1

2
4

1A = 1
2
> 0. Deci X t

(0)
=�

0; 3
2
; 5
2
; 0
�
r¼amâne numai program de baz¼a. Se poate deci continua

algoritmul cu introducerea lui x4 în baz¼a:

P
(0)
4 =M�1

(2;3)

�
1
2

�
=

 
1
2
1
2

!
A
(0)
14

A
(0)
24

;

min

8<:
3
2
1
2
5
2
1
2

9=; =
3
2
1
2

. Pivot A(0)14 =
1
2
.

0@ �1
2

1
2

0
3
2

�1
2
0

�9
2

1
2

1

1A 0@ 1
2
1
2
1
2

1A !

0@ �1 1 0
2 �1 0
�4 0 1

1A
M

�1
(4;3)

0@ 1
0
0

1A
;

M
�1
(4;2)

0@ 4
7
0

1A =

0@ 3
1
�16

1A x4
x3
�zmax

;

I(1) = f4; 3g ; K(1) = f1; 2g .
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C
(1)

1 = (�4 0 1)

0@ 2
1
2

1A = �6 < 0; C(1)2 = (�4 0 1)

0@ 1
3
3

1A = �1 < 0,

STOP, X t

(1)
= (0; 0; 3; 1) program de baz¼a optimal cu zmax = 16.

Exerci̧tiul 3.3.2.1. Se prognozeaz¼a schimbarea C4 = 3 ! eC4 =
3 + 2�; � 2 [�1; 1]. S¼a se discute.
B) Dac¼a se face schimbarea Ci ! eCi; i 2 I(0), atunci se recalculeaz¼aeCbM�1; M

�1
nou =

�
M�1 0

� eCbM�1 1

�
;
�
Ck
	
noi

�
k 2 K(0)

1

�
şi se veri�c¼a

dac¼a X
(0)
optim mai r¼amâne optim

�
C
(0)

k noi � 0, (8) k 2 K1

�
sau nu.

Dac¼a nu, atunci se continu¼a optimizarea.
C) Dac¼a în schimbarea C ! eC exist¼a Ci ! eCi �i 2 I(0)�; Ck ! eCk�

k 2 K(0)
1

�
, atunci se calculeaz¼a eCbM�1; M

�1
nou =

�
M�1 0

� eCbM�1 1

�
;

g
C
(0)
k =

�
� eCbM�1; 1

�� PkeCk
�
şi se constat¼a dac¼a X

0
mai r¼amâne opti-

mal sau nu.
Dac¼a nu, se continu¼a cu X

0
ca program de baz¼a.

Exemplul 3.3.2.3. În exemplul 3.2.1. s¼a consider¼am modi�c¼arile:
a) C2 = 3 ! eC2 = 4; b) C2 = 3 ! eC2 = 4; C4 = 3 ! C4 = 3; 5. În
ambele cazuri trebuie recalculat¼a eCbM�1

(2;3).
a) Avem

(4 4)

�
�1
2

1
2

3
2

�1
2

�
= (4 0) ;

M
�1
(2;3)nou =

0@ �1
2

1
2

0
3
2

�1
2
0

�4 0 1

1A ;
X t

0
=
�
0; 3

2
; 5
2
; 0
�
nu se modi�c¼a.

g
C
(0)
1 = (�4; 0; 1)

0@ 2
1
2

1A = �6 < 0; gC(0)4 = (�4; 0; 1)

0@ 1
2
3

1A = �1 <
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0; K(0)
1 = f1; 4g şi deci condi̧tiile de optim nu se modi�c¼a. STOP; X

0

r¼amâne optimal, dar zmax(nou) = (�4; 0; 1)

0@ 4
7
0

1A = 16.

b) Trebuie s¼a recalcul¼am
g
C
(0)
4 = (�4; 0; 1)

0@ 1
2
4

1A = 0. Deci X
0

r¼amâne optimal, dar exist¼a programe optime multiple. Avem:

g
P
(0)
4 =M�1

(2;3)

0@ 1
2
4

1A =

 
1
2
1
2

!
A
(0)
14

A
(0)
24

;

min

8<:
3
2
1
2
5
2
1
2

9=; =
3
2
1
2

, pivot A(0)14 =
1
2
.

Se procedeaz¼a ca în exemplul 3.3.2.2.
Exerci̧tiul 3.3.2.2. S¼a se discute schimb¼arile C2 = 3 ! fC2 =

8; 5 + �, � 2
�
�11

2
; 1
�
; C4 = 3! fC4 = 9 + �.

3.3.3. Posibilitatea introducerii în �fabrica̧tie� a noi pro-
duse, f¼ar¼a a modi�ca datele ini̧tiale: A;B;C
Uneori este posibil¼a o diversi�care a ofertei fXg f¼ar¼a modi�c¼ari

tehnologice Pk, unde k = 1; 4, f¼ar¼a modi�c¼ari de resurse B, sau de ben-
e�cii Ci

�
i = 1; 4

�
(respectiv costuri unitare de produçtie). Fie aşadar

încercarea de a introduce noi �produse�de tipul (n+ s)
�
s = 1; p

�
pen-

tru care se dispune de tehnologiile Pn+s = [Am;n+s] şi de Cn+s. Prob-
lema devine:

nP
j=1

Aijxj +
pP
s=1

Ain+sxn+s = B;

nP
j=1

Cjxj +
pP
s=1

Cn+sxn+s = z;
xi � 0; xn+s � 0; i = 1; n; s = 1; p.

(3.3.3.1)

Dispunem de datele optimale curente X
0
; I(0); K(0)

1 ; M
�1

0
; C

(0)

k ;
z0 = zmax(cunoscut).
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Actualiz¼am Pn+s, adic¼a calcul¼am:

P
(0)
n+s

C
(0)

n+s

=M
�1
�
Pn+s
Cn+s

�
:

Dac¼a C
(0)

n+s < 0
�
s = 1; p

�
, atunci datele curente optimale r¼amân

optimale. Nici un produs nou nu poate ��fabricat�optimal.
Dac¼a exist¼a �s�astfel încât C

(0)

n+s = 0, atunci pe lâng¼a X
0
optimal,

se mai ob̧tin şi alte programe X
(s)
de baz¼a optimale, care includ produse

de tipul �s�. O combina̧tie liniar¼a convex¼a a lor va da o �diversi�care�
de programe optimale cu zmax = z0(max).

Dac¼a exist¼a �s�astfel încât C
(0)

n+s > 0, atunci X
0
r¼amâne program de

baz¼a şi deci se continu¼a optimizarea de aici (nu trebuie reluat¼a problema
de la început (3.3.3.1)).
Exemplul 3.3.3.1. Pentru problema 3.2.1. s¼a consider¼am noile

posibilit¼a̧ti: P5 =
�
2
1

�
; C5 = 17

2
; P6 =

�
1
2

�
; C6 = 7

2
; P7 =

�
1
1

�
;

C7 = 3. Avem C
(0)

5 =
�
�9
2
; 1
2
; 1
�0@ 2

1
17
2

1A = 0; C
(0)

6 = 0; C
(0)

7 = �1.

Deci X
0
r¼amâne optimal, dar se mai pot ob̧tine şi altele. Putem scrie

X
0
=
�
0; 3

2
; 5
2
; 0; 0; 0

�
;

0@ �1
2

1
2

0
3
2

�1
2
0

�9
2

1
2

1

1A 0@ �1
2

5
2

0

1A !

0@ �1
5

2
5

0
3
5

�1
5
0

�9
2

1
2

1

1A
M

�1
(2;5)

0@ 1
0
0

1A
;

M
�1
(2;5)

0@ 4
7
0

1A =

0@ 2
1
�29

2

1A x2
x5
; X t

1
= (0; 2; 0; 0; 1; 0; 0) ;

I(1) = f2; 5g ; K(1)
1 = f1; 3; 4; 6; 7g ;

C
(1)

1 =
�
�9
2
; 1
2
; 1
�0@ 2

1
2

1A = �13
2
; C

(1)

3 = 0; C
(1)

4 = �1
2
;

C
(1)

6 = 0; C
(1)

7 = �1 < 0:
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Având C
(1)

6 = 0; C
(1)

k < 0; k 2 K(1)
1 (k 6= 6) se mai poate ob̧tine un

program de baz¼a optimal. Avem

P
(1)
6 =M�1

(2;5)P6 =

�
�1
5

2
5

3
5

�1
5

� 3
5
1
5

!
A
(1)
16

A
(1)
26

;

min

(
2
3
5
1
3
5

)
= 2

3
5

;

0@ �1
5

2
5

0
3
5

�1
5
0

�9
2

1
2

1

1A 0@ 3
5
1
5

0

1A !

0@ �1
3

2
3

0
2
3

�1
3
0

�9
2

1
2

1

1A
M

�1
(6;5)

0@ 1
0
0

1A

M
�1
(6;5)

0@ 4
7
0

1A =

0@ 10
3
1
3

�29
2

1A x6
x5
; X t

2
=
�
0; 0; 0; 0; 1

3
; 10
3

�
;

C
(2)

1 = �13
2
; C

(2)

2 = 0; C
(2)

3 = 0; C
(2)

4 = �1
2
, STOP.

Muļtimea programelor optimale este dat¼a de

fX t
= a0X

0
+ a1X

1
+ a2X

2
=

=
�
0; 3

2
a0 + 2a1;

5
2
a0; 0;

1
3
a1;

10
3
a2
�
g;

unde a0; a1; a2 � 0; a0 + a1 + a2 = 1; zmax = 29
2
.

Exemplul 3.3.3.2. Dac¼a în problema 3.2.1. se doreşte introduc-

erea în fabrica̧tie a unui produs x5 pentru care tehnologia P5 =
�
2
1

�
,

dar C5 = 8, rezult¼a C
(0)

5 =
�
�9
2
; 1
2
; 1
�0@ 2

1
8

1A = �1
2
STOP; singurul

program optimal este X t

0
=
�
0; 3

2
; 5
2
; 0; 0

�
adic¼a x5 nu este convenabil a

� fabricat.
Acest exemplu atrage ateņtia asupra faptului c¼a atunci când pentru

a introduce în fabrica̧tie un nou tip de produs x5 şi nu dispunem de
tehnologia respectiv¼a, adic¼a trebuie cump¼arat¼a, va trebui mai întâi s¼a
se analizeze C

(0)

5 .

Dac¼a C
(0)

5 < 0 rezult¼a c¼a achizi̧tionarea tehnologiei P5 este inutil¼a

(ar �o cheltuial¼a zadarnic¼a). Dac¼a C
(0)

5 = 0 atunci se va ob̧tine un nou
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program de baz¼a optimal X
1
la acelaşi bene�ciu total z1 = z0(max). În

acest caz f¼acând o combina̧tie liniar¼a convex¼an
X = a0X

0
+ a1X

1
; a0; a1 � 0; a0 + a1 = 1

o
(̧si deci a1 = 1 � a0; a0 2 [0; 1]) se ob̧tine o diversi�care a produselor,
dar la acelaşi nivel optim al bene�ciului z = z0 = z1 de maxim. În
cazul c¼a se dispune de tehnologia P5 şi nu induce cheltuieli în plus,
aceast¼a diversi�care este necesar¼a pentru ocuparea foŗtei de munc¼a (re-
ducerea şomajului), cât şi pentru diversi�carea �rela̧tiilor de pia̧t¼a�.
Altfel trebuie recuperat¼a �cheltuiala�cu P5 într-un mod economic bine
gândit. În cazul umei intreprinderi private chiar dac¼a x5 este social-
mente necesar, statul nu poate impune fabricarea acestui produs,
dar poate subveņtiona aceast¼a cheltuial¼a. Iat¼a c¼a în anumite cazuri
(interes na̧tional, înv¼a̧t¼amânt de stat, armat¼a,...) subveņtionarea pe
termen scurt, este necesar¼a. Exist¼a şi alt¼a posibilitate (scutirea de
TVA, sau reducerea impozitului pe pro�t ca în cazul sponzoriz¼arilor,...).

Dac¼a C
(0)

5 > 0, atunci se va ob̧tine un nou program de baz¼a optim,
cu z1(max) > z0. Şi în acest caz trebuie f¼acut¼a o analiz¼a: (z1 � z0)
acoper¼a cheltuiala suplimentar¼a cu achizi̧tionarea lui P5 ?
A introduce în C5 cheltuiala pe unitatea de produs rezultat¼a din

achizi̧tionarea lui P5, nu se poate deoarece nu se ştie ini̧tial care va �
valoarea x5 ce va apare în programul optimal.

Exemplul 3.3.3.3. În problema 3.2.1. �e P5 =
�
2
1

�
şi C5 = 9.

Rezult¼a C
(0)

5 = 1 > 0. Deci X t

0
=
�
0; 3

2
; 5
2
; 0;
�
optimal cu z0 = 29

2
,

r¼amâne numai program de baz¼a. Se continu¼a optimizarea pornind cu
X
0
ca program de baz¼a curent. Avem:

P
(0)
5 =M�1

(2;3)P5 =

 
�1
2

5
2

!
A
(0)
15

A
(0)
25

; pivot A(0)25 =
5

2

96



(x5 devine bazic¼a în locul lui x3, c¼aci x3
1
= 5

2
�

5
2x5
1
). Rezult¼a

M�1
(2;5) =

0@ �1
5

2
5

0
3
5

�1
5
0

�24
5

13
5

1

1A ;M�1
(2;5)

0@ 4
7
0

1A =

0@ 2
1
�15

1A x2
x5
�z1

;

X
1
= (0; 2; 0; 0; 1) ; z1 = 15;

K
(1)
1 = f1; 3; 4g ; C(1)1 =

�
�24

5
; 3
5
; 1
�0@ 2

1
2

1A = �7 < 0;

C
(1)

1 = �1
5
;C

(1)

1 = �6
5
, STOP.

Programul de baz¼a optimal esteX
1
. Produsul x5 se introduce în locul lui

x3, deşi x3 avea un bene�ciu unitar C3 = 4 > C2 = 3. Iat¼a un alt caz
în care �contabiliceşte� (aprecierea rentabilit¼a̧tii pe baza bene�ciului
unitar) nu este realist¼a. Difereņta z1 = 15 � z0 = 15 � 14; 5 = 0; 5
(adic¼a 50$) este mic¼a, deoarece o tehnologie P5 în general �cost¼a�.
Şi în acest caz, dac¼a cheltuiala cu achizi̧tionarea lui P5 este S atunci
(S � 50) trebuie acoperit¼a într-unul din modurile anterior meņtionate
(dac¼a fabricarea lui x5 este mai �necesar¼a�ca fabricarea lui x3).
3.3.4. Modernizarea tehnologiilor existente.
Pe perioade scurte tehnologiile P r¼amân aceleaşi dar pe perioade

mai lungi cel pu̧tin un Pj trebuie schimbat: Pj = [Aij]i=1;m ! ePj =h eAiji
i=1;m

, pentru a face fa̧t¼a concureņtei. În general tendiņta este ca

prin modernizare Pj ! ePj s¼a se m¼areasc¼a şi prȩtul astfel încât bene�ciul
nou eCj s¼a �e mai mare. Dac¼a eCj este dat de �pia̧t¼a�(cerere), atunci
avem schimbarea Pj ! ePj; Cj ! eCj. În caz contrar trebuie f¼acut¼a
schimbarea Pj ! ePj; eCj = Cj.
În oricare dintre aceste situa̧tii este posibil ca j 2 I(0) (de optim)

sau j 2 K(0)
1 .

A1) Pj ! ePj; eCj = Cj; j 2 K(0)
1 . În acest caz avem: X

0
; M

�1

0
;

K
(0)
1 ; z0 = zmax; C

(0)

j � 0 (8) j şi deci actualiz¼am ePj; eP (0)j = M�1
0
Pj şi

C
(0)

jnou =
�
�CbM�1

0
; 1
�� ePj

Cj

�
.
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Dac¼a C
(0)

jnou < 0, atunci X
0
r¼amâne optimal cu z0 = zmax, atunci

noua tehnologie nu aduce un bene�ciu mare.
Dac¼a C

(0)

j(nou) = 0 se ob̧tine un nou program de baz¼a optim
X
1
cu z1 = z0(max). Dac¼a facem o combina̧tie liniar¼a convex¼a X =

tX
0
+ (1� t)X

1
, t 2 [0; 1] se ob̧tine o diversi�care a produçtiei

la acelaşi nivel z = z1 = z0(max). Ca şi anterior trebuie analizat¼a
�amortizarea�cheltuielilor cu noua tehnologie.
Dac¼a C

(0)

j(nou) > 0, atunci se continu¼a optimizarea şi se ob̧tine un
alt program de baz¼a optimal X

1
cu z1 6= z0.

A2) Pj ! ePj; Cj ! eCj; j 2 K(0)
1 . Se procedeaz¼a ca anterior numai

c¼a

C
(0)

j(nou) =
�
�CbM�1

0
; 1
� ePjeCj

!
:

Exemplul 3.3.4.1. Dac¼a în problema 3.2.1. se face modi�c¼arile

P4 =

�
1
2

�
! eP4 = � 2

1

�
;

eC4 = C4 = 4;
atunci eP (0)4 =M�1

(2;3)
eP4 = � �1

2
5
2

� eA(0)14eA(0)24 ;
C
(0)

4(nou) =
�
�9
2
; 1
2
; 1
�0@ 2

1
3

1A = �11
2
< 0. STOP

Aceste modi�c¼ari Ai4 ! eAi4, nu aduc nout¼a̧ti. Se va opera în
continuare tot cu datele optimale curente X

0
; z0 = 29

2
.
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Exemplul 3.3.4.2. În problema 3.2.1. se fac modi�c¼arile:

P4 =

�
1
2

�
! eP4 = � 1� �

2� 2�

�
; � 2

�
0;
1

2

�
;

eC4 = 3 + 2�;eP (0)4 = M�1
(2;3)

�
1� �
2� 2�

�
=

�
1
2
� �

2
1
2
� 1

2
�

�
;

C
(0)

4(nou) =

�
�9
2
;
1

2
; 1

�0@ 1� �
2� 2�
3 + 2�

1A = �1
2
+
11

2
�:

Pentru � = 0 se ob̧tin datele din (3.2.1.). Deci X
0
=
�
0; 3

2
; 5
2
; 0
�
,

z0 =
29
2
.

Pentru � = 1
2
se ob̧tin: eP (0)4 =

�
1
4
1
4

�
; C

(0)

4(nou) =
9
2
> 0. Se continu¼a

algoritmul.
Mai general: dac¼a C

(0)

nou < 0, adic¼a 0 < � <
1
11
, atunci STOP.

Datele optimale r¼amân X
0
=
�
0; 3

2
; 5
2
; 0
�
, z0 = 29

2
.

Dac¼a C
(0)

nou = 0, adic¼a � =
1
11
, atunci se va ob̧tine un nou program

de baz¼a optimal cu z1 = z0 = 29
2
(Exerci̧tiu).

Dac¼a C
(0)

nou > 0, adic¼a
1
11
< � � 1

2
, atunci se continu¼a algoritmul şi

se ob̧tine un nou program de baz¼a optimal X
1
.

De exemplu pentru � = 1
4
avem:

C
(0)

4(nou) =
7
8
> 0;

eP (0)4 =

 
3
8
3
8

!
;

min

�
3
2
3
8

;
5
2
3
8

�
=

3
2
3
8

:
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Pivot
3
8 . Deci x4 devine bazic¼a în locul lui x2. Avem:0@ �1
2

1
2

0
3
2

�1
2
0

�9
2

1
2

1

1A 0@ 3
8
3
8
7
8

1A !

0@ �4
3

4
3

0
2 �1 0
�10

3
�2
3
1

1A
M

�1
(4;3)

0@ 1
0
0

1A ;

M
�1
(4;3)

0@ 4
7
0

1A =

0@ 4
1
�18

1A x4
x3
�z1

;

X t

1
= (0; 0; 1; 4) ; z1 = 18;

I(1) = f4; 3g , K(1)
1 = f1; 2g ;

C
(1)

1 =
�
�10

3
;�2

3
; 1
�0@ 2

1
2

1A = �16
3
< 0;

C
(1)

1 =
�
�10

3
;�2

3
; 1
�0@ 1

3
3

1A = �7
3
< 0 STOP.

X
1
este noul program de baz¼a optimal cu zmax = z1 = 18.

B. S¼a admitem c¼a se schimb¼a Pi = [Aij]! ePi = h eAiji �i = 1;m� şi
j 2 I(0) (bazic). Ar trebui ca în matricea bazic¼a M

0
înlocuind coloana

Pj cu ePj s¼a vedem dac¼a matricea rezultat¼a fM
0
mai este nesingular¼a

(exist¼a fM�1
0
) sau nu. Cu fM�1

0
scriem fM

0

�1
şi trecem la optimizare.

Dar în acest caz trebuie s¼a actualiz¼am toate datele; C
(0)

j(noi); j 2 K
(0)
1 ;fM�1

0
B; CbfM�1

0
= ez0 (nou¼a).

Pentru a evita prima faz¼a relativ la fMC constatarea dac¼a este nesin-
gular¼a (inclusiv calcularea lui fM�1) se poate considera Pj

�
j 2 I(0)

�
ca

şi cum ar � o nou¼a coloan¼a în sistem, care trebuie s¼a devin¼a bazic¼a
în locul lui Pj. Adic¼a se actualizeaz¼a eP (0)j = M�1

0

ePj = h eA(0)ij i
i=1;m

şi

trebuie ales ca pivot eA(0)ij care corespunde variabilei bazice xi (i = j)

de coe�cient Aij. Prin urmare trebuie ca eA(0)ij 6= 0. Se ob̧tine fM�1
nou�a
0

(actualizat�a). Apoi se calculeaz¼a elementele anterioare.
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Exemplul 3.3.4.3. În problema 3.2.1. s¼a facem schimbarea P2 =�
1
3

�
! eP2 = � 2

2

�
. Cum avem M�1

(2;3)
0

trebuie s¼a actualiz¼am

eP (0)2 =M�1
(2;3)
0

�
2
2

�
; eP (0)2 =

�
0
2

� eA(0)12eA(0)22 :
Cum x2 este în baz¼a pe primul loc, adic¼a pe linia i = 1 (c¼aci am scris

M(2;3);M�1
(2;3)), rezult¼a c¼a eA(0)12 trebuie s¼a �e diferit¼a de zero. În cazul dateA(0)12 = 0. Adic¼a prin schimbarea P2 = � 1

3

�
! eP2 = � 2

2

�
, matricea

nou¼a fM(2;3) este singular¼a. Veri�care: M
0
=

�
1 1
3 1

�
; fM
0
=

�
2 1
2 1

�
şi detfM

0
= 2� 2 = 0. Deci fM

0
este singular¼a.

Exemplul 3.3.4.4. Fie schimbarea P2 =
�
1
3

�
! eP2 = � 1

2

�
.

Actualiz¼am eP2. Avem eP (0)2 =M�1
0

�
1
2

�
=

�
1
2
1
2

� eA(0)12eA(0)22 . Cum eA(0)12 =
1
2
6= 0, calcul¼am direct fM�1

0
prin pivotare cu pivot eA(0)12 =1

2 ;

�
�1
2

1
2

3
2

�1
2

� 1
2
1
2

!
!

�
�1 1
2 �1

�
fM�1
(2;3)
0

�
1
0

�
:

Veri�care direct¼a.

fM(2;3)
0

=

�
1 1
2 1

�
;fM
0

fM�1
0
=

�
1 0
0 1

�
;

�CbfM�1
0
= � (3 4)

�
�1 1
2 �1

�
= (�5 1) ;

fM�1
0
=

0@ �1 1 0
2 �1 0
�5 1 1

1A ;
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fM�1
0

�
B
0

�
=

0@ 3
1
�13

1A x2(nou)
x3(nou)
z0(nou) = 13

;

Xnou
0
= (0; 3; 1; 0) ; I(0) = f2; 3g ;K(0)

1 = f1; 4g ;

C
(0)

1(nou) = (�5 1 1)

0@ 2
1
2

1A = �7 < 0;

C
(0)

4(nou) = (�5 1 1)

0@ 1
2
3

1A = 0;STOP ;

Xnou
0

este program de baz¼a optimal de valoare zmax = 13.

Exist¼a programe optimale multiple, c¼aci C
(0)

4(nou) = 0 şi 4 2 K
(0)
1 .

Continu¼am: P (0)4 = fM�1
0
P4 =

�
1
0

� eA(0)14eA(0)24 pivot eA(0)14 = 1, x4

devine bazic¼a în locul lui x2. Rezult¼a

M�1
(4;3) =

�
�1 1
2 �1

�
; M

�1
(4;3) =

0@ �1 1 0
2 �1 0
�5 1 1

1A ;
K1 = f1; 2g ;

(M
�1
(4;3) coincide întâmpl¼ator cu fM�1

(2;3) deoarece pivotul eA(0)14 = 1 şieA(0)24 = 0).
M

�1
(4;3)

�
B
0

�
=

0@ 3
1
�13

1A x4
x3
; z1 = 13;

X
1
= (0; 0; 1; 3) ;

C
(1)

1 = (�5 1 1)

0@ 2
1
2

1A = �7 < 0;C(1)2 = (�5 1 1)

0@ 1
2
3

1A = 0; STOP;

Avem muļtimea programelor optimale

X = tXnoi
0
+ (1� t)X

1
= (0; 3a; 1; 3 (1� a)) ; a 2 [0; 1] , z = 13:
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Capitolul 4. Sisteme de ecuaţii liniare cu variabile 

mărginite inferior şi superior. 
 
 
  4.1. Program complet. Program complet, filtrat. 

 
Aşa cum s-a spus în aplicaţie, pentru variabilele  se 

pot pune condiţii de forma 
}{ ix

iii Sxd ≤≤ . Prin urmare forma 
standard a unei probleme de programare liniară este: 
 

B ;
( )

AX
CX f X

=
=

     
(min)
max

SXd ≤≤
                                                      (4.1.1) 

];.......[

;][

1

,1;,1

n
t

njmiij

SSS

AA

=

=
==      ; rang A=m<n. 

]......[

].....[

1

1

m
t

n
t

BBB

ddd

=

=

Pentru a putea rezolva o asemenea problemă trebuie, mai 
întâi, adusă la forma standard redusă: 

 

min
max;

)(UCU
BAU

ϕ=
=   DU ≤≤0   ]...........[ 1 ma DDDD =                     (4.1.2) 

 
prin transformarea, niudx iii ,1; ==− . În prima fază trebuie 
obţinut un program, BUAU =

00
|   ;  DU ≤≤

0
0   pentru care 

)(
00

UUC ϕ=
def
= 0z . Apoi în a doua fază trebuie să generăm un 

nou program , mai bun ca , dacă  nu este optimal 

(
1

U
0

U
0

U

)()( 0011 UzUz ϕϕ =>=  dacă problema este de maxim,  sau 
, dacă problema este de minim). 01 zz <
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 A transforma inecuaţiile DU ≤≤0  în ecuaţii, ar mări atât 
numărul m+n de restricţii cât şi numărul n+n=2n de variabile, 
aşa cum am văzut. A nu proceda aşa înseamnă a studia sistemul, 
AU=B; DU ≤≤0  pe altă cale. 
 
Definiţia 4.1.1. Un program , al sistemului AU=B, care 

satisface 
0

U

DU ≤≤0 , se va numi program complet.  
 
Definiţia 4.1.2. Fie ]....[

00
10 nuuU =  un program complet pentru 

care (n-m) componente au valorile zero (la marginea inferioară) 
sau valori la marginea superioară  sau o parte dintre acestea 
sunt la marginea inferioară şi restul dintre ele sunt la marginea 
superioară, se va numi program complet filtrat. 

D

 Să notăm prin  mulţimea indicilor variabilelor  
care au valoarea 

)0(
1K jU

0ju =  şi prin  mulţimea variabilelor  
pentru care = ,  dar în  aşa fel încât, 

)0(
2K aU

0
au aD 0

0

=ju ;  să 

aparţină mulţimii celor (n-m) variabile anterior selectate. Restul 
de n-(n-m)=m valori ,  pot fi unele la valoarea zero, altele la 

valoarea superioară şi altele între zero şi marginea superioară a 
lor. După ce s-au selectat cele  valori ale căror indici 
aparţin la  ; , mulţimea indicilor valorilor rămase se va 
nota prin 

aa Du =
0

0
ru

m)-(n
)0(

1K )0(
2K

)0(I . 
Exemplul 4.1.1. Dacă sistemul AU=B ; U  0≥ mrangA =  admite 
un program de bază , atunci (n-m) variabile (secundare) au 

valorile, 
0
X

0
0

=jx . Deci .  Dacă valorile bazice, )0(
1Kj∈ { }

r
x , ( )0Ir ∈  

satisfac, rr
Dx ≤≤

0

0 , atunci programul de bază este un program 

complet filtrat şi )0(
2K Φ=  . 

 
104



Exemplul 4.1.2. Fie sistemul 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=+

2
9
4

32

31

xx

xx   
2
51 1 ≤≤ x ; 31 2 ≤≤ x   ; 21 3 ≤≤ x  

 
Notând 1 11x u− = ; 2 21x u− = ; 3 1 3x u− =  rezultă:  

1 3

2 3

2
5
2

u u

u u

+ =⎧
⎪
⎨

+ =⎪⎩

  ;  
2
30 1 ≤≤ u   ;   20 2 ≤≤ u  ; 10 3 ≤≤ u  

care admite programul de bază, 2
0
1 =u ; 

2
5

0
2 =u ; 0

0
3 =u , care însă 

nu este program complet, deoarece 2
2 2

0
2 =>= Du 5 , respectiv 

2
2 1

0
1 =>= Du 3 . 

Alt program de bază este ( 0
1
1 =u ; 

2
1

1
2 =u ; 2

1
3 =u ), care însă nu 

este program complet căci 12 3
1
3 =>= Du . Un  alt program de 

bază nu mai există. Deci nici un program de bază al sistemului, 
AU=B; U≥0, nu este program complet. Totuşi sistemul dat 
admite un program complet : (

2
;2;

2 321 === uuu 13 ).Cum, 
23 =u 1 , 

0< < =1,   nu poate fi secundar. Deci 33u 3D 3u ∈I . Secundară 
poate fi 2 2u =  şi atunci : { }3,1=I  ; Φ=1K  ; { }22 =K . Programul 
complet este deci filtrat. 
Dar şi ; { }3,2=I Φ=1K ; { }12 =K  ( căci 11 2

3 Du == ) dă o filtrare, 

cu  bazice. 32 ,uu
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Concluzie 4.1.1. Este posibil ca oricare ar fi un program de bază 
al sistemului, relaxat 
  
    AU=B;   U                                                                  (4.1.3) 0≥
acesta să nu fie un program complet filtrat al sistemului  
    AU=B; DU ≤≤0                                                             (4.1.4)        
chiar dacă (4.1.4) admite un program complet, filtrat. 
Evident, apare întrebarea: ce rost are testarea existenţei unui 
program de bază pentru (4.1.3) ? Se ştie că dacă (4.1.3) nu 
admite un program de bază atunci nu admite  un program şi deci 
(4.1.4) nu admite program complet (şi cu atât mai mult nu 
admite un program complet filtrat), deoarece orice program 
complet pentru (4.1.4) este program pentru (4.1.3). Testarea este 
deci necesară, dacă (4.1.3) nu admite programe de bază; atunci 
(4.1.4) nu are programe complete. 
Exemplul 4.1.3. Fie dat sistemul 

⎩
⎨
⎧

=++
=++

41,02,02,0
51,01,01,0

321

321

uuu
uuu

     332211 0;0;0 DuDuDu ≤≤≤≤≤≤  

nu admite programe complete deoarece sistemul 

⎩
⎨
⎧

=++
=++

41,02,02,0
51,01,01,0

321

321

uuu
uuu

                   ;  0≥iu 3,1=i    

nu admite programe de bază. Aşadar încercarea de a rezolva 
sistemul dat nu are rost, oricare ar fi mărginirea { }D . 

Avem până  acum o informaţie certă relativ la 
incompatibilitatea sistemului (4.1.4). 
Exemplul 4.1.4. Fie dat sistemul 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=+

2
5
2

32

31

uu

uu
                      10;30;20 321 ≤≤≤≤≤≤ uuu       

Un program de bază este  ( 0;
2
5;2 321 === uuu  )  care este şi 

program complet filtrat în două moduri: 
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{ }2,1)0( =I ; { }3)0(
1 =K ;  sau Φ=)0(

2K { }2,3)0( =I ; ; 
. 

Φ=)0(
1K

{ }1)0(
2 =K

Exemplul 4.1.5. Pentru exemplul 4.1.4. există un program 
complet (

2
1;2;

2
3

321 === uuu ), care nu este filtrat deoarece nici o 

valoare nu este la marginea inferioară (zero) sau la marginea 
superioară D. 

În mod curent, practic, se operează cu un program 
complet U  şi se pune problema de a constata dacă U  este 
optimal. Dacă nu este optimal atunci plecând cu U  (sau cu altul) 
să se optimizeze problema. 

  În acest caz (4.1.2), optimizarea se obţine pornind cu un 
program complet, filtrat (care joacă rolul unui program de bază, 
de pornire în algoritmul simplex, clasic, expus anterior). Prin 
urmare vor fi două faze: 

În prima fază trebuie obţinut un program complet, 
filtrat . Aceasta implică cunoştinţe suplimentare de rezolvare 

a sistemelor de forma (4.1.2).  
0

U

În a doua fază, pornind cu , să se obţină pas cu pas 
un nou program complet, filtrat “mai bun” ca cele generate 
până la el, până se ajunge la cel mai bun (optim). STOP. 

0
U

În prima fază, curent se dispune de un program complet, 
cu care se operează. Dacă este complet filtrat se trece la o a 
doua fază. Dacă nu, atunci mai înainte trebuie dat un procedeu 
de “filtrare”. Prin urmare, practic, dacă restricţiile sunt corecte, 
sistemul admite programe complete. Rămâne de arătat, 
teoretic, că dacă există programe complete atunci există 
programe complete filtrate. Demonstraţia se face, transformând  
restricţiile, DU ≤≤0   în ecuaţii, ca în cazul treceri de la 
program la program de bază, căci sistemul va fi de forma 

. În cele ce urmează vom demonstra acest fapt 
odată cu elaborarea unui algoritm de filtrare conceput de autori.  

0~;~~~
≥= UBUA
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4.2. Generarea  programelor complete filtrate, 
pornind de la un program complet filtrat , prin schimbări, 

0
U

( )0
1

10

;0 KjUU jj ∈→=   

 
 
            Fie  un program complet, filtrat pentru sistemul 

(4.1.2). Vom scrie   
0

U

  ;
0

0

0 z

U
U

r

     )0(Ir ∈      
)0(

1

0
0

Kk

U k

∈

=
      

)0(
2

0

Kb

DU bb

∈

=
    ; ; 1

0
−M

1
0
−

M ;  

( )

( ) )0(
2

0
1

;

;

KbC

KkC

b

k

∈

∈ )0(0

 

( evident, rr
Du ≤≤

0

0 ). 

            Dacă se doreşte a se obţine un alt program complet filtrat 
, generat de , căutând să schimbăm  o valoare 

1
U

0
U 0

0

=ju  

 într-o valoare nouă  (evident pentru  )( 1Kj∈ )0(

1
ju jj Du ≤≤

1

0 ) se 

va proceda ca în situaţia anterioară, dar se vor pune şi condiţiile   
rr

Du ≤≤
1

0  ; jj Du ≤
1

 în relaţiile:  

1

)0(

01
jrjrr uAuu −=  ; 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛−
)0(

0
1

0

j

j

j

j

C
P

C
P

M ; ( ) ( )
mrrjj AP

,1
)0(0

=
=         (4.2.1) 

1

)0(
21 jj uCzz +=                                                                     (4.2.2) 
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Observaţia 4.2.1. Dacă se doreşte numai aflarea lui , atunci 

(4.2.2) nu se mai scrie iar,   se alege arbitrar. Dacă se 
urmăreşte şi obţinerea z=f(U), simultan atunci, ca şi anterior se 
stabileşte,  prin regula  

1
U

)0(

)0(

1Kj ∈

1Kj ∈
( ){ }0max 0)0(

)0(
1

>=
∈

k
Kj

j CCj                                                           (4.2.3)             

dacă se doreşte ca , sau prin regula  01 zz >

( ){ }(0)
1

0(0) min 0j k
j K

j C C
∈

= <                                                          (4.2.3)’          

daca se doreşte ca 01 zz < . 
Din (4.2.1) punând condiţiile, 0≥

r
u , )0(Ir ∈∀  se obţine:           

 

)0(
0

1 rj

r

j A

u
u ≤                              ( ) 0)0(0 >∈∀ rjAIr                      (4.2.4) 

Fie  

)0(
0

)0(
0

0

)0(
)0(

min
ij

i

rj

r

Aji A

u

A

u
defr

ij

=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>
                                     (4.2.5) 

Din (4.2.1), punând condiţiile, )0(, IrDu
rr

∈≤  pentru care  
<0, rezultă: )0(

rjA

)0(
0

1 rj

rr

j A

Du
u

−
≤                                                                          (4.2.4)’ 

Fie 

)0(
0

)0(
0

0

)0(
)0(

min
sj

ss

rj

rr

Ajs A

Du

A

Du
defR

ij

−
=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ −

<
                                            (4.2.6)             

şi 
{ })0()0( ;;min

jsjijj RrDdefa                                                        (4.2.7)         
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a) Dacă se alege, 0< jj au <
1

 atunci din  (4.2.1) se obţine un 

program complet care în general nu este filtrat.  
b) Dacă se alege, jj au =

1
 atunci din (4.2.1) se obţine un 

nou program complet filtrat astfel: 
b1) Dacă jj Da =  se lasă jj Du =

1
 tot secundară şi din 

(4.2.1) şi (4.2.2) se obţin noile date:  

1

1
1 z

u
U r   ( ) ( )01 IIr =∈   

}{\

0

)0(
1

)1(
1

1

jKKk

uk

=∈

=
    

{ }jKKb

Du bb

∪=∈

=

)0(
2

)1(
2

1                                                                                    

                 ( ) ( )01
kk CC = ( ) ( )

01

01 ; MMCC bb ==            

adică se obţine un nou program complet filtrat fără schimbare 
de bază. 

b2)  Dacă )0(
jij ra = , atunci alegând )0(

1
jij ru = , ca nouă 

valoare bazică în locul lui )( )0(Iiu
i
∈  care devine secundară la 

valoarea 0
1

=
i

u  se obţine un nou program complet filtrat:  

     
1

1
1 z

u
U r   ( ) { } ( ) {}iIjIr \01 ∪=∈     1

(1) (0)
1 1

0

\{ }

ku

k K K j

=

∈ =
     

)0(
2

)1(
2

1

KKb

Du bb

=∈

=
 

relativ la noua bază, de matrice 1

1

−
M  ce se obţine, cum s-a 

văzut din [ ]1− 1−

0
M  prin pivotare, pe 

0
M  cu pivot )0(

ijA  ( numitorul 

lui )0(
ji

r ). Se obţine apoi { })1(C . 
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b3)    Dacă )0(

jsj Ra = , alegând, )0(

1
jsj Ru =  ca nouă valoare bazică 

în locul lui, )( )0(

0

Isu
s

∈  care devine secundară la noua valoare ss
Du =

1

 

(cum rezultă din (4.2.1)), se obţine un nou program complet filtrat  : 
 

  

1

1

1
z

u

U

r

−−         }{\}{ )0()1( sIjIr ∪=∈          1
(1) (0)

1 1

0

\{ }

ku

k K K j

=

∈ =
              

.                                                                                               

{ }sKKb

bb

∪=∈ )0(
2

)1(
2

1
Du =

 

relativ la o nouă bază de matrice,  pentru care, ; 
1

M 1

1

−M
1

1

−
M  se calculează 

din [ ]1− )0(
sjA  ca mai înainte. Se obţine apoi, 

0
M  prin pivotare cu pivot, 

{ })1(C  .  
Cu noile date se va relua algoritmul (0 : = 1, 1 : = 2). Să îl scriem 

organizat. 
ALGORITMUL (

1KI )
(0) Iniţial. Dispunem de un program complet filtrat . 

0
U

(1) Calculăm : ;1

0

−M
1

0

−
M ;  ;  )0(C

(2) Alegem  şi scriem (4.2.1) şi   (4.2.2); )0(
1Kj∈

(3) Calculăm (4.2.5) şi (4.2.6) ; 
(4) Calculăm (4.2.7) ; 
(5) Se procedează ca la b) ( b1) sau b2) sau b3) ) şi se obţine un nou 

program complet filtrat, cu care se va relua algoritmul. 
Evident schimbările de această formă se vor termina după un număr 

finit de paşi căci , este o mulţime finită (dacă )0(
1K )0(

1K Φ≠ ). 
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Exemplul 4.2.1. Să considerăm modelul liniar, 

( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−+++=
=+++
=+++

123432max
1423
92

4321

4321

4321

xxxxX
xxxx
xxxx

ϕ
       

41;31;21;21 4321 ≤≤≤≤≤≤≤≤ xxxx  
Făcând  transformările 1−= ii xu   ( cu 4,1=i  ) ,  rezultă : 
 

( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+++=
=+++
=+++

4321

4321

4321

3432max
723
42

uuuuUf
uuuu
uuuu

     

30;20;10;10 4321 ≤≤≤≤≤≤≤≤ uuuu  
Un program complet filtrate este  

0
U

 

13

3

1

0

0
4

0
3

0

=
−−−−

=

=

z

u

u

U                  }4;3{)0( =I

Φ==

=

=

)0(
2

)0(
1

0
2

0
1

};2;1{

0

0

KK

u

u

          

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=

−

115
011
012

0
)4;3(

1
M             

( ) ( )

( ) ( ) .01
3
3
1

115

;07
2
1
2

115

0
2

0
1

>=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

<−=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

C

C

                             

Pentru a obţine un nou program complet filtrat nu avem decât 
posibilitatea de a face schimbări  (căci 1

)0(Kj∈ ( ) Φ=0
2K ). Se poate alege 
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j=1 sau j=2. Dacă se ţine cont şi de z=f(U), se va alege “j” după regula 
(4.2.3). Rezultă j=2 ( căci ). 1)0(

2 =C
Calculăm 

 
( )

( )0
22

0
12)0(

2 2
1

3
1

11
12

A
AP ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=  

Scriem   

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⋅+=

−=

−−=

1
21

1
2

1
4

1
2

1
3

113

23

)1(1

uz

uu

uu

Calculăm: 

2
3)0(

2
=

i
r   ( 4=i )   ;  

1
21)0(

2 −
−

=
s

R   (căci 23 =D , 3=s ), 

11
1
21;

2
3;1min 22 =

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ =

−
−

== Da . 

Cum  se va alege 1)0(
3222 === RDa 12

1
2 == Du  pentru a nu 

schimba baza. Rezultă: 
 

    

14

1

2

1

1
4

1
3

1

=
−−−−

=

=

z

u

u

U     )0()1( II =      
}1{

0

)1(
1

1
1

=

=

K

u
     

}2{

1

)1(
2

2
1
2

=

==

K

Du
      

1

0

1

1

−−
= MM         

                                     .CC = )0()1(

Dacă alegem ,  se introduce  în bază la valoarea 

. Se obţine : 

)0(
32

1
2 1 Ru == 2u

1
1
2 =u
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14

1

1

1

1
4

1
2

1

=
−−−−

=

=

z

u

u

U                            }4;2{)1( =I
}1{

0

)1(
1

1
1

=

=

K

u
   

}3{

2

)1(
2

3
1
3

=

==

K

Du
       

)4;2(1
MM =  

(altă ordine a valorilor, faţă de U anterior) relativ la baza . 

Rezultă: 
)3;2(1

MM =

( )

( )

( )

1

2;4
1

(1)
1

(1)
3

2 1 0 1 2 1 0
1 1 0 2 3 1 0 ;
5 1 1 1 3 0 1

2
3 0 1 1 4

2

1
3 0 1 1 1 0

4

M

C

C

−
− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− → − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − = −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞
⎜ ⎟= − = >⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Se poate continua cu j=1  şi se va obţine un nou program complet 
filtrat, dar creşterea lui z va fi mai înceată. ( Exerciţiu) 

)1(
1K∈
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4.3. Generarea programelor complete, filtrate, 
pornind da la un program complet filtrat prin 

schimbări,
10
aaa uD →u = )( )0(

2Ka∈  

 
 
. 
(0). Iniţial. Se dispune de un program complet filtrat  cu 

. 
0

U
)0(

2K Φ≠

(1). Se alege  arbitrar, sau dacă se urmăreşte un scop, max 
z (sau min z) atunci se alege,  după regula:                                          
. 

)0(
2Ka∈

)0(
2Ka∈

                       
( )
{ }0max )0()0(

0
2

>−=
∈

b
Kb

a CC                                              (4.3.1) 

dacă se urmăreşte max z respectiv după regula 
                     

( ) { }
0

2

(0) (0)min 0a b
b K

C C
∈

= − <                                                (4.3.1)’ 

dacă se urmăreşte (min z). 
(2). Calculăm 
          ;         )( )0(

0

1)0(
rbbb APMP == − mr ,1= . 

(3). Scriem: 
          )(

1

)0(

01
aararr

uDAuu −+=     ( ) mrIr ,1;0 =∈                  (4.3.2) 

                                                                      (4.3.3) )(
1

)0(
21 aaa DuCzz −+=

(4). Calculăm: 

          a
ia

ii

a
ra

rr

Aai D
A

Du
D

A

Du
defs

ra

+
−

=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+
−

> )0(
0

)0(
0

0

)0(
)0(

max                (4.3.4) 

          a
la

l

a
ra

r

Aal D
A

u
D

A

u
defS

raj

+=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+
< )0(

0
)0(

0

0

)0(
)0(

max                    (4.3.5)  

(5). Se calculează: 
          };;0max{

alaia Ss=β                                                       (4.3.6) 
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(6). Se alege,  aau β=
1

 în (4.3.2) şi (4.3.3). 

(6.a) Dacă 0=aβ , atunci 0
1
=au  se păstrează tot ca 

valoare secundară pentru a nu schimba baza . Se obţine un nou 
program complet filtrat:  

             

1

1

1
z

u

U

r

−−         )0()1( IIr =∈       
}{

0

)0(
1

)1(
1

1

aKKk

uk

∪=∈

=
        

}{\)0(
2

)1(
2

1

aKKb

bb

=∈

Du =
 ; 

01
MM =   ;     

1

1

−
M  = 

1

0

−
M       ;   .       )0()1( CC =

(6.b) Dacă 
aia s=β  atunci se alege 

aia su =
1

 ca nouă valoare 

bazică în locul lui 
i

u  care devine secundară la valoarea 
l

D . Se 
obţine un nou program complet filtrat  relativ la noua bază  

pentru care 
1

U
1

M
1

1

−
M  se obţine din 

1

0

−
M  prin pivotare cu pivot  .Se 

calculează  şi cu  se va relua algoritmul (0:=1 ; 1:=2 ).  

)0(
iaA

)1(C
1

U

(6.c) Dacă 
ala S=β , atunci se alege  

ala Su =
1

 ca nouă 

valoare bazică în locul lui 
lu  care devine, 0

1

=
l

u  secundară. Se 

obţine un nou program complet filtrat  relativ la o nouă bază  

pentru care 
1

U
1

M
1

1

−
M  se obţine din 

1

0

−
M  prin pivotare cu pivot . 

Cu noile date se va relua algoritmul.  

)0(
laA

Relaţiile (4.3.2) sunt stabilite mai departe. Relaţia (4.3.3) rezultă 
din aceeaşi motivaţie: pentru a modifica valoarea  prin schimbarea, 0z

aaaa DuDu <→=
10

, trebuie să scădem  şi să adăugăm . aa DC )0(

1

)0(
aa uC
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 Relaţiile (4.3.4) şi (4.3.5) rezultă din condiţiile: rr
Du ≤

1
 pentru 

 şi 0)0( >raA 0
1

≥
r

u  pentru . 0)0( <raA

Pentru aau β>
1

 şi aa Du <
1

 se vor obţine un număr infinit de 

programe complete, care în general nu sunt filtrate. 
Exemplul 4.3.1 Să admitem că în problema (1.a) din paragraful 1, 

resursele (imputurile) sunt 14;9 21 == BB , iar pe perioada de producţie 
contractată, cererile sunt: 1;1;1;1 4321 ==== dddd , iar capacităţile 

de producţie sunt: 3;3;
2
5;2 4321 ==== SSSS . Se mai cunosc şi 

cheltuielile fixe pe această perioadă, estimate la 12.000. Mai mult, un 
program de producţie curent este dat, 

 )
6
7;3;

2
5;

6
7( 4321 ===== xxxxX

t
. 

Se pun problemele: 
a) Acest program curent este cel mai bun, sau nu, din punct de 

vedere al scopului urmărit (maximizarea beneficiului total) ? 
b) Dacă nu, să se obţină un program mai bun, modificând acest 

program curent. 
 Rezolvare: 

 Modelul este cel din exemplul (4.2.1) numai că 4 2
53;
2

S S= =  şi 

s-a luat mia de dolari ca unitate. Avem şi 
3

40)( =Xϕ . Rezultă: 

( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+++==
=+++
=+++

4321

4321

4321

3432Xfzmax 
723
42

uuuu
uuuu
uuuu

       

20;20;
2
30;10 4321 ≤≤≤≤≤≤≤≤ uuuu  

Cum 
t

X  se transformă în ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

6
1;2;

2
3;

6
1

0
U  şi  

3
40

0 =z , se 

observă că , este un program complet. Cum 
0

U 2
0
2 2

3 Du ==  ;  ; 3
0
3 2 Du ==
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1
6
10 1

0
1 =<=< Du  ; 20 4

0
4 =<< Du , acest program complet este filtrat şi 

putem alege, 

    

3
40

6
1
6
1

0

0
4

0
1

0

=

−−−−

=

=

z

u

u

U               }4;1{)0( =I
3

0
3

2
0
2

2
2
3

Du

Du

==

==
            

Φ=

=
)0(

1

)0(
2 };3;2{

K

K
              

( )

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−

−

=
−

1
3
4

3
1

0
3
2

3
1

0
3
1

3
2

1

0
4;1M                                 

0
3
7

4
1
1

1
3
4

3
1

0
3
4

3
3
1

1
3
4

3
1

3
)0(

2
)0(

>=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

<−=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=

C

C

                  

Cum există , din (4.2.4) rezultă că există un alt program 

complet filtrat,  de valoare 

0)0( <aC

1
U

3
40

01 => zz . Deci  nu este “cel mai bun”, 

adică programul de producţie 
0

U

X  nu este optimal.  
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ALGORITMUL ( ) 
2KI

 
(0). Iniţial dispunem de . 

0
U

(1). Scriem (4.3.1): 
 

( )

( ){ } 2
)0(0 0max

0
2

CCb
Kb

−=>−
∈

  ; a=2 ;
3
4)0(

2 −=C  

 
(2). Calculăm 

 
( )

( )0
22

0
12)0(

2

3
5
3
1

3
1

3
2

3
1

3
1

3
2

A
AP

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=  

(3). Scriem: 

           

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+=

2
3

3
4

3
40

2
3

3
5

6
1

2
3

3
1

6
1

1
21

1
2

1
4

1
2

1
1

uz

uu

uu

    ;       căci 
2
3

2 =D .   

(4). Calculăm: 

            ;
5
2

2
3

3
5

2
6
1

max
0

)0(
2 )0(

2

=

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+
−

>iAi
defs  ( i=4 ) 

                    1
2
3

3
1

6
1

max
0

)0(
2 )0(

2

=

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+
−

<rAl
defS ; ( l =1 ).  

(5). Calculăm: 

                                 2;12 11;
5
2;0max S==

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=β  
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(6). Se alege 12;4
1
2 == Su  ca nouă valoare bazică în locul lui  

care devine secundară 0

1u

1
1 =u . Rezultă un nou program complet filtrat: 

    

14

1

1

1

1
4

1
2

1

=
−−−−

=

=

z

u

u

U          }4;2{)1( =I
( ) { }1

0

1
1

1
1

=

=

K

u
        

{ }3

2

)1(
2

2
1
3

=

==

K

Du
      

1

)4;2(

−
M   

Se pivotează pe 
1

)4;1(

−
M  cu pivot 

3
1)0(

12 −=A ; 

                           

( )
1

4;2

103
013
012

3
4

3
5
3
1

1
3
4

3
1

0
3
2

3
1

0
3
1

3
2

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
→

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−

−

M  

 Calculăm: 

         

( )

( )

(1)
1

(0)
3

2
3 0 1 1 4 0

2

1
3 0 1 1 1 0

4

C

C

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − = −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞
⎜ ⎟

< ( )

− =⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

>

     

( ))1(
2

)1(
1

3

1

K

K

∈

∈
 

=

Cu noile date se poate relua algoritmul dacă dorim şi alte posibile 
programe complete filtrate. 

Cum  dacă se ţine cont şi de scop ar trebui să continuăm fie cu  

( )

( ){ }1
1

1max 0j
j K

C
∈

> , fie cu, { }
2

)1(
0max )1(

Kb
bC

∈
>− . 

Rezultă că dacă  la un pas p ( ) pentru 
schimbare se va alege 

;; )(
2

)(
1 Φ≠Φ≠ pp KK 0≥p

1Kj∈  sau 2Ka∈  după cum: 
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(8). 
( ) ( )

( ) ( ){ }
1 2;
max 0; 0

p p

p p
k b

k K b K
C C

∈ ∈
> − >  

este un  sau un  . )( p
jC )( p

aC−

În  cazul dat deşi   avem  ( ); 
 ( ). STOP. 

;; )1(
2

)1(
1 Φ≠Φ≠ KK 0)1(

1 <C )1(
11 K∈

0)1(
3 >C )1(

23 K∈
La  corespunde 

1
U ( )211;312;211;110

1
=+=+=+=+=X  şi 

)(
1
Xϕ =14 ( 14.000) (s-au obţinut date de maxim). 

Dacă s-ar dori şi programe complete în general, atunci la (3). s-ar 

da lui  orice valoare între 0 şi 
1
2u

2
3

2 =D . 

În practică este posibil ca programul curent X  să ducă la un 
program U  complet, care să nu fie filtrat şi atunci trebuie mai întâi filtrat. 

Astfel să admitem că în exemplul (4.3.2) anterior, ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 22

5
11

5
7t

X  

este un program curent. Atunci  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 11

5
6

5
2t

U  este un program 

complet dar nu este filtrat. 
Aspecte teoretice. Dacă avem un program complet 

 de matrice bazică . Cum  rezultă că în 

forma canonică  

Φ≠)0(
2

)0(
1

0

0
;;; KKIU

0
M Φ≠)0(

2K

∑−=
k

krkrr
uABu )0(     BMB

r
1

0

−=         [ ] jrjj PMAP 1

0

00 −==               (1) 

variabilele secundare  au fost fixate unele la valoarea zero  

 şi altele la valoarea D

ju

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∈= 1

)0(

0
;0 Kkuk aa Du =

0
(    ) şi s-a 

obţinut  ( 

)0(
2Ka∈

:
0

U
0
r

u ; )0(Ir ∈ ;  0
0

=ju ; ; )0(
1Kj∈ aa Du =

0
).  

Fie 2
0

;; KaDu aa ∈ . Adunăm la membrul drept  şi în acest 

fel  nu mai apare în valorile

ara DA 0

aa Du =
0 0

r
u . Lăsăm  arbitrar. Rezultă: au

)(0

0

00

0
aarararaararr

uDAuuADAuu −+=−+=                             (2) 
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adică relaţia (4.3.2), care modifică valorile 
r

u  la pasul următor, dacă 
modificăm . au

Considerând sistemul extins cu  în această ultimă 

relaţie vom avea: 

0)(
1

=−+∑
=

zuC
n

i
ii

          0
1

)( zzUC
n

k
kk −=−+∑

=

                                                        (1)‘ 

unde, 

 
( ) ( )

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−= −

k

k
bk C

P
MCC 1,1

0

)0(0
;     ( ) .

0
1; 0

1

0

)0( zMCb −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛− − β                     (2)’ 

Corespunzător la  ;  
0

U 0
0

=ju ; ; )0(
1Kj∈ aa Du =

0
 ;  se 

obţine: 

)0(
2Ka∈

   0
)0(

0
2

zDCzz
def

Ka
aa =+= ∑

∈

                                                         (1)“ 

Dacă din  scădem contribuţia lui 0z aa Du =
0

 şi lăsăm liber , 

rezultă:  

au

       )()0(
0

)0()0(
0 aaaaaaanou DuCzuCDCzz −+=+−=              (3) 

adică s-a obţinut relaţia (4.3.3) de modificare a lui z la o modificare 
 (nou). În rest totul rezultă chiar din condiţiile puse. 

1
0 aa uDu →=
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      4.4 FILTRARE 
 
 Algoritmul F1. Aşa cum  s-a văzut, în practică, se 
operează cu un anumit program, 

0
X .În acest caz, 

0
U , 

corespunzător este un program complet, dar în general nu este şi 
filtrat. Va trebui filtrat. Să dăm un algoritm prin “micşorare”. 

Se aleg (m) valori, ru , r∈I la care să corespundă o matrice  

bazică, M
~

,       nesingulară  (fapt posibil întotdeauna căci rang 

A =m). Celelalte valori satisfac şi ele condiţiile 0≤ su
__

0
≤ sD  şi 

cel puţin o valoare satisface 0< au < . aD

Fie ( )0
1K ={ K | =0 }; 

__

ok
u ( )0

2K ={ = }; bu
__

0
Db

( )0

2K
<

={0< =
___

0
cu cD < }. CD

Evident ( )0
2K
<
≠∅; KKKK =∪∪

<
221  (mulţimea 

indicilor variabilelor secundare). 

 1. Calculăm: 1
0

~
M − ( )PP aa

0=  ; a
__

2
<

∈K  (pentru un „a” 

ales arbitrar, a
__

2
<

∈K ; =
0

__

0
X au< aD < ). Da

 2. Scriem: 

      
1
ru =

0
ru + ( )Ara

0 ( ); 
1

___

auaD− ∀ r∈
( )0

I ; r= m,1                     (4.4.1) 

 3. Calculăm:   
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  ( )0

ai
s =

def
( )0 0

max
raA >

{
A

Du

ra

rr

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−

0

__

0 + aD }= ( )

__

0
0

ii

ia

u D

A

−

+ aD                   (4.4.2) 

 

         ( )
__

0
ia

S
def
=

( )0 0
max

raA <
{ ( )A

u

ra

r

0

__

0 + aD }= ( )A

u

la

l

0

__

0 + aD                     (4.4.3) 

4. Calculăm:  aβ =max{0; ;ia las S } 

4.a. Dacă, aβ =0, atunci se alege, 
1

0au =  tot ca secundară 

pentru a nu schimba baza, 
~~
01

MM = . Se obţine un nou program 

 complet. Dacă ,
1
U ( )

__
1

2<
K =∅ atunci STOP:  este program 

complet filtrat. Dacă 

1
U

( )
__

1
2<

K ≠ Φ  cu noile date , 
1
U

( ) ( )01 II = ; ( )1
1K = ( )0

1K ; ( )1
2K = ( )0

2K ; ( )
__

1
2<

K ; 
~
1

M =
~
0

M  se va 

relua algoritmul. 

4.b. Dacă aβ =
ia

s  atunci se alege, = 
__

1
au

ia
s  ca nouă 

valoare bazică în locul lui 
i

u  care devine secundară la valoarea 
__

1
i

u = Di . Din (4.4.1) se obţin noile valori care duc la un nou 

program  complet, de matrice bazică 
1
U

~
1

1−M  care se obţine din 
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1
0

~
M −  prin pivotare cu pivot ( )Aia

0 . Dacă ( )
__

1
2K
<

=
__

2<
K \{a} este 

vidă atunci STOP :  este program complet filtrat. În caz 

contrar cu  se va relua algoritmul.  
1
U

1
U

4.c.  Dacă  aβ =
la

S  atunci se alege , =
1
au

la
S  bazică în 

locul lui ul  care devine secundară la valoarea 0
1
l

u =  (l∈ ( )K 1
1 ) 

. Se obţine un nou program  complet. Se procedează ca şi 

anterior dacă  nu este şi filtrat, dar cu matricea 

1
U

1
U

~
1

1−M  ce se 

obţine din 
~
0

1−M , prin pivotare cu pivot, . Ala
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛0

Demonstraţie: S-au selectat (n-m) valori secundare care 
au generat K1, K 2 , 

<2K . Valorile bazice, 
r

u ; r∈ I ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛0  satisfac 0< 

r
u < Dr , căci 

dacă nu 
r

x =0 sau  
r

x = Dr  va trece în 1K respectiv în 2K  în 

locul uneia cu ; c ∈
__

2<
K (

<2
k ≠∅). Cum dorim ca < 

1
au aD ( 

aD - >0 ) din (4.4.1) punând condiţiile 
1
au

r
u  ≤ Dr  dacă 

Ara >0, respectiv ru ≥0 dacă Ara <0 rezultă (4.4.2); (4.4.3). 

Evident; s< aD ; S < aD ; 0< aD . 
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Algoritmul F.2. Dacă se doreşte mărirea lui =
__

1
au aD  la 

marginea superioară , atunci se pune condiţia (Da aD - )<0 

sau 
1
au

aD < . 
1
au

 
 
Din (4.4.1) rezultă că de la 3. începe modificarea : 
 3’. Calculăm  

ia
r

def
=

( )0 0
min

raA > ( )

__

0
0

r

a
ra

u
D

A

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪

+⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎩ ⎭

= ( )A

u

ia

i

0
0 + aD                           (4.4.4) 

la
R

def
=

( )0 0
min

raA < ( )

__

0
0

rr

a
ra

u D
D

A

⎧ ⎫
−⎪ ⎪

⎪ ⎪
+⎨ ⎬

⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎩ ⎭

=
( )

__

0
0

ll

a
la

u D
D

A

−

+                 (4.4.5) 

 4’. Calculăm aα =min { ; ;a ia la
r RD } 

 (4’.a) Dacă aα =  atunci se alege =  tot ca 

secundară şi nu se schimbă baza. Dacă 

Da
1
au Da

( )
__

1
2<

K =
__

2<
K \{a}=∅ atunci 

STOP: noul program  este complet şi filtrat. În caz contrar cu 

noile date se va relua algoritmul. 
1
U
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 (4’.b) Dacă aα =
ia

r  sau, aα =
la

R  atunci se alege 

=
1
au

ia
r  bazică în locul lui 

0
i

u , care devine secundară, 
1
l

u =0 (cu 

pivot ), respectiv =( )Aia
0

1
au

la
R  bazică în locul lui lu , care 

devine secundară la valoarea Dl  ( cu pivot Ala
0 ). 

 Exemplul 4.4.1. În exemplul 4.3.1. se cunoaşte un 
program curent, tX =(7/5   11/5   2   2). 

 Rezultă că =(2/5,6/5,1,1) este program complet, în u . 
___

0
u

   0). Alegem 

___

0
U

14

5/6
__

2
___

0

0

=

=

u

u
; ( )0I ={2;4}     

15/2
__

1

31
__

3

0

0

Du

Du

==

==
( )0
1K =∅; 

( )0
2K =∅;

__

2<
K ={1;3} 

1). Calculăm 
~
0

M =
~

)4;2(M = , 

= =  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
13

12

P ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛0
1 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
13

12
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
1
2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
5
3

(Se putea alege a=3. Exerciţiu). 

2). Scriem: =
__

2
1

u
5
6 +(-3)( −

5
2  1

1
u ); =1+5(

__

4
1

u −
5
2

1
1
u ); 

3). Calculăm: 4;1s =1 2
5
− +

5
2 =

5
1 ; 2;4S =

3
5/6

−
+

5
2 =0. 

4). Calculăm 1β = max {0;s ;S }= 4;1s =
5
1   
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Se alege 1
1
u = 4;1s =

5
1  bazică în locul lui 4u , care devine 

secundară la valoarea =2=  
__

4
1

u
4D

1

__
U

5/11

5/32

1

__

1
=

=

u
u

     ( )1I ={2;1}   
3

1

1

__
1 23 3
__

2 24

u D D

u D

= = < =

= =
; ( )1

1K =∅; 

( )1
2K ={4}; ( )

__
1

2<
K ={3}               

32 1 1/ 5 2 / 5
3 1 3/ 5 1/ 55

−⎛ ⎞− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎟
⎠

→⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜− −⎝ ⎠ ⎝⎝ ⎠
=

~ ~

1
1 )1;2(

1 MM =−  

Evident  este program complet dar nu este filtrat căci 

∅. Se alege, a=3

__

1
U

( )
__

1
2<

K ≠ ∈ ( )
__

1
2<

K  şi se obţine: 

     ( )P 1
3 =

( )

A
A

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
1

1

5/2
5/1

1
1

5/15/3
5/25/1

23

13  

+=
5
3__

2
2

u
5
1 (1- ); 

__

3
2

u ( )35
2

5
1__

1 1
2

uu −+=  

3

3 3 1 1
5 2 5max 1; 1
1/ 5 2 / 5ls

⎧ ⎫− −⎪ ⎪
= + +⎨ ⎬

⎪ ⎪
⎩ ⎭

 

3l
S  nu se scrie, căci nu există, ( )Ar

1
3 <0. 

max3 =β {0; 3;1s }=0 
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Se alege =0 tot ca secundară. Rezultă: 
__

3
2

u

2

2

4 / 52

2 31
U

u

u

=

= / 5
    }1;2{2 =I   

( ) }3{

0
__

3
2

1

2

=

=

K

u
    

( )

2
2

__
24

2 {4}2

u D

K

= =

=

  . 

S-a obţinut un program complet filtrat relativ la aceeaşi 

bază 
~~~
012

MMM == . Acesta se poate lua ca  şi din el se pot 

genera noi programe complete filtrate şi simultan se pot obţine 
valorile pentru Z: 

0
U

0

0

0

0

4 / 52

3/ 51

48
5

U

z

u

u

=

=

=

  }1;2{0 =I  
( ) }3{

0
__

3
0

1

0

=

=

K

u
  

}4{0

2
__

4

2

0

=

=

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

K

u
     

( )0

1/ 5 2 / 5 0___
1 13/ 5 1/ 5 0

2;1
3/ 5 4 / 5 1

M M
−⎛ ⎞
⎜ ⎟− −= − =⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

 ; 

  

 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=⎟⎠

⎞⎜
⎝
⎛

____
4

1
1

1
5
4

5
30

3C = ;
5

13     ( )
5
40

4 =C  

   3 ( )K 0
1∈                                        4 ( )K 0

2∈    
 

       max ( ) ( )0 0
0; 0akC C⎧ ⎫

> − >⎨ ⎬
⎩ ⎭

= ( )C 0
35

13
= ; ( )0

13j K⇒ = ∈  
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Se fac schimbări j ( )K 0
1∈ ; 

10
303 uu →=  

          

)0(
3P

11 2 55 5

3 1 2
5 5 5

1
1

−

−

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

)0(
23

)0(
13

A

A
    

2
1

u = 4 1
35 5

1
u− ; 1

1
u 1= 3 2

5 5− 3
1

u ; 48 13
1 35 5

1
z u= +

34
(0) 5 5
3 1 2

5 5

min 4; 1,5ir
⎧ ⎫

= = =⎨ ⎬
⎩ ⎭

1i
5

2
5

3
=⇒=   

(0)
3lR  nu se scrie căci nu există (0)

3 0rA < . 

( ) ( )0 0
3 3 13 13

3
5min 2; 1,5
2
5

D r rα

⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪= = = = =⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

.  

Se alege 3
1

3
2

u =  bazică în locul lui  care devine 

secundară la valoarea 
1u

1
1

0u = . Rezultă 

    
1
U

1
22

1

3
23

1

27
21

U

U

z

=

=

=

                  { 3;2I )1( = }
{ }

1
1

(1)

1

0

1

u

K

=

=
       

{ }

4
1

(1)

2

2

4

u

K

=

=

1 1
2 2

1
3 1(2;3) 2 2

1
9 1

2 2

0
0
1

−

−
−

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

M                                                             
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(1) (1)
1 1

(1) (1)
4 2

2
9 1 131 1 ;1

2 2 2
2

1
9 1 11 2 ; 4
2 2 2

3

C K

C K

⎛ ⎞
−⎛ ⎞⎜ ⎟= = −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞

⎛ ⎞⎜ ⎟= − = − ∈⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟
⎝ ⎠

∈

 

Cu noul program complet filtrat  se va relua algoritmul. 
1
U

{ }(1) (1) (1) (1)
4 2

1max 0 ; 0 ; 4
2k aC C C a> − > = − = = ∈K  

 
1 1 1

2 2 2(1)
4 3 1 1

=
(1)
14
(1)
242 2 2

1
2

P
−

−

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

A

A
     

(2 4 3 4 2
2 2 2

)4
3 1 27 12 ; 2 ; 2
2 2 2 2

u u u u z u⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = + − = + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠2

1 1
2 2

= +                         

 
3 31

2 2 2
4 1 12 2

2max 2 0; 2 1 1 3is i
⎧ ⎫− −⎪ ⎪= + = + = = ⇒⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

=     

{ }4 3;4max 0; 1 1sβ = = =        

Se alege 4
2

1u =  bazică în locul lui  care devine secundară la 

valoarea u

3u

3
2

2 3D= . Rezultă    =

2
U          

2

4

1
1

u
u

=
=

{ }(2) 2; 4I =          
{ }

3 3

(2)
2

2

3

u D

K

= =

=
           

{ }
1

(2)
1

0

1

u

K

=

=
 

       2 14z =

    =
−1

)4;2(M  ⎜          
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜

⎜

⎝

⎛

−
−

−

103
013
012

( )

( ) ( )

2(2)
3 2

2(2)
1 1

1
( 3 0 1) 1 1 0; 3

4

2
3 0 1 1 4 0;1

2

C K

C K

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − = > ∈⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞
⎜ ⎟= − = − < ∈⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
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Nu mai existã STOP 1 20 ( ); 0 ( ).k aC k K C a K> ∈ < ∈

Aşadar practic se cunoaşte un program X  al modelului 
numit şi program curent. Atunci U  în care se transformă este 
sigur un program complet. Dacă U  este şi  filtrat, atunci se alege 
ca  iniţial şi din el se generează alte programe complete  
filtrate. 

0
U

Dacă U  nu este filtrat atunci mai întâi se filtrează şi apoi 
se alege ca  iniţial în algoritmul care generează alte programe 
filtrate. 
 Aşadar, dacă există un program complet, atunci există un 
program complet filtrat. Orice program complet filtrat este un 
caz particular de program complet şi deci este un program al 
problemei standard AU=B; U ≥ 0. Adică pornind de la el se 
obţine un program de bază care s-ar putea să nu mai fie program 
complet filtrat (cu K2= φ). De aici apare ideea de a obţine un 
program de baza 

0
U  pentru sistemul AU=B; U ≥ 0, prin una din 

metodele expuse în primele capitole (K 2= φ). Dacă  este 

complet 0 < < D, atunci este şi filtrat. Dacă  nu este 

complet, adică există 

0
U

0
U

0
U

 
0
ru  (r ∈I0) cu     

0
ru D> r , atunci pornind de 

la forma canonică, care a generat  şi punând condiţii de 

mărginire  
0

U

1 10

; 0r ru uru → ≤ ≤ rD  se obţine un algoritm de filtrare 

([St]). 
 Acest procedeu are avantajul că dacă sistemul AU=B; U ≥ 
0 nu are programe de bază atunci nu are programe şi deci 
AU=B; 0 ≤U≤ D nu admite program complet sau program 
complet filtrat, căci acesta este program pentru AU=B; U≥0. 
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 Exerciţiul (4.4.1). Dacă nici o variabilă, ( )1,ju j n=  nu are 
restricţie superioară, adică singurele restricţii sunt de 
nenegativitate, atunci din algoritmul (F.I) să se obţină algoritmul 
de transformare al unui program U  al sistemului AU=B; U≥0     
într-un  program de bază. 

 
Indicaţie. Avem  

{ } { } { }1 2 10 ; 0 ; 0 ;j a ar 2I r u K j u K u D K K K
< <

= > = = = = > ∪ =            

(mulţimea indicilor celor (n-m) variabile secundare din forma 
canonică care a dat programul U ). Se scriu (4.4.1) şi se pun 
condiţiile 

1
0 ;a a ru D u 0≤ < ≥  pentru 0 0raA < . 

         Exerciţiul (4.4.2). Să se scrie (F.I) (F.II) dacă unele 
variabile nu au decât condiţii de nenegativitate. Dacă toate au 
condiţii numai de nenegativitate, atunci care algoritm dintre 
(F.I) sau (F.II) se poate aplica şi care este programul complet 
filtrat  de la care se pleacă. 

0
U
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4.5 REZOLVAREA SISTEMELOR DE ECUAŢII 
LINIARE (4.4.1) 
 
      Iniţial se aduce sistemul la forma standard redusă (4.1.2). 
Fie că mai luăm în considerare şi funcţia  ϕ(u) = z şi scriem 
sistemul sub forma: 
         

( ) 0
AU B

CU z
=

+ − =
;  0 ≤ U≤ D                                       (4.5.1) 

fie că scriem numai sistemul dat: 
          AU=B; 0 ≤U≤ D                                                       (4.5.2) 
procedeul va fi acelaşi; operăm numai pe sistem. Dacă scriem 
(4.5.1) atunci operăm pe sistem dar forma canonică (respectiv 
pivotarea se face pe total (4.5.1)). Pentru a nu mai încărca 
memoria de ’’calcul’’ cu CU+(-z) = 0 şi cu o coloană Pn+1

± = 
(0…0 ;1)  (coloana coeficienţilor lui  un+1=(-z) se va opera cu 
(4.5.2)). 

 
Algoritm bazic. 
Iniţial (0). Se obţine un program de baza u  prin una din 

metodele expuse anterior (dupa cum m, n sunt ’’mici’’ sau m 
’’mic’’ si n ’’mare’’ …). Fie  matricea bazică si I

0

0
M (0) ; ( )0

1K . 

      a) Dacă pentru  ( )0r I∈ ,  avem satisfăcute condiţiile 

0
0 ru D≤ ≤ r  atunci, STOP; u  este un program complet filtrat; cu 

I
0

(0) ; ( )0
1K ; ( )0

2K = Φ . 
      b) Dacă există ( )0r I∈  cu 

0
ru D> r  atunci programul de bază nu 

este complet.  Atunci se trece la elaborarea unui algoritm de 
transformare, pas cu pas a lui u  într-un program complet, dacă 

există şi apoi se filtrează, sau elaborarea unui algoritm care să 
0
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transforme  pas cu pas, într-un program complet filtrat. Al 

doilea algoritm ca scriere sub formă de “formule” va fi mai 
complicat. Se va reţine ca idei care duc la aceste formule. 
Formulele vor fi necesare în programarea algoritmului pe 
calculator.        

u
0

Dacă există  
( )0

0

, r Iru ∈  cu 
0

rDru >  atunci se notează 

( ) ( )0 0

0
| r rI r I u D>

⎧ ⎫= ∈ >⎨ ⎬
⎩ ⎭

. 

Fie forma canonică :  
( ) ( ) ( )0 0 0

1
11 0

; ; ;rj jA u j K r I r mr ru u= − ∈ ∈ =1,                              ( 4.5.3) 

de matrice bazică M
0

. Evident că ţinem cont şi de (-z) avem 

( ) ( )0
0j jC u z z+ − = − , unde : 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )0 0 0 0 01 1

0 0
;1 ;j

j b j b j j
j

P
C C M C C P P M

C
− −

⎛ ⎞
= − = − =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
jP .      ( 4.5.4)    

  (1) . Pentru ( ) ( )0 0;rjA r> ∀ ∈ 0I  punem condiţia 
1

0ru ≥ . 

Rezultă: 

( )
( ) ( )

0 0
0

1

min
l rdef

j i j
ij rj

u u
u r

A A+

0
0

⎧ ⎫
⎪ ⎪≤ = = ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

                                      (4.5.5)   

Tot pentru ( )0 0rjA >  punem condiţia 
1
ru Dr≤  dacă ( )0r I>∈ . 

Rezultă: 

( )
( ) ( )

0 0 0
0

1

max 0

s sr rdef

j s j
rj sj

u Du D
u R

A A>

−−⎧ ⎫
⎪ ⎪≥ = =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

.                              (4.5.6)   
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Pentru ( )0 0rjA <  şi ( ) ( ) ( )0 0 0

0
\ | r rr I I r I u D>

⎧ ⎫∈ = ∈ ≤⎨ ⎬
⎩ ⎭

, punem 

condiţia 
1

rDru ≤  şi rezultă: 

  ( )
( ) ( )

0 0 0
0

1

min
kr rdef

j k j
rj k j

u Du D
u R

A A

−−⎧ ⎫
⎪ ⎪≤ = =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

0

k

                              (4.5.7) 

2. Calculăm 
   

( ) ( ){ }0 0min ; ;j j i j k jD r Rα =                                                  (4.5.8)      

               
a) Dacă ( )0

js jR α
>

≤ , se poate alege 
1
j ju α=  sau 

1
j s ju R

>

=  şi din 

(4.5.3) rezultă un . 
1

U

            a1)  Se preferă 
1
j ju α= , dacă j Dα j=  căci 

1
j ju D=  se lasă 

secundară pentru a nu schimba baza. Avem M
1

=M
0

. 

Din (4.5.3) se obţine în general un program. Dacă 
1
j ju α=  şi 

( )0
j i jrα = , atunci 

1

0iu =  devine secundară. Se pivotează cu pivot 

( )0
ijA  şi se obţine M

1

-1 cât şi noile date; ( ) ( ) ( ) { }1 1 0
1 1;I K K i= ∪ . 

Dacă ( )0
j k jRα =  atunci 

1
ku Dk=  devine bazică. Se generează 

( ) { }1
2K k= . 

Se obţine M
1

-1 prin pivotare pe M
0

-1 cu pivot ( )0
k jA .  

a2) Dacă se alege 
1
j s ju R

>

=  şi js jR D
>

≠ , se obţine 
1
s su D= , 

secundară. Se pivotează cu pivot ( )0
sjA  şi se obţine M

1

-1 .         
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b) Dacă js jR α
>

>  atunci se preferă alegerea 
1
j ju α= , pentru a nu 

se introduce valori negative şi se procedează ca la a ), sau se 
schimbă 

1
( )0
1j K∈ . 

Observaţia (4.5.1) Dacă ( )0 0; 1,rjA r< = m  şi ( ) ( )0 0I I>=  atunci 
se alege alt ( )0

1j K∈ .  Dacă pentru orice ( )0
1j K∈  rezultă 

( )0 0; 1,rjA r< = m  când ( ) ( )0 0I I>=  atunci se schimbă programul de 
bază . Dacă situaţia se repetă pentru orice program de bază, 

atunci STOP. Nu se pot genera programe complet filtrate. 
0

U

Dacă la un pas p, avem datele 
( )

( ) ( ) ( )
1 2; ; ;p p p

p
U I K K= Φ ≠ Φ  şi 

există , altfel spus, dacă se porneşte cu un program în 
care toate variabilele secundare au valorile la marginea 
superioară (dacă există), atunci algoritmul va porni cu acest 
program luat ca program iniţial , pentru a nu complica 

scrierea formulelor ( p:= p+1). Avem: 

( )pI> ≠ Φ

u
0

( ) ( )0
2

11 0

; ;ra a a
0A D u a K r Ir ru u ⎛ ⎞= + − ∈ ∈⎜ ⎟

⎝ ⎠
                                          (4.5.9)   

Dacă ( )0I> = Φ ; STOP.  (= ) este program complet 

filtrat, cu K
0

U
( )p
U

1= φ, K2 = φ. 
Dacă ( )0I> ≠ Φ , considerăm şi ( ) ( )0 \ 0I I> . Cum dorim să 

determinăm 
1

0 au Da≤ ≤  rezultă că şi în (4.5.9) trebuie să 

distingem situaţiile  ( ) ( )0 00; 0ra raA A> < . 
Dacă ( )0 0raA >  şi ( ) ( )0 \r I I>∈ 0  (adică 

0
ru Dr≤ ) atunci se pune 

condiţia 
1
ru Dr≤  rezultă: 
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( )
( ) ( )

0 0
0

1

max
ir rdef

aia r
ra ia

u Du D
s Da A A

u 0
0

i−−⎧ ⎫
⎪ ⎪≥ = + =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

                       (4.5.10)    



Dacă , atunci se pun condiţiile ( )0 0raA <
1

0ru ≥  pentru orice ( )0r I∈ , 

respectiv 
1
ru Dr≤  pentru ( )0r I>∈ . 

Rezultă : 

( )
( ) ( )

0 0 0
0 0

1

max
krdef

aka r
ra ka

uu
S Da A A

u
⎧ ⎫
⎪ ⎪≥ = + = +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

aD                        (4.5.11) 

respectiv : 

( )
( ) ( )

0 0 0
0 0

1

min
s sr rdef

asa
sa sa

u Du D
aR Da A A

u
−−⎧ ⎫

⎪ ⎪≥ = + = +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

D                 (4.5.12)     

Evident a

)0(

as
DR < . Aşadar { };min sa sa aR D R= . Cum  şi 

avem (4.5.11) (4.5.12), se va calcula 
1

0au ≥

{ }(0) (0) (0)max 0; ;a ia kas Sβ =                                               (4.5.13) 
a) Dacă (0)

saa Rβ ≤  atunci se poate alege (0)

1
a au β=  sau 

1
saau R= . Dacã as

)0(
a R0 ≤=β  este de preferat să se ia  

tot ca secundară pentru a nu schimba baza 

(0)

1
0a au β= =

( )
01

MM = . Dacã 
)0(

ai
)0(

a s=β  sau )0(
ak

)0(
a S=β  alegând (0)

1
a au β= , baza trebuie schimbată. 

b) Dacă as
)0(

a R>β se preferă  (0)

1
a au β=  pentru a nu 

introduce eventuale valori negative u . Se obţin noi date cu 
schimbare de bază (sau nu, dacă ), sau se schimbã 

. 
0)0(

aβ =
(0)
2a K∈

Observaţia 4.5.2. Dacă problema este mică, atunci 
( ) este mic şi deci aducând sistemul, mn − BAU = ;  la o 
forma conică oarecare (de preferat bazică) se vor da celor 

 valori secundare valori la marginea inferioară, zero, 
respectiv la marginea superioară , pe rând şi apoi combinat 
până se obţine un program complet, filtrat (dacă există).  

0U ≥

)mn( −
D
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Exemplul 4.5.1. Fie problema: 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4 (max)

1u0 1

2 4
3 2 7

2 3 4 3

u u u u
u u u u

u u u u z

+ + + =

+ + + =

+ + + =

≤≤ ;
2
3u0 2 ≤≤ ; 3u0 3 ≤≤ ;  2u0 4 ≤≤

 
S-a văzut că ( )0;0;2;1u

0

t =  este un program de bază pentru 

. Putem scrie: ;AU B U= ≥ 0

0
U     

1
0

2
0

0

1

2

8

u

u

z

=

=

=

  { }2;1I )0( =     
0u

0u

0
4

0
3

=

=
   { }4;3K )0(

1 =    =Ф   )0(
2K

=−1

0
M ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−

5
2

5
1

5
1

5
3

 ; 

( )

( )

0
3

0
4

5
4
5

C

C

13
=

=
 

Cum 
2
3D2u 2

0
2 =>=  avem { }2I )0( => . Adică  nu este 

program complet şi deci nici filtrat. Se alege   (de 

preferat   care corespunde la 

0
U

)0(
1Kj∈

3j = { }(0) (0)
2 max 0

5
k

k

13 CC = = >  dacă se 

ţine cont şi de  cu ). Să alegem z maxz 4j =  (dacă nu ţinem cont 

de ). (max)z

Calculăm: == −
40

1)0(
4 PMP ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

5
3

5
1

0
24

0
14

A

A
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Scriem:      

1
4

1
2

1
4

1
1

u
5
32u

u
5
11u

−=

−=
   ;     

1
j

)0(
rj

0
r

1
r

uAuu −=  

Nu avem  (nu avem 0A )0(
rj <

)0(
R ). Pentru 

orice { })0( 2;1Ir =∈  punem condiţia, 0u
1
r
≥ . Adică scriem: 

2
(0) (0)0

24(0)3 31
5 5 5 24

1 2 2min ;ij

u
r r

A
⎧ ⎫

= = = =⎨ ⎬
⎩ ⎭

  

Avem { }(0)

0
2; 2ru r I>= ∈ = . Punem condiţia: r

1
r

Du ≤  adică 

calculăm 

3 3
2 2 5

63 31 (2;4)5 5 5

1 1 2 2max ; ( );R R α
> >

⎧ ⎫− − −
= = = <⎨ ⎬

⎩ ⎭
 

Calculãm 

{ }(0)(0) (0)
(2;4)4 4 24 4 24 4

10min 2; ; min 2; 2
3

D r R D r Dα ⎧ ⎫= = = = = =⎨ ⎬
⎩ ⎭

= . 

Se alege 4 4 4
1

2u Dα= = =  tot ca secundară pentru a nu 

schimba baza. Rezultă: 
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1
U    

( )

3
51

(1)

4
52

1

48
51

u

u

z

=

=

=

    ;  { }(1) 1;2I = ;  
01

MM =  ;     
3

(1)

4 4
(1)

0

2

u

u D

=

= =
    

{ }
{ }4K
3K

)1(
2

)1(
1

=
=

0
5
4CC

0
5

13CC

)0(
4

)1(
4

)0(
3

)1(
3

>==

>==
 

Cum Ф STOP;  este program complet filtrat. 

Anterior, cum  

=>
)0(I

1
U

( ) 42;4R α
>

<  să alegem 
32 52

(2;4)4 3(1) 5 6
u R

>

−
= = = . Pivot 

5
A )0(

24 =
3 . Avem: 

1
U

51 6
1

54 6
1

521 6

u

u

z

=

=

=

       { }4;1I )1( =        

{ }

{ }

(1)
3 1

1

(1)
2 2 21

0; 3

3 ; 2
2

u K

u D K

= =

= = =
 

Avem Ф. STOP.=>
)1(I  

1
U  este un nou program  complet 

filtrat. Noua matrice bazică se obţine prin pivotare cu pivot 
)1(

M 1−

( )0
24 5

A =
3  pe 1

0
M −  
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−

5
2

5
1

5
1

5
3

   
1

5

3
5

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ⇒

( )
1

1;4
1

2 1
3 3

1 2
3 3

M −

−

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠14243

    ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
1
0

Dacă s-ar alege iniţial 3j =  (căci  şi 0(
1K3∈

{ }(0) (0)
3 1max 0 ;

5 kk
C C k= = > ∈

13 K )  atunci avem 

 == −
30

1)0(
3 PMP ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−

5
2

5
1

5
1

5
3

)0(
23

)0(
13

5
1

5
2

A
A

1
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ;        

1 3
(1) (1)

2 3
(1) (1)

1

21
5
12
5

8

u u

u u  

z

= −

= −

=

1
(0) (0)0

13 3 13(0)2 1 2
5 5 5 13

2 23 3
(0)2 2 0 0

(2.3)13(0)23 2 1 1
5 5 5 23

1 2 1min ; ;

1 1 2 2max ; ;

u
r r

A
u D

R R
A

α

α
>>

⎧ ⎫
= = = =⎨ ⎬

⎩ ⎭
−⎧ ⎫− − −

= = =⎨ ⎬
⎩ ⎭

=
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Se alege ( )0
3 13

1

5
2

u r= =  dacă se doreşte ca  să devină 

bazică în locul  lui  (care devine 

3u

1u 1
1

0u = ) sau se alege , 

dacă se doreşte ca  să devină bazică în locul lui  (care 

devine secundară la valoarea 

( )
( )0

3 2;3
1

u R
>

=

3u 2u

2
1

3
2

u = = 2D , adică s-a generat 
( ) { }1
2 2K = ). 

Rezultă : 

    
1
U

( )

( )

5
23

1

3
22

1

29
21

u

u

z

=

=

=

 ; { }(1) 3;2I = ;   
( )

( )

1
1

4
1

0

0

u

u

=

=
    ( ) { }1

1 1;4K =      

Cum ( )1I> = Φ , STOP; s-a obţinut un program complet, 
filtrat. Avem 1

(1)
M −  obţinută  din 1

(0)
M −  prin pivotare cu pivot 

( )0
13

5
2

A = ; 

          ⎜⎜      
⎝

⎛
− 5/1

5/3
⎟⎟
⎠

⎞−
5/2

5/1
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
5/1
5/2

⇒

1
1

3 1
2 2
1 1
2 2

M −

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎝ ⎠

   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
0
1

 

Dacă s-ar alege ( )3 2;3
1

32 52
21

5

u R
>

−
= = =  se alege pivot ( )0

23
1
5

A =  

şi deci  devine bazică în locul lui . Rezultă: 3u 2u
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1
U     

( )

( )

1
1

53 2
1

29
21

0u

u

z

=

=

=

 ; { }(1)
1;3I = ;    

( )

( )

4
1

2 2
1

0

3
2

u

u D

=

= =
 ;  

( ) { }
( ) { }

1
1

1
2

4

2

K

K

=

=
     

 
Cum ( )1I> = Φ , STOP. Se generează 1

1
M −  prin pivotare pe 

, cu pivot 
0

M ( )0
23

1
5

A=  (exerciţiu). 

Exemplul 4.5.2. În exemplul (4.5.1.) să se aleagă D3 = 2. 
Se vor obţine aceleaşi rezultate ca cele anterioare dacă se alege 

( )0
14j K= ∈ . 

Dacă însă se alege ( )0
13j K= ∈  se vor obţine aceleaşi valori 

( )
( )

0
13 2;3

5 5;
2 2

r R
>

= =  dar 3 3 13
5min 2; 2
2

D rα ⎧ ⎫
3D= = = = =⎨ ⎬

⎩ ⎭
; 

( ) 32;3
5 2
2

R α
>

= > = . Se preferă u3
1

2 3D= =  pentru a nu schimba baza. 

Rezultă: 

( )1
U     

( )

( )

1
1

2
1

67
51

2 11 .2
5 5
1 82 .2
5 5

u

z

= − =

= − =

=

u  ;  

( ) { }
( ) { }

1

1

1;2

2

I

I>

=

=
;    

3
1

4
1

2

0

u

u

=

=
 ;  

( ) { }
( ) { }

1
2

1 1 0
1

3
;

4

K
M M

K

=
=

=
       

care , nu este program complet, căci 
)1(

U 2 2
(1)

8 3
5 2

u D= > = . 

Continuăm cu ( )1
1j K∈ . Cum    1

1 0

1M M− = − , rezultă: 

( )
( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

1 41
2 21 141

4 4 11
24

2 4
2 2

1 13 1 1
5 515 5 5 ;

1 2 2 3 8 3
5 5 5 5 5

u u
A

P M P
A u u

−

⎧⎛ ⎞ ⎛ ⎞ = −− ⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎪= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎨⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎪− =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎩

−
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( ) ( ){ }1 11
14 4 4 14

1 8 1
5 5 5min ; 1; min 2; 1 13 11

5 55

r Dα

⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪= = = = = =⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

r = ; 

( ) ( )1 1
24 4

1 8 11 2 25 5 5max ; 11 3 3 1
5 5 5

R α
>

⎧ ⎫− −⎪ ⎪
= = − <⎨ ⎬

⎪ ⎪
⎩ ⎭

= =  

 
Se alege ( )1

4 4
(2)

1u α= =  bazică în locul lui  care devine secundară. 

Rezultă: 

1u

( )2
U     

( )

( )

4
2

2
2

2

1

1

14

u

u  ;  

z

=

=

=

( ) { }1 4;2I = ;    
( ) ( )

( )

3 3 3
2 1

1
2

2

0

u u D

u

= = =

=
 ;  

( ) { }
( ) { }

2
2

2
1

3

1

K

K

=

=
  

 

1 0

3 1
5 5
1 2
5 5
M M=

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( )1
4

1
5
3
5

P

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⇒
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠ ( )

( )

1
4;2
2

3 1
2 1
M −

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

  ⎛ ⎞
⎜ ⎟  1

0⎝ ⎠

( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

2 1 1
4;22

2

3 1 0
3 1

3 4 1 1 ; 2 1 0
2 1

1 1 1
bC M M− −

−⎛ ⎞
−⎛ ⎞ ⎜ ⎟− = − = − − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2
1 1

2 2
3 2

2
1 1 1 1 1;1 ;

2

1
1 1 1 1 2 0; 3

4

C K

C K

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= − − = − ∈⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞
⎜ ⎟

= − − = > ∈⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Cum ( )2I> = Φ  STOP:  program complet filtrat. 
( )2
U

Exemplul 4.5.3. În exemplul 4.5.2. să se pornească cu 

programul de bază 
0

3 50; ; ;0
2 2

tU ⎧ ⎫= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

 al problemei AU=B; . 0U ≥

Rezolvare. Avem de exemplu: ( ) { }0 3;2I =  (sau ( ) { }0 2;3I = ) 

0
U     

3
0

2
0

0

5
2
3
2
29
2

u

u

z

=

=

=

 ;  

( ) { }
( ) { }

0

0

3;2

3

I

I>

=

=
;    

1
0

4
0

0

0

u

u

=

=
 ;  

( ) { }
( ) ( )

0
1 1

3;20
2

3 1
1;4 2 2;

1 1
2 2

K
M

K
−

⎛ ⎞−⎜ ⎟=
= ⎜ ⎟

= Φ ⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎝ ⎠

        

Deoarece 3 3
0

5 2
2

u D= > =  rezultă ( )0I> ≠ Φ . Deci  nu este 

complet. Să alegem 
0

U

( )0
14j K= ∈ . Avem: 

1
U 3 = 5/2 – 1/2 

1
U 4   

( )
( )

( )

( )

( )

( )

( )

0
34

3 40
110 141

4 4 00
24

2 4
01 1

34

5 3 3
2 2 2min ;5 1 1 1 11

2 2 2 2 22 ; ;
3 1 5 3 3 51 2 2
2 2 2 2 2 22 max ;1 1 1

2 2 2

r
u u

A
P M P

A u u
R

−

>

⎧ ⎫
⎪ ⎪

= =⎨ ⎬⎧⎛ ⎞ = − ⎪ ⎪⎜ ⎟ ⎪⎪ ⎩ ⎭⎜ ⎟= = ⎨⎜ ⎟ ⎧ ⎫⎪ = − − − −⎜ ⎟ ⎪ ⎪⎪⎝ ⎠ ⎩ = =⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

 

  
( ){ } ( ) ( ) ( )0 0 0

4 34 4 4 34min 2; 2 ; 1D r D R 0
4α α

>
= = = = = < . 

 

146



Se va alege 4 4
1

2u D4α= = =   

(deci fără schimbare de bază) (Exerciţiu). 

Se poate alege ( )4 3;4
1

5 2
21

1
2

u R
>

−
= = = . Pivot ( )0

14
1
2

A = . Avem: 

2
U      ;  

( )

( )

4
1

2
1

1

1

u

u

=

=
( ) { }1 4;2I = ;    

( )

( )

1
1

3
1

0

2

u

u

=

=
 ;  

( ) { }
( )

( )
1

11

1
2

1
;

3

K
I

K
>

=
= Φ

=
. STOP        

Se obţin datele anterioare. 
Exemplul 4.5.4. Să se rezolve sistemul : 

     u1 + u2 + u3 = 50  
   4u1 + 4u2 + 2u3 = 80 ;   0 ≤ u1 ≤ 10 ;   0 ≤ u2 ≤ 40 ;   0 ≤ u3 ≤ 30  

Rezolvare . Se alege o matrice bazică . Avem: ( )1;3M

( )
( )

( ) { }
1

01
1;3

0

111 1 2 ; 1;
4 2 12

2

M I
−

−

⎛ ⎞−⎜ ⎟⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎝ ⎠

3  

( )
1

001 1
2 2

3
0

111 502;
0 1 802

2

u
M P P M B

u
− −

⎛ ⎞−⎜ ⎟ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠−⎜ ⎟

⎝ ⎠

( ) ( )

( ) ( )

1 2
1 1

3 2
11

10 1

60 0

u u

u u

= − −⎧
⎪
⎨ = +⎪
⎩

10
60

;  

(forma canonică)  
Sistemul nu admite  programe şi deci nici programe de 

bază (care sunt programe particulare). Prin urmare nu vor exista 
nici programe complete filtrate şi nici programe complete. 

Exemplul 4.5.5. Fie dat sistemul: 
    2u1 +u2 + u3 + u4 = 4 
    u1 + 3u2 + u3 + 2u4 = 7 ;    u1 ≥ 0 ;   0 ≤ u2 ≤ 3/2 ;    0 ≤ u3 ≤ 2 ;     
0 ≤ u4 ≤ 2,  
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adică  are numai restricţie de nenegativitate. Să se pornească 
cu ( ) ca bazice. 

1u

3 4;u u

Avem : ( ) { }0 3;4I = ; 

0
U      ;    

( )

( )

3
0

4
0

1

3

u

u

=

=
( )

( )

1
0

2
0

0

0

u

u

=

=
 ;  

( ) { }
( ) ( )

0
1 1

3;40
02

1;2 2 1
;

1 1
K

M
K

−= −⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−= Φ ⎝ ⎠

        

Cum 
( )

4 4
0

3u D 2= > =  avem ( ) { }0 4I> = , adică extra programul 

de bază  nu este complet. Să alegem 
0

U ( )0
11j K= ∈ . Rezultă: 

( )
( )

( )

( ) ( )

( )
( )

( )

3 10
100 111

1 1 00
4 121 0 1

1 3
2 1 2 3

; ;
1 1 1 1 3 1

u u
A

P M P
u uA

−

= −⎧
−⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎪= = = ⎨⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − = − −⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎪

⎩

 

Cum avem ( )0
1 0rA > , punem condiţiile: ( )00,ru r I≥ ∈ . Adică, 

calculăm: 

min { ( )
( )

( )0

3
00 0

310 00
1 1

1min
3

r

A
r

u u
r

1A A>

⎧ ⎫
⎪ ⎪ = = =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

. 

Deoarece pentru ( ) { }0 4r I>∈ = , nu avem ( )0
1 0rA >  (căci 

) nu se scrie ( )0
21 0A < ( )0

1sR
>

. 

Deoarece pentru ( )

( )

0
21 4 4

0
1 0, 3A u D= − < = >  nu avem 1 0rA <  cu 

( ) ( )0 \r I I>∈ 0 . Deci nu se mai scrie ( )0
1kR . Rămâne numai 

( )
( ) (
3

0 0
31 0

11

1 : 1
3

u
r

A
= = = )j . Deoarece  nu are margine superioară, D1u 1 

se scrie: 

( ) ( )
( )

3
0 0 0

1 31 0
11

1
3

u
r

A
α = = =  
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(adică ( ) ( ){ } ( )0 0
1 1 31min ,D r rα = 0

31= ). Se alege 
( )

( )
( )

3
0 0

1 1 0
1 11

u
u

A
α= =  ca nouă 

valoare bazică în locul lui u . Rezultă: 3

  U    
( )1

( )

( )

1
1

4
1

1/ 3

10 / 3

u

u

=

=
 ;   ( ) { }1 1;4I = ;  ( )

( )

3
1

2
1

0

0

u

u

=

=
 ;    ( ) { } ( )1 1

1 23;2 ;K K= = Φ   

    ⎜⎜
⎛   −    
⎝−1
2

1
1
⎟⎟
⎠

⎞ 3
1

⎛
⎜

⎞
⎟

−⎝ ⎠ 0
1 =>        ⎜⎜
⎛  ⎜⎜

⎝

⎛
− 3/1

3/2
⎟⎟
⎠

⎞−
3/2

3/1
⎟⎟
⎠

⎞

⎝
        

( )
1

0
M −                                            ( )

( )

1
1,4

1

M −

care este un  nou  program de bază, dar  nu complet deoarece 

4 4
1

10 2
3

u D= > = . Deci ( ) { }1 4I> = . Se va relua algoritmul. Se alege 
( )1
12j K= ∈ . 

Avem: 

( )
( )

( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

( )
1 1 2

2 21 1121
2 2 4211

22
4 2

2 2

1 11 10
3 33 3; ; 55 10 5

33 3 3

u u
A

P M P r
A u u

−

⎧ ⎛ ⎞⎛ ⎞ = − −− ⎜ ⎟⎪⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎪= = =⎜ ⎟ ⎨
⎜ ⎟ ⎪ = −⎜ ⎟ ⎪⎝ ⎠ ⎩

2.=  

Avem ( )1
12

1 0
3

A = − <  pe linia lui 1
(2)

1
3

u = . Dar 1u  nu are 

margine superioară. Deci nu se scrie ( )1
13R . 

Avem ( )1
22

5 0
3

A = >  0 pe linia lui  4 4
(2)

10 2
3

u D= > = . 

Deci se scrie:  ( ) ( )
( )

4 4
11

42 1
22

10 2 43 .5 5
3

u D
R

A>

− −
= = =  

Calculăm  ( ) ( )1 1
2 2 42

3 3min ; 2
2 2

D rα ⎧ ⎫
2D= = = = =⎨ ⎬

⎩ ⎭
; 
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Avem ( )1(1)
42 2R α
>
< . Se poate alege ( )1

2 4
(2)
u R= 2  sau ( )1

2 2
(2)
u α= . Se 

preferă ( )1
2 2

(2)

3
2 2Dα= = =u  pentru a nu schimba baza. Rezultă:  

                                                

( )

( )

1
2

2
4

2

5 / 6

5 / 6

u
U

u

=

=
  ;    ( ) { }2 1;4I = ;    ( )

( )

2 2
2

3
2

3 / 2

0

u D

u

= =

=
 ;  

( ) { }
( ) { } ( ) ( )

2
2

2 2 1
1

2
;

3

K
M M

K

=
=

=
. 

 
Cum   STOP; U  este un program complet filtrat. 

De aici mai departe se aplică algoritmul de generare a 
programelor complet filtrate pornind de la unul dat, U  (se poate 

lua U  ca U ). 

φ=>
)2(I 2

0

2 0

Iată un caz în care una (sau mai multe) din variabile nu 
are margine superioara. 

Exerciţiul 4.5.2. Să se aleagă, u R
( )

4 (4;2)
2

4 / 5=
>

=

2

 şi să se scrie 

noul program, cât şi  (căci  devine bazică în locul lui u  
care devine secundară la valoarea, . Se pivotează pe 

1
)2;1(

−M 2u 4

( )

(2)
4

2
2u K= ∈

( )
1

1
M −  cu pivot ). (1)

22 5 / 3A =

Având această pregătire se poate trece la elaborarea 
algoritmului de rezolvare a problemelor de programare liniară 
generale, cu variabile mărginite inferior şi superior, sau unele 
mărginite inferior, dar superior nu. 

Exerciţiul 4.5.6. Să considerăm sistemul: 
     
                +        =      1x 32x 3 11 1 ≤≤− x ;  ;   ;              12 ≥x 03 ≥x 4 0.x ≥

               +  + =  2x 3x 42x 4
Făcând transformarea: 1 1( 1)x u− − = ; 2 21x u− = ;  3 3x u= ;  4 4x u=  
rezultă: 
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                +         =           1u 32u 4 10 2u≤ ≤ ;  ;  ;   2 0u ≥ 3 0u ≥ 4 0u ≥

                + + =          2u 3u 42u 3
 

Un program complet filtrat este . Putem 

scrie:        
0

(2;2;1;0)tU =

1 4
(1) (1)

2 0.u u= −  

                 ( )2 4
(1) (1)

2 2 .u u= − −   

Cum  nu este mărginit superior şi nici , rezultă că 
pentru orice  va rezulta un program complet 

. Iată un caz în care mulţimea programelor 
complete este nemărginită. 

2u 4u

4 0u >

4 4 4(2; 2 2 ;1; ),u u u+ →∞

Dacă toate variabilele sunt mărginite, DU ≤≤0  ( - finite), 
atunci mulţimea programelor complete (inclusiv a celor complet 
filtrate) este compactă. 

kD
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