CAPITOLUL CALCULUL
1 PROBABILITATILOR

1.1. EVENIMENTE. PROBABILITATI

1.1.1. Evenimente. Tipuri de evenimente. Relatii
intre evenimente. Operatii cu evenimente.

Conceptele fundamentale ale teoriei probabilitatilor sunt cele de eveniment si
probabilitate.

In teoria probabilititilor se considerd experimentele ale caror rezultate sunt
supuse intamplarii numite si experimente aleatoare.

Desi rezultatul experimentului nu este cunoscut dinainte, admitem totusi ca
multimea rezultatelor sale posibile (evenimentelor) ale este cunoscuta.

Definitia 1. Multimea tuturor rezultatelor posibile ale unui experiment se
numeste multime fundamentala sau spatiu fundamental sau 1Inca spatiul
evenimentelor elementare si se noteaza cu cu Q. Spatiul fundamental poate sa fie
finit sau infinit (numarabil sau nu). Numim eveniment orice submultime a lui Q. O
submultime formata dintr-un singur element din Q este un eveniment elementar.
Acesta este evenimentul ce apare ca rezultat al unei singure probe.

O submultime a lui ‘Q formata din cel putin doua evenimente elementare este
un eveniment compus.

Vom nota evenimentele prin litere majuscule A,B,C,...,insotite uneori de indici:
A, A,

Observatia 1. Daca multimea fundamentala este finita si are n elemente (zicem in
acest caz ca Q are cardinalul egal cu n si scriem card Q =n, atunci se stie din teoria
multimilor cA numarul submultimilor lui © (deci numarul tuturor evenimentelor) este

2 card 2

egal cu . Deci, daca un experiment are n rezultate posibile, atunci legat de

. . e n .
acest experiment exista 2 evenimente aleatoare elementare.



Exemplul 1. (a). La controlul de receptie a marfurilor, un experiment aleator
consta in cercetarea unui lot de marfa, daca corespunde sau nu din punct de vedere
al calitatii. Proba consta in cercetarea calitatii unei unitati (unui articol) din marfa
respectiva. Legat de acest experiment se produc 2 evenimente elementare: evenimentul

A (yarticolul este corespunzator” ) si contrarul sau A (,articolul nu este
corespunzator”).

(b). Consideram experimentul care consta in aruncarea unui zar pe un plan
orizontal. Proba consta in aruncarea zarului si observarea fetei pe care cade.
Evenimentele elementere sunt asociate fetelor 1, 2, 3, 4, 5 sau 6. Atunci spatiul
fundamental este format din multimea acestor rezultate posibile {1,2,3,4,5,6}. In acest
caz spatiul fundamental este finit. Evenimentele posibile (submultimile lui Q ) sunt in
numar de 26=64. De exemplu: A = {2, 4, 6} (obtinerea unei fete pare), B = {1,3,5}
(obtinerea unei fete impare), C={3} ( eveniment elementar).

(c). Fie experimentul care consta in aruncarea succesiva a unui zar pana ce se
obtine fata 3. Spatiul fundamental in acest caz este alcatuit din numarul aruncarilor
necesare, care variaza de la 1 la infinit : B = {1, 2, 3,...,n,...}. Spatiul fundamental
este infinit, insa elementele sale fiind ordonate intr-un sir, este un exemplu de
spatiu fundamental numarabil.

(d). Fie experimentul care consta in masurarea temperaturii corporale. Proba
consta in efectuarea unei masurarari a temperaturii. Un eveniment elementar consta
in rezultatul citirii termometrului. Spatiul fundamental este alcatuit din toate
valorile posibile ale temperaturii corporale, astfel putem considera ca in B intra toate
valorile din intervalul [35, 41], sau ca B = [35,41]. In acest caz, spatiul fundamental
este o multime infinita si nenumdrabila.

In multimea evenimentelor distingem unele evenimente remarcabile.

Definitia 2 (Tipuri de evenimente). Fie un experiment a carui multime
fundamentala este Q.

» Evenimentul care se realizeaza cu certitudine in urma efectuarii experimentului
se numeste evenimentul sigur. El se realizeaza daca si numai daca se produce cel
putin un eveniment elementar. Ca submultime a multimii fundamentale, evenimentul
sigur este insusi Q .

» Evenimentul care nu se realizeaza niciodata in urma efectuarii experimentului se
numeste evenimentul imposibil. Ca submultime a multimii fundamentale evenimentul
imposibil este submultimea lui © care nu are niciun element, adica multimea vida,
notata cu <.




» Eveniment care se realizeaza ori de cate ori nu se realizeaza un anumit
eveniment A se numeste contrarul (complementarul) evenimentului A si se noteaza prin
A sau CA=D - A.

Exemplul 2. Extragerea unei bile albe dintr-o urna care contine numai bile albe
este un eveniment sigur iar extragerea unei bile negre dintr-o astfel de urna este un
eveniment imposibil.

In cazul extragerii dintr-o urna ce contine bile albe si bile negre, daci notam cu

A evenimentul extragerii unei bile albe, atunci evenimentul contrar A, este cel al
extragerii unei bile negre. Se observa ca nerealizarea lui A este echivalenta cu

realizarea lui A, iar nerealizarea lui A este echivalenti cu realizarea lui A.
Evenimentele contrare au urmatoarele proprietati:

Propozitia 1. Fie BFB@multimea fundamentala a evenimentelor elementare legate de
un anume experiment si fie A un eveniment oarecare. Atunci avem:

(a) A = A(contrarul contrarului unui eveniment este evenimentul insusi).

(b). 2 = (contrarul evenimentului sigur este evenimentul imposibil).

(c). T=0 (contrarul evenimentului imposibil este evenimentul sigur).

Definitia 3. Doua evenimente A si B care se pot realiza simultan, adica daca exista
probe care realizeaza atat pe A cat si pe B se numesc evenimente compatibile. In caz
contrar, daca doua evenimente A si B nu se pot realiza simultan, se spune ca ele sunt
incompatibile.

Orice doua evenimente elementare distincte sunt incompatibile.
De asemenea, doua evenimente contrare unul altuia sunt incompatibile.
Exemplul 3. Consideram la aruncarea unui zar evenimentele:

A ={1,2,3} si B= {2,3,5}. Daca la aruncarea zarului vom obtine ca rezultat aparitia
fetei 2, inseamna ca s-au realizat ambele evenimente. Acelasi lucru se intampla daca
obtinem fata 3. Deci evenimentele A si B sunt compatibile.

Daca C ={4,5} atunci evenimentele A si C sunt incompatibile, pe cand
evenimentele B si C sunt compatibile.

Definitia 4. Vom spune ca evenimentul A implicd evenimentul B sau ca
evenimentul B este implicat de evenimentul A, daca B se realizeaza ori de cate ori se
realizeaza A, sau daca realizarea evenimentului A atrage realizarea lui B. Se noteaza in
acestcaz Ac B.




Daca A si B sunt doua evenimente astfel incat A implica Bsi B
implica A, vom scrie A=B si vom spune ca evenimentele A si B sunt echivalente.

Observatia 2. Se observa ca A c B revine la faptul ca orice proba care
realizeaza evenimentul A, realizeaza si evenimentul B, adica la incluziunea multimii de
probe care realizeaza evenimentul A in multimea de probe care realizeaza evenimentul
B, ceea ce justifica notatia A — B si faptul ca:

e evenimentul imposibil implica orice eveniment, adica & c A, oricare ar fi

evenimentul A;

e orice eveniment A implica evenimentul sigur B, adica APR oricare ar fi

evenimentul A.

Un eveniment elementar este implicat numai de el insusi si de evenimentul
imposibil.

Definitia 5. Fie A si B doua evenimente legate de o aceeasi experienta.
Evenimentul care consta fie in producerea lui A fie a lui B, adica atunci cand se
realizeaza cel putin unul din cele doua evenimente, se numeste reuniunea sau
disjunctia celor doua evenimente, se noteaza A U B si se mai citeste “A sau B”.

Multimea probelor care realizeaza evenimentul “A sau B” este reuniunea dintre
multimea probelor care realizeaza pe A si multimea probelor care realizeaza pe B. De
aceea apare justificata folosirea notatiei A U B pentru evenimentul “A sau B”

Definitia 6. Evenimentul a carui realizare constd in realizarea atat a
evenimentului A, cat si a evenimentului B, deci cand se realizeaza ambele evenimente A
si B, se numeste intersectia sau conjunctia celor doua evenimente, se noteaza AN B si
se mai citeste “A si B”.

Multimea probelor care realizeaza evenimentul “A si B” este intersectia dintre
multimea probelor care realizeaza pe A si multimea probelor care realizeaza pe B. De
aceea apare justificata folosirea notatiei AnB pentru “A si B”.

Daca evenimentele A si B sunt incompatibile, atunci multimea probelor care
realizeaza pe A nu contine nici o proba care realizeaza pe B. Putem scrie ANB =
(ca operatie cu multimi).

Astfel, daca evenimentele A si B sunt compatibile scriem A N B # J (ca operatie cu
evenimente).

Definitiile reuniunii si intersectiei se pastreaza pentru orice numar finit de
evenimente Ai, As, . .., An. Astfel, se definesc:

Evenimentul care consta in realizarea cel putin a unuia din evenimentele A, A,,...,
An este reuniunea generalizatd a acestor evenimente si se noteaza A;UAxU...U An sau

n
U A;.
i=1
Evenimentul care consta in realizarea simultana a evenimentelor




A1,As,..., An este intersectia generalizatd a acestor evenimente si se noteaza

n
AinAN ... NAnsau [ A4;.
i=1
Definitia 7. Numim diferenta evenimentelor A si B, evenimentul care se
realizeaza atunci cand se realizeaza A dar nu se realizeaza B si il notam A-B.
Diferenta evenimentelor si A se noteaza B- A= CA el reprezentand contrarul sau

complementul evenimentului A.

Operatiile de reuniune, intersectie si diferenta ale evenimentelor
satisfac proprietatile operatiilor cunoscute din algebra multimilor.

Exemplul 4. Sa consideram experienta ce consta in aruncarea unui zar. Fie
evenimetul A={1,2,3}, B={2,3,4}. Atunci, avem: AU B={1,2,3,4}, An B={2,3}, A-B={1},
B-A={4}, CA={4,5,6}, CB={1,5,6}.

Propozitia 2. (Proprietdtile operatiilor cu evenimente).

Sunt adevarate relatiile de mai jos in care A, B, C sunt evenimente, este
evenimentul sigur iar & este evenimentul imposibil.

(1). AVA=A;An A=A (idempotenta).

(2). AuB=BuUA ;AN B=Bn A (comutativitatea).
3).Au(BuUC)=(AUB)UC;ANn(BNC)=(AnB)nC (asociativitatea).
4). A =A;AnDT=T;(5). AuQ=Q; AnQ=A.

(6).C(AUB)=CANCB ;C(AnB)=CAUCB. (relatiile lui De Morgan).

(7). AUA=Q;ANA=0.
8). AcAUB;AnBCA.
9). AcB=AuUB=B;AcB=AnB=A

(10). AcB=>AuCcBuUC;AcB=AnCcBnC.
Definitia 8. Fie 2 multimea fundamentala a unei experiente si @) multimea

partilor sale si fie KcP2) o multime nevida de evenimente care satisface conditiile:
a). Daca A €K atunci CA €K;
b). Daca A,B €K, atunci ARBE K;

Atunci perechea (@, X ) se numeste camp finit de evenimente.




Proprietatea b) poate fi extinsa la un numar finit de evenimente:
b’) Daca Ai, Ao,..., Al K atunci ABAPERERRAAR K,

(Atributul finit” se refera la faptul ca proprietatea b) este valabila pentru un numar
finit de evenimente)

Din proprietatile operatiilor cu evenimente deducem:

Propozitia 3. Daca (@, ¥ ) este un camp finit de evenimente atunci :

a). Je K, Qe K;
b). Daca A,Ba K, atunci K, A-Ba K, B-ARl K

(spunem in acest caz ca orice corp de evenimente ¥ este inchis fata de operatiile de
reuniune, intersectie, diferenta si complementara).

1.1.2. Definitiile probabilitatii.

Pentru masurarea sanselor de realizare a unui eveniment aleator s-a introdus
notiunea de probabilitate. Sunt cunoscute trei definitii ale notiunii de probabilitate:
Definitia clasica, Definitia statistica si Definitia axiomaticd.

I°.Definitia clasica a probabilitatii se bazeaza pe procedeul de numarare a
cazurilor favorabile producerii unui eveniment dintre evenimentele egal posibile
(fiecare eveniment are aceeasi sansa de a se realiza).

Definitia 9. Fie un experiment cu n evenimente elementare egal posibile si fie A un
eveniment oarecare (atasat experimentului). Multimea probelor care realizeaza
evenimentul A se va numi multimea cazurilor favorabile lui A. Presupunem ca
evenimentul A are m cazuri favorabile, m <n. Se numeste probabilitatea evenimentului

A, numarul P(A) :ﬂ, adica raportul dintre numarul m al cazurilor favorabile realizarii
n

lui A si numarul n al cazurilor egal posibile .
Definitia clasica a probabilitatii se poate folosi numai pentru

experientele cu evenimente elementare egal posibile (evenimente care considerate
impreuna au aceeasi sansa de a se realiza).

Un alt incovenient al defnitiei apare in cazul in care numarul cazurilor posibile
este infnit deoarece in aceasta situatie probabilitatea, calculata dupa definitia clasica,
este foarte mica sau egala cu zero.

Exemplul 5. O urna contine 5 bile albe si 7 bile negre. Din urna se extrage la
intamplare o bila. Sa se calculeze probabilitatea evenimentului care consta in
extragerea unei bile albe.
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Solutie: Fie A evenimentul care consta in extragerea unei bile albe.

Pentru a calcula probabilitatea acestui eveniment observam ca avem un numar de
12 cazuri egal posibile (numarul tuturor bilelor) si un numar de 5 cazuri favorabile lui
5

A. Atunci probabilitatea acestui eveniment va fi P(A) = TR

Exemplul 6. Fie experienta care consta in aruncarea a doua zaruri Sa se calculeze
probabilitatea evenimentului care consta in obtinerea sumei punctelor de pe cele doua
zaruri egala cu 7.

Solutie: Pentru a calcula probabilitatea acestui eveniment observam ca avem un
numar de 36 cazuri egal posibile si anume toate perechile Bij) cu i, j =1,2,3,4,5,6 siun
numar de 6 cazuri favorabile lui A si anume cazurile (1,6), (2,5), (3,4), (4,3), (5,2) si

6 1

(6,1). Atunci probabilitatea acestui eveniment va fi P(A)= 366

20, Definitia statistica a probabilitatii exprima probabilitatea cu ajutorul
frecventei de aparitie a unui eveniment intr-un numar mare de experimente realizate
in aceleasi conditii.

Notiunea de frecventd este notiune fundamentala in Statistica. Prin frecventa de
aparitie a unui eveniment A cind se efectueaza un numar de experimente realizate in
aceleasi conditii se intelege raportul dintre numarul nf(A) al probelor in care
evenimentul A s-a produs si numarul total n de probe efectuate:

n(4)
=,

fn(A):

Din observatii statistice efectuate intr-un numar mare de situatii a rezultat ca ca
daca un experiment se repetd de un numar mare de ori, se produce o stabilitate a
frecventei jurul probabilitatii de aparitie a evenimentului considerat. In acest mod s-a
impus definitia statistica a probabilitatii:

Definitia 10. Daca se efectueaza de n ori un experiment in aceleasi conditii iar un
eveniment A apare de n(A) ori, atunci cand n — ©

P(A)= lim f,(A).

n—o

Aceasta legatura intre frecventa de aparitie a unui eveniment intr-un numar mare
de experiente si probabilitate constituie baza aplicatiilor calculului probabilitatilor in
statistica matematica.

3°. Definitia axiomatica a probabilitatii introduce probabilitatea ca o
functie definita pe un camp finit de evenimente cu valori in multimea numerelor reale.




In definitia clasica a probabilitatii ca raport dintre numarul cazurilor favorabile
producerii unui eveniment si numarul cazurilor posibile s-a folosit drept masura a
multimilor de evenimente numarul elementelor acestora. In cazul in care multimea
asociata evenimentelor este finita, numarul n al elementelor ce o compun, numit
cardinalul multimii, defineste aspectul cantitativ al multimii, adica mdsura

multimii respective.
Pentru multimile infinite (numarabile sau continue) notiunea de
numar cardinal nu mai poate servi ca masura.

Se poate generaliza prezentarea modelului de calcul al probabilitatii P(A) a unui
eveniment pentru care multimile A asociate

evenimentelor sunt continue, masurile lor putand fi lungimi, arii, volume, durate de

timp, greutate, etc. In acest caz, notand cu mf@) mdsura multimii asociate

evenimentului sigur si m(A) masura multimii asociate evenimentului A, probabilitatea
m(A)

evenimentului A se defineste prin expresia P(A) = ﬂ , adica, probabilitatea realizarii
m

unui eveniment ABPK, este datd de raportul dintre mdsura multimii asociate
evenimentului considerat A si masura multimii asociate evenimentului sigur.

Masura posibilitatii (probabilitatea) producerii unui eveniment a carui multime
asociata poate fi finitd sau infinita este datd de o functie reala care este definita
axiomatic astfel:

Definitia 11. Fie (2, ) un camp finit de evenimente. Se numeste probabilitate
definitd pe campul de evenimente (¢2,K) o functie numerica pozitiva P : X—>R., care
asociaza fiecarui eveniment AeX un numar real notat P(A) si care satisface la
urmatoarele axiome:

(1). P(A)BEO, ¥ AR K ;

(2). P@F1;
(3). P(AEEB)=P(A)+P(B), ¥V A,BZ K cu AREB =03
Un camp finit de evenimente peste care s-a definit o probabilitate se numeste
camp (sau spatiu) de probabilitate si se noteaza (@, X, P)
Axioma (3) se poate extinde prin recurenta la un numar finit de evenimente
incompatibile doua cate doua:

n n
(3’) P(UAIJ: ZP(AL),V Al e K, Al ﬁAJ :@, l¢], l,J:1,2,,n
i=1 i=1



Din definitia probabilitatii rezulta urmatoarele proprietati:

Propozitia 4. (Proprietdtile probabilitatilor). Fie (@,K,P) un spatiu de probabilitate.
Atunci au loc proprietatile :

[P1]. V Ae K, atunci O < P(A)<1;

[P2]. P(D)=0;

[P3]. V AeEK atunci P(Q2—-A)=1-P(A);

[P4]. VA, BEX, Ac B, atunci P(A) < P(B).

[P5]. V A, BE X, atunci P(A UB)=P(A)+P(B)-P(ANB).

1.1.3. Probabilitati conditionate.

Deseori calculul probabilitatii aparitiei unui eveniment A este conditionat de
realizarea anterioara a unui eveniment B cu o anumita probabilitate. De exemplu,
daca intr-o urna sunt a bile albe si b bile negre si extragem doua bile una dupa alta
(fara a introduce prima bila extrasa inapoi in urna) si ne intereseaza probabilitatea
evenimentului ca a doua bila sa fie neagra in conditia ca prima bila a fost alba, atunci
probabilitatea acestui ultim eveniment este o probabilitate conditionata.

Definitia 12. Fie (2, X, P) un camp de probabilitate si fie A si B

doua evenimente ale sale astfel incat B sa nu fie evenimentul impasibil @ (adica sa
avem P(B)>0). Numarul notat prin P(A|B) si definit prin

P(ANB)

P(A|B)= P(E)

’ (1)

se numeste probabilitatea evenimentului A conditionat de evenimentul B.

Daca P(A)>0, se poate defini analog probabilitatea evenimentului B conditionat de
evenimentul A , prin

P(AN B)

P(B|A)= PiA

; (2)

Probabilitatea conditionata P(A|B) este probabilitatea evenimentului A

presupunand ca evenimentul B s-a realizat. La fel se interpreteaza probabilitatea
conditionata P(B|A).

Din formulele (1) si (2) obtinem imediat:



Propozitia 5. (Proprietdtile probabilitdatilor conditionate).

Fie @, X, P) un camp de probabilitate si fie A si B doua evenimente ale sale astfel
incat P(A)>0 si P(B)>0. Atunci are loc egalitatea

P(AnB)=P(B)-P(A|B)=P(A)-P(B|A), (3)
numita regula de inmultire a probabilitdtilor).

Formula (3) se mai enunta si astfel: , probabilitatea producerii simultane a
evenimentelor A si B este egald cu produsul dintre probabilitatea unuia din evenimente
st probabilitatea celuilalt eveniment, daca primul s-a realizat”.

Exemplul 7. Sa consideram experienta aruncarii unui zar si sa notam cu A
evenimentul A = {1,2,3} si cu B evenimentul B = {2,3,4}. Sa se calculeze probabilitatea
evenimentului A in ipoteza ca B s-a realizat, adica P(A | B).

Solutie: Pentru a calcula probabilitatea evenimentului A in ipoteza ca B s-a
P(ANnB)
P(B)
este 6 iar numarul cazurilor favorabile lui B este 3. Apoi AnB={2,3} si acest

eveniment are 2 cazuri favorabile. Astfel avem P(A)=P(B)= % =% si P(AnB)= % = % )

realizat, aplicam formula (1) si avem: P(A|B)= . Numarul cazurilor posibile

P(ANB) 1/3 2
P(B) 1/2 3°

Deci, P(A|B)=

Exemplul 8. Intr-o grupa de studenti sunt 10 fete si 15 baieti. In ora de seminar
se scot la tabla simultan 2 studenti pentru prezentarea rezolvarii proprii a unei
probleme. Care este probabilitatea ca ambii studenti sa fie:

a). baieti; b). fete; ¢). primul baiat si al doilea fata?

Solutie: Fie S1 evenimentul care consta in iesirea la tabla a primului student si Sy

evenimentul care consta in iesirea la tabla a celui de-al doilea student.
a). Daca S ={ baiat} si Sy ={ baiat} atunci avem de calculat :

15 14 7
P(S1nS9)=P(S71)-P(Sy |S])=——=—.
(510 82)=P(S1)-PS2 151)= 5 50 = 55
b). Daca S ={fata} si Sy ={fata} atunci avem de calculat :

10 9 3

P(S1 N S2)=P(S1)-P(S2 | S1)= o+ 2= oo

c). Daca Sy ={fata} si Sy ={ baiat} atunci avem de calculat :
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10 15 1
PIS1 n2)= Pisy)-Plsa I51)=22 18- L.

Regula de inmultire a probabilitatilor poate fi generalizatd la un numar de n
evenimente astfel:

Propozitia 6. Fie (@, ¥, P) un camp de probabilitate si fie Ai,..., An evenimente
din K pentru care P(A; N"Ap N...nA,;)#0, atunci avem:

P(Aj nAyN...nA,)=P(A1)-P(Ay | A1) -P(A3 | A N Ag)-
.. P(Ap |A1 " Ay ... .NAp_1)

Intr-adevadr, folosind definitia probabilitatii conditionate, avem:

P(A] N A P(A] nAy N A
P(A;)=P(41), P(Ag |A1):(Pl(+l)2) (131(;1 (3/;}3)

, P(A3 |A10A2):

P(A1 nAyNn---NnAy)
P(AjnAgyn--nAp_y)

..o P(Ap |A10A20...An_1):
Relatia (4) rezulta imediat prin inmultirea membru cu membru a acestor
egalitati.

Exemplul 9. La jocul Loto "6 din 49" dintr-o urna care contine bile uniforme
numerotate de la 1 la 49, se extrag 6 bile, fara a pune bila extrasa inapoi in urna. Care
este probabilitatea ca varianta (1,2,3,4,5,6) sa aiba toate numerele castigatoare.

Solutie: Fie Ai evenimentul ca la extragerea i-a numarul extras sa

. 1 1 1
fie i. Avem : P(Ay)=—, P(Ap |A1)=—, P(A3 |A1 n"Ap)=—,
(A1)=5, P(A2141)= o, P(A3|A1nAg) = -

P(A4 | A1 N A2 ﬁA3)=4—16, P(A5 | Al A2 N A3 ﬂA4)=4—15,

P(Ag | Al "Ay "Az3 NA4 NAs) =4—14.

Atunci conform regulii de inmultire a probabilitatilor, formula (4) avem:

P(A] nAy N"A3 NAg N As N Ag)=P(A1) P(Ay | A1) -P(A3 | Al nAy)-
“P(A4q | A1 "Ag NA3)-P(As |A1 "nAg "A3 NAg)-
-P(A6|A1ﬁAQﬁA3ﬁA4('\A5)=

1 1 1 1 1 1 1
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Daca nu se tinea seama de ordinea de aparitie a numerelor, avem 6 ! variante formate
cu numerele (1,2,3,4,5,6), astfel ca probabilitatea ca o astfel de varianta sa fie
castigatoare este

1 111 1. 1.4 720

44 45 46 47 48 49 10.068.347.520

=~ 0,00000007 .

Definitia 13. Fie (Q, ¥, P)unui camp de probabilitate. Doua evenimente A si B ale
sale se numesc P - independente daca

P(ANB)=P(A)- P(B), (5)

adica probabilitatea unuia dintre evenimente nu depinde de faptul ca celalalt
eveniment s-a produs sau nu.

Din regula de inmultire a probabilitatilor, (formula (3)), deducem ca evenimentele A
si B sunt P-independente daca si numai daca P(A| B)=P(A) si P(B|A)=P(B).

Observatia 3. Douid evenimente contrare A si A nu sunt in general P-
independente. Intr-adevar, fie p=P(A) si P(Z) =1-p.Cum AnA=Javem p(A N A) =0.

Pentru ca A si A sa fie independentre trebuie ca p(1-p)=0. Deci o conditie necesara si

suficienta ca evenimentele contrare A si A sa fie independente, este ca P(A) =0 sau
P(A)=1, adica A sa fie evenimentul sigur 2 au evenimentul imposibil &.

Independenta si _incompatibilitatea nu  trebuie confundate. Relatia de
incompatibilitate este definita fara referinta la o probabilitate prin rela-tia ANB=0 ,
pe cand independenta depinde de o probabilitate P.

In probleme avem de a face de cele mai multe ori cu evenimente a caror
independenta poate fi inutila. Este cazul evenimentelor diferite, considerate impreuna
si care nu-si influenteaza unul altuia rezultatele. De exemplu, aruncarea a doua zaruri
consta in aruncarea primului zar si aruncarea celui de-al doilea zar. Sansele aparitiei
fetei 1 la primul zar nu influenteaza si nu sunt influentate in nici un fel de aparitia
unei anumite fete la cel de-al doilea zar.

De asemenea, evenimente independente apar atunci cand acestea sunt legate de
experimente diferite.

Extindem definitia independentei pentru un numar finit de evenimente.

Definitia 14. Fie (@, X, P)un camp de probabilitate. Evenimentele Ai, Az, ..., An
sunt P - independente daca si numai daca

P(A] " Ay n...nA,)=P(A])-P(Ag)-...- P(A,), (6)
Daca evenimentele A1, Az, ..., An sunt P - independente atunci si
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evenimentele By e {Ak,Zk } k=12,..,n sunt P - independente.

1.2. FORMULE PENTRU CALCULUL UNOR PROBABILITATI

1.2.1. Formule de calcul pentru intersectii si reuniuni de evenimente.
1o. Probabilitatea unei intersectii de evenimente.

Reamintim din tema precedenta formula care generalizeaza Regula de inmultire a
probabilitatilor care da formula de calcul pentru intersectia unui numar finit de
evenimente compatibile:

Propozitia 7. Fie @, X, P) un camp de probabilitate si fie Ai,..., An evenimente
din K pentru care P(Aj "Ay Nn...NA,)#0, atunci avem:

P(A] nAg n...nAp)=P(A1)-P(Ag | A1) -P(A3 | A nAg)-

.. P(Ap | A1 nApg n...nAp_1) 7
De asemenea, daca evenimentele A, Az, ... , An sunt P - independente atunci
formula (7) devine:
P(A] nAg N...nAy)=P(A])-P(Ag)-...- P(A,), (8)

20. Probabilitatea unei reuniuni de evenimente incompatibile.

Propozitia 8. Fie (Q, K, P) un camp de probabilitate.

(a). Daci A si B sunt evenimente din %, si incompatibile (AN B = &) atunci :
P(AuB)=P(A)+ P(B) 9)

(b). Daca Ai, Az, ..., An sunt evenimente din %, si incompatibile doua cate doua

(Ai NAj =0, i;tj) atunci

P(UA;) = X P(4;) (10)

Intr-adevar, formula (9) este chiar axioma (3) din Definitia axiomatica

a probabilitatilor. Demonstrarea lui (b) se face prin inductie, folosind formula (9).
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3e. Probabilitatea unei reuniuni de evenimente compatibile.

Din proprietatile probabilitatilor rezulta urmatoarea formula pentru calculul
evenimentuilui reuniune:

Propozitia 9. Fie (2, X, P) un camp de probabilitate.

(a). Daca A si B sunt doua evenimente oarecare din %, atunci
P(AuB)=P(A)+ P(B)-P(ANnB). (11)

(b). Daca A1, Az, ..., An sunt evenimente oarecare din ¥, atunci

P[ GAkJZ i P(Ax)- ZP(AJ' N A )+ ZP(AiﬁAJ' NAK)+...

k=1 k=1 j<k i<j<k
1 n
+...+(-1)" 1. P NAk| (Formula lui Poincaré) (12)
k=1

Exemplul 10. O urna contine 3 bile albe si 7 bile negre, iar alta contine 7 bile
albe si 3 bile negre. Din fiecare urna se extrage cate o bila. Care este probabilitatea sa
obtinem cel putin o bila alba?

Solutie: Fie A evenimentul extragerii unei bile albe din prima urna si B evenimentul
extragerii unei bile albe din a doua urna. Avem de calculat probabilitatea
evenomentului AUB.

Avem 10 cazuri posibile pentru fiecare experienta, 3 cazuri favorabile lui A si 7
cazuri favorabile lui B. Calculand probabilitatile acestor evenimente avem

P(A)= % ,P(B) = % ; apoi, deoarece A si B sunt independente avem
P(AmB)zP(A)-P(B)zi-lzﬂ. Astfel obtinem:
10 10 100

3 7 21 79
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(A~B)= >+ 21 _ 1
(AVB)=P(A)+ P(B)=P(ANB) =10+ 70100 = 100

40, Probabilitatea unei reuniuni de evenimente compatibile si
independente.

Propozitia 10. Fie @, ¥, P) un camp de probabilitate. Daca evenimentele Ai,
Ao,..., An sunt P-independente atunci au loc egalitatile:

n n
(a)-P{ UAkj: 2. P(Ax)— X P(Aj) P(Ag)+
k=1 k=1 j<k
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n
+ YP(Ai)-P(Aj)-P(Ak)+..+ ()" T [IP(Ac)  (13)

i<j<k k=1
(b). P{ GAkj =1- ﬁ(1—P(Ak))
k=1 k=1

(14) Demonstratie: Pentru (a) se tine seama de formula lui Poincaré . Pentru
(b), tinand seama de proprietatilor operatiilor cu evenimente si proprietatile
probabilitatilor avem succesiv :

k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

P{ GAK} = 1—P(E}=1—P{ ﬁZkJ:I— ﬁP(Zk)= 1- ﬁ(l—P(Ak))

Exemplul 11. Se arunca o moneda de 3 ori. Care este probabilitatea sa apara
stema cel putin odata ?. Sa se rezolve problema folosind cele doua formule.

Solutie. Daca A este evenimentul aparitiei stemei la prima aruncare, B este
evenimentul aparitiei stemei la a doua aruncare si C este evenimentul aparitiei stemei
la a treia aruncare, atunci avem de calculat P(AuBuUC).Tinand seama ca
evenimentele sunt independente, avem:

1
2 2
Folosind formula (12) obtinem

P(A)=P(B)=P(C) = P(AmB)=P(AmC}=P(BmC)=i, P(AmBmC)zé.

P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)-P(AnNB)-P(AnC)-P(BNC)+

+P(AmBmC)=l+l+l—l—l—l+l:Z.
2 2 2 4 4 4 8 8
Folosim formula (14), avem:
111 1 7
P(AUBUC)=1-[1-P(A)]-[1-P(B)]-1-P(C)]=1-=-=-= =l-—=—.
( )=1-[-PA)}N-P(B)1-P(C)]=1-5- 55 =1-o =2

1.2.2. Sistem complet de evenimente. Formula

probabilitatii totale. Formula lui Bayes.

Definitia 15. Fie (,Q, X¥) un camp finit de evenimente. Se numeste sistem
complet de evenimente o multime de evenimente E={Ai, Az, ..., An} C K astfel incat:
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(a). Evenimentele sunt incompatibile doua cate doua (adica A; nA; =9, pentru
By) ;

(b). Ay WAy U---A, =0

Propozitia 11. Fie (2, X, P) un camp de probabilitate, fie E={A1, Az,...,As} un
sistem complet de evenimente si A este un evenimement oarecare care se realizeaza
cu unul din aceste evenimente. Atunci are loc formula:

P(A)=P(A1)-P(A| A1)+ P(A2)-P(A|Ag) +---+ P(Apn)-P(A| An), (15)

numita formula probabilitdtii totale.

Demonstratie : Intr-adevdr , putem scrie
A=AnQ=AN(A]UAyU...UA,)=(A1 nA)U(Ay nA)U---U(A, NA)
de wunde, tinand seama de faptul ca evenimentele (Ai N A), (i =12,... ,n), sunt
incompatibile doua cite doua, obtinem:
P(A)=P(A; nA)+P(Ay N A)+---+ P(A, NA).
Apoi cum pentru fiecare i= 1, 2, ..., n, folosind formula de calcul

pentru o intersectie de evenimente avem P(A; N A)= P(A;)-P(A| A;), de unde deducem
P(A)=P(A1) P(A| A1)+ P(A3) P (A Ag)++P(An) P (A] An).

Exemplul 12. Doua firme fabrica produse de acelasi fel pe care le desfac pe o
anumita piata. Prima firma produce 40% din necesarul pietii iar din produsele
fabricate 85% corespund normelor de fabricatie. A doua firma produce restul de 60%
din necesarul pietii, iar din produsele fabricate 90% corespund normelor de fabricatie.
Se cere probabilitatea ca un produs achizitionat de pe piata sa corespunda normelor
de fabricatie.

Solutie. Sa notam cu A evenimentul care consta in faptul ca produsul
achizitionat este corespunzator. Notam cu A; evenimentul ca produsul achizitionat sa
provina de la prima firma si cu A» evenimentul ca produsul sa provina de la a doua
firma. Atunci avem A=(AmA1)u(AmA2), si aplicand formula probabilitatii totale

rezulta:
P(A)=P(A1)-P(A|A)+P(Ay) P(A|Ap).

40 60 85 90
DarP(Ay)=——, P(Ay)=——, P(A|A;)=——, P(A|Ay)=——, deci
(A1) 100 (Ag) 100 (Al A1) 100 (A|Ag) 100
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40.85_’_60‘90_88
100 100 100 100 100

P(A) = = 0,88.

Observatia 4. Fie A si B douad evenimente oarecare si B contrarul lui B.

Evenimentele {B,§} formeaza un sistem complet de evenimente. Atunci formula (15)

se scrie :
P(A)= P(A| B)- P(B)+ P(A | B)- P(B) (16)
sau
P(A)=P(A| B)- P(B)+ P(A| B)-[1 - P(B)]. (17)

Sa aplicam formulele probabilitatilor conditionate si cele de mai sus la exemplele
urmatoare:

Exemplul 13. O societate de Asigurari estimeaza ca oamenii se impart in doua
categorii : aceia care nu prezinta risc mare pentru accidente si care reprezinta 30% din
populatie si ceilalti care prezinta risc moderat. Statisticile pe care le detine ii arata ca
primii se accidenteaza intr-un an cu o probabilitate de 0,4, in timp ce cei din a doua
categorie, cu o probabilitate de 0,2.

a). Care este probabilitatea ca un nou asigurat sa fie victima unui accident in
anul care urmeaza dupa incheierea politei de asigurare?

b). Care este probabilitatea ca noul asigurat sa faca parte din categoria de risc
major ?

Solutie : a). Notam cu A evenimentul ca semnatarul politei de asigurare sa aiba in
anul urmator un accident si cu B evenimentul ca acesta sa fie din categoria celor cu
risc major. Conform formulei (17) avem :

P(A)=P(A|B)-P(B)+P(A] E)-[I—P(B)]=%~(O,4)+%-(0,2) =0,26

b). Probabilitatea ca noul asigurat sa faca parte din categoria de

risc major este P(B|A). Aplicand succesiv formulele (1) si (3)

pB| A~ PANB) _PB) P(BIA)_(03)(04) _ 6
P P(A) 026  13°

Exemplul 14. Un laborator de analize medicale asigura cu o fiabilitate de 95%
detectarea unei anumite boli cind pacientul o are efectiv. Totusi, testul poate indica si

rezultate false "pozitive” pentru 1% din persoanele sanatoase la care se aplica (adica 1
persoana din 100 sanatoase poate fi declarata bolnava). Daca 0,5 % din populatie are
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efectiv boala respectiva, care este probabilitatea ca o persoana supusa testului sa fie
cu adevarat bolnava daca testul a indicat astfel.

(Probleme asemanatoare : testul antidoping la sportivi, teste de virusi s.a.)

Solutie: Fie B evenimentul ca persoana supusa testului sa fie cu adevarat
bolnava si A evenimentul ca rezultatul testului sa fie pozitiv (adica, sa indice boala).
Probabilitatea cautata este P(B|A). Aplicand succesiv formulele (1), (3) si (16) avem :

P(BlA)zP(BmA)Z P(A| B)- P(B) _
P(A) P(A|B)-P(B)+ P(A| B)- P(B)

(0,95) - (0,005) 95
(0,95)- (0,005) + (0,01)- (0,995) 294

~ 0,323 .

Astfel, numai 32% dintre persoanele ale caror rezultate la test sunt "pozitive” sunt
cu adevarat bolnave. Acest rezultat este surprinzator deoarece ne-am fi asteptat la o
valoare mult mai ridicata, motiv pentru care un astfel de exemplu este graitor pentru
interpretarea rezultatelor unor teste de acest fel.

Alta rezolvare a problemei: Deoarece 0,5% din populatie are in mod real boala
respectiva, din 200 de persoane testate in medie 1 o va avea. Testul descopera aceasta
cu o probabilitate de 0,95. In medie deci, din 200 de persoane testate, vor fi detectate
corect 0,95 cazuri. Pe de alta parte, printre cele 199 persoane sanatoase testul indica
bolnave 199:(0,01) dintre acestea. Rezumand, la 0,95 cazuri de maladie corect
detectata se adauga in medie 1,99 cazuri fals bolnave (persoane sanatoase in
realitate). Facand proportia rezultatelor corecte cand testul este pozitiv obtinem :

0,95 95

P(B|A)= =
(B14) 0,95+199-(0,01) 294

~ 0,323 .

Exemplul 15. Un politist criminalist, insarcinat cu o ancheta asupra unei crime,
este la un moment dat convins cu 60% de culpabilitatea unui anumit suspect. El
descopera o noua proba care ii permite sa afirme ca suspectul respectiv este
criminalul, acesta avand un anumit atribut (era stangaci, sau chel, sau avea parul
negru). Or, 20% din populatie avea acel atribut. Cu ce probabilitate va reaprecia
politistul culpabilitatea suspectului daca el gaseste ca acesta are atributul respectiv ?

Solutie : Notam cu C evenimentul ca suspectul sa fie culpabil si prin A
evenimentu ca el sa aiba acelasi atribut ca si criminalul. Avem de calculat P(C| A).
Aplicand succesiv formulele (1), (3) si (16) avem :

P(CNA) P(A|C)- P(C)

P(C|A)= P(A)  P(A|C)-P(C)+P(A|C)-P(C)
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— 1- (0’6)
~1-(0,6)+(0,2) - (0,4)

= 0,882

Deci, convingerea ca suspectul este adevaratul criminal a crescut de la 60% la
peste 88%.

Fie E={A:, A2, ... , An} un sistem complet de evenimente si fie A este un
evenimemnt oarecare. Un astfel de eveniment poate aparea ca efect al celor n
evenimente A1, A2, . .. , An (adica A poate aparea odata cu unul si numai cu unul

dintre evenimentele A;, i=1,2,...,n.

Cunoscandu-se probabilitatile P(A), i=1,2,...,n, (care se mai numesc si
probabilitati a priori ale evenimentelor Ai) si probabilitatile de aparitie a evenimentului
A ca efect al evenimentului Ai, deci P(A|4;), i=1,2,...,n, se cere a se calcula
probabilitatile evenimentelor A: in situatia ca A s-a produs, adica probabilitatile
P(A; | A), numite si

probabilitati a posteriori ale evenimentelor Ai .

Propozitia 12. Fie (@, X, P) un camp de probabilitate, fie E={A:, Az,...,An} un
sistem complet de evenimente si A este un evenimement oarecare care se realizeaza
cu unul din aceste evenimente. Atunci probabilitatile a posteriori se calculeaza cu
formula

P(A;) -P(AlA;)

D> P(A;)-P(A]A;)
i-1

P(A; | A)= (formula lui Bayes) (18)

Demonstratie : Tinand seama de regula de inmultire a probabilitatilor , putem
scrie

P(AnA;)=P(A)-P(A;| A)=P(A;)-P(A] Ap),

P(A;)-P(A| Aj)
P(A)

de unde deducem: P(A;|A)=
Inlocuind in aceasa egalitate P(A) datd de formula (6) a probabilitatii totale,
deducem formula (18).

Observatia 5. Evident ca, daca evenimentele A: sunt egal posibile, atunci
formula lui Bayes se scrie
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P(A; IA)=nP(A¢, (19)

2P (Al4)
i=1

Observatia 6. Daca tratdm evenimentele A: ca ipoteze posibile intr-o anumita
problema, formula lui Bayes joaca un rol util in a ne arata ca opiniile a priori asupra
acestor ipoteze [si anume P(A;)] trebuie modificate in lumina rezultatului experientei.

Exemplul 16. Doua masini automate care fabrica acelasi tip de piese si au
aceeasi productivitate, realizeaza piese rebut cu probabilitatea p; =0,05 si respectiv

po =0,02. Pentru efectuarea unui control de calitate, din productia celor doua masini

se extrage la intamplare o piesa.

a). Care este probabilitatea ca piesa extrasa sa fie rebut? Dar ca ea sa fie
corespunzatoare?

b). Stiind ca piesa extrasa este un rebut, sa se afle probabilitatea ca ea sa
provina de la prima masina.

c).Stiind ca piesa extrasa este corespunzatoare, care este probabilitatea ca ea sa
provina de la a doua masina.

Solutii: a). Fie Ai evenimentul ca piesa extrasa sa provina de la masina “i”, i=1,2.
Fie A evenimentul ca piesa extrasa sa fie rebut. Evenimentele A; si A2 formeaza un
sistem complet de evenimente. Probabilitatea lui A se calculeazd cu formula
probabilitatii totale, unde: P(A; ) = P(Ay) = 0,5, P(A|A;)=0,05,P(A|A)=0,02.

P(A)=P(A;)-P(A|Ay)+P(Ay)-P(A| Ay)=0,5-0,05+0,5-0,02 = 0,035

Fie B evenimentul ca piesa extrasa sa fie corespunzatoare, B=A.
Probabilitatea lui B se calculeaza cu formula:

P(B)=P(A)=1-P(A)=1-0,035=0,965

b). Probabilitatea P(A; | A) se poate calcula cu formula lui Bayes si se obtine:
P(A1)-P(A|A;) 0,5-0,05

PA14)= P(A) 0,035

-0,714 .

c). Probabilitatea P(A, | B) se poate calcula cu formula lui Bayes si se obtine:

P(Ay)-P(B|Ay) 0,5-0,98
P(B) 0,965

P(Ay | B) = =0,507 .
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1.2.3. Scheme probabilistice.

In aceasta sectiune punem in evidentd acum unele scheme de calcul al
probabilitatilor modelate cu urne, la care se reduc multe probleme de calcul intalnite
in practica si in teorie.

1o, Schema lui Bernoulli (schema bilei intoarse).
Propozitia 13. Se considera o urna in care sunt a bile albe si b bile

negre. Din aceasta urna se fac n extrageri succesive, punandu-se de fiecare data bila
inapoi in urna (urna lui Bernoulli).

Probabilitatea P(n,k) ca din cele n extrase k bile sa fie albe si n-k bile negre este
data de formula:

k . bn—k

Pnk)j=ckd 2 (20)
(a+b)n
Demonstratie : Daca in cadrul unei extrageri notam cu A evenimentul

extragerii unei bile albe de probabilitate si cu A evenimentul contrar (extragerea unei
bile negre) atunci probabilitatile

a si qu(Z): b =1-p.

lor sunt: p = P(A)= 5 5=
a-+ a+

Datorita conditiilor de realizare a experimentului (introducerea bilei extrase
inapoi in urna), fapt pentru care aceasta schema se mai numeste si schema bilei
intoarse, probabilitatile p si g raman constante tot timpul experientei. Fie B
evenimentul ce consta in realizarea succesiunii

AA,..,Asi AA,. . A .
de k ori de (n—-k) ori

Notand cu A; evenimentul A realizat la experienta de rangul ,,i” (i=1,2,...,k-1) sicu A;

evenimentul A realizat la experienta de rangul .7 (i=kk+1,,...,n) rezulta ca
evenimentul B cerut de problema este:

B=(A1nAsy ... Ak 1) (A M A1 NN Ay ).

Probabilitatea acestui eveniment este este:

P [AmAm...mA]ﬂ ANAn..NAl||=plq" k.
de k ori de (n—k) ori
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Numaérul succesiunilor in care apare A de k ori si A de n-k ori este de C,’f.

Probabilitatea P(n;k) este data de probabilitatea acestor succesiuni distincte. Cum
aceste succesiuni sunt incompatibile si

kin-k
echiprobabile, avem: P(n,k) = C,prkq”_k = C,kl: a’b” =~ )
(a+b)"

Observatia 7. ,Urna lui Bernoulli” modeleaza un experiment care se repeta in
aceleasi conditii de n ori si in care poate sa apara fie un eveniment A cu aceeasi

probabilitate p=P(A) fie contrarul sau Acu probabilitatea g=P(A)=1-p.

Probabilitatea P(n;k), ca in cele n repetari

ale experimentului, evenimentul A sa apara de k ori, este
P(nk)=Chp*q" ", 21)

Aceeasi problema rezulta si din deducerea probabilitatii de aparitie
de k ori a unui eveniment A daca se efectueaza n experiente independente si daca in
fiecare experienta probabilitatea de aparitie a evenimentului A este constanta si este
egala cu p.

Deoarece probabilitatea P(n,k) este coeficientul lui x* din dezvoltarea binomului

(px+q)*, aceasta schema se mai numeste schema binomiald sau cd probabilitatea
respectiva reprezinta o lege binomiald.

Exemplul 17. O urna contine 3 bile albe si 4 bile negre. Din aceasta urna se fac
3 extrageri succesive, punandu-se de fiecare data bila extrasa inapoi. Care este
probabilitatea de a obtine 2 bile albe si 1 bila neagra?

Solutie. Suntem in cadrul schemei lui Bernoulli ( p:%, g=1- p:? , n=3,

k=2). Atunci avem:

2 1
P(32) = cg(% (;J = % =0,315.

Schema lui Bernoulli (binomiald) poate fi generalizata la o urna care cotine bile
de mai multe culori astfel:
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Propozitia 14. (Schema multinomiala). Fie o urna cu bile de s culori. Fie px
probabilitatea extragerii unei bile de culoare (k=1,...,s). Atunci probabilitatea ca in cele
n bile extrase sa obtinem n« bile de culoarea k. (k=1,...,s) este data de formula :

n!

n
P(n;ny,ng,...,ng) -p?l -p22 o DRS (22)

_n1!-n2!-...-ns!

Exemplul 18. Un magazin primeste in cursul unei saptamani 100 de
televizoare provenite de la fabricile A, B, C. Probabilitatea ca televizoarele sa provina de
la fabrica A este de 0,6; de la fabrica B este de 0,2; de la fabrica C este de 0,2. Care
este probabilitatea ca din cele 100 de televizoare primite, 60 sa fi fost realizate la
fabrica A, 30 la fabrica B, iar restul la C?

Solutie : Aplicand schema multinomiala avem :

100!
P(100;60,30,10) = 501301101 (0,6)%° -(0,2)39 - (0,2)1°.

2°. Schema lui Pascal (legea geometrica).

Propozitia 15. In urma efectudrii unui experiment poate aparea evenimentul A cu
probabilitatea p, sau contrariul sau cu probabilitatea g=1-p. Se repeta experimentul de n
ori, in conditii identice.

Probabilitatea P(n;k) ca in cele n repetari ale experimentului, evenimentul A sa
apara la cel de ordinul k este

P(n;k)=p-q*! (23)
Demonstratie : Intr-adevar, dacd B este evenimentul care constd in
realizarea lui A la experienta de ordinul k, atunci este necesar ca la toate cele (k-1)
repetiri anterioare sa fi avut loc evenimentul contrar A . Notand cu Ei evenimentul A
realizat la experienta de rangul i rezulta ca evenimentul B cerut de problema este:
B=(A1nAyn..nAx_1)NA.
de (k-1) ori

Evenimentele fiind independente si P(A)=p, P(A;) = q ,i=1,2,....k-1, avem:

P(B)=P|A1 nAg A...AAK_1)nAl=P(A1)-P(Ay)-...- P(Ak_1) P(A)=q" 1. p

Observatia 8. Pentru diferite valori ale lui k=1,2,..., numerele p-g~!

constituie o progresie geometrica de prim termen p si de ratie g, de
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aceea legea respectiva se mai numeste si legea geometrica.

Exemplul 19. Consideram evenimentele: B, nasterea unui baiat, cu probabilitatea
p=0,49; F, nasterea unei fete, cu probabilitatea g=0,51. Care este probabilitatea ca
intr-o familie de 6 copii un baiat sa se nasca la a sasea nastere dupa ce la primele
nasteri au fost fete.

Solutie. Notand cu A este evenimentul ca baiatul sa apara la a sasea nastere,
suntem in cazul legii geometrice cu k=6. Avem deci, P(A)=0,49-0,516=0,0169.

3°. Schema lui Poisson.

Propozitia 16. Se fac n experimente independente. In urma experimentului de rang

k poate apdrea evenimentul A cu probabilitatea pr sau contrarul siu Acu
probabilitatea gx=1-p« ori, k=1,2,...,n.

Probabilitatea P(n,m) ca in cele n experiente, evenimentul A sa apara de m ori, este
egala cu coeficientul am al lui xm din dezvoltarea polinomului

(D1X+@)P2X+qD) ... (PnX +Gn) = anX" +...+ amx " +...+ a1x +ag . (24)

Observatia 9. Schema lui Poisson se poate realiza printr-un sir de n urne, Ui,
Uz, ..., Un care contin bile de doua culori ( ax bile albe si bk bile negre in urna Uk,
k=1,2,..,n). Se extrage pe rand cate o bilda din fiecare urni. In urma efectuarii
extragerii unei bile din urna Ux evenimentul A consta in aparitia bilei albe cu

probabilitatea px iar evenimentul Aconsti in extragerea unei bile negre cu
probabilitatea gk=1-px.

Observatia 10. Schema lui Bernoulli este un caz particular al

schemei lui Poisson, cand pi=p2= ... =pn.

Exemplul 20. In trei loturi de produse 3%, 4% si respectiv 5% sunt defecte. La un
control de calitate se extrage la intamplare cate un produs din fiecare lot. Sa se afle
probabilitatea ca doua dintre produsele alese sa fie defecte.

Solutie. Suntem evident in cadrul schemei lui Poisson, cu datele:

n=3,m=2,p; =0,03,q1 =0,97, pp =0,04,q5 =0,96, p3 =0,05,g3 =0,95. Probabilitatea
cautata este coeficientul lui x? din polinomul (0,03x +0,97)0,04x + 0,96)0,05x + 0,95)

40, Schema bilei neintoarse.

24



Propozitia 17. O urna contine a bile albe si b bile negre. Din aceasta urna se
extrag n bile fara a pune bila extrasa inapoi in urna. Atunci, probabilitatea ca din cele
n bile extrase 2@ sa fie albe si B=n-{F@sa fie negre este:

cg.cf
Plaba,f)=—"2 . (25)
C
a+b

Intr-adevdr, numarul tuturor grupelor de n bile luate din cele a+b bile este

Cn

ath’ unde n=a+ . Pentru a determina numarul cazurilor favorabile asociem

fiecare grupa de « bile albe (in total Cg) cu fiecare grupa ce contine S bile negre (in
total Cf grupe). Deci numarul total al cazurilor favorabile este Cg -Cbﬁ . Folosind
cg-cf |

a+p
Ca+b

definitia clasica a probabilitatii se obtine relatia : P(a,b; a, 8) =

Observatia 11. Probleme care se modeleaza si se rezolva cu schema bilei intoarse
apar in controlul de calitate la receptia produselor care ies de de panda de fabricatie.
Astfel daca avem un lot de N produse printre care se gasesc D produse defecte, se
extrag la intamplare n produse si se cere probabilitatea ca printre cele n produse sa se
gaseasca d produse defecte. Notam cu P(N -D,D;n—d, d) probabilitatea ceruta,

atunci a=N-D,a=n—-d,b= N, =d sideci conform propozitiei precedente avem:

P(N-D,D;n-d,d)=-—N=D "D (26)
cn
N

Exemplul 21. De pe banda de montaj a unei fabrici de televizoare au iesit un
numar de 30 televizoare, dintre care 6 cu defectiuni. Care este probabilitatea ca la un
control de calitate luand prin sondaj 10 televizoare, sa se gaseasca 2 televizoare
defecte ?

~ - Co4-C6
Solutie : Conform formulei (26) avem: P(30,6;24,4)= =
C
30

Schema bilei neintoarse poate fi generalizata la o urna care contine bile de mai
multe culori, astfel:

Propozitia 18. O urna contine bile de s culori :a; bile de culoarea ¢ ,
(==1,2,,...,5). Atunci, probabilitatea de a obtine n; bile de culoarea ci, nz bile de
culoarea c2, etc., cand facem n=n;+ny+...+nm extrageri, fara a pune bilele extrase
inapoi in urna, este egala cu
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c™ .c"2. .cl's
ay a ag

P(al,ag,...,as;nl,ng,...,ns)= EETP——

aj+ag+...+ag

1.3. VARIABILE ALEATOARE

1.3.1. Distributia si functia de repartitie a unei variabile aleatoare
discrete.

Notiunea de variabila aleatoare este strans legata de conceptele fundamentale ale
teoriei probabilitatilor si anume cele de eveniment si probabilitate.

Din punct de vedere intuitiv o variabila aleatoare este o marime X ale carei valori
numerice depind de rezultatul unui experiment aleator, multimea acestora fiind bine
definita este numita multimea valorilor posibile. Valorile lui X sunt asociate
evenimentelor experimentului si ele pot fi cunoscute numai dupa efectuarea acestuia.

Exemplul 1. Sa consideram experimentul care consta in aruncarea a doua zaruri.
Vom nota cu X suma punctelor de pe cele doua zaruri obtinute la o aruncare. Este
clar ca multimea valorilor posibile ale lui X este {2,3,...,12}. O valoare a lui X depinde
de rezultatul experimentului si se cunoaste numai dupa efectuarea sa.

O definitie riguroasa din punct de vedere matematic a notiunii de variabilei
aleatoare este data in urmatoarea definitie.

Definitia 1. Fie {0, X, P} un spatiu de probabilitate si £={A1,Az,...,An} un sistem
complet de evenimente ale lui B. Se numeste variabilad aleatoare o functie X:E->R,
care ia valorea reala xi odata cu aparitia evenimentului A;.

Scriem X(Ai)=xi sau Ai=(X=x;). Ultima notatie semnifica faptul ca A: este
evenimentul ca variabila aleatoare X sa ia valoarea x.

Notam cu (X=x) multimea elementelor lui B a caror imagine prin aplicatia X este
numarul real x, adica: (X=x) = {ac Q : X({a})=x.

Notam cu (X<x) multimea elementelor lui B a caror imagine prin aplicatia X este
un numar real strict mai mic decat x adica:
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(X<x) = { ae Q:X({a})<x]}.
Utilizam de asemenea notatia (X<x) a carei interpretare este:
(Xsx) = (X=x) U (X<x).
Multimile (X<x), (X=x) si (X<x) sunt desigur evenimente.

Observatia 1. Fie (2 spatiul evenimentelor elementare pe care-l consideram finit:
Q= {a)l,a)g,...,a)n}. Putem defini variabila aleatoare X pe 2. Consideram sistemul de

evenimente elementare £={E|,Ez, . . . ,En} unde E; = {a)l-}, i=1,...,n. Acesta este evident

un sistem complet de evenimente. Notam cu X(2) multimea imaginilor prin X a
elementelor lui 2, adica: X(Q )={xi1, xz, ..., Xi Xi+1, ..., Xn}, unde x; = X(E;)= X({o;}) -
Este clar ca valorile x; sunt distincte doua cate doua, caci evenimentele lui € sunt
doua cate doua incompatibile. Reciproc, daca variabila aleatoare X ia una si numai
una din valorile x;, pentru i=1,2,... , n, atunci evenimentele Ei=(X=x;) sunt incompatibile
doua cate doua si reuniunea lor este evenimentul sigur. Astfel, multimea acestor
evenimente E={E1Eo,...,En}, constituie un sistem complet de evenimente (ele nu sunt
neaparat evenimente elemenare).

Definitia 2. Fie X o variabila aleatoare definita pe spatiul fundamental 2 si X(2
)cR multimea valorilor sale.

Variabila aleatoare X se numeste de tip discret, daca multimea X(2))cR formeaza o
multime cel mult numarabila de numere reale (finita sau infinita, valorile sale formand
un Sir xi, x2, . . ., Xn, . . .).

Variabila aleatoare X se numeste de tip continuu daca valorile sale formeaza un
interval umplu un interval X(Q2 )=(a,b)cR.

In acest paragraf ne ocupdm numai de variabilele aleatoare discrete.

Definitia 3. Fie X o variabila aleatoare discreta definita pe spatiul fundamental
0. Se numeste legea de probabilitate a variabilei aleatoare X sau distributia variabilet
aleatoare X, o functie
f:X()—>[0,1], flx)=P(X=x), V' xe X(Q2). (1)

Observatia 2. Legea de probabilitate fa lui X poate fi definita pe intreaga axa reala
deoarece:
xe X(Q) = (X=x)=& = P(X=x)=P(2)=0.

Astfel putem scrie :
_ _[P(X =x),xe X(Q) ,
f: R—>[0,1], f(x)—{o,xgx(g) (1)

Definitia 4. Fie 2 spatiul evenimentelor elementare si X o variabila aleatoare
discreta definita pe 2 , unde
X(Q)={x1, x2, ..., Xi, Xi+1, ..., Xn}, CU Xi<Xi+I.

Notand cu f{x)=P(X=xi)=pi, i=1,2,. . .,nBdistributia unei variabile aleatoare discrete
X mai poate fi notata astfel:
X; X] . Xj . X
X( ‘ J (i=12,...,n), sau X:( Lo ”j 2)
fxi) P1---Pi--Pn
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numit tabloul de distributie sau repartitia variabilei aleatoare discrete X.
Intr-un astfel de tablou sunt enumerate valorile posibile si

probabilitatile corespunzatoare.

Propozitia 1. Legea de probabilitate a unei variabile aleatoare discrete X are
urmatoarele proprietati:

(1). f(x;)=0,i=12,...,n; (2). if(xi):l.
i=1

Demonstratie. Mai intai este clar ca f(x;)>0, caci aceasta valoare
este o probabilitate. Apoi, deoarece E={E1,Ez,...,En} este un sistem

n
complet de evenimente, unde Ei=(X=x;) pentru i=1,...,nsi (JE; =2,

i=1
n n n
avem: Y f(x;)= Y P(X=x;)=P UE; |=P(2)=1.
i=1 i=1 i=1
n n
Observatia 3. Tinand seama de faptulca Y p; = Y f(x;)=1, un
i=1 i=1

tablou de distributie al unei variabile aleatoare discrete se va nota:

X ) n X1 X Xy n
X: k (z=1,2,...,n),Zf(x')zlsau X:[ j, 2Ypi=1.
[ Lt non ) P

Daca spatiul fundamental B este infinit dar numarabil si X este o variabila
aleatoare definita pe Q atunci multimea valorilor sale X(Q) formeaza un sir xi, x, . . .,
Xn, . . .. Sistemul complet de evenimente este infinit numarabil, adica E={E:,Ez,...,En,...}

0
unde E.=(X=x»), neN*si |JE, = 2. Daca pn =P(En)=P(X=xx),¥ neN*, atunci

n=1
2. DPi = ZP(X=xn)=P[ UEiJ:P(Q):L
n=1 n=1 n=1

iar tabloul de distributie al variabilei aleatoare X se scrie:

X] X9 ... Xp ... ®
X:( 1 *2 n qu > pn=1. 2)
b1 p2 .- Pn -

Distributia unei variabile aleatoare discrete este de forma

X: [fx)JC ) flxj)= P(X = xj),j ed, > f(xj)=1 Jcel mult numarabila.
J jed

Exemplul 2. Mergadnd pe un traseu un automobilist intalneste patru intersectii

semaforizate. La fiecare semafor culoarea rosie dureaza 60 secunde, cea galbena 5

secunde iar cea verde 25 secunde. Cele 4 semafoare nu sunt sincronizate si
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presupunem ca aparitia unei culori la un semafor intalnit nu depinde de culorile
intalnite la semafoarele anterioare.

Sa se scrie tabloul de distributie al variabilei aleatoare X care reprezinta numarul
de semafoare rosii intalnite de automobilist si sa se reprezinte poligonul de repartitie
al acesteia. Sa se calculeze media si dispersia lui X.

Solutie: Fie X variabila aleatoare care reprezinta numarul de semafoare rosii
intalnite de automobilist si fie Ax =(X =k) evenimentul care reprezintd numarul de

semafiare rosii intalnite in drumul sau de catre automobilist (k = 0,1,2,3,4). Intrucat la

fiecare semafor este aceeasi situatie privind numarul de secunde cat dureaza fiecare
dintre cele trei culori, inseamna ca evenimentul A constand din intalnirea culorii rosii
se poate repeta in aceleati conditii, cu

probabilitatea p = P(R) = % = %, de k ori (k=0,1,2,3,4). Astfel ne aflam in cadrul

schemei lui Bernoulli (schema bilei intoarse) pentru care avem:

(2K (14K
PX=Kk)=CX|Z| | = , k=0,1,2,3,4. Atunci:
43) \3

2%yt 1
Pentru k=0, P(XzO)zCSr(—j (—j =<7
3) (3
1,3
Pentru k:1,P(X=1)=c}{3j (1] _8
3)\3

Pentru k=2, P(X=2)= cﬁ(

3
Pentru k=3, P(X=3)= ci’(g)
3
4 0
Pentru k=4, P(X=4)= ci(gj (lj _16
81

Prin urmare tabloul de distributie al variabilei aleatoare X este:

o 1 2 3 4
X:!1 8 24 32 16|

81 81 81 81 81
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Observatia 4. Distributia unei variabile aleatoare discrete se poate reprezenta
grafic in plan prin poligonul de repartitie (distributie), care se obtine unind printr-o linie
poligonala punctele de coordonate Mi(xi, pi), i=1,2,. . .,n; in general pe cele doua axe se
iau unitati de masura diferite.

\y=f(x)

O x1 x2 Xi Xn-1 Xn X

Fig.1. Poligonul de distributie

Definitia 5. Fie X o variabila aleatoare discreta. Se numeste functie de repartitie
a variabilei aleatoare X, functia
F:R—|[0,1], F(x)=P(X<x), VxeR

(3)
Functia de repartitie a unei variabile aleatoare are urmatoarele proprietati:
Propozitia 2. Fie F functia de repartitie a unei variabile aleatoare X. Atunci
avem:

(1) 0<F(x) <1,V x€ER;

(2). F(x)<F(xp), daca x; < xz2, (functia F este nedescrescatoare);
(3). Daca variabila aleatoare X ia valori in intervalul [a,b], atunci F(a)=0 si
F(b)=1.In plus, P(a <X < b) =F(b) — F(a).
In particular, daca argumentul variabilei aleatoare X ia valori pe toatd multimea

R avem :
F(—o)= lim F(x)=0si F(+w)= lim F(x)=1.

X——00 X—>+00
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Demonstratie. (1). Inegalitatile O @ F(x) B2I1, VxBR, sunt adevarate deoarece F(x) este
o probabilitate.

(2). Daca x1 < x2 atunci putem scrie F(xy) — F(x1)=P(x1 <X < x2) =0.
Prin urmare F(xz) = F(x1).

(3). Daca a si b sunt cea mai mica, respectiv cea mai mare valoare pe care o
poate lua argumentul variabilei X, atunci F(a)=P(X<a)=0, deoarece evenimentul (X<a)
este imposibil si F(b)=F(X< b)=1, deoarece evenimentul (X< b) este sigur. Apoi, pentru
a,bPR, a<b, avem

(@<X<b)=(X<b)-(X<a); (X<a)c(X<b)

si deci

Pla<X<b)=P(X <b)-P(X <a)=F(b)-F(a).

Propozitia 3. Fie X o variabila aleatoare discreta avand distributia

X1...X ... X n
X.‘( 1% n} Y p;=1.
P1---Pi---Pn) i=1

Atunci functia sa de repartitie se calculeaza cu formula:
F(x)= Y p;, vxeR (5)
Xi<x

Intr-adevdr, pentru un punct xeR, evenimentul (X < x) este reuniunea
evenimentelor (X=x), pana la cel mai mare argument x <x, adica avem:
(X < x) = U(X = xi). Evenimentele (X=x) fiind incompatibile, aplicand operatorul de

Xi{<x
probabilitate asupra relatiei
precedente, obtinem: F(x)=P(X <x)= YP(X=x;)= > p;i, VxeR
Xj<x Xj<x

adica, functia de repartitie F(x) a variabilei aleatoare X este datd de suma
probabilitatilor pi pentru valorile xi inferioare lui x.

Din modul de calcul, functia de repartitie mai poarta numele si de functie
cumulativa a variabilei aleatoare X.

Exemplul 3. Sa se determine functia de repartitie a variabilei X care are
0 1 2
distributia X: .
; 1/4 1/4 1/2

Solutie. Daca x 2 0, F(x)=P(X< x)=0;
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Daca Bk x BRRERRRF(x)=P(X< x)=P(X=0)=

>

BN

Daca 1< x[BEERERatunci avem:

F(x)=P(X<x)=P[(X=0)ERRIX=1)] = 1 + 1.1 .
4 4 2
- 1 1 1
Daca x> F(x)=P(X< x)=P[(X=0)R X=1)BRX =2)= 1 + 1 + 5" 1.
0, x<0

1/4, 0<x<1
1/2, 1<x<2’
1, x>2

Astfel, am obtinut: F(x)=

1.3.2. Operatii cu variabile aleatoare discrete.
Definitia 6. Doua variabile aleatoare discrete X si Y definite pe acelasi spatiu
de probabilitate {Q, K, P} si avand distributiile

b1 - Pn a1 - dm

se numesc P-independente daca Vi=1,...,n,Vj=1,...,mavem:

P[(X:xi)m(y:yj)J=P(X=xi)-P(Y=yj)=pi-qj :

Observatia 5. In toate cazurile cand se fac operatii cu variabile aleatoare se va
presupune ca variabilele aleatoare sunt definite pe aceeasi multime de evenimente
elementare.

O constanta a poate fi interpretata ca o variabila aleatoare si anume, ca
variabila aleatoare care ia valoarea a pentru orice eveniment elementar, iar tabloul sau

a
de distributie este a : (lj
In cele ce urmeazi vom presupune ca variabilele aleatoare X si Y sunt
independente si au tablourile de distributie din Definitia 7:

Definitia 7. Se numeste suma variabilelor aleatoare X si Y, variabila aleatoare
notata X+Y, care ia valoarea xity; daca X ia valoarea x; iar Y ia valoarea y;. Aceasa
variabila are distributia:

32



X1+ X1+ e Xj Y o X+
x4y | yr Xx1+y2 itYj ntYm ,
r11 r12 co ri]' cee rnm

unde rjj,1=1,...,n,j=1,..,m sunt probabilitatile:

rij =PIX+Y =xi +y )= P(X = x;)n [y =y )|= P(X = x;) PV =y )= pi -q;-

Suma dintre o constanta a si variabila aleatoare X este variabila care ia
valoarea a=x; cand X ia valoarea xi si deci distributia ei este

a+x; - a+xp
a+X: . (7)
b1 - Pn

Definitia 8. Se numeste produsul variabilelor aleatoare X si Y, variabila aleatoare
notata Z=X'Y, care ia valoarea xi'y; daca X ia valoarea xi si Y ia valoarea y;. Aceasa
variabila are distributia:

x . x . eee X'- . oo x .
X‘Y{ 1°Y1 X1-Y2 Y] n me, ®)

rll r12 Y rl:]' e rnm
unde rij,i =1,..,n,j=1,.,msunt probabilitatile

Tij ZP(X'szi 'yj):P[(szl) (Y UJ)J (X xl) (Yzyj):piqj'
Este clar ca pentru ambele operatii de adumare si inmultire a variabilelor

aleatoare avem : Z Zry = sz qu =1.
i=1j=1 i=1 j=1

Produsul dintre o constanta a si variabila aleatoare X este variabila, notata aX,
care ia valoarea axi cand X ia valoarea xi, pentru fiecare i=1,...,n si deci distributia ei
este

a.X:(ODC1 aan 9)
b1 - Pn

Operatiie de suma si de produs de extind la orice numar finit de variabile
aleatoare.

Definitia 9. Se numeste puterea de ordin k a variabilei aleatoare X, variabila
aleatoare notatd XX care ia valoarea xlk daca X ia valoarea x; . Aceasta variabila are

tabloul de distributie:
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Xk:[x{{ xﬁ]. (10)

Observatia 6. In tabloul de distributie al al unei puteri, de exemplu al puterii X2 a

unei variabile aleatoare, nu apar decat puteri de forma xi2 ale valorilor variabilei nu si

produse de forma x; -x; cand x; # x j, deoarece probabilitatea ca v.a. X? sa ia aceasta

valoare este nula.

Intr-adevar, daca x; # x j atunci evenimentele (X = xi) si (X =X j)sunt disjuncte

si prin urmare avem :
Plx2 = x; - xj)= Pl(x = x;)n (X = x; )]= P(@) = 0.

Exemplul 4. Doua variabile aleatoare independente au distributiile

2 3 S i 1 4 6
X: si Y: .
0,2 0,3 0,5 0,6 0,2 0,2

Sa se scrie distributiile variabilelor X+Y si X'Y, X2, Y2
Solutie.: Valorile pe care le ia variabila X+Y sunt

2+1=3, 2+4=6, 2+6=8, 3+1=4, 3+4=7, 3+6=9, 5+1=6, 5+4=9, 5+6=11, care ordonate
crescator sunt: 3,4,6,7,8,9,11.

Vom calcula pe rand probabilitatile de obtinere a fiecarei valori. Avem
P(X+Y=3)=P[(X=2)n(Y=1)]=P(X=2)-P(y=1)=0,2-0,6=0,12;
P(X+Y=4)=0,1808P(X+Y =6)=P[(X =2)n(Y =4)Uu((X =5)n(Y =1))| =

=P(X=2)P(Y=4)+P(X=5)P(Y=1)=0,2-0,2+0,5-0,6 = 0,34, P(X+Y =7)=0,06;
P(X+Y=8)=034 P(X+Y =9)=0,16;P(X+Y =11)=0,10

Astfel, tabloul de distributie al variabilei X+Y este

3 4 6 7 8 9 11
X+Y:
0,12 0,18 0,34 0,06 0,04 0,06 0,10

Valorile pe care le ia variabila aleatoare XY sunt:
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2:1=2, 2-4=8, 2-6=12, 3-1=3, 3:4=12, 3-6=16, 5'1=5, 54=20, 56=30,

crescator sunt: 2, 8, 12, 3, 12, 18, 5, 20, 30.

Probabilitatile corespunzatoare se calculeaza ca mai sus obtinem:

XY'23 5 8 12 18 20 30
‘(0,12 0,18 0,30 0,04 0,10 0,06 0,10 0,10)

Patratele variabilelor aleatoate X si Y sunt conform definitiei:

X2'4 9 25 Y2'1 16 36
10,2 0,3 05)’ 10,6 0,2 0,2)°

care ordonate

1.3.3. Caracteristici numerice ale unei variabile aleatoare discrete.

10, Media unei variabile aleatoare discrete.

Definitia 10. Daca X este o variabila aleatoare discreta avand distributia

n
X.‘(xl xnjcu > pi =1
p1 - Pn i=1

Se numeste valoare medie sau media variabilei aleatoare discrete X, expresia

n
m=M(X) = 3. p;x;,
i=1

(11)

Observatia 7. Daca in cazul variabilei aleatoare discrete aceasta are un numar
infinit dar numarabil de valori (n — ) atunci media are sens daca seria numerica

o0
2. pix; este convergenta.
i=1

Observatia 8. Media variabilei unei aleatoare X este o medie ponderata cu
ponderile pq,...,pn S$i are urmatoarea interpretare: ea este valoarea in jurul careia se

grupeaza valorile variabilei X.

In literatura de specialitate media unei variabilei aleatoare se mai numeste

speranta variabilei aleatoare respective.

Exemplul 5. Sa se calculeze media variabilei aleatoare care are distributia:

1 2 3
X:
[O,Q 0,4 O,4j
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Solutie. a). Conform definitiei, avem:

n
m=M(X)= Y p;x; =1-02+2-04+3-0,4=22.
i=1

Propozitia 4. (Proprietdti ale mediei).

Fie X, Y variabile aleatoare (discreta sau continue) si a o variabila aleatoare

constanta. Atunci avem:

M(a)=a;

M(a+X)=a+M(X);

M(a-X)=a-M(X);

M{X+Y)=M(X)+M(Y);

M(X-Y)=M(X)-M(Y), daca X si Y sunt independente.

Daca A< X <y atunci A<M(X)< u.

Fie a variabila constanta si X,Y variabile aleatoare discrete

cuRrLOb-

Demonstratie.
avand distributiile

X e X n m
a(aJX( ! ”j,Y:(yl me,ZpF >q;=1
1 pP1  Pn a - dm) i=1  j=1

Conform definitiilor operatiilor cu variabile aleatoare avem:

a+x; - a+x axi; -+ ax
a+X:( 1 ”J, aX.( 1 ”],
b1 - Pn b1 - Pn
X1 + e XY e X+
X1Y - 1tY1 iTYj ntYm ,
r]_]_ “ee rl:]' oo rnm
x . e x'. * e x .
X.Y - 1-Y1 i'Yj n'Ym ’
r]_]_ e rI;]. oo rnm

Tinand seama de aceste definitii si de definitia mediei avem:

1.M(a)=a-1=a;

n n n
2. Mla+X)= X (a+x{)p; =a 2. pi + Lxip; =a+M(X);
i=1 i=1 =1

3. MaX) = il(a-xi)pi —a. ilxipi —a-M(X).
i= i=

n m nm nm
4. M(X+Y)=2 2 (x;+yjly = 2 X xipidj+ 2 2 Yjpidj =
i=1j-1 i=1j=1 i=1j=1
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n m m n n m
=2 Xipi| 2 4j |+ X Yjqj| Lpi|= Zxipi+ 2 yjq;=MX)+M(Y)B
i=1 j=1 j=1 i=1 i=1 j=1

nm nm n m
5.M(X-Y)=Y Y xiyjryj=2> > xY;pidj =2 X%Y;j > piqj =M(X) -M(Y)

i=1j=1 i=1j=1 i= j=
6. Daca A<x; <u, pentru i=1,...,n, atunci inmultind aceste inegalitati cu p;,
n
insumand si tinand seama de ) p; =1, obtinem succesiv: A-p; <x;-p; <u-p;,
i=1
pentru i=1,....n,
n n n n n n
2APiS 22X Py S 2P = A 2P S 21X P SpH Y P =
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

=S ASMX)Su .

20, Dispersia unei variabile aleatoare discrete.

Definitia 11. Fie X o variabila aleatoare discretd sau continua avand media
m=M(X). Variabila aleatoare X-m se numeste abaterea lui X de la valoarea medie
m.

Observatia 9. Din proprietatile mediei, deducem :

M(X -m)=M(X)-M(m)=m-m=0.

Deci pentru orice variabila aleatoare media abaterilor sale individuale de la
valoarea medie este totdeauna egala cu zero. Aceasta inseamna ca nu putem utiliza
media acesteia pentru a determine imprastierea acestor valori fati de medie.

Din acest motiv ca o masura a imprastierii valorilor unei variabile
aleatoare X fata de media sa vom considera o alta valoare
carecteristica, si anume dispersia.

Definitia 12. Se numeste dispersia sau inca varianta variabilei aleatoare X
numarul notat D(X)=22, reprezentat de media patratului abaterii lui X de valoarea
medie m, adica

D(X)=82 =Mo(X-m)=M[(X-m)?] (12)
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X1

Iui X este data de :

(x; -m)? p;

1

M=

D(X) =
i

(127)

X
Daca X este o variabila discreta de distributie X [ n] , atunci dispersia
b1 - Pn

Propozitia 5. Pentru o variabila aleatoare discreta X dispersia se poate calcula

cu formula:

D(X) = M(X?)-[M(x)P

(13)

Demonstratie. Folosind definitia si proprietatile mediei, avem :

D(X)=M](X-m)?]=M(Xe-2mX+ m2)=M{X2)-2mMX) +M(m)=

- M(x2)-2m2 + m? = M(x?)- (M(X))?.

Exemplul 6. Pentru variabila aleatoare de la Exemplul 1, sa se calculeze dispersia

Solutie. Tabloul de distributie al variabilei aleatoare X este:

0 1 2 3 4
X:/1 8 24 32 16/

81 81 81 81 81

Pentru acesta avem:
1 8 24 32+4.16=216=§z2,67

M(X)=0-—+1-—+2-—+3-— — =
81 81 81 81 8 81 3

D(X)=M(X?)-[M(X)]? = 8—% =§ ~0,89 .

Propozitia 6. (Proprietdtile dispersiei).
Fie X, Y variabile aleatoare (discreta sau continue) si

constanta. Atunci avem:
1. D(a)=0;

2. D(a-X)=a2D(X);
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3. D(X+Y)= D(X)+D(Y), daca variabilele X si Y sunt independente.
4. D(a+X)=D(X);
Demonstratie. 1. D(a)=M[(a-M(a))?]=M[(a-a)?]= M(0)=0.

2. D(aX)=M{ [aX-M(aX)] >}=M{Ja(X-M(X)]?}=a?M[X-M(X)]-a>D(X).

3. D(X+Y)=M[Xt Y)2|-[MX+ Y)P=M(X2+2XY+Y2)-[M(X) +M(Y)]?=
=M(X?) £2M(X)M(Y)+M(Y?)-[M(X)]>+ 2M(X)M(Y)-[M(Y)]?=D(X)*+D(Y).

4. D(a+X)=D(a)+D(X)=D(X).

Exemplul 7. Se considera variabilele aleatoare independente

1 2 4 ) 1 4 6 7
X : siY:
(0,7 0,1 0,2] (0,2 0,4 0,1 O,3j

Sa se calculeze: (a). M(2X+4Y); (b) D(2X+4Y).
Solutie: a). Folosind proprietatil mediei putem scrie:

M(2X +4Y)= M(2X)+ M(4Y) = 2M(X)+ 4M(Y)

M(X)=1-0,7+2-0,1+4-0,2=17, M(Y)=1-0,2+4-0,4+6-0,1+7-0,3=4,5.
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Prin urmare M(2X +4Y)=2-1,7+4-4,5=12,4
b). Folosind proprietatile mediei putem scrie:

D(2X +4Y)= D(2X)+ D(4Y) = 4D(X)+16D(Y)
M(X%)=1.0,7+4-0,1+16-0,2 =43,
D(X)=M(X2)-[M(X)P =43-(1,7)% =1,41.
M(YQ): 1-0,2+16-0,4+36-0,1+49-0,3 =249

D(Y)=M(Y?)-[M(Y)]? =24,9—-(4,5)% = 4,65.

Deci D(2X +4Y)=4-1,41+16-4,65 = 5,64 + 84,40 = 90,04 .

Propozitia 7. Fie X;,X,,...,X,,, n variabile aleatoare astfel



M=

Xi

incat M(X;)=m si D(Xi)zaz, Vv i=12,...,n.Daca )_(zl
n.;

2

este media aritmedica a variabilelor aleatoare X;,X,,...,X,,, atunci avem: M(X)=m;

o2

D()_{)z?.

Demonstratie: Folosind proprietatile mediei si dispersiei avem:

= 11 11 11 1
1) M(X)=M|—>X;|l=—Y M(X;{)=—Ym=—mn=m.
n . n . n . n
i=1 i=1 i=1
_ n n n 2
2). D(X):D[l zxi}:i YD(X;) =L yo2 oL g2 9"
ni=1 n? 01 n? 21 n? n

Observatia 10. Dispersia unei variabile aleatoare X masoara gradul de imprastiere
a valorilor variabilei aleatoare fata de valoarea medie. Daca dispersia este mica valorile
variabilei aleatoare X sunt grupate intr-un interval mic in jurul valorii medii.

In aplicatii este mai comod sa se foloseascd ca masurd a imprastierii valorilor
variabilei aleatoare X in jurul valorii medii, numarul definit mai jos.

Definitia 13. Fie X o variabila aleatoare de dispersie D(X). Numarul o =,/D(X)

Bse numeste abatere medie pdtraticd sau abatere standard, ea fiind media centrata de
ordinul doi si se calculeaza cu

formula :

0=\/Z(Xi—m)2pi (14)
i-1

Observatia 11. Abaterea standard a unei variabile aleatoare are ca dimensiune,
dimensiunea variabilei respective si caracterizeaza cel mai bine imprastierea variabilei.

Definitia 14. Fie variabila aleatoare X cu M(X)=msi D(X)= 2 #0.

Variabila aleatoare Z = se numeste variabila normatd a variabilei

o
aleatoare X (sau redusa variabilei aleatoare X).

Propozitia 8. ( Media si disperesia variabilei normate).
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(a). M(Z)=0.(b). D(Z)=1.

Demonstratie. (a).M(Z) =M[X_m] :M(E—m] :lM(X)_m =0.
o O O (o2 O

(b). D(Z) = D(Mj - L p(x -m)=—L_[D(X)-D(m)]
o 2 0_2

(o2

1
:—202 :1.
o

30, Momentele unei variabile aleatoare discrete.

Definitia 15. Se numeste moment de ordin k , (unde KaAN¥ al variabilei

aleatoare X, media variabilei aleatoare X k , adica numarul notat:

mi= My (X) = M(X"). (15)
Daca variabila aleatoare X este o variabila discreta si are distributia
X1 o Xp ) . .
X: , atunci momentul de ordin k al lui X este:
b1 = Pn
L k

i=1

Definitia 16. Se numeste valoare medie de ordin k (unde kEIN* a variabilei aleatoare
X, radacina de ordinul k a momentului de ordinul k, adica numarul notat:

1 1
B= (my )i = (M(Xk ))k. (16)

Daca variabila aleatoare X este o variabila discreta de distributie

x P x
X: ( 1 n J , atunci valoarea medie de ordin k al lui X este
p1 - Pn

i =(§1p§“xiJ"’ (16)

Cazuri particulare:

1o, Pentru k=1, momentul de ordinul 1 si valoarea medie de ordinul 1 ale
variabilei aleatoare X coincid cu media sa: m;=Fga m.
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20. Pentru m=2, valoare medie de ordinul 2 al variabilei aleatoare X

n
se mai numeste valoarea medie patratica: — g = / pixi2
i=1

Definitia 17. Fie X o variabila aleatare de medie m. Se numeste moment centrat de
ordin k al variabilei aleatoare X, momentul de ordinul k al variabilei aleatoare X-m
(numita si abaterea lui X de la valoarea medie m=M(X) si se noteaza cu Mx(X-m).

xl coe xn

Daca variabila aleatoare X are distributia X [
b1 = Pn

) , atunci momentul

centrat de ordin k al Iui X este
n

Mi(X-m)= Y (x;-m)p;. (17)
i=1

3.3.4. Legi de repartitie discrete.

Am vazut ca daca X este o variabila aleatoare definita pe spatiul fundamental
0 atunci am definit legea de probabilitate a variabilei aleatoare X sau distributia
variabilet aleatoare X ca fiind functia
f:X(@)=[0,1] flx)=P(X=x), VxeX(«2) (18)
Daca X este o variabila aleatoare discreta iar X(Q)z {xl,x2,...,xn} este multimea

valorilor sale si daca notam cu pi = f(xj)=P(X =x;), Vi=12,...,n

atuncilldistributia variabilei aleatoare discrete X mai poate fi notata astfel:

X[ Xi J (i=12,...n) saux-(xl“'xi"‘x”J (19)
\fx)) T 1 pi-Pn

numit tabloul de distributie sau repartitia variabilei aleatoare discrete X.
Intr-un astfel de tablou sunt enumerate valorile posibile si probabilitatile

corespunzatoare.

Observatia 12. Legea de probabilitate a unei variabile aleatoare discrete X are
urmatoarele proprietati:

(1) F)>0,i=12n; (2). 3 flx)=1.
i=1

De asemenea am definit functia de repartitie a variabilei aleatoare
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X, ca fiind functia

F: R—[0,1], F(x}=P(X<x), VxeR (20)
Functia de repartitie se calculeaza cu formula:
F(x)= Y p;, vxeR (21)
Xi<x

In aceasta sectiune evidentiem principalele repartitii de tip discret ce intervin
in aplicatii concrete sau in abordarea diverselor aspecte teoretice din teoria
probabilitatilor si statistica matematica si anume repartitia binomiala si repartitia
Poisson.

Io. Repartitia binomiala (corespunzdtoare schemei lui Bernoulli).

Reamintim ca o experienta aleatoare este de tip binomial daca la fiecare
realizare a sa conduce la doua evenimente complementare.

Definitia 18. Spunem ca o variabila aleatoare X are repartitia binomiala de
parametri n si p, (0<p<1), dacd legea sa de probabilitate este:

f(k)=P(X =k)=Ckp*q"*, kelon,...n}, p.ge(01), p+q=1
si are distributia:

x ( 0 1 2 ko n J 22)
’ qn’ C}lpqn_l C%pqn_Q ...... Cﬁpkqn_k ...... pn

Mai spunem in acest caz ca X este repartizata B(n,p).

Aceasta variabila aleatoare este atasata schemei lui Bernoulli si ea reprezinta
numarul de aparitii ale unui eveniment A intr-un experienta care se efectueaza de n ori

si in urma céruia se produce evenimentul A cu probabilitatea p sau contrarul sau A cu
probabilitatea g=1-p.

Pentru p=q repartitia este simetrica. Cu cat diferenta intre p si g este mai mare
cu atat asimetria se accentueaza.

In numeroase cercetari biologice, agricole, silvice s. a. Aplicarea legii binomiale
prezinta importantd in domeniul variatiei alternative (prezenta sau absenta unei
insusiri).

Observatia 13. Pentru aplicatii se foloseste formula de recurenta:

n-k p
k+1

fk+1) = f(k)- q (23)

Cu formula de baza se calculeaza f{0) pentru k=0, iar cu formula de recurenta se
calculeaza probabilitatea pentru celelalte valori intregi ale lui k.
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Observatia 14. Functia feste o lege de probabilitate intrucat satisface
proprietatile:

(1). filk)>0,Vke{0,,...,n} ;

L & k. k _n-k n
(2). Y f(k)= X Crp"q" " =(p+q)t =1.
k=0 k=0

Din definitia functiei de repartitie deducem imediat:

Propozitia 9. Functia de repartitie a variabilei aleatoare care urmeaza legea
binomiala este:

k. . .
F(x)={ XCap’a"™/ k<x<k+l, k=01..n-1

Aceasta este o functie in trepte (in scara) cu salturi in punctele 0,1,2,...,n.

Valorile calacteristice ale unei astfel de variabile se calculeaza folosind rezultate
din Algebra privind calculul de sume si combinatorica.

Propozitia 10. Fie X o variabila aleatoare care are distributia binomiala. Atunci
valorile sale caracteristice sunt:

(a). Media: M(X)=np.
(b). Momentul de ordinul 2: mz2=M2z(X)=np(np+q);
(c). Dispersia: D(X)=npq

Observatia 15. Sa presupunem ca sunt date pentru o variabila aleatoare X,
valorile inregistrate, {xl,x2,...,xn} si frecventele relative ale acestora {fl, fo,ees fn}

.Daca experimentul aleator ce a generat variabila aleatoare X permite aplicarea legii
binomiale, se pune problema ajustarii frecventelor inregistrate (empiric) prin
probabilitatile unei legi binomiale corespunzatoare. Pentru identificarea repartitiei
binomiale care ajusteaza seria frecvenpelor relative empirice, trebuie determinati
parametrii n si p. Cum initial se cunoaste volumul esantionului si media variabilei X,
pe baza formulei mediei repartitiei binomiale M(X) = np, se calculeaza probabilitatea p
dupa relatia
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o M(X)
n

20, Repartitia Poisson (legea evenimentelor rare).

Definitia 19. Spunem ca o variabila aleatoare X are repartitia Poisson de
parametru FERO Bdaca functia sa de probabilitate este de forma

/1ke_}L

f(k)=P(X =k)= , keN, >0 (24)

(unde e=2,7182 este numarul lui Neper-baza logaritmului natural)

si are distributia:

0 1 2 n
X:le* et 2e4 AMe=4 (25)
0! 1 2! n!

Observatia 16. Aceasta repartitie este o repartitie asemanatoare cu cea binomiala,
fiind un caz particular al acesteia. Ea se intalneste atunci cand probabilitatea p a
evenimentului este foarte mica (de unde si denumirea de ,legea evenimentelor rare”) si
cand numarul nal experientelor este foarte mare.

Cu alte cuvinte repartitia Poisson este un caz limita al repartitiei binomiale pentru
neste un numar natural si p>0, unde produsul np>0 sa ramana constant.

Repartitia este de tip discret, asimetrica, ea apropiindu-se de cea binomiala pe
masura ce parametrul creste.

Pentru k=0, f(k)= e iar pentru k=1,2,3,... se foloseste relatia de recurenta:

Fle+9 = 1002 (26)

Observatia 17. Functia feste o lege de probabilitate intrucat satisface
proprietatile:

(1). filk)=0,Vke{0,1,...,n} ;

< 0k A A
2). k)= —-.e "=e 7.e” =1, unde am tinut seama de dezvoltarea in
, !
k=0 k=0 k!
P o0 ﬂk
serie de puterialuie*: e = Y ——.
k—o K!
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Din definitia functiei de repartitie deducem imediat:

Propozitia 11. Fie X o variabila aleatoare care urmeaza o repartitie Poisson de

parametru A >0. Atunci functia sa de repartitie este

,x<0
-4 ,0<x<1
F(x)= ..;.C ......... ;LJ ................... (27)
ze_ﬂ._ ?k<X<k+1,
j=0 J!

Valorile calacteristice ale unei astfel de variabile se calculeaza folosind rezultate

din Analiza Matematica privind seriile de puteri.

Propozitia 12. Fie X o variabila aleatoare care urmeaza o repartitie Poisson de

parametru A >0. Atunci valorile sale caracteristice sunt:

(a). Media: m=M(X)
(b). Momentul de ordinul 2: m2=M2(X)

(c). Dispersia: D(X)= A. Abaterea standard este o =,/D(X) = Ja.
Remarcam ca in repartitia Poisson media este egala cu dispersia .

Observatia 18. Reparitia Poisson intervine in aplicatii in studiul evenimentelor

rare, drept urmare mai este cunoscuta si sub numele de legea evenimentelor rare.
Enuntam mai jos cateva exemple de variabile aleatoare care se supun legii de
probabilitata a lui Poisson:

Numarul de persoane care depasesc varsta de 100 de ani intr-o comunitate
umana;

Numarul de locuri de munca devenite vacante intr-o anumita societate timp de
un an;

Numarul de unitati din acelasi produs vandute de un magazin timp de o zi;
Numarul de clienti ce intra intr-o banca intr-o zi;

Numarul de particule o emise de un material radioactiv intr-un interval de
timp dat.

numarul de autovehicule ce trec printr-o intersectie intr-un interval de timp
considerat.

3.3.5. Legi de repartitie continue.

Pentru definirea distributiei unei variabilei aleatoare continue X, in care X(Q2)=[a,b]
unde vom considera intervalul (x,x+dx) a carui masura (lungime) dx este diferita de
zero. Notam cu dP=P(x<X<x+dx), adica probabilitatea ca variabila aleatoare sa ia o
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valoare din intervalul (x,x+dx). Legea de probabilitate a variabilei aleatoare continue X
se defineste astfel:

Definitia 20. Fie X o variabila aleatoare continua definitd pe spatiul
fundamental 2 si fie X(©2)=[a,b] unde —w <a <b <+wo. Atunci, cu notatiile de mai
sus, se defineste legea de probabilitate sau
densitatea de probabilitate a variabilei aleatoare X ca fiind functia

@ : [a,b]>R, definita prin ¢(x) =% , Vxe[a,b] , (28)

Distributia variabilei aleatoare continue X se va nota
x
X : [ ],x e [a,b] (28))
P(x)

Ca si in cazul variabilei aleatoare discrete, densitatea de probabilitate poate fi
definita pe intreaga multime R a numerelor reale, considerandu-se nula in afara
intervalului [a,b].

dpP
Astfel putem scrie:  ¢: R—>[0,1], ¢(x)= E’x € [a,b] (287
0,x ¢ [a,b]
Propozitia 13. Legea de probabilitate a unei variabile aleatoare si continua X
are urmatoarele proprietati:

b
(1) ¢(x) >0, V¥ xe [a,b]; (2). [o(x)dx=1.
a
Reprezentarea grafica a distributiei variabilei aleatoare.
Pentru variabila aleatoare de tip continuu densitatea de probabilitate B(x), x@[a,b]

reprezentata grafic, este o curba continua numita curba de distributie.

y=¢(x)

v

o) a b

Fig. 2. Curba de distributie

Functia de repartitie a unei variabile continue X se defineste in mod asemanator
prin F:R- [0,1], F(x)= P(X<x), VxeR

iar calculul sau se face cu ajutorul integralelor.
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Propozitia 14. Fie X o variabila aleatoare continua care are

x
distributia X :[ J,xe[a, b]. Atunci functia sa de repartitie se calculeaza cu
x

formula:
0, x<a
X
F(x)=4[et)dt, a<x<b, VxeR (29)
a
1, x>b

Caracteristicile numerice ale unei variabile aleatoare de tip continuu se definesc
deasemenea cu ajutorul integralelor astfel :

Definitia 21. Fie X este o variabila aleatoare continua avand distributia

x
X: ( J, x €|a,b]
¢(x)

unde densitatea de probabilitate B(x) este o functie integrabila pe intervalul [a,b].

Atunci:

(a). Se numeste valoarea sa medie a lui X numarul

b
m=M(X) = [ xp(x)dx. (30)

a

(b). Se numeste dispersia sau inca varianta variabilei aleatoare X numarul notat
D(X)=2, reprezentat de media patratului abaterii lui X de valoarea medie sa medie m,

b
D(X) = [(x-m)? p(x)dx. (31)
a

Numarul o =,/D(X) Bse numeste abatere medie pdtraticd sau abatere standard.

(c). Se numeste moment de ordin k al variabilei aleatoare continue X, media
variabilei aleatoare X* , adica numarul notat:
b k
mi= M (X) = [ x“p(x)dx. (32)

a
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Daca in cazul variabilei aleatoare continue extremitatile intervalului de definitie
al densitatii de probabilitate sunt infinite, adicA a ——0sau b — +», atunci valoarea
medie are sens daca integrala improprie respectiva este convergenta.

1°. Repartitia normala.

Repartitia normald este una din cele mai importante repartitii ale teoriei
probabilitatilor si a fost descoperita de matematicianul german Gauss.

Am vazut ca 1in cazul repartitiei binomiale legea de repartitie este
f (k):CZLC pk @a- p)"_k , reprezentand probabilitatea de aparitie de k ori a unui
eveniment A daca se efectueaza n experiente independente si daca in fiecare
experienta probabilitatea de aparitie a evenimentului A este constanta si este egala cu
p.

Daca numarul n creste (nZFw«), iar probabilitatea de aparitie a evenimentului
considerat ramane constanta intre O si 1, se ajunge la repartitia normala, care spre
deosebire de repartitia binomiala este o repartitie continua. Astfel, repartitia normala
se obtine din repartitia binomiala prin trecere la limita cand nZElo.

Definitia 22. Spunem ca o variabila aleatoare continua X urmeaza o lege de
repartitie normald N(m,o) cu parametrii m si FA@EE>0) dacd densitatea sa de

probabilitate este data de :

(x-m)?
1 202

e
o2

p(x;m,o) = , V X3R. (33)

Vom vedea mai tarziu ca parametrii m si @ reprezinta media si respectiv abaterea
standard a unei variabile aleatoare repartizata norma.

Observatia 19. Pe baza rezultatelor din Analiza Matematica se demonstreaza ca
functia ¢ satisface proprietati asemanatoare proprietatilor (1) si (2) ale unei legi de
probabilitate din Propozitia 13:

(1). B(x)>0, V x@R; (2). +J?Ogo()c,‘m,a)dxz 1.

—00

Graficul functiei y=8(x;m,B) depinde de parametrii m si si are forma unui
clopot, numit "clopotul lui Gauss".
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v

0] m-a m m-a X

Fig. 3. Curba de distributie a repartitiei normale.

Graficul este simetric fata de dreapta x=m.

In punctul x=m graficul admite un punct de maxim de valoare
1

027r.

Smax = f(m;m,0) =
Acest grafic este cu atat mai "turtit" cu cat parametrul B este mai mare, el aparand in
numitorul ordonatei punctului de maxim.
Punctele x=m-#eEsi x=m+I@ sunt puncte de inflexiune.

Dreapta y=0 este asimptota orizontala la grafic. Curba se apropie repede de axa
Ox . In raport cu o abatere |x—m| <30, diferenta fata de Ox este de ordinul a 0,003

unitati. Astfel, repartitia normala poate fi considerata definita intr-un interval inchis
si finit.

Legea de repartitie normala se mai numeste si legea de repartitie gaussiand.

Pentru o= 1;2; 3; 4 si m=0 graficele distributiei normale sunt de forma:
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Fig. 4. Graficele distributiei normale pentru o = 1; 2; 3; 4 si m=0

X—m

Daca in legea normala generala se face schimbarea de variabila u = se

(o3

u2

obtine functia f(u) = 2,

1
—e
N2r

Aceasta functie corespunde unei densitati de probabilitate de parametri m=0 si
PIRRIE

Definitia 23. Pentru m=0 si @=1, legea de repartitie normala se numeste legea

normald normata sau repartitia normala redusd, notata N(O,1).

In acest caz legea de probabilitate este

o(x0])=——e 2, YV BR (34)

J2r

Folosind rezultate din Analiza Matematica se obtine expresia functiei de
repartitie a legii normale reduse.
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Propozitia 15. Functia de repartitie a legii normale este :

(¢-m)?
.
12 fe 20° at (35)
T _o

F(x,m,o) =
o

iar cea a legii normale reduse este

2
x

F(x,0) =% [e 24t (35

Observatia 20. Functia F(x,0,1) este prin definitie probabilitatea ca variabila
redusa sa ia valori mai mici ca x si ea reprezinta aria suprafatei de sub curba normala
redusa cuprinsa intre -« si valoarea x:

v

(0] X
Fig. 5. Probabilitatea P(X < x) = F(x,02).

Se arata ca functia de repartitie a legii normale reduse se exprima prin :

%—cb(x), x<0
F(x;0,1) = %, x=0, (36)
%+¢(x), x>0
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2
x 7

1
unde ®(x)=— je 2 dt este functia integrald a lui Laplace (valorile sale fiind date
7T 0

cu precizie in tabele, vezi ANEXA, Tabela 1).

Ea reprezinta probabilitatea ca variabila normala redusa sa ia valori intre O si
valoarea x: ®(x) = P(O <X< x).

Functia de repartitie a unei variabile aleatoare ce urmeaza legea normala generala
este data de:

F(x,m,a):%+¢(x_mj. (36))
o

Frecvent se utilizeaza dublul functiei lui Laplace:

x -
P:Z-d)(x):i [e 2dt=P(-x<X<x)

N2m

care reprezinta aria suprafetei de sub curba normala redusa cuprinsa intre - x si x si
poarta numele de probabilitate de acoperire.

Probabilitatea complementara 1-P=1-2®(x) este probabilitatea ca valorile
variabilei sa ia valori in afara intervalului [-x, x| si ea poarta numele de probabilitate de
risc sau nivel (prag) de semnificatie.

Aplicatii.

Cu ajutorul rezultatelor de mai sus putem rezolva urmatoarele tipuri de
probleme inverse una alteia privind o variabila aleatoare care urmeaza legea normala :

a). Determinarea probabilitatii ca o variabila aleatoare repartizata
normal, sa ia valori intr-un interval dat (a,b).

Din proprietatile functiei de repartitie deducem urmatoarele probabilitati:

Pla<X <b)=P(X <b)-P(X <a) = F(b)—F(a):CD[b_mj—d)[a_m) (37)
o o

Atunci, pentru EE>PO0, inegalitatea | X-m|<BR este echivalenta cu dubla inegalitate
m-PE< X < m+8 , de unde deducem ca probabilitatea ca variabila aleatoare X care
urmeaza o lege de repartitie normala, sa ia valori in intervalul (m-ZERm+2)2estel
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P(x-m| <g):P(m—g<X<m+g)=d)[£]—®(—£j=2d)(£j,

o O O

unde am folosit faptul ca functia B este o functie impara.

Pentru k= £ob‘giem urmatoarea evaluare a acestei probabilitati:
O

PQX - m| < kO') =2.d(k), (valorile acestor probabilitati sunt date in tabele, vezi ANEXE,

Tabela 2). De exemplu, pentru k=1,2,3,4 gasim in tabele [(1)=0,3413,
B(2)=0,4772,2R(3)=0,49865, B(4)=0,49997 si prin urmare avem:

P(X-m|<0)=2-®(1)=0,6823 ~0,68;
P(X -m|<20)=2-@(2)=0,9544 ~ 0,95

P(X -m <30)=2-@(3)=0,9973 ~ 0,997;
P(X -m|<40)=2-®(4) = 0,99994 ~ 0,959.

Exemplul 8. Timpul de pastrare in conditii proprii consumului a unui produs
alimentar este o variabila aleatoare X distribuitd normal de parametrii m=M(X)=45 zile
si de abatere medie patratica o =5zile. Sa se calculeze probabilitatea ca un produs sa
se altereze inainte de 50 de zile.

Solutie: Avem:

P(XSSO):F(SO):l+¢(50_mJ:1+¢(50_45j:l+@(1):
2 o 2 5 2

=0,5+0,34=0,84.
Prin urmare cu o probabilitate de 84 % produsul expira inainte de 50 de zile.
Exemplul 9. Sa presupunem ca se receptioneaza un lot de produse alimentare si

sa consideram ca valorile unei caracteristici a sa (cost, greutate, etc.), sunt repartizate

dupa o lege normala de parametrii m=200 si dispersie o2 =64. Luand la intamplare
100 din aceste produse, care este probabilitatea de a se abate cu mai mult de 8 unitati
de la valoarea medie de 200?

Solutie: Sa notam cu X variabila aleatoare care ia aceste valori si se supune
legii normale N(200,8). Trebuie sa determinam probabilitatea
Pm-oc<X<m+0c)=P(200-8 < X <200 +8)=2d(1) .
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Din tabelul cu valorile functiei lui Laplace @ obtinem @®(1)=0,3413 si deci

probabilitatea cautata este p = 0,6826, g=1 - p = 0,3174, adica 31,74% de produse se
abat cu mai mult de 8 unitati de la valoarea

medie de 200 unitati.

b). Determinarea unui interval (a,b) in care ia valori o variabila aleatoare
repartizata normal cu o probabilitate data.

Pentru P=PP dat, din egalitatea PQX - m| < kO')z 2-@(k), deducem

(k) =% cu ajutorul tabelelor functiei B(k) deducem valoarea lui k si

2
atunci intervalul cautat este (a,b)=(m-kiZEE m+i2EEER

Exemplul 10. O variabila aleatoare X are distributia normala cu parametrii m=30
si@=10.

(a). Sa se determine probabilitatea ca variabila aleatoare sa ia valori in intervalul
(10,0).

(b). Sa se determine un interval in care se gasesc valorile variabilei cu o
probabilitate de 0,75.

Solutie. (a). Conform celor spuse mai sus avem:

P(10 < X <50) = @(50_30]— (10_3

O = | =d(2)-D(-2) =
0 0 j (2) - @(-2)
= 20(2) ~ 2-0,4772 = 0,9544
(b). Din egalitatea P(X 30| <10k)=2-®(k)=0,75, gasim B(k)=0,375, de unde

deducem k~15. Atunci intervalul in care se gasesc valorile lui X cu probabiliitatea
0,75 este (30-10k, 30+10k)=(15,45).

Observatia 21. Daca X este o variabila aleatoare care urmeaza legea binomiala
B(n,p) de parametrii n si p (0<p<1) si daca n, np si ng sunt mari atunci putem

aprecia ca variabila X urmeaza si legea normala N(m,o) de parametrii m=np si

o =4npq . Prin urmare variabila redusa Z = urmeaza legea normala normata

o
N(0,1).
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Exemplul 11. Se arunca un zar de 300 de ori. Notam cu X variabila aleatoare
reprezentand numarul de aparitii ale fetei cu 5 puncte. Sa se calculeze probabilitatea
ca in cele 300 de aruncari fata cu S puncte sa apara de cel putin 55 de ori.

Solutie: Notam cu X variabila aleatoare reprezentand numarul de

aparitii ale fetei cu 5 puncte. Legea careia i se supune X este legea

binomiala de parametrii n=300si p = é . Avem: m=M(X)=np=50,

02 =D(X)=npq=4167, o=+D(X)=:41,67 ~6,45.
Cum n=300 este suficient de mare legea binomiala poate fi
aproximata cu legea normala N(m,o). Atunci putem scrie:

P(Xz55)=1—P(X<55)=1—F(55)=1—[%+d>(55_mﬂ=

o

1_4{55—50

2 6,45

: J =0,5-®(0,77)~0,5-0,28 =0,22 .

Prin urmare, cu o probabilitate de 22 % fata cu 5 puncte apare de cel putin 55

de ori.

Folosind rezultate din Analiza Matematica se determina valorile caracteristice ale

legii normale.

Propozitia 16. Valorile sale caracteristice ale unei variabile aleatoare X care
urmeaza legea normala sunt:

(a). Media lui X este: M(X)=m.
(b). Momentul de ordinul 2 este: M2(X)= m2?+2'2
(cPEEDispersia lui X este : D(X)=722.

Din rezultatele de mai sus deducem ca parametrii m si B ai legii normale sunt
respectiv, valoarea medie si abaterea medie patratica ale distributiei respective.

2°. Repartitia "t" (Student).
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Definita 24. Spunem ca o variabila aleatoare X urmeaza o lege de repartitie "t"
sau lege de repartitie Student cu n grade de libertate daca densitatea sa de
probabilitate este:

n+1 n+l1
F( 5 2) 2
p(x;n)=———""—|1+— , xeR .
\/nﬁ-F(gj n

(38)

Functia g(x,n) este o densitate de probabilitate, adica satisface conditiile:

+00
@ (X, nPERRAEO, V x €R si [p(x;n)dx=1.
—00

Din definitia functiei de repartitie deducem imediat:

Functia de repartitie a unei variabile aleatoare ce are o distributie "t' este:

F[n+1j t , n+l
Flt)-— 2 /. [ (1+x—] ? dx,
\/Er[gj Sl T

(39)
si ea are proprietatea :

F(t)=1-F(-1).
(40)

In practica statisticii matematice pentru distributia Student au fost intocmite
tabele pentru probabilitatea

P=P(-t < X <t)= F(t)— F(-t) = 2F(t) - 1.

pentru diferite grade de libertate (vezi ANEXE, tabelul 5). Aceste tabele permit aflarea
lui t, cand se cunoaste probabilitatea P, determinand mai intai F(t)=(1+P)/2 si apoi
extragand valoarea lui t=tP,k) corespunzatoare, sau, aflarea lui P , cand se cunoaste t,
extragand din tabel F(t) si apoi calculand P cu formula P=2F{t)-1.

Observatia 22. Daca numarul gradelor de libertate n tinde la infinit atunci se
arata ca B(t;n) tinde catre distributia normala normata B(t;0,1). Curba lui B(t;n) este

asemanatoare cu curba normala. Ea este cu atat mai tesita cu cat numarul gradelor
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de libertate n este mic. Cu cat numarul gradelor de libertate creste, curba lui B(t;n) se
apropie de curba lui B(t;0,1). Aceasta are loc cand n >30.

»
>

Fig.6 Graficele distributiei normale normate (curba y = ¢(x,0,1)) si distributiei Student
(curba y = ¢p(x,n)).

Observatia 23. O proprietate importanta a legii de probabilitate a distributiei "t"
este aceea ca ea nu depinde de parametrul B si prin aceasta are o mare aplicabilitate
in Statistica, indeosebi in determinarea intervalelor de incredere pentru media
teoretica m a unei variabile statistice cat si in verificarea ipotezelor statistice.

Observatia 24. Se demonstreaza ca daca X, Xi, X, ..., Xn sunt variabile
aleatoare independente cu repartitii normate N(O,1), atunci variabila aleatoare

X "
T = ————urmeaza o lege de repartitie Student
15 x 2
n i3 J

cu n grade de libertate.

Propozitia 17. Valorile caracteristice ale unei variabile aleatoare X

care urmeaza legea de repartitie Student cu n grade de libertate sunt:
a). Media lui X este: M(X)=0.

b). Momentul de ordinul 2 este: M2(X)= n

n-2

n
n-2°

Dispersia lui X este : D(X) =

d). Abaterea standard este: \{D(X) = ‘}LQ .
n p—
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1.3.6.Inegalitatea lui Cebisev.

In numeroase aplicatii practice ale teoriei probabilitatilor inegalitatea lui
Cebisev ofera informatii asupra distributiei unei variabile aleatoare X, aceasta dand o
margine inferioara pentru probabilitatea evenimentului ca valorile variabilei sa se
grupeze intr-un interval centrat in jurul valorii medii m=M(X), adica pentru
PQX -M(X )| <5), unde B>0, este un numar arbitrar. Aceste informatii sunt cu atat

mai precise, deci probabilitatea respectiva se apropie de valoarea 1, cu cat dispersia
variabilei D(X) este mai mica.

In cele ce urmeaza admitem urmaétorul rezultat foarte important:

Teorema 1. Daca X o variabila aleatoare de medie m=M(X) , de dispersie B2=D(X) si
EPeste un numar pozitiv oarecare, atunci are loc inegalitatea

2
P([X - m)| < g) >1-2 , (Inegalitatea lui Cebisev) 41)

82

Observatia 25. Daca trecem la evenimentul contrar, inegalilatea lui Cebisev se

scrie :

62

P(X -m|>2)< = (42)
&

Observatia 26. Punand ~ = k , inegalitatea lui Cebisev se scrie:
o

P(X -M(X) <ko)>1- k% (43)

Se observa ca probabilitatea PQX - m| < ka) creste odata cu cresterea lui 1L ,

k2
care se intampla cand k devine mare.

De exemplu pentru k=3 avem P(m-30<X<m+30)>=, iar pentru k=6 avem

O |

P(m—60< X< m+60)2% , adica o probabilitate destul de apropiata de 1, ceea ce

inseamna ca o variabila aleatoare ia aproape sigur valorile cuprinse in intervalul
(m—60,m+6c). Observim ca abaterile |X—m| mai mari ca 3o au probabilitati

foarte mici, deci sansele acestor evenimente de a se produce sunt extrem de reduse.
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Inegalitatea lui Cebisev poate fi aplicata diverselor variabile aletoare carora le
cunoastem legile de distributie si deci, media si dispersia.

1o. Cazul variabilei aleatoare care are distributia binomiala .

Tinand seama de valorile caracteristice ale mediei si dispersiei unei

variabilei aleatoare X care urmeaza legea binomiala si anume

m=M(X)=npsi o = D(X)=np(l- p)obtinem:

Propozitia 18. Daca X este o variabila aleatoare care reprezinta numarul total
de aparitii ale unui eveniment A in n probe independente ale unui acelasi experiment
si p este probabilitatea de aparitie a evenimentului A la oricare proba a experimentului
atunci inegalitatea lui Cebisev aplicata acestei variabile se scrie:

P(]X—np|<g)z1—£2_p). (44)
&

. - X — s
Consecinta. Daca Z =— este variabila aleatoare care reprezinta frecventa
n

relativa de aparitie a unui eveniment A in n probe ale unui acelasi experiment si p este
probabilitatea de aparitie a evenimentului A la oricare proba a experimentului atunci
inegalitatea lui Cebisev aplicata acestei variabile se scrie:

P[X <5J21—M. (44)

—— P
n ne?

" e . s . . X
Intr-adevar, tinand seama de rationamentul propozitiei anterioare, notand cu Z = —

n
variabila aleatoare care reprezinta frecventa relativa de aparitia a evenimentului A in cele
n probe independente, pentru aceasta variabila aleatoare avem:
X\ 1 1
m(z)=m X )~ )= Lo - p;
n) n n

. . - — X .
Inegalitatea lui Cebasev pentru variabila Z = — se scrie:
n
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n P° 2

ne

p[x

‘EJZl p(l-p)

Exemplul 12. Se arunca un zar de 1000 de ori. Fie X variabila aleatoare care

. - cpis . X .
reprezinta numarul de aparitii ale fetei cu 3 puncte,Z = —— variabila aleatoare care
10

. . s . . 1 .
reprezinta frecventa relativa de aparitie a fetei cu 3 puncte iar p = E probabilitatea de

producere a acestui eveniment. Utilizand inegalitatea lui Cebasev sa se gaseasca limita
inferioara a probabilitatii ca frecventa relativa sa nu difere de probabilitate cu mai
mult de 0,01.

Solutie. Avem de determinat limita inferioara a probabilitatii

P x 1 <0,01|. Aplicam formula (41). Obtinem
103 6
Pl X pl<e|>1-PA=P) nde n=1000,6=001,p=L,g=1-L=2.
n ne? 6 6 6
Astfel avem: Pﬂi—p < SJ >1- S =1- S __35 ~ 0,986
n 36-103.1072 360 360

Exemplul 13. Intr-o cercetare stiintifica se efectueaza n experimente, urmarindu-
se aparitia unei anumite caracteristici. Sa se determine numarul minim de
experimente astfel incat, cu o probabilitate de cel putin 0,95, frecventa relativa de
aparitie sa difere in valoare absoluta de probabilitatea p cu mai putin de 10-3.

Solutie. Aplicand inegalitatea lui Cebasev pentru ¢ = 1073 se obtine:

p[X

—=—D
n ne? n-107° n-10~

p(1-p)-10°
0,05

<5j21— P4 =1—p(1_p).Atuncidininegalitatea1 pl p)>095
deducem n >

=2p(1-p)-107 .

20, Cazul variabilei aleatoare care urmeaza legea normala.

Tinand seama de faptul ca pentru legea normala media si dispersia sunt exact
parametrii m si o ai acestei legi avem:

Propozitia 19. Daca X este o variabila aleatoare continue care urmeaza legea
normald de parametrii m si o, atunci inegalitatea lui Cebisev aplicata acesteia se
scrie :
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2

PQX—m|<g)21—% (45)

Intr-adevdr, am vazut ca variabila aleatoare care are distributia
normala de parametrii m si o are media M(X)=m si dispersia D(X)= o2. Atunci

2
inegalitatea lui Cebisev ia forma: P(IX -m| < g) >1- 6—2 sau P(]X -m| < ka) >1- LQ ,
£ k

‘Qunde k = £ .
o2

Observatia 27. Inegalitatea lui Cebisev da o margine inferioara pentru

probabilitatea PQX - m| < 8) si se interpreteaza astfel: cu o probabilitate cel putin egala

52 . 1
cu 1——2 respectiv 1——2,
o} k

Brespectiv (m-kZEEEmM+k).

variabila aleatoare X ia valori in intervalul (m-2EE m+2)

Mai mult, se poate determina probabilitatea minima ca variabila aleatoare sa ia
valori intr-un interval dat (a,b), gasind valoarea maxima a lui k din conditiile (m-k2eE
m+k) BR(a,b).

Aceasta inegalitate ofera si o solutie pentru problema inversa: se poate
determina un interval minim in care se afla valorile unei variabile aleatoare X cu o

probabilitate P=fEEEdata. Se determina k minim din conditia 1—% >asi atunci
k
intervalul minim cautat va fi (m-kZER2 m-+kzQ.

Exemplul 14. Fie X o variabila aleatoare care reprezinta lungimea unor piese
prelucrate de o masina si care are media M(X)=m=50 si dispersia D(X)=02=0,1.
Utilizand inegalitatea lui Cebisev, sa se determine probabilitatea ca lungimea X a
pieselor sa fie cuprinsa intre 49,5 cm si 50,5 cm.

Solutie: Avem de evaluat probabilitatea P(49,5 <X < 50,5) . Deoarece m=50,
conditia 49,5<X <50,5 se mai poate scrie —0,5<X-50<0,5 sau |X - 50| <0,5
rezulta € =0,5. Aplicand

. . . . . 0,1
inegalitatea lui Cebasev obtinem: P(IX - 50| < 0,5)2 1- 075

2

=1-0,4=0,6.
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EXERCITII SI PROBLEME SUPLIMENTARE.

1. Un student are de pregatit pentru un numar de intrebari (subiecte teoretice)
din trei capitole ale cursului. La examen trage un bilet care contine 3 intrebari, cate
una din fiecare capitol. Sa se scrie evenimentele:

Ao evenimentul care consta in faptul ca studentul nu stie sa raspunda la niciuna
dintre cele trei intrebari de pe bilet;

A1 evenimentul care consta in faptul ca studentul stie sa raspunda numai la una
dintre cele trei intrebari de pe bilet si nu stie sa raspunda la celelalte doua;

Az evenimentul care consta in faptul ca studentul stie sa raspunda la doua dintre
cele trei intrebari de pe bilet si nu stie sa raspunda la cea de-a treia;

As evenimentul care consta in faptul ca studentul stie sa raspunda la toate cele
trei intrebari de pe bilet.

B; evenimentul care consta in faptul ca studentul stie sa raspunda la cel putin o
intrebare de pe bilet;

B2 evenimentul care consta in faptul ca studentul stie sa raspunda la cel putin
doua intrebari de pe bilet.

C: evenimentul care consta in faptul ca studentul stie sa raspunda la cel mult o
intrebare de pe bilet;

Cz evenimentul care consta in faptul ca studentul stie sa raspunda la cel mul doua
intrebari de pe bilet.

2. Mergand pe un traseu un automobilist intalneste patru intersectii
semaforizate. La fiecare semafor culoarea rosie dureaza 60 secunde, cea galbena 5
secunde iar cea verde 25 secunde. Cele 4 semafoare nu sunt sincronizate si
presupunem ca aparitia unei culori la un semafor intalnit nu depinde de culorile
intalnite la semafoarele anterioare.

(a). Notand cu R , G si Vi evenimentele ca la semaforul ,i” (=1,2,3,4)
automobilistul sa intalneasca respectiv culoarea rosie, cea galbena sau cea verde, sa
se calculeze probabilitatile acestor evenimente.

(b). Sa se reprezinte evenimentul ca automobilistul sa intdlneasca pe rand culorile
rosu, galben,verde, verde.

(c). Notand cu Ak (k=0,1,2,3,4) evenimentul ca in drumul sdu automobilistul sa

intalneasca k semafoare verzi, sa se reprezinte aceste evenimente cu ajutorul
evenimentelor Ri, Gisi Vi (=1,2,3,4).
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3. Se considera 3 urne Ui, Uz si Us. In fiecare urna se afla cite 90 bile de
trei culori (5 galbene, 25 verzi si 60 rosii). Din fiecare urna se extrage cite o bila.
Notam respectiv cu Gi, Vi si Ri (i=1,2,3) evenimentul ca la extragerea din urna ,U” sa
apara bila de culoarea galbena, verde, respectiv rosie.

a). Sa se calculeze probabilitatile evenimentelor Gi, Vi si R: .

b). Notand cu Ak (k = 0,1,2,3) evenimentul care consta in obtinerea de k bile rosii in

cele trei extrageri, sa se reprezinte aceste evenimente cu ajutorul evenimentelor R, Gi
st Vi (=1,2,3,4) sisa se calculeze probabilitatile acestor evenimente.

4. O urna contine 3 bile albe si 7 bile negre, iar alta contine 6 bile albe si
3 bile negre. Din fiecare urna se extrage cate o bila.

a). Care este probabilitatea sa obtinem cel putin o bila alba?

b). Care este probabilitatea ca cele doua bile sa fie negre?

c). Care este probabilitatea ca o bila sa fie alba si alta neagra?

5. O urna contine 4 bile albe si 6 bile negre. Se cere probabilitatea ca extragand
de 3 ori cate o bila, fara a pune bila extrasa inapoi dupa fiecare extragere, sa obtinem
la prima extragere o bila alba iar la urmatoarele extrageri sa obtinem cate o bila
neagra.

6. O urna U, contine 2 bile albe si o bila neagra iar o altd urna U, contine o bila
alba si 5 bile negre. Se extrage o bila din urna U, si se introduce in urna U, apoi se
extrage o bila din urna U,. Stiind ca bila extrasa din urna U, este alba care este
probabilitatea ca bila transferata sa fi fost neagra.

7. O urna U, contine 3 bile albe si 3 bile negre iar o altd urna U, contine 2 bile albe
si 4 bile negre. Din aceste urne s-a extras o bila alba. Care este probabilitatea ca ea sa
provina din prima urna?

8. Un lot de piese contine 5% piese rebut. Controlul de calitate stabileste ca regula
de acceptare a lotului condita ca la 5 verificari consecutive sa nu fie nici o piesa rebut.
Care este probabilitatea de acceptare a lotului?

9. In trei urne U,, Uy, Us sunt cate 12 bile (albe si negre), dupa cum urmeaza: U,
(6 albe, 6 negre), U, (8 albe, 4 negre) si Us (10 albe, 2 negre). Din fiecare urna se
extrage cate o bila.

a). Pentru fiecare i=1,2,3 notam cu A: evenimentul ca bila extrasa din urna U; sa fie
alba si cu A; evenimentul contrar al acestuia. Sa se calculeze probabilitatile : pi=P(Aj),

g=P(A ), =1,2,3.
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b). Notand cu Sk (k = 0,1,2,3) evenimentul care consta in obtinerea de k bile albe in
cele trei extrageri, sa se reprezinte aceste evenimente cu ajutorul evenimentelor A; si
A; (i=1,2,3) si sa se calculeze probabilitatile acestor evenimente.

10. O urna contine 3 bile albe si 7 bile negre, iar alta contine 7 bile albe si 3 bile
negre. Din fiecare urna se extrage cate o bila. Care este probabilitatea sa obtinem cel
putin o bila alba?

11. De-a lungul unei sosele sunt trei bariere de cale ferata pazite. Probabilitatea
ca un automobil care circula pe sosea sa gaseasca oricare din bariere deschisa este
p=0,8.

Sa se scrie variabila aleatoare X care reprezinta numarul de bariere deschise pe
care le poate intalni automobilul.

12. Un student are de pregitit pentru examenul de MATEMATICA 30 de intrebari
(subiecte teoretice), din care: 12 din capitolul I, 10 din capitolul al II-lea si 8 din
capitolul al IlI-lea. El, insa, pregatreste doar 15 subiecte si anume: 6 din capitolul I, 4
din capitolul al II-lea si 5 din capitolul al [II-lea. La examen trage un bilet care contine
3 intrebari, cate una din fiecare capitol. Sa se scrie variabila aleatoare care reprezinta
numarul de intrebari la care poate raspunde studentul.

13. Un student este supus unui test grild cu 25 de intrebari cu raspunsuri
multiple. El raspunde la fiecare dintre intrebari in urmatoarele situatii : stie raspunsul
cu probabilitatea p=0,5 sau il ghiceste cu probabilitatea I-p=0,5. Admitem ca
studentul care ghiceste raspunde corect la una din cele 25 intrebari posibile. Care este
probabilitatea conditionata ca studentul sa fi ghicit raspunsul la una din intrebari,
daca a raspuns corect la aceasta.

14. Intr-un raft sunt camasi de acelasi fel de talia I si a-II-a in proportie de 49%
(I) si 51% (II), identic ambalate. Care este probabilitatea ca un cumparator care
doreste o camasa de talia II sa o gaseasca numai la a 6-a incercare?

15. Patru baschetbalisti arunca mingea la cos. Primul arunca cu o
probabilitatea de 4/5, al doilea cu probabilitatea de 5/6, al treilea cu probabilitatea de
6/7 iar al patrulea cu probabilitatea de 7/8. Daca fiecare executa cate o aruncare,
care este probabilitatea ca trei sa marcheze iar al altul sa rateze?

16. Un magazin primeste in cursul unei saptamani 100 bucati dintr-o
anumita marfa provenita de la fabricile A, B, C. Probabilitatea ca marfa sa

provina de la fabrica A este de 0,6; de la fabrica B este de 0,2; de la fabrica C este de
0,2. Care este probabilitatea ca din cele 100 bucati primite, 60 sa fi fost realizate la
fabrica A, 30 la fabrica B, iar restul la C?
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17. Un lot de piese contine 5% piese rebut.Controlul de calitate stabileste ca
regula de acceptare a lotuluicondita ca la S verificari consecutive sa nu fie nici o piesa
rebut.Care este probabilitatea de acceptare a lotului?

18. O firma se aprovizioneaza de la 4 furnizori. Din datele statistice detinute se
estimeaza ca doi dintre furnizori onoreaza contractele cu probabilitatea 0,8, iar ceilalti
doi cu probabilitatea 0,9. Se cer probabilitatile urmatoarelor evenimente:

(a) toti furnizorii onoreaza contractul;

(b) doar doi furnizori onoreaza contractul;

(c) nici un furnizor nu onoreaza contractul;
(d) cel putin un furnizor onoreaza contractul.

19. Se experimenteaza trei tipuri de aparate. Probabilitatile ca prototipurile sa
corespunda normelor standard sunt respectiv p1=0,9, p»=0,8, ps=0,85. Sa se calculeze
probabilitatea ca un numar de k , (k=0,1,2,3) prototipuri sa corespunda normelor
standard.

21. Sa consideram experienta aleatoare a aruncarii a doua zaruri. Sa se
determine tabloul de distributie al variabilei aleatoare X care reprezinta suma
punctelor care apar pe cele doua zaruri

22. O urna contine S bile albe si 3 bile negre. Se efectueaza 3 extregeri succesive.
Notam cu X variabila aleatoare care ia ca valori numarul de bile albe ce se pot obtine
in urma celor trei extrageri, cand bila se pune inapoi in urna dupa fiecare extragere
respectiv cu Y variabila aleatoare care ia ca valori numarul de bile albe ce se pot
obtine in urma celor trei extrageri, cand bila extrasa nu se pune in urna dupa fiecare
extragere.

a). Sa se scrie tablourile de distributie ale variabilelor aleatoare X siY.

b). Sa se reprezinte poligoanele de repartitie ale celor doua variabile aleatoare si sa se
calculeze mediile si dispersiile lor.

23. De-a lungul unei sosele sunt trei bariere de cale ferata pazite. Probabilitatea ca
0 masina care circula pe sosea sa gaseasca oricare din bariere deschisa este p=0,8.

Sa se scrie tabloul de distributie al variabilei aleatoare X care reprezinta
numarul de bariere trecute de masina pana la intalnirea primei bariere inchise, sa se
reprezinte poligonul de repartitie si sa se calculeze media si dispersia variabilei
aleatoare X.

66



24. In trei urne Ui, Uz, Us sunt cate 6 bile (albe si negre), dupa cum urmeaza: Ui (3
albe, 3 negre), Uz (4 albe, 2 negre) si Us (5 albe, 1 neagra). Din fiecare urna se extrage cate o
bila. Pentru fiecare i=1,2,3 notam cu Ai evenimentul ca bila extrasa din urna Ui sa fie alba si

cu Aj evenimentul contrar al acestuia.

a). Sa se calculeze probabilitatile evenimentelor A; si E : pi=P(Ai), qi=P(Ki ), i=1,2,3.

b). Notand cu X variabila aleatoare care reprezinta numarul de bile albe ce se pot
obtine in urma celor trei extrageri, sa se scrie tabloul de distributie al acestei variabile
aleatoare, sa se reprezinte poligonul de repartitie si sa se calculeze media si dispersia
sa.

25. Intr-un atelier trei masini lucreazi acelasi fel de piese. Prima da 10%
rebuturi, a doua 20 % si a treia 30 %. Se ia la intamplare cate o piesa de la fiecare
masina. Fie X variabila aleatoare ce reprezinta numarul de piese bune din cele trei
luate la intamplare. Sa se scrie tabloul de distributie al variabilei aleatoare X si sa se
reprezinte poligonul de distributie. Sa se calculeze media si dispersia lui X.

26. Doua variabile aleatoare discrete independente au distributiile
2 3 5 ) 1 4 6
X: si Y: .
0,2 0,3 0,5 0,6 0,2 0,2

Sa se scrie distributiile variabilelor X+Y si XY, X2, Y=.

Pentru ce valoare a lui B acest tablou

27.13‘ietabloul:(1 23 4}.

0,2 01 a 0,3

reprezinta distributia unei variabile aleatoare?

28. Sa se determine functia de repartitie, media si dispersia variabilei X care are

0 1 2 3 4 J

e
distributia (0,10 015 0,20 0,25 0,40

1234)

. idera iabilele al i . X
29. Se considera variabilele aleatoare independente [0,1 04 03 02

y(0 1 2 3 4
(010 015 0,20 025 0,40)°

Sa se calculeze: (a). M(5X+2Y). (b) D(5X+2Y).
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30. Durata de viata a becurilor electrice de un anumit tip este o variabila aleatoare
distribuita normal de parametrii m=M(X)=457 ore si de dispersie o2 = D(X) =400 ore.

Sa se calculeze probabilitatea ca un bec sa se defecteze inainte de 490 ore.

31. Se arunca un zar de 105 ori. Fie X variabila aleatoare care reprezinta
numarul de aparitii ale fetei cu 5 puncte, z v.a. care reprezinta frecventa relativa de

aparitie a fetei cu 5 puncte iar p = 6 probabilitatea de producere a acestui eveniment.

Utilizand inegalitatea lui Cebasev sa se gaseasca limita inferioara a probabilitatii ca
frecventa relativa sa nu difere de probabilitate cu mai mult de 0,01.

32. Intr-o cercetare stiintifica se efectueaza n experimente, urmarindu-se aparitia
unei anumite caracteristici. La fiecare proba caracteristica urmarita apare cu
probabilitatea p=0,2. Sa se determine numarul minim de experimente astfel incat, cu o
probabilitate de cel putin 0,92, frecventa relativa de aparitie sa difere in valoare
absoluta de probabilitatea p cu mai putin de 10-3.

33. O variabila aleatoare X are distributie binomiala obtinuta prin efectuarea a
n probe independente. Fie Y=X/n.

(a). Sa se calculeze media si dispersia variabilei X, pentru n=100, p=0,4.

(b). Pentru p=0,4 si n=100 sa se gaseasca o margine inferioara pentru probabilitatea
P(20 <X<60).

(c). Pentru p=0,4 sa se determine n astfel incat P(| Y-0,4|<0,2 ) BR0,997.
(d). Pentru p=0,4 si n=100 sa se determine & >0 : P(| Y-0,4 | <@ ) EEERA76.

(e). Pentru n=100, sa se determine p astfel incat P(| Y-p |<0,1)

34. O variabila aleatoare cu distributia normala X are valorile parametrilor m=10
si dispersia B=2.

(a). Sa se calculeze probabilitatea ca variabile aleatoare sa ia valori mai mici ca

(b). Sa se calculeze probabilitatea ca variabila aleatoare sa ia valori intre 5 si 15.

(c). Sa se determine un interval in care se gasesc valorile variabilei aleatoare cu
o probabilitate de 0,75
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(d). Sa se determine o margine inferioara pentru probabilitatea ca variabila
aleatoare sa ia valori in intervalul (5,15).

35. O variabila aleatoare cu distributie normala are valorile parametrilor m=30 si
@=10.

(a). Sa se determine o margine inferioara pentru probabilitatea ca variabila
aleatoare sa ia valori in intervalul (10,50).

(b). Sa se determine un interval in probabilitatea ca valorile variabilei sa se
gaseasca in acest interval sa fie cel putin 0,75.
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CAPITOLUL STATISTICA
2 MATEMATICA

2.1. NOTIUNI DE BAZA ALE STATISTICII
MATEMATICE.

2.1.1. Populatie statistica. Caracteristici.

Statistica matematica este principala aplicatie a teoriei probabilitatilor. In
esenta, metodele statisticii constau in deducerea unor concluzii referitoare la
colectivitati mari pe baza cunoasterii unei parti restranse restranse a acesteia si
extrapolarii rezultatelor.

Conceptele fundamentale ale statisticii matematice sunt cele de populatie
statisticd si caracteristicd.

Prin populatie statisticd (sau colectivitate statistica) se intelege totalitatea
elementelor de aceeasi natura, ce sunt supuse studiului statistic, au o serie de
trasaturi comune si sunt generate de acelasi complex de cauze.

Elementele unei populatii statistice se numesc indivizi sau unitati statistice.
Numarul indivizilor unei populatii statistice poarta numele de volumul populatiei.

Caracteristica statistica reprezinta trasatura comuna tuturor indivizilor unei
populatii statistice. Ea poate fi cantitativd daca se poate exprima printr-un numar
relativ la o unitate de masura si calitativd in caz contrar.

O caracteristica a unei populatii statistice, care variaza de la o unitate la alta,
poarta numele de variabila statistica sau variabila aleatoare.

Variabilele statistice pot fi discrete, daca multimea valorilor sale este finita sau
cel mult numarabila si continue, daca multimea valorilor sale umplu un interval.

Caracterizarile numerice, cantitative obtinute despre unitatile populatiei
statistice cercetate mai poarta numele de date statistice iar continutul specific
(semnificatia, mesajul) al lor poartda numele de

informatie statisticd.
Fie P o populatie statistica si X o caracteristica cantitativa a sa. O

astfel de caracteristica se supune unei anumite legi de rapartitie teoretice care nu se
cunoaste. De aceea este necesar studiul multimii
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valorilor pa care le ia variabila aceasta.

Pentru un individ #P, notam cu X(i) valoarea caracteristicii X atribuita individului
si cu X(P) multimea tuturor valorilor caracteristicii X pentru toti indivizii populatiei P,
adica X(P)={X(i):ie P}.

«zr»
l

Daca volumul n al populatiei este finit studiul multimii X(P) a valorilor pe care le

ia caracteristica X se poate face prin observarea totala, adica prin enumerarea tuturor
valorilor luate de X pentru toti indivizii populatiei statistice, caz in care avem:

X(P)={x; =X(i):i=12,....n}= {xl,xg,...,xn}.

Deseori este necesar ca datele statistice sa nu fie tratate individual ci grupate
pe anumite intervale.

Astfel daca gruparea se va folosi ca metoda de sistematizare a datelor pentru
calcularea indicatorilor derivati si aplicarea analizei statistice, este indicat sa se
foloseasca un numar optim de grupe (nu mai mic decat cinci).

Definitia 1. Sa consideram in multimea X(P) valorile notate Xmin=minX(P),
Xma=maxX(P). Numarul
A= Xmax ~ Xmin
(1)

se numeste amplitudinea variatiei .

Numarul r de intervale in care se imparte sirul datelor statistice se considera a
fi partea intreagd a numarului 1+ 3,322-1g n, unde n reprezinta volumul populatiei,

adica r=[1+3322-1gn].
Lungimea intervalelor de grupare (h) se calculeaza cu formula :

h= Xmax — Xmin
r

(Formula lui Sturges) (2)

Daca am stabilit numarul de intervale r in care am impartit multimea X(P) si am
calculat marimea intervalelor de grupare, intervalele de grupare se stabilesc pornind
de la o valoare xqcare poate fi x;,,i, sau o valoare mai mica si terminind cu o valoare

x, care poate fi x4, Sau o valoare mai mare, obtinand sirul de intervale
[)CO,)C]_),. . [xi_l, xi),.. . [xr_l,xr],cu xi=x0+(i-1)h,Vi=12,.,r .

Definitia 2. Multimea X(P)n[x;_1,x;], Vi=1,...,r se numeste interval de grupare
sau clasa de valori.
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Se numeste valoarea centrald a unei clase sau centrul clasei
()

numarul x;” care este media aritmetica a extremitatilor

. X; +X;
acestei clase: xgc) = IT”I .

Distanta (h) intre doua limite de clasa sau intre doua centre de
clasa se mai numeste interval de clasd sau marimea clasei.

Limitele intervalelor de grupare se stabilesc fara a fi suprapuse,

astfel incat fiecare unitate sa fie incadrata intr-o singura clasa.

X(PRE| X, xi+],

La intervalele cu variatie continua, limita superioara a fiecarui interval se
repeta ca limita inferioara a intervalului urmator. La intervalele cu variatie discreta,
limita inferioara este deplasata cu o unitate de masura fata de limita superioara a

intervalului precedent.

Exemplul 1. Un sef de serviciu studiaza munca a 30 de angajati in legatura cu

timpul de munca pierdut (min) intr-o luna:

20 |26 |26 |30 |35 |35 |37 |37 |37 |37
39 |41 |45 |45 |45 |48 |48 |48 |50 |50
54 55 |57 |57 |60 |60 |65 |65 |69 |70

Sa se faca gruparea acestor date statistice pe intervale de variatie egale si sa se

calculeze frecventele absolute corespunzatoare.

Solutie : Detereminam mai intai marimea intervalului de grupare (h) cu formula (2).

Pentru aceasta avem :
r=[1+3322-1gn]=[1+3322-1930]=5 si prin urmare

_é_me — Xnin _70—20_5_0_
r r 5 5

h 10

Atunci obtinem urmatoarele intervale declasa :

Grupe de salariati dupa Numarul de
timp (minute) salariati (frecventa
(intervalul de clasa) absoluta)
[xixi+1] ng
[20,30) 3
[30,40) 8
[40,50) 7
[50,60) 6
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[60,70] 6
Total 30

Limita inferioara este inclusa in interval (exceptie face valoarea 70, care, fiind una
singura nu influenteaza puternic distributia si astfel se va include in ultimul interval
[60-70).

2.1.2. Repartitii empirice si de selectie. Frecvente.
Fie P o populatie statistica, X o caracteristica cantitativa a sa (o variabila) si fie
X(P):{xl,xg,...,xn} multimea valorilor sale, care nu sunt neaparat distincte doua

cate doua. Pentru indivizi diferiti i # j putem avea aceeasi valoare a caracteristicii
x; = xj. De aceea vom retine doar valorile caracteristicii distincte doua cate doua pe

care le renumerotam obtinand multimea {xl,x2,...,xk} iar pentru fiecare i=1,2,...,k

notam cu n; numarul de repetitii a valorii x;. Ca urmare putem intocmi tabloul:

. k

X1 X9...X;{ ...X

X:[ 172 ! kJ, Y n;=n. (3).
npno..Nn;..Ng i=1

Definitia 3. Tabloul (1) se numeste repartitia empiricd, serie statisticd sau
distributie de frecvente a variabilei X.

Numarul n; care reprezinta numarul indivizilor pentru care valoarea caracteristicii
este egala cu x; se numeste frecventa absolutd a valorii x;.
i

< n . .. . L .
Numarul f; =— se numeste frecventa relativa a valorii x; si se exprima prin
n

fractie zecimala fi=0,... sau in procente ( fi )% = f;-100.

k
Este clar cd 0< f; <1 si ), f; =1. Atunci rapartitia empirica a
i=1
. e . . . X1 XQ...X{ ...X| k
variabilei X se mai scrie: X : , > fi=1. (3)
fh fofifr) i3

Daca P este o populatie de volum mare eventual infinit, numarabil
sau nu, atunci nu se mai poate defini repartitia empirica in baza unei

observari totale. Din acest motiv se face o observare partiala, selectiva, a populatiei.
Fie n numarul indivizilor alesi la intamplare din populatia supusa observarii. Daca
caracteristica X ia pentru indivizii selectati valorile xjp,xo,...,X;,...,Xj. diferite doua

cate doua, cu freventele absolute, respectiv, ny,no,...,n;,...,nj atunci se poate

intocmi repartitia empirica
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X*:(xl X3 ... X ...xk} ini:n- )
ny ng...nj...Ngk i1

Definitia 4. Tabloul (4) se numeste repartitia de selectie a variabilei X (s-a notat
X*pentru a deosebi repartitia de selectie de repartitia empirica a variabilei X).

Daca in locul frecventelor absolute se considera frecventele relative, atunci
repartitia de selectie se scrie

.. X1 X9 ...X{ ...X}c 1 "
* '(f1 f2---fi~-fk} ;fl ! (4)

Tablourile (3’) sau (4’) ale repartitiei empirice respectiv ale repartitiei de selectie
prin forma lor amintesc de tabloul de distributie al unei variabile aleatoare discrete
unde locul probabilitatilor este luat de frecventele relative.

Prin urmare este justificat a considera o variabila statistica X a unei populatii
statistice ca fiind o variabila aleatoare careia 1i putem aplica rezultatele obtinute
pentru variabilele aleatoare.

Astfel, pentru o variabila aleatoare X am definit functia de repartitie ca fiind functia
F : REEERO, 1R, ce ataseaza fiecarei valori x a variabilei X probabilitatea ca valorile
variabilei sa fie cel mult egale cu x adica : F(x)= P(X < x).

In cazul variabilei aleatoare discrete functia de repartitie se calculeaza cu formula

Fx)= ¥ p;i, unde p; = P(X = x;).
Xi<Xx

Definitia 5. Fie X o variabila statistica discreta avand repartitia empirica:

x1 x2...xi ...xk k
X: B i =1
(fl f2-~-fi---fkj 2]

Se numeste functie de repartitie a repartitiei empirice functia

FnB: R—[0,1] definita prin : F,(x)= Y fi. (5)

X; <X
In mod asemanator definim functia de repartitie a repartitiei de selectie.

Indicele n al functiei de repartitie se foloseste atat pentru a desemna volumul al
populatiei sau al selectiei cat si pentru a deosebi functia de repartitie empirica F,, (x)
de functia de repartitie teoreticapentru care folosim notatia F(x).

Definitia 6. Pentru un numar real a, numarul indivizilor din multimea
lie P: X(i)<a} se numeste frecventd absolutd cumulatd ascendent (crescdtoare) a

valorii a si se noteaza n, T.
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Pentru un numar real a, numarul indivizilor din multimea

{{i e P : X(i)> a}se numeste frecventd absolutd cumulatd descendent

(descrescdtoare) a valorii a si se noteazd ng .
In mod analog, schimband cuvantul “absolut” cu “relativ”’ se

definesc frecventele relative cumulate crescdtoare si descrescdtoare notate  f, T si

respectiv f 1 .

Ca si pentru unitatile statistice, daca datele statistice sunt
impartite pe clase de valori, se pot defini notiunile de frecventa
absoluta si frecventa relativa a unei clase de valori.

Definitia 7. Se numeste frecventa absoluta a clasei de valori
X(P)n[x;_1,x;], Yi=1,...,r ca fiind numarul unitatilor statistice din aceastd clasa

adicd numarul elementelor multimii{i e P : x;_1 < X(i) < x;}.

Raportul dintre frecventa absoluta a unei clase de valori si volumul total n al
populatiei se numeste frecventa relativa a clasei.

In mod asemanator se definesc frecventele absolute si relative cumulate
ascendent sau descendent pentru clase de valori.

2.1.3. Prezentarea datelor statistice. Grafice statistice.

Datele statistice se pot prezenta sub diferite forme:

e tabele statistice
e serii statistice
e grafice statistice.
Tabelele statistice constituie o modalitate de prezentare a datelor
statistice si sunt formate dintr-o retea de linii, orizontale si verticale in care sunt
incadrate datele statistice.
Tabelele statistice se folosesc atat pentru prezentarea rezultatelor
cercetarii, ele permitand o buna vizualizare a acestora, cat mai ales, pentru
efectuarea diverselor calcule in procesul de prelucrare a datelor. Ele sunt variate si se
folosesc in etapa culegerii datelor, in cursul prelucrarii sau al analizei statistice si pot
contine una sau mai multe valori caracteristice.
Tabelele folosite in etapa culegerii datelor, in care se inscriu datele observate
sau masurate in ordinea obtinerii lor se numesc tabele originale. Tabelele in care
datele se ordoneaza dupa marime si in dreptul fiecareia se trece numarul de repetitii
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de acelesi valori (frecventa absoluta a valorii respective) se numesc tabele primare de
distributie.

Seria statistica, prezentata in Definitia 3, este tot o forma de prezentare a
datelor statistice ce consta intr-un tablou matriceal cu doua linii, pe prima linie fiind
inscrise datele si pe linia a doua indicatori corespunzatori ai datelor individuale
(frecvente absolute sau relative). Ele se folosesc numai in cazul studierii populatiilor
cu o singura caracteristica.

Graficele statistice sunt imagini plane sau spatiale, cu caracter conventional si
care prin diferite mijloace plastice de prezentare scot in evidenta ceea ce este
caracteristic si esential pentru obiectul cercetarii

in evolutia fenomenelor.

In cazul seriilor statistice cu o caracteristici cantitativa, se intalnesc in mod
curent urmatoarele reprezentari grafice:

1o Reprezentarea in bare (batoane) se utilizeaza in cazul seriilor statistice in
care caracteristica ia un numar mic de valori si valorile nu sunt grupate in clase.

Aceasta consta in a considera un sistem de axe rectangulare si o unitate de
masura potrivita pe fiecare din axe. Pe axa absciselor se trec punctele corespunzatoare
valorilor caracteristicii, iar din aceste puncte se ridica segmente verticale de lungime
egala cu frecventa absoluta sau relativa corespunzatoare.

Exemplul 2. Rezultatele obtinute la un examen de 100 de studenti ai aceluias an
de studiu reprezentate prin note la da 1 la 10 sunt urmatoarele: 3 note de 1, 4 note de
2, 6 note de 3, 9 note de 4, 12 note de 5, 14 note de 6, 22 note de 7, 18 note de 8, 7
note de 9, 5 note de 10.

a). Sa se intocmeasca tabelul primar de distributie ce se va completa cu
frecventele relative si frecventele absolute cumulate crescator si descrescator.

b). Sa se reprezinte in bare seria statistica si sa se reprezinte poligoanele
frecventelor absolute cumulate crescator si descrescator.

Solutie: a). Tabelul primar de distributie completat cu frecventele relative si
frecventele absolute cumulate crescator si descrescator este:

Frecv. Frecv. Frecv. abs. Frecv. abs.
Nota abs. relativa cumulata crescator cumulata
ot " fi n; T descrescitor n;
1 3 0,03 3 100
2 4 0,04 7 97
3 6 0,06 13 93
4 9 0,09 22 87
S 12 0,12 34 78
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6 14 0,14 48 66

7 20 0,22 68 52

8 16 0,18 84 32

9 10 0,10 94 16

10 6 0,06 100 6
n=100

b).Reprezentarea in bare este :
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2° Histograma se utilizeaza atunci cand valorile caracteristicii sunt grupate in

pe axa absciselor se iau segmente de lungimi

atoarea constructie:
egale intre ele, de regula egale cu amplitudinea claselor si pe acestea, considerate ca

clase si are urm

tionale cu frecventele absolute sau

Itimi proport

ina

baze, se ridica dreptunghiuri de

frecventele relative ale claselor.

b

Deseori histogramele se reprezinta plastic sub diferite forme geometrice de

spatiale (cilindrice, piramidale, etc).
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Solutie: Histograma acestei serii statistice este:
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3e. Poligonul frecventelor se utilizeaza atat in cazul seriilor cu

repartitii de frecvente cat si in cazul gruparii datelor si se construieste astfel : In cazul
seriilor cu repartitii de frecventa se unesc succesiv punctele din plan de coordonate
(x;,n;) , unde n; sunt frecventele absolute ale valorilor individuale x;. In cazul seriilor

statistice cu datele grupate in clase de valori se unesc succesiv punctele din plan

. . C
(xgc),nij , unde n; sunt frecventele absolute ale claselor de valori [xi, xi+] iar xE ) Beste
valoarea centrala a clasei.

De asemenea se poate reprezenta si poligonul frecventelor cumulate utilizand in
locul frecventelor absolute (sau relative) ale valorilor individuale sau ale claselor,
frecventele cumulate.

4°. Reprezentarea in sectoare circulare. Pentru a obtine rapid o viziune globala
de o relativda importanta a diferitelor clase ale statisticii, se folosesc graficele cu
sectoare circulare (tip “placinta,) interpretarea lor fiind usuratd daca -clasele
reprezentare sunt hasurate sau colorate diferit. Aceste grafice se intocmesc astfel: pe
un cerc se considera sectoare circulare ale caror unghiuri la centru (arce de pe cerc)
sunt proprtionale cu frecventele absolute sau relative ale claselor.

Exemplul 4. In anul 2007 populatia lumii, repartizata pe continente, era de:

BContinentul Populatia Frecventa
relativa (%)
(mil. locuitori)
4.030 60,5
Asia
Africa 965 14,0
Europa 731 11,3
America de Sud 572 8,6
America de Nord 339 5,1
Oceania 34 0,5
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America de

Nord )
Americade_ 5% Oceania
Sud 1%

9%

Europa
11%

Reprezentarea tip “pldcintd” a seriei statistice de la Exemplul 3.

5° Reprezentarea polara. Cand caracterul statistic prezintd o anumita
periodicitate acesta se pune in evidenta printr-o reprezentare polard. Aceasta se
construieste astfel: pe semidrepte de aceeasi origine si care impart planul intr-un
numar de sectoare egale (in functie de caracterul seriei statistice), se considera
segmente, incepand din origine, proportionale cu frecventele absolute ale claselor si se
unesc

extremitatile acestor segmente.

Exemplul 5. Frecventa medie a vantului pe directiile principale si secundare ale
punctelor cardinale inregistrate la Statia meteorologica Craiova in perioada 1950-2000
este data in tabelul urmator

Directia N NE E SE S SV \Y NV

Frecventa(®) | 5 10 24 7 5 13 28 9
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Frecventa directiei vantului la Craiova (reprezentarea polara de la exemplul
5)

2.2. INDICATORI STATISTICI

2.2.1. Indicatorii tendintei centrale. Valori medii

si indicatori de pozitie.

O alta etapa a prelucrarii datelor statistice, dupa intocmirea tabelului primar de
distributie si reprezentarea grafica, constd in determinarea anumitor marimi
numerice a distributiilor de frecvente numite indicatori statistici. Acestia reprezinta
expresii numerice ale caracteristicilor populatiilor si esantioanelor si sunt: indicatorii
tendintei centrale (valorile medii si indicatorii de pozitie), indicatorii variatiei si
momentele.
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1o. Valorile medii.

Valorile medii sunt indicatori care caracterizeaza o populatie sau un esantion din
punctul de vedere al unei caracteristici studiate.

Definitia 1. Fiind data repartitia statistica a unei caracteristici

. K
X:( 1522 k} Sni=n,
ny{nyg..nj..ng

se numeste media aritmetica (ponderatd) a variabilei X sau media de selectie numarul:

k ok
Y xinj saux = ¥ x;f; (1)
-1 i=1

_  Xinp +xgng +...+xgnp 1
X = —
ny+no+..+ngk n;

In cazul cand valorile variabilei sunt grupate in clase, calculul mediei se face cu
ajutorul valorilor centrale ale claselor, si anume:

+1 g (1)
Evident ca, in cazul cand valorile sirului de observatii au frecventele ni=1,

i=1.2,...,n, atunci k=n si media se calculeaza cu formula:

_ X1 +XQ2+...+Xxp
X = =
n

X (17)
1

S|
M

4

si se numeste media aritmetica simpla.

In practici pentru media aritmetica se pot folosi unele artificii de calcul care
sistematizeaza sau scurteaza calculele.

Propozitia 1. Fie seria statistica

. k
X1 X9 ... X; ...X . =
X:( 1+2 l k} >.n; =n sifie aun numar nenul.
nny.nj.ng )

Atunci media seriei statistice se poate calcula cu formulele:

(a). Formula de calcul a mediei cu "zeroului fals"

_ 1 k
X=a+—Y(x;—a)n; 2)
ni=1
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(b). Formula simplificata pentru seriile cu datele grupate:

k .
)_c:a+22(xl aj-ni, (2))
ni;—1 h

unde h este marimea intervalului de grupare
De regula se ia pentru a valoarea cu frecventa cea mai mare.

Calculul mediei cu metoda "zeroului fals" este indicat a se face cand frecventele
maxime sunt in centrul seriei.

Exemplul 1. Sa se calculeze valorile centrale si media variabielei X a carei
repartitie este data de tabelul de mai jos (primele doua coloane).

Solutie: Calculand valorile centrale ale claselor completam tabelul cu valorile

Xi+Xi41

centrale xic = , cu frecventele relative fi si termenii care intervin in formulele

de calcul obtinem:

Intervalu | Frecv. | Frecv. |Valorile | xic-a fil xi-a) xifi
1 abs. | relat. fi [centrale
(n) X
[Xi, Xi+1]
122-125 4 0,04 | 1235 | -12 20,48 | 4,940
125-128 5 0,05 | 126,5| -9 0,45 | 6,325
128-131 10 0,1 | 1295 | -6 0,60 | 12,95
0
131-134 14 0,14 | 132,5 | -3 -0,42
18,55
134-137 26 0,26 | 135,5 0 0 0
137-140 18 0,18 | 138,5 3 0,54 | 3503
140-143 12 0,12 | 141,5 6 0,72 0
143-146 6 0,06 | 144,5 9 0,54 24(393
146-149 5 0,05 | 147,5 | 12 0,60
16,98
0
8,670
7,375
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Total 100 +0,45 135,9

Calculand media dupa definitie, insumand termenii ultilei coloane, obtinem
x =135,95.

Utilizand metoda zeroului fals si alegand a=135,5 si insumand
termenii penultimei coloane obtinem:

k
X=a+ Y (x;-a) f; =135,5+0,45 =13595..
i=1
Definitia 2. Fiind data repartitia statistica a unei caracteristici

. k
X‘.( 1 X2 ... X k} Sni=n
nyng...nj..nk

se numeste media pdtratica a variabilei X, radacinia patrata din media aritmetica a
patratelor termenilor seriei, ca medie simpla sau ponderata:

1 k
=3 x?n;, (3)
ni=1

Pentru seriile simple, cand ni=1, i=1.2,...,n, atunci k=n iar media patratica este :
2 »
Xp =, > X (3))

Observatia 1. Definitia si relatiile de calcul ale mediei patratice conduc la cateva
observatii importante:

(a). Media patratica se foloseste cand dam o importanta mare termenilor mari ai
seriei sau in cazul in care termenii seriei au valori pozitive si negative.

(b). In mod frecvent media patratici se utilizeaza pentru a caracteriza tendinta
centrala din ansamblul abaterilor valorilor individuale de la valoarea lor medie.

Intre media aritmetica si media patratici avem relatia: X < x p-

20. Indicatori de pozitie.

O marime care da informatii asupra pozitiei valorilor principale ale repartitiei se
numeste indicator de pozitie.

Acesti indicatori sunt: modul, mediana si cuantilele.
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Definitia 3. Prin mod sau valoarea modald a unei distributii statistice se intelege
valoarea caracteristicii careia 1i corespunde frecventa absoluta (sau in mod egal,
frecventa relativa) cea mai mare.

Daca in tabloul de distributie al seriei statistice valorile caracteristicii X sunt
asezate in ordine crescatoare, adica

X1 Xj .. Xp
X: ; X1 <...<Xj <...<Xp,
Pl---Di--Pn

atunci valoarea cea mai probabila Mo este valoarea xi care corespunde probabilitatii
p; = P(X = x;) care satisface dubla inegalitate

DPi-1=Di Z Pi+1-
Daca datele seriei statistice sunt grupate in clase de valori atunci
clasa careia ii corespunde cea mai mare frecventa se numeste clasa

modala.Daca X(P) Bl[xi, xi+1] este o clasa modala atunci intervalul [x;,xi+1] se numeste
interval modal. Intervalul modal este acela pentru care frecventa cumulata este mai
mare sau egala cu totalul frecventelor impartit la doi.

Observatia 2. Exista serii statistice fara mod (unde nici o valoare nu are
frecventa maxima, toate valorile avand aceeasi frecventd), cu doua sau mai multe
valori modale: bimodale, trimodale, etc.

Calculul valorii modale Mo se face in functie de modul de prezentare a datelor

. Cazul seriei de distributie de frecventd. In acest caz modul M este valoarea

caracteristicii cu frecventa cea mai mare.
. Cazul_seriei statistice cu datele grupate pe intervale. In acest caz modul M se

determina folosind urmatorul rezultat :
Propozitia 2. Calculul valorii modale ale unei distributii unimodale se bazeaza pe
clasa modala si pe clasele vecine acesteia si se face cu ajutorul formulei:

A1
Mo =Xo+h ——2+ 4
o0 =Xo AL+Ag (4)

unde: X = limita inferioara a intervalului modal

A1 =ng —n_j=diferenta dintre frecventa intervalului modal (ng)si frecventa

intervalului precedent(n_1) ;

Ao =ng —n41= diferenta dintre frecventa intervalului modal
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(ng) si frecventa intervalului urmator (n,q);

h = marimea intervalului.

Cu valorile frecventelor, formula (4) se mai scrie :

Mop=Xg+h- o 7M1 , 4)
2np —n_1-nyj

Definitia 4. Se numeste mediana (valoarea centrald) a unui sir de observatii
ordonate crescator sau descrescator, acea valoare din sirul respectiv care imparte sirul
in doua parti egale ca numar.

k
> fi =1 este
i=1

X1 X90...X; ...X
Propozitia 3. Daca X ( 1 72 l k}

f fafifr

rapartitia empirica a unei caracteristici X si daca Fy,(x) = Z fi este
Xi<Xx

functia de repartitie a acesteia atunci mediana este solutia ecuatiei:

Fn(Me):% sau Y fj _1 (5)

Xi <X 2
Calculul medianei se face in functie de modul de prezentare a datelor:

e Cazul seriei simple (formate din valori individuale)
In acest caz mediana se gaseste la mijlocul sirului, avand de o parte si de alta
un numar egal de observatii.

La sirurile formate dintr-un numar impar de valori, 2k+1, mediana este valoarea
de rangul k+1.

La sirurile formate dintr-un numar par de valori individuale 2k,
mediana se gaseste intre cele doua valori din mijlocul sirului si anume

intre valoarea de rang k si valoarea de rang k+1 fiind considerata ca semisuma
acestora.

o Cazul seriei de distributie de frecventd.
In acest caz valoarea M, va fi acea valoare a caracteristicii corespunzatoare primei

dYni+1

frecvente cumulate ascendent ce depaseste valoarea lui Sg =

e Cazul seriei statistice cu datele grupate pe intervale :
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Propozitia 4. Daca notam cu M. mediana unei distributii statistice cu date
grupate pe clase de valori atunci:
So -2npMm e

Me =Xo +h-————, (6)
T‘LMe

da intervalul median (locul lui M. );

i +1
unde: Sg = anl i

Xo — limita inferioara a intervalului median ;
h — marimea intervalului ;

xn pM, =suma frecventelor cumulate precedente intervalului median;
nM, = frecventa absoluta a intervalului median.

Exemplul 2. S& se calculeze modul si mediana seriei statistice de mai jos, ce
reprezinta distributia loturilor de produse fabricate dupa numarul rebuturilor:

Nr. 0 1 2 3 4 5
rebuturi
Nr. 10 20 40 15 10 5
loturi
Solutie: Intocmim tabelul statistic cu frecventele absolute si cumulate crescator:
Nr. Rebuturi Nr. Loturi Frecventa cumulata
din lot
(n;) (n; T)
0 10 10
1 20 30
2 40 70
3 15 85
4 10 95
5 5 100
Total 100
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Este clar ca numarul de rebuturi care se gasesc in cele mai multe loturi este 2 deci
valoarea modala este Mo=2.

Valoarea M, a medianei va fi acea valoare a caracteristicii corespunzatoare

. - . . nj+1 .
primei frecvente cumulate crescator ce depaseste valoarea lui Sg = ZTl . In cazul de

) ni+1 100 +1 . - . .
mai sus avem : Sg = 2 ; = 2+ =50,5. Prima frecventd mai mare ca Sy este 70, deci

M, =2.

Exemplul 3. Sa se calculeze valoarea modala si media distributiei de frecvente
reprezentand gruparea dupa vechime a muncitorilor dintr-o sectie :

Grupe 0-5 5-10 10-15 | 15-20 |20-25 |25-30 | 30-
35
Nr. 5 7 10 12 18 15 7
muncitori
Solutie : Intocmim tabelul primar :
Gruparea muncitorilor Numar Frecvente
dupa vechime Muncitori (n;) Cumulate (n; )
0-5 5 5
5-10 7 12
10-15 10 22
15-20 12 34
20-25 18 52
25-30 15 67
30-35 7 74
Total 74
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Observam ca intervalul modal este intervalul [20,25]. Pentru acesta avem
urmatoarele valori: X =20, A]1 =ng -n_1=18-12=6, Ap =ng -n;1 =18-15=3, h=5.

A
L _5045.-2

Astfel, avem : Mp =Xg +h-
1+A2 6+

=23,33.

Folosind tabelul statistic cu frecventele absolute si cumulate crescator avem :
o 2ni+l 74+1
S22

intervalul median. Apoi avem: Xo =20, h =5, anMe =34, ny, =18 .

So =37,5. Valoarea lui Sg =37,5 sea fla in intervalul [20,25], care este

37,5-34

Deci Mg =20+5- -20,97.

Observatia 3. Mediana se caracterizeaza prin faptul ca nu-si schimba valoarea
numerica atunci cand valorile care se gasesc deasupra sau dedesuptul ei se maresc
sau se micsoreaza. Ea nu este influentata de valorile extreme ale sirului de observatii
spre deosebire de media aritmetica, care este sensibil influentata. Mediana depinde de
marimea termenului central, respectiv al celor doi termeni centrali si ea este indicata
la stabilirea mediei unei serii statistice cu clase deschise la capete.

O alta caracteristica a medianei este aceea ca suma abaterilor observatiilor de
la valoarea centrala este un minimum adica mai mica

decat suma abaterilor fata de oricare alta valoare.

Mediana M, si valoarea modala M se exprima in aceeasi unitate de masura ca

si variabila studiata.

Mediana si modulul, ca indicatori, nu sunt influentati de termenii seriei, deci nici
de valorile aberante, in timp ce media aritmetica sintetizeaza influenta tuturor
termenilor.

Relatia dintre media aritmeticd, valoarea modald si mediand.

Localizarea in cadrul seriei a valorii mediei aritmetice, a valorii modale si a
medianei conduce la informatii despre forma de distribuire a unitatilor colectivitatii
dupa caracteristica urmarita. Astfel:

» daca exista egalitatea x=My=M,, atunci distributia frecventelor este
simetrica;

* in cazul unei distributii unimodale usor asimetrice, frecventele sunt usor
deplasate intr-o parte sau alta, intre cei trei indicatori ai tendintei centrale
existd urmétoarea relatie, fira sa se verifice cu regularitate: x - My =3(x - M,).
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Sunt cazuri cand unul din cei trei indicatori ai tendintei centrale

are o semnificatie mai puternica.

O alta categorie de indicatori care descriu anumite pozitii localizate in mod
particular in cadrul seriilor statistice o reprezinta cuantilele.

Definitia 5. Fie X o variabila aleatoare X si geN, g>2. Se numesc g-cuantile de
ordinul k numerele finite (Ck )1 <k<q-1- astfel incat pentru orice i =1,2,...,g—1avem:

q-k
q

(). P(X>Cy)2 ; (i) P(Xka)ZS. (7)

Altfel spus, cuantila de ordinul q (unde geN, g>2 reprezinta numarul de parti in
care a fost impartita distributia) si este acea valore a variabilei aleatoare care
marcheaza trecerea de la o parte la alta.

. k
X1 X9...X; ...X[ .
, > fi =1 este rapartitia

fi f2--~fi-~-fkj '

Propozitia 5. Daca X (
i=1

empiricA a unei caracteristici X si daca Fy,(x)= Z fi este functia de repartitie a
X; <X

acesteia atunci pentru orice k=12,...,q—1, g-cuantilele de ordin k sunt solutii ale

ecuatiilor: Fn(Ck):E sau Y f -4 (8) Unele g-cuantile au nume speciale.

k

Xj<x

Dintre acestea cele mai importante sunt:

e Mediana este 2-cuantila (g=2), este una singura si se noteaza cu Me. Mediana
imparte seria in doua parti egale delimitand cite 50% din observatii.

e Cuartilele sunt 4-quantilele (g=4), sunt in numar de 3 si se noteaza (Qk )k=1,2,3 .

Ele impart seria in 4 parti egale delimitand cite 25% din observatii. Cuartila de ordin k
are proprietatea ca un numar de k % dintre valorile secventei sunt mai mici decat ea si
(4-Kk)% dintre valori sunt mai mari decat ea.
o Decilele sunt I0-cuantilele (g=10, sunt In numar de 9 si se noteaza
(Dy. )k=1,2,...,9' Ele impart seria in 10 parti egale delimitand cite 10 % din observatii.
Decila de ordinul k are proprietatea ca un numar de k % dintre valorile secventei sunt
mai mici decat ea si (10-k)% dintre valori sunt mai mari decat ea.

e Centilele (sau percentilele) sunt 100-cuantilele (g=100), sunt in numar de 99 si
se noteaza (Pk )k=1,2,... 99 - Ele impart seria in 100 de parti egale delimitand cite 1% din
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observatii. Percentila de ordinul k are proprietatea ca un numar de k % dintre valorile
secventei sunt mai mici decat ea si (100 — k)% dintre valori sunt mai mari decat ea.

Observatia 4. Cuartilele au si nume speciale si concid cu anumite percentile.
Astfel cuartila Q: se mai numeste si cuartila inferioara si ea coincide cu percentila Pozs.
Cuartila Q2 se numeste curtila de mijloc si ea coincide cu percentila Pso. Se observa
faptul ca cuartila Q2 este tocmai mediana. Cuartila Qs se numeste cuartila superioard
si ea coincide cu percentila Pzs.

Cuartilele se folosesc pentru a analiza dispersia valorilor secventei calculandu-
se cu ajutorul lor asa-numitul interval intercuartilic. El este calculat ca diferenta dintre
percentila 75 si percentila 25 . In cazul unei repartitii normale a datelor acest interval
trebuie sa fie aproximativ 1,35 din abaterea standard a datelor.

Cuartilele folosesc de asemenea la ajustarea termenilor unei serii de date
statistice (adica inlocuirea termenilor reali cu termeni teoretici) sau la inlaturarea
valorilor aberante (ca marime in raport cu celelalte) intalnite in procesul de culegere si
inregistrare a datelor statistice care pot sa denatureze indicatorii de localizare
centrala. Astfel intr-una dintre modalitati primele 2,5 % dintre valorile ordonate se

inlocuiesc cu percentila Pys iar ultimele 2,5 % dintre valorile se inlocuiesc cu

percentila Pog7 5.

Pentru calculul efectiv al q-cuantilelor in cazul unei serii statistice se
procedeaza astfel:

g-cuantila de ordin k este valoarea Ci =xj, din sirul de date ordonat

. k 1
crescator de indice Ji = {M] unde
q

e nreprezinta numarul total de date.

e Kk este ordinul cuantilei dorite.

e g reprezintda numarul grupurilor in care se imparte setul de date de catre
cuantilele luate in considerare.

Exemplul 4. Sa se determine cuartilele pentru sirul de date: 6, 47, 49, 15, 42, 41,
7, 39, 43, 40, 36.

Solutie. Ordonand valorile in ordine crescatoare obtinem:

6, 7, 15, 36, 39, 40, 41, 42, 43, 47, 49. Pentru calculul cuartilelor
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. kin+1
(Ox )k:1 53 - Determinam indecsii ji = {—(n * )} , unde n=11,qg=4,
)< q

k=1,2,3. Avem: j; =[3]=3, j, =[6]=6, jz =[9]=9. Atunci cele 3

cuartile sunt :Q; = x3 =1588Q, = xg =408 Q3 = xg =43H

2.2.2. Indicatorii variatiei. Momente.

Indicatorii tendintei centrale nu dau nici o explicatie asupra imprastierii,
respectiv a modului in care termenii seriei se abat intre ei sau de la medie.

Acesti indicatori care dau o caracterizare precisa a unei serii statistice prin care se
poate cunoaste variatia valorilor individuale (cum se grupeaza aceste valori in jurul
valorii medii, daca sunt apropiate sau indepartate de aceasta valoare), se numesc
indicatorii variatiei. Ei sunt de doua feluri: indicatorii simpli ai variatiei si indicatorii
sintetici ai variatiei.

1. Indicatorii simpli ai variatiei.

Acesti indicatori se caracterizeaza prin faptul ca se calculeaza in cifre absolute
sau relative, prin compararea valorilor individuale extreme, sau prin compararea
fiecarei valori individuale cu valoarea lor medie.

Definitia 6. Fie data repartitia statistica a unei caracteristici

X:(1 2. Xj k}

n;=n
nynog..n;..ng

1

k
1=

Numim abatere individuala (ecart) a valorii x;, o valoare e; care arata cu cate

unitati de masura, sau de cate ori valoarea individuala a caracteristicii este mai mare
sau mai mica decat marimea unui indicator al tendintei centrale(de exemplu media X))

Abaterile individuale se calculeaza in cifre absolute sau relative:

Abaterile individuale absolute (e;):
e; =x;—x, pentrui=12,.. k 9)

Abaterile individuale relative (e;j9; )
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ei%z%-loo,pentm i=12,.. k )

Indicatorii simpli ai variatei permit o caracterizare partiala si aproximativa a
variatei deoarece se calculeaza pe baza relatiei intre doi

termeni ai seriei, sau intre fiecare termen si media lor.

20, Indicatorii sintetici ai variatiei.

Spre deosebire de indicatorii simpli, indicatorii sintetici sintetizeaza intr-o singura
expresie numerica variatia valorilor individuale fata de tentinta centrala a
caracteristicilor urmarite, intr-o populatie statistica.

Principalii indicatori sintetici cu care se caractrerizeaza imprastierea (variatia)
termenilor seriei fata de tendinta lor centrala sunt: abaterea medie adsoluta, dispersia.
abaterea medie pdtratica (sau abaterea standard) si coeficientul de variatie.

Definitia 7. Se numeste abatere medie absoluta (deviatie mediei) a repartitiei

X1 X9 ...X{ ...X
X - 1 X2 i k i
nynyg...Nn; ...k

n;=n,
1

k
i=

numarul notat e, reprezentand media valorilor absolute ale abaterilor individuale ale

termenilor seriei fata de valoarea medie x , adica :

™M=

_ — k
e, = |x; —X|-n; sau e, = .Zlfi|xi —X| (10)
i=

1
ni=1

Evident ca, in cazul cand valorile sirului de observatii au frecventele ni=1,
i=1.2,...,k, atunci abaterea mediei se calculeaza cu formula:

— 1k _
ex =— X|x; ] (10)
ni=

Pentru seriile de distributie cu datele grupate pe intervale se considera drept x;
centrele de interval.

Definitia 8. Se numeste dispersie a unei distributii statistice

, k

X1 X9 ... X{ ...X

X[l 2 4 kJ, zni:n’
npnog...Nnj..Ng i=1
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numarul notat o-)% reprezentand media patratelor abaterilor individuale ale termenilor

seriei fata de valoarea medie x , adica:

1k -
0% =~ Xl - X7 (11
i=1

Evident ca, in cazul cand valorile sirului de observatii au frecventele ni=1,
i=1.2,...,k, atunci k=n si dispersia se calculeaza cu formula:

&IN

o2 =1 3 (x; - %2 (1)
ni=1

Observatia 5. Dispersia este indicele de variatie cel mai sigur si ea da cele mai
bune indicatii privind dispersia (imprastierea) valorilor individuale in jurul valorii
medii, ea masurand gradul de imprastiere a valorilor selectiei in jurul mediei de
selectie (centrul de grupare). Cu cat este mai mica dispersia, cu atat valorile seriei
statistice se grupeaza mai mult in jurul valorii medii. O dispersie mare arata ca
elementele esantionului au o imprastiere mare.

Definitia 9. Se numeste abatere medie pdtratica sau abatere

standard numarul dat de radacina patrata a dispersiei:

o3 =\/i S0 -2 g (12)

respectiv, in cazul cand n=1, i=1.2,...,k=n:

ox = ,/l S (xi - %, (12)
ni-=1

sy . . c e = c . X1 X2 ... X ... X k

Propozitia 6. Fie seria statistica de distributie X : , dn;=n
nynyg...Nn;...Ng i=1
,Six=—- le. ‘n;, x2==. Zx? n;.
n =1 n =1
Atunci dispersia si abaterea medie patratica se pot calcula cu formulele:
02 =22 %2
(13)
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o, =Vx?-x2, (13))

Demonstratie. Intr-adevar, avem:
k =2 k =\2 k 2 _k =2 k —
= Y(xi—X)° ni =3l —X) - fi= XX fi -2X X xifi + XY f; =
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
= x? 2% -Xx+x2 =x% %2
Trecand, ca in calculul mediei la alegerea unui punct a potrivit, calculul
dispersiei se simplifica prin formulele:

(o}

&IN

K K 2
a,%{Z(xi—aﬁ-fi}—(zxifi—a} =[(x~af ~(x-a)’].
i=1 i=1

Observatia 6. Pentru seriile statistice grupate in clase se procedeaza ca si in

o . . . . - . - . C
cazul mediei aritmetice; x; reprezinta atunci valoarea centrala a clasei (xg )).

Observatia 7. In cazul in care se utilizeaza esantioane de volum redus acesti

2
x

indicatori si poarta numele de dispersia modificata (notata sZ) respectiv abaterea

medie patratica modificatd (notata s;) si se determina prin relatiile urmatoare:
e Pentru dispersie:
k
2 _ 1 12 "
s2=—— Y -%2 (117
n-1;5

x

e Pentru abaterea medie patratica:

o :\/ : Zk (x; - %)% -n; (127)
X 1 1
n-1;3

sau, cu formulele simplificate:

:L(x_Q—)—cQ) (13)

n-1

o :\/ﬁ(ﬁ_#j (13

Observatia 8. Comparand abaterea medie absoluta cu abaterea medie
patratica, calculate pentru aceeasi serie, se constata ca:

=N

€x <0y sau e, ¥ —0y.

GIEN

Observatia 9. Deseori in analiza statistica se apeleaza la valorile individuale
standardizate. Valorile (datele) numerice standardizate sunt valori initiale (inregistrate)
transformate cu ajutorul medie si abaterii lor medii patratice. Deci, prin operatia de

standardizare fiecare valoare x;, (i =1,..., n) se substituie prin xl(s), (t=1,...,n) unde:
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xS =%, (i=1...,n) (14)

Avantajele principale ale utilizarii valorilor standardizate se rezuma la urmatoarele:

-Elimina unitatea de masura a variabilei studiate;

-Media lor aritmetica este egala cu zero (x(s) =0);

-Dispersia lor este constanta si egala cu unu o2 1.

%8 -

Definitia 10. Se numeste coeficient de omogenitate (coeficient de variatie)
numarul definit prin raportul, exprimat in procente, intre abaterea standard oy si

media aritmetica X a unei distributii

statistice: (CVy ), = ZX 100
X
(15)

Observatia 10. Coeficientul de variatie este o masura a dispersiei relative care
descrie abaterea medie patraticad ca procent din media aritmetica valorile sale fiind
situate in intervalul [0,100]. Cu cat valorile sale sunt mai apropiate de zero, cu atat
seria este mai omogena (media este mai reprezentativa); cu cat valorile sale sunt mai
apropiate de 100 cu atat ansamblul valorilor individuale observate este mai eterogen
(imprastierea este mai mare, iar media calculata este mai putin reprezentativa). Din
punct de vedere practic pragul de trecere de la starea de omogenitate la cea de
eterogenitate este nivelul de 35%

pentru coeficientul de variatie. Astfel,

e Daca (CVx )% <35%, populatia este omogeng;
e daca (CVx )% >35% , populatia este eterogend.

3°. Momente

Definitia 11. Fiind data distributia statistica

o [FL X200k
\ning..nj..ni S

ni=n
1

K

k

A

se definesc momentele distributiei, ca medii aritmetice al abaterilor de la un anumit
punct ales ca origine, ridicate la diferite puteri.
In functie de punctul ales ca origine distingem:
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(a). Momentele initiale, notate cu M, , sunt momentele pentru care punctul de
origine al abaterilor este 0. Formulele pentru calculul momentelor initiale (intervalul
de clasa fiind h=1) :

Momentul initial de ordinul r:

M- 1 k roo_ k re
r——innz—infz (16)
ni=1 i=1

In particular,
Momentul de ordinul 1 :

1 k k
M, =— > x;n; = X x;f;, (media aritmetica) (16))
ni-1 i=1
Momentul de ordinul 2:
1 k k ,
M2=—in2ni=in2fi- (167)
ni=1 i=1

(b). Momentele centrate, notate cu m,, sunt momentele pentru care punctul de
origine al abaterilor este media X a distributiei. Formulele pentru calculul momentelor
initiale :

Momentul centrat de ordinul r:

1k _ k _
mp == 2 (x;-X) ni=Y(x;-%)" fi, (17)
noi=1 i=1
In particular, momentele centrate de ordinul 1 si 2 sunt:
1 k _ k _ ,
my == (x; —-X)nj = 3.(xi —X)fi, (17)
n . .
i=1 i=1
1 & =2 & =2 2
m2=;2(xi—x) ng =y (x;-x)°fi=c". (177)

i=1 i=1
Momentele servesc de asemenea la calculul asimetriei si excesului.
3. Indicii asimetriei. Indicii excesului.

10 . Asimetria.

In urma prelucrarii informatiilor se obtin serii de repartitie de frecventa
empirice, ce se pot compara cu repartitii teoretice, a caror forma de repartitie este
cunoscuta. Cea mai frecventa serie de repartitie, catre care tind seriile empirice, este
distributia normala, ale carei frecvente se distribuie simetric, de o parte si de alta a
frecventei maxime, plasata in centrul seriei.

O distributie este simetrica daca observatiile inregistrate sunt egal dispersate de o
parte si alta a valorii lor centrale. Intr-o distributie simetrica cele trei valori cu care se
exprima tendinta centrala, valoarea modala (M), mediana (M,) si media (x), se
confunda. Graficul acestei distributii are forma de clopot (Clopotul lui Gauss), in
raport cu ordonata maxima.
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O distributie asimetricad (sau oblicd) se caracterizeaza prin faptul ca frecventele
valorilor caracteristicii urmarite sunt deplasate mai mult sau mai putin, intr-o parte si
alta fata de tendinta centrala (exprimata prin: Mo, M,sau x.

Indicele de asimetrie (de oblicitate) ne arata in ce masura media se indeparteaza
de mediana, si implicit, in ce masura curba de istributie normala a datelor se
departeaza de mijloc, deplasandu-se spre stanga sau spre dreapta. Sunt considerate
distributii relativ normale cazurile in care acesti indicatori nu depasesc £1,96.

Amploarea asimetriei statistice unimodale se caracterizeaza sintetic cu ajutorul
unor coeficienti adimensionali: Coeficientul de asimetrie a lui Pearson si Coeficientul de
asimetrie a lui Johannsen.

Definitia 12. Fie X o serie statistica de distributie

. k
X] X ...Xj ..X
X.(l 2 ! k], d>n;=n,
nyng..n;..ng i

de medie x, abatere standard s si valoare modala Mo.
(a). Se numeste asimetrie absoluta numarul
Ag=x-Mg (18)
P

Se numeste coeficient (indice) de asimetrie al lui Pearson numarul notat Cgg

care este raportul intre asimetria absoluta si abaterea medie patratica, adica:

x-M

Cé'; il O (19)
s

(b). Se numeste coeficient (indice) de asimetrie al lui Johannsen numarul notat

C&IS definit de raportul dintre momentul centrat de ordinul 3 si cubul abaterii
standard:

Cos =—» (19)

Observatia 11. Coeficientul de asimetrie al lui Johannsen, desi are o expresie mai
greoaie, este coeficientul cel mai frecvent utilizat in studierea simetriei unei distributii.

Oricare ar fi expresia coeficientului de asimetrie, notat acum C,, el are o valoare

abstracta, aratand marimea si felul asimetriei, iar valorile lui sunt cuprinse in
intervalul (-1, 1).

e Daca C, =0, deci x = My, seria este simetrica;
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e Daca C, —0, seria prezinta o asimetrie mica;

e Daca C, —(£1), seria prezinta o asimetrie pronuntata;

e Daca C4 €(0,1),deci x > M ,asimetria este pozitiva(spre stanga)

e Daca C4 €(-1,0), x < Mpasimetria este negativa(spre dreapta)

Observatia 12. Asimetria distributiilor unitatilor

intr-o populatie dupa

caracteristica urmarita poate fi vizibila pe reprezentarile grafice (histograma, poligonul
frecventelor efective) empirice comparate cu

alura clopotului lui Gauss.

Graficele de mai jos ilustreaza cele doua cazuri de asimetrii :

»

O Mo

X

x O

Fig. 1 a). Asimetrie stanga

X

b).Asimetrie dreapta

Mo

=V

Exemplul 5. Sa se calculeze coeficientul de asimetrie (Cas) al caracteristicii
reprezentand gruparea dupa vechime a angajatilor de la o firma si sa se interpreteze

rezultatul:
Gruparea
sal.dupa
vechime S- 10-15 | 15-20 | 20-25 | 25-30 | Total
10
Numar salariati 5 7 15 10 8 45

Solutie. Intocmim tabelul :
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Gruparea xj—a x;—-a s X -a 2
s h h R
salariatilor Nr.sal. X h
dupa '
n;
vechime
5-10 6 7,5 -2 -12 24
10-15 9 12,5 -1 -9 9
15-20 17 17,5 0 0 0
20-25 10 | 22,5 1 10 10
25-30 8 27,5 2 16 32
TOTAL 50 5 75
Pentru medie si dispersie folosim formulele simplificate luand h=5 si a=17,5:
k .
-a+l ol e Iy —175+>.5-18.
ni;—1 h 50

2 2
2 h Xi—a — 25
o2 = Z( L J ~ni—(x—a)2=%-75—O,52=37,25,

oc=vo? = (3725 =6,10.

A
Pentru calculul valorii modale folosim formula: My =Xy +h- y lA ,
142

unde:

Xo =15, limita inferioara a intervalului modal
A1 =ng-n_1=17-9=8; Ag =ng —-n; 1= 17-10=7; h= 5.

A
1 _1545._°

=15+2,67 =17,67.
A1 +Aq 8+

Astfel obtinem : Mp =Xg +h-

Atunci, coeficientul de asimetrie este :

_x-Mp 18-17,67

Coe = ~0,0541 (0,1).
as pu 6,10 €(0,1)

Seria este usor asimetrica pozitiva.
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20. Boltirea .

O alta caracteristica a formei curbei de distributie este boltirea sau aplatizarea.
Exista adesea curbe care se abat in ceea ce priveste boltirea de la curba distributiei
normale ("clopotul lui Gauss"), unele fiind mai ascutite iar altele mai turtite. Aceasta
caracteristica se numeste exces al curbei.

Definitia 13. Fie X o serie statistica de distributie

X1 X0 .. Xj ... X
X.'( 1 X2 i k}

k
n;=n,

nynyg...Nn;...Ngk 1

A

a carei medie este x, abatere standard o si are momentul centrat de ordinul 4, ma.

Se numeste exces (sau coeficient de aplatizare al lui Fischer) numarul
E=—-3 (20)

Observatia 13. Calculul si interpretarea coeficientilor de aplatizare

prezentati trebuie completat cu analiza graficului distributiei
empirice comparativ cu cel al distributiei normale.

Pentru repartitia normala excesul este E=0. Daca E>0 atunci curba de distributie
prezinta un exces pozitiv (este mai ascutitda) iar daca E<O, curba prezinta un exces
negativ (este mai turtita) asa cum se vede din

graficele de mai jos:
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O m

Fig. 2 Distributii cu exces pozitiv (E>0) si cu exces negativ (E<O).

Analiza asimetriei si aplatizarii are sens numai in cazul distributiilor empirice
unidimensionale care prezinta o singura valoare modala.

2.3. CORELATIE SI REGRESIE

2.3.1. Serii statistice cu doua dimensiuni.
In cercetarile agricole si biologice, ca de altfel in toate domeniile de activitate,
exista o interdependenta intre fenomene. Aparitia si evolutia

unui fenomen este in stransa legatura cu o serie de alte fenomene sau factori care
intervin in determinarea sau favorizarea acestuia.

In general, deosebim doua tipuri de legaturi: legdturi functionale
de tip determinist si legdaturi statistice sau stohastice (intampldatoare).

Legaturile functionale exprima legatura de la cauza la efect intre fenomene. Asemenea
legaturi sunt studiate in cadrul stiintelor exacte, unde avand de-a face cu fenomene
simple, legatura de la cauza la efect se evidentiaza mai usor si se exprima sub forma
de lege. In cazul unei legaturi functionale unei valori determinate a unei variabile
independente X (argument) ii corespunde strict o valoare a variabilei dependente Y
(functie).

Legaturile statistice sunt mai putin perfecte, se evidentiaza mai
greu, exprimand legatura de dependenta care exista intre fenomene.

In cazul corelatiei statistice fi ecirei valori numerice a variabilei X corespund nu una
ci mai multe valori a variabilei Y.Dependenta de acest tip are caracter intamplator si
se numeste dependenta stochasticd.

Legaturile statistice se pot clasifica in functie de mai multe criterii:

1. Dupa tipul variabilelor luate in consideratie legaturile pot fi

clasificate in:

e corelatii statistice — cand legatura se stabileste intre variabile calitative;
e asocieri statistice - cand in legatura intra cel putin o variabila calitativa,
nenumerica.
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2. Dupa sensul legaturilor dintre variabile, putem avea:

e legaturi directe - pe masura ce creste variabila factoriala creste si cea
rezultativa.

e legaturi inverse - pe masura ce creste variabila factoriala descreste cea
rezultativa.
3. Dupa forma ecuatiei menita sd descrie relatia dintre variabile

(adica modelul matematic propriu dependentei studiate) putem avea

e legaturi liniare-daca dependenta variabilei efect Y fata variabila
cauzala X este de tip liniar, exprimata printr-o functie de tipul y=ax+b.

e legaturi neliniare, care pot fi exprimate cu ajutorul functiilor neliniare (de tip
parabolic, hiperbolic, exponential, etc.)

Studiul dependentei stochastice dintre variabilele aleatoare consta in doua
aspecte: analiza de corelatie si analiza de regresie.

e Analiza de corelatie ne arata gradul in care o variabila este dependenta de alta
variabila si da masura dependentei dintre marimile variabilelor considerate,
caracterizata prin coeficientul de corelatie sau prin raportul de corelatie. Analiza
corelatiei este specifica variabilelor cantitative, numerice.

e Analiza de regresie ne arata cum una dintre variabile este dependenta de alta
variabila, permite previzionarea sa si consta in determinarea functiei de
regresie intre variabila factoriala si variabila dependenta.

2.3.2. Analiza corelatiilor. Coeficient de corelatie

Prin corelatie simpld se intelege legatura reciproca dintre doua variabile X si Y ale
unei populatii.

Corelatiile dintre variabile prezinta mare importanta, deoarece cunoscand variatia
unei insusiri putem trage concluzii asupra insusirii sau insusirilor de care aceasta
este legata, fara a recurge la determinari directe.

Corelatia poate fi pozitivd, atunci cand valorile celor doua variabilecresc sau
descresc in acelasi timp, sau negativa, atunci cand valorile unei variabile cresc, cele
ale celeilalte variabile descresc.

Metodele cele mai simple de constatare a unei corelatii sunt me-toda grafica sau
graficul de corelatie (corelograma) si tabela de corelatie.

Diagrama de imprastiere sau corelograma indica, in sistemul de coordonate
rectangulare, fiecare unitate statistica (fiecare caz individual) printr-un punct
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Forma de distribuire a punctelor pe grafic are aspectul unui “nor de puncte” si ne
arata daca intre cele doua variabile exista o relatie. Daca punctele respective se
concentreaza in jurul unei anumite curbe (curba care poate fi liniara sau de alta
forma) atunci exista posibilitatea stabilirii existentei, a directiei, a formei si intensitatii
legaturilor dintre cele doua variabile.

Metoda grafica este utilizata cu bune rezultate pentru alegerea functiei analitice
care se studiaza (in cazul regresiei si corelatiei).

e Tabelul de corelatie se utilizeaza in cazul gruparii combinate dupa doua
variabile numerice.

Fie X si Y doua caracteristici cantitative ale unei populatii statistice pentru care

se determina valorile distincte xj,xo,...,x, ale lui X respectiv y;,yo,....y, ale lui Y.

Notam cu nyj frecventele absolute ale cazurilor pentru care X = x; (ief{l2,..,r}) si

Y=yj (jefL2,..,m}).
Daca n reprezinta numarul unitatilor din populatia statistica la care s-au

r m
observat variabilele X si Yatunci n= % > 'n;; .
i—1j=1

i
Frecventele relative se definesc prin rapoartele: fj; = v

Astfel, tabelul de corelatie numit si tabel de contigentd este un tabel

cu dubla intrare, frecventele absolute sau relative pot fi cuprinse in el similar unei
matrice de dimensiune (r,m)

Valorile caracteristicii dependente Y

Y1 Yo Yj Ym Total
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In cadrul tabelului de corelatie intalnim pe langd frecvente absolute ale

evenimentelor compuse: {ny}

sunt :

i=l,r,j=1,m

si frecventele marginale absolute.

Acestea

m _
Frecvente marginale absolute ale lui X: n;, = Z”ij , 1=1,r; aceste frecvente
j=1

exprima numarul de unitati din populatie la care pentru X s-au inregistrat valoarea x;

, indiferent de valoarea inregistrata de variabilea Y.

Frecventele marginale relative ale lui X sunt definite ca rapoartele
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r S
Frecvente marginale absolute ale lui Y: n,; = Znij ,j=1,m; aceste frecvente
i=1
exprima numarul de unitati din populatie la care pentru Y s-au inregistrat valoarea
Y;, indiferent de valoarea inregistrata de variabilea X.

Frecventele marginale relative ale lui Y sunt definite ca rapoartele

n.j

ij:

=Y fii-
i=1

In urma gruparii combinate ale carei rezultate se prezinta in tabelul de corelatie
se obtin:

- rdistributii de frecvente formate dupa Y;
- mdistributii de frecvente formate dupa X;

- o distributie marginala formata dupa X, avand tabloul

D% X1 X2 ... Xr )
MY " nie Noe ... Nre)

- o distributie marginala formata dupa Y, avand tabloul

v (v Y2 e Um)
MAY " Nel Neg ... Nem )’

- o distributie bidimensionala de frecvente formata simultan dupa X si Y.

Frecventele din interiorul tabelului permit, la fel ca si in cazul diagramei de
imprastiere, identificarea existentei, sensului si chiar a formei dependentei statistice.

Modul de asezare a frecventelor in jurul diagonalei ne da posibilitatea sa apreciem
intensitatea legaturii: concentrarea intensa a frecventelor in jurul diagonalelor indica
existenta unei legaturi stranse intre caracteristici. In alte cazuri, frecventele se
grupeaza pe diverse curbe. Daca frecventele se repartizeaza pe intregul tabel fara nici
o regularitate, atunci ori nu exista legatura, ori aceasta este foarte slaba.

Directia legaturii este data de pozitia diagonalei in jurul careia se
grupeaza frecventele: cand diagonala leaga unghiul din partea stanga-sus al tabelului
cu unghiul din partea dreapta-jos legatura este directa, iar cand uneste unghiul
partea stanga-jos cu unghiul din partea dreapta-sus, intre cele doua caracteristici
exista o legatura inversa.
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Exemplul 1. Tabelul de mai jos este un tabel de corelatie sunt trecute datele
privind frecventele absolute ale valorilor a doua caracteristici X si Y reprezentand
respectiv diametrul tulpinii unei plante si procentul de fibre in functie de diametru.

Sa se calculeze frecventele marginale si sa se stabileasca tipul de corelatie intre
cele doua caracteristici.

Solutie: Frecventele marginale sunt calculate pe ultima coloana si ultima linie.

Valorile y; ale caracteristicii Y

2 3 4 5 6 7 8 Nie
e 26 | 2 3 3 2 0 0 0 10
g 24 | 4 S 13 |7 4 0 0 33
g 22 13 6 18 |25 |10 |2 0 64
% 2010 1 8 17 | 18 |3 0 47
§ 18 | O 0 1 9 8 8 2 28
% 16 |0 0 0 2 3 4 6 15

é 1410 0 0 0 0 1 2 3

Ne j 9 15 (43 |62 43 |18 | 10 L ini- _ %n -200

i=1 j=1

Frecvente marginale absolute ale lui X au fost calculate cu

m
formulele: n;, = Z”ij , 1=1,r si au fost trecute pe ultima coloana.
j=1

Frecvente marginale absolute ale lui Y au fost calculate cu
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formulele: n, ; = Znij ,J =1,m si au fost trecute pe ultima linie.

i=1
Se observa ca intre cele doua caracteristici exista o corelatie negativa.

Observatia 1. Daca variabilele studiate sunt de tip alternativ (dihotomic),
atunci celor doua variante de raspuns ale fiecareia (afirmativ si negativ) li se vor
acorda, conventional, valorile numerice 1 si, respectiv, O.

In acest caz se foloseste urmatorul tabel de corelatie:

Variante alternative
ale caracteristicii Y
Variante alternative
ale caracteristicii X DA NU
TOTAL
yi=1 y2=0
DA (XJ =1) nii nio Nie
NU (XQ=0) noq noo No,e
TOTAL Ne1 Neo

Exemplul 2. Se considera tablelul de corelatie al unei distributii bidimensionale
(X,Y) urmator:

Yy 1 0

x
1 8 2
0 5 1

Sa se calculeze frecventele absolute marginale si sa se scrie toate distributiile
bidimensionale avand aceleati distributii marginale cu distributia data.

Solutie: Calculand frecventele marginale cu formulele cunoscute gasim:
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Yy 1 0 Nie
X
1 8 2 10
0 5 1 6
N j 13 3

r m B
n=73 Nig= ) nNej =16
|

Pentru a gasi toate distributiile bidimensionale care au aceleasi

frecvente marginale cu distributia data trebuie sa gasim frecventele absolute n;;,

ie{1,2}, je{1,2} din tabelul de corelatie:

Y 1 0] Nie
X
1 nii n12 10
0] ngp1 npo 6
M j 13 3

r m B
n=7> Nig= D nNej =16
o I |

Conditiile pe care trebuie sa le satisfaca frecventele absolute nj;, ie{1,2}, je {1,2} sunt

nijj € N si sistemul:

Rezolvand sistemul in multimea numerelor naturate obtinem distributiile:

Observatia 2. O mare parte din distributiile cu doua variabile intalnite in

cercetarile experimentale pun in evidenta variabile a caror fluctuatie intamplatoare
afecteaza valorile ambelor variabile si este de asteptat ca populatia tuturor cazurilor
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corespunzatoare sa prezinte o distributie bidimensionald normald in sensul ca fiecare
din variabile in parte este de tipul distributiei normale.

Analiza legaturii intre variabile se reduce la estimarea unui parametru al
distributiei bidimensionale respective printr-o marime (r )calculata pe baza datelor
probei de sondaj de care dispunem, numit coeficient de corelatie.

Definitia 1. Fie X si Y doua variabile avand respectiv mediile M(X)=m. si

M(Y)=my si dispersiile D(X) =U,QC si D(Y) =a§. Se numeste moment de corelatie sau

covarianta variabilelor X si Y numarul:
cou(X,Y)=M|(X -m,)-(Y -m ). (1)

Covarianta variabilelor X si Y se mai noteaza o xy .

Propozitia 1. Covarianta variabilelor aleatoare X si Y se poate calcula cu
formula:

coy(X,Y)=M(X-Y)-M(X) M(Y). (1)
Intr-adevdar, efectuand produsul in (1) avem:
cov(X,Y)=M|X -my)-(Y -my |=M(X Y- X -m, -m, - Y +m, -m, )=
=M(X-Y)-M(X) -my —m,-M(Y)+m, -my =M(X-Y)-M(X)-M(Y).
Observatia 3. Daca variabilele aleatoare X si Y sunt independente, atunci

conform proprietatilor mediei  unei variabile aleratoare rezulta ca
M(X-Y)-M(X)-M(Y)=0 ceea ce conduce la coy X,Y)=0.

Deci doua variabile aleatoare independente X si Y au covarianta nula. Reciproc
nu este adevarat.

Covarianta este un indicator la corelatiei, exprimand graqdul de imprastiere a
celor doua variabile fata de mediile respective si prin aceasta intensitatea legaturii
dintre variabile indicand si sensul acesteia.

Numarul care exprima masura corelatiei este coeficientul de corelatie.

Definitia 2. Se numeste coeficient de corelatie al variabilelor X si Y numarul ce
reprezinta valoarea medie a produsului abaterilor normate:

p(X,Y)zM[X_mx .Y—my]

Oy oy
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Coeficientul de corelatie se mai noteaza pur si simplu cu p.

Observatia 4. Din proprietatile mediei unei variabile aleatoare deducem ca
pentru coeficientul de corelatie putem folosi una din formele:

p=—t MK —my )Y —my)) = LE) M) @)
OxOy TxOy
sau
o= O xy :cov(X,Y) 2”)

Oy Oy Oy Oy
Admitem urmatoarele rezultate privind coeficientul de corelatie:

Propozitia 2. (Proprietdtile coeficientului de corelatie)

(1). Daca X si Y sunt independente atunci p(X,Y)=0.
(2). | p(X ,Y] <1, oricare ar fi variabilele aleatoare X si Y.
(3). Intre X si Y exista o dependenta liniard daca si numai daca | p(X,Y] =1.

Observatia 5. Reciproca afirmatiei (1) din propozitia de mai sus nu este
adevarata. Astfel, daca p(X,Y)=0 variabilele aleatoare nu sunt in mod necesar

independente, dar dependenta lor nu este liniara, ea putand fi de altd natura. In acest
caz spunem ca cele doua variabile sunt necorelate.

In cazul dependentei liniare intre doua variabile aleatoare X si Y care au distributii
normale se foloseste urmatorul rezultat pe care il dam fara demonstratie:

Propozitia 3. Fie X si Y doua variabile care au distributii normale intre care exista
o dependenta liniara si fie variabila Z=Y-(aX+b).

2
Daca M(Z?) are valoare minima atunci: M(z)=0 si 0—22 =1l-p
O
y

2

Observatia 6. Propozitia precedenta arata ca daca functia liniara h(x)=ax+b este
cea mai buna aproximatie in medie patratica a lui y, atunci valoarea medie a abaterii
lui y de la functia liniara h(x) este egala cu zero iar raportul dintre dispersia ei si

2
dispersia lui y se masoara prin coeficientul de corelatie dupa relatia U—; =1-p

Oy

2

Coeficientul de corelatie caracterizeaza masura dependentei liniare
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intre variabilele X si Y. Cu cat |B| se apropie mai mult de 1, cu atat este mai stransa
dependenta liniara a variabilelor X si Y. Egalitatea |E|=1 inseamna existenta unei
dependente functionale liniare intre variabilele x si y.

Inversand problema, din formula precedenta putem scrie :

formula care poate fi folosita pentru determinarea coeficientului de

corelatie p=py x atunci cand regresia variabilei Yin raport cu variabila X este liniara

si variabilele X si Y au distributii normale.

Aceasta valoare a lui B este numita coeficientul de corelatie in regresia liniara si
numai in conditiile citate este acelasi cu coeficientul de corelatie dat de (17).

Estimarea covariantei si a coeficientului de corelatie.

Parametrii unei legi de repartitie reprezinta “adevaratele valori” ale indicatorilor
legii, adica acele valori care s-ar obtine daca s-ar lucra cu intreaga populatie. Indicii
selectiei (esantionului) reprezinta valorile "apropiate" de "adevaratele" valori. Ei dau
indicatii asupra populatiilor statistice, permitind sa se traga concluzii asupra
parametrilor si se

numesc estimator

Pentru determinarea estimatiilor parametrilor cu care se studiaza dependenta
variabilelor (coeficientul de corelatie si covarianta) se efectueaza un anumit numar n
de observatii (masuratori) asupra variabilelor X si Y. Rezultatul celei de-a i-a
experiente ne da o pereche (x, yi), i=1,2,. . . ,n. Rezultatul dupa cele n experiente
conduce la sirurile numerice:

XX, X2, « v o3 Xiy oo oy Xn, Y iYL, Y2y o oo 3Yiy - - oy Yne

Cu aceste valori se determina estimatiile punctuale ale valorilor medii mx $i my,
ale abaterilor standard Bx si By, ale covariantei By precum si coeficientul de corelatie

Se arata ca:

Propozitia 4. (Estimatiile mediilor si dispersiilor)

112



. . . . . g o= 1 .
(a). Estimatiile mediilor teoretice mx $i my sunt mediile de selectie x=— ) x; si
n
=1

S

_ 1 )
Yy=— Yis
ni=1

(b). Estimatiile dispersiilor 0')% si 05 sunt dispersiile de selectie modificate
2 1 2 -2 . o2 12 )
Sx =——=2(x;i=X)" si sy=——=2(y;i-Y)". (5)
n-1.- n-1,5

Observatia 7. Numitorul formulelor pentru dispersie si pentru abaterea
standard, adica n-1 (numarul observatiilor micsorat cu o unitate), poartda denumirea
de grade de libertate.

Faptul ca suma patratelor abaterilor se imparte la n-1 si nu la n (pentru a fi
vorba de o medie) are urmatoarea explicatie: fie o populatie statistica de dispersie B2
din care sa extragem un esantion de marimea n; dispersia acestui esantion este
s2care nu va coincide cu 2. Extragand din populatia statisticAa un numar foarte mare

2a dispersiilor s? ale acestor esantioane

de esantioane de marimea n, atunci media s
coincide exact cu B2 numai atunci cand dispersiile esantioanelor se calculeaza
impartind suma patratelor abaterilor la n-1, si nu la n, deaoarece in urma calcularii
mediei aritmetice (pe care se bazeaza calculul dispersiei), una din valorile individuale
ale esantionului depinde de celelalte n-1 ce pot fi variabile prin insasi egalitatea care

da media.

Pentru distributiile teoretice in care toate valorile individuale ale variabilei sunt
libere, dispersia si abaterea standard EfEse calculeaza cu formule asemanatoare
doar ca sumele abaterilor si ale patratelor abaterilor se impart la n si nu la n-1.

Daca notam cu : x2 = 2

y; , mediile de selectie
1

M=

_ 1
X3 §1y2=—
1 n;

M=

1 2 )
A
n;

ale patratelor variabilelor X respectiv Y, atunci, dupa efectuarea unor calcule simple

in expresiile dispersiilor de selectie modificate s,% si

2 SEcitn-
Sy, gasim:

n _ n _ ,
52 =—[(x2)—(x)2}, $2 =—{(x2)—(y)2] (5)
n-1 n-1
Se arata de asemenea ca:
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Propozitia 5. (Estimatiile covariantei si coeficientului de corelatie)

(a). Estimatorul covariantei teoretice o, este cantitatea

1 — —
Sxyz—Z(xi—x)(yi_y) (6)
n-1,3
(b). Estimatorul coeficientului de corelatie p = p(x,y) este numarul

Sx
Y (7)
Sx Sy

r =

x;y; media de selectie a
i=1

M=

S|

Observatia 8. Notand cu x-y =

produsului XY, dupa efectuarea unor calcule simple in expresia covariantei empirice

obtinem:

Sy :%(ﬁ—fc- ). )

<

Cu aceste estimatii se construieste numarul

Sx
J_. (7)
Sx " Sy

'xy =

Inlocuind expresiile estimatiilor sx, sy si sw, dupa efectuarea simplificarilor,

gasim:

x-y_i-y (77)

Definitia 3. (@). Numarul s, =L1(x~ y—)_cﬂ) se numeste covarianta de

selectie sau covarianta empirica a variabilelor X si Y.

(b). Numarul ryy = ry-xYy se numeste coeficientul empiric de

corelatie al variabilelor X si Y.

Observatia 9. Din cele prezentate anterior retinem ca folosirea coeficientului
de corelatie este recomandabila indeosebi atunci cand legatura dintre variabile nu se

114



abate mult de la liniaritate, iar populatia studiata este de tipul distributiilor normale
bidimensionale. Astfel, in cazul cand datele studiate apartin unei distributii
bidimensionale normale si relatia dintre variabile este liniara coeficientul de corelatie
are un inteles statistic bine definit. In caz contrar coeficientul de corelatie isi pierde
intelesul sau statistic, iar examinarea semnificatiei sale statistice devine lipsita de
sens.

Exemplul 3. Masurarea inaltimii X (in cm) si a greutatii Y (in kg) pentru 70 de
persoane a condus la distributia urmatoare :

Y 48-56 56-64 64-72 72-80
X
160-165 16 8 1 0
165-170 1 10 4 1
170-175 0 4 8 2
175-180 0 1 5 9

a). Considerand pentru fiecare clasa a fiecarei variabile valoarea centrala a clasei
sa se scrie distributia corespunzatoare si pornind de la aceasta sa se faca schimbarile

de variabile (folosind metoda « zeroului fals ») T = X 1567’5 , Z = Y60 , s& se scrie
tabelul de corelatie al noii distributii bidimensionale (7,Y) calculand frecventele

marginale.

b).Sa se calculeze pentru fiecare variabila mediile si dispersiile.

c). Sa se calculeze covarianta variabilelor X si Y precum si coeficientul de
corelatie.

Solutie. Mai intai scriem tabelul de corelatie considerand pentru fiecare variabila
valoarea centrala a clasei :

Y 52 60 68 76
X
162,5 16 8 1 0
167,5 1 10 a 1
172,5 0 4 8 2
177,5 0 1 5 9
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Considerand « zerourile false » xg =167,5 si yg =60 si facand schimbarile de

variabile T = %67’5 , L= Y _860

(numitorii sunt amplitudinile claselor) obtinem

noul tabel de corelatie :

z| 1 [ o] 1 2 | nie [ nieti [ pg, ot
T
-1 16 | 8 | 1 o | 25 | 25 25
1 | 10| 4 1 16 0 0
1 o | 4| 8 2 14 14 14
2 0 1 | 5 9 15 30 60
Nej 17 [ 23| 18 | 12 | 70 19 99
nej-z; | -17 | 0 | 18 | 24 | 25
njz2| 17 | 0 [ 18 [ 48 | 83

Calculam mediile si dispersiile variabilelor T si Z:

19 _25

M(T) 0,27, M(Z) —5 2036

M(T2)= % ~14114,[M(T)]? ~0,0729, M(22)= % ~11857,

1

M(T2)=75

4 4 1 73
3 Znijtizj = [16-1+8+4+10+36]=—> ~1,04;
i=1j=1 70 70

[M(z)P ~0,1296,

D(T)=M(T?)-[M(T)P? ~1,4114-0,0729 ~ 1,34

D(Z)=M(Z?)-[M(z)]? ~1,1857 -0,1296 ~ 1,06 .

Folosind proprietatile mediei si dispersiei si anume:
M(aX +b)=a-M(X)+b, D(aX +b)=a’ -D(X),

si tinand seama ca X =5T+167,5 ,Y =8Z+60, gasim:

M(X)=5M(T)+167,5~168,86, M(Y)=8M(Z)+60 ~ 62,86,
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D(X)=25D(T)~33,52, 0x ~5,79,D(Y) =64D(Z) ~ 67,72, oy ~ 8,23.

coy(T,Z))=M(T-Z)-M(T)-M(Z)~1,04-0,27-0,36~0,95.
Tinand seama de proprietatea :
cov(aTl +b,cZ +d)=ac -cov(T, Z),
deducem:
cov(X,Y) = cov(5T +167,5,8Z +60)=5-8-cov(T,Z)~ 37,84 .

Coeficientul de corelatie este:

_coyX,Y) 37,84 ~0.79
Y oy-0y 579-823

2.3.3. Analiza regresiilor. Regresia liniara

Pentru a raspunde la intrebarea ce fel de corelatie exista intre variabile recurgem
la analiza regresiilor care consta in determinarea functiei de regresie intre cele doua
variabile X si Y.

Asa cum am vazut, felul legaturii intre variabilele X si Y se poate

obtine daca se observa o anumita concentrare a punctelor din corelograma in jurul
unei anumite curbe in plan, curba care se numeste curba de regresie si este
reprezentarea geometrica a functiei de regresie.

Coeficientul de corelatie ne da indicatii asupra sensului si intensitatii legaturii de
dependenta dintre fenomene, fara a putea preciza, sub aspect cantitativ, cu cat creste
sau scade un fenomen cand cel cu care se coreleaza creste sau scade cu o anumita
cantitate.

Regresia, notiune strans legata de notiunea de corelatie, completeaza corelatia si
prin intermediul coeficientului de regresie, stabileste cu cat creste sau descreste sub
aspect cantitativ, un fenomen, cand cel cu care se coreleaza creste sau descreste cu o
unitate de masura.

Regresia poate fi simpla si multipld, liniara si neliniard. Ca si corelatia, regresia
poate fi directa, cand fenomenele evolueaza in acelasi sens sau indirecta, cand
fenomenul evolueaza in sens opus. Problema care se pune este deducerea unei
functii teoretice pentru legatura respectiva plecand de la distributia empirica
cunoscuta. Aceasta problema poarta numele de aqjustarea distributiei empirice. Ea
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consta in determinarea unor reprezentari analitice a dependentei functionale cautate,
adica de a alege o formula care sa descrie rezultatele experimentului. Vom considera
cazul cand punctele corespunzatoare unei serii statistice sunt dispuse aproximativ
dupa o dreaptad. In acest caz legitura cea mai simpla este cea liniard in care unei
cresteri a lui x ii corespunde o crestere sau o scadere proportionala a lui y,
y=Ex+EEEEnumita ecuatia dreptei de regresie.

Parametrul B reprezinta ordonata (inaltimea) intersectiei dreptei de regresie cu axa
y-lor, adica valoarea y corespunzatoare la x=0 iar B reprezinta panta (inclinarea) fata
de axa abscisei a dreptei de regresie, adica modificarea lui y atunci cand x creste cu o
unitate.

In cazul corelatiilor valorile individuale nu se gasesc niciodatd pe o dreapta, ci sunt
mai mult sau mai putin imprastiate. Putem totusi obtine in acest caz o linie dreapta
fata de care abaterile valorilor individuale sa fie minime. Aceasta se realizeaza atunci
cand dreapta trece prin valorile medii mx si my ale variabilelor, adica my=ERm.+ZZEde
unde deducem BFBmy#Am.. Inlocuind pe in ecuatia dreptei de regresie gasim: y -
my=E(x-mx).

Definitia 4. Parametrul B se numeste coeficientul de regresie teoreticad si este

definit prin expresia:

a=p = (8)
X

iar ecuatia dreptei de regresie (a lui y asupra lui x) se scrie:

O
y—my=p-—0y (x—my) 9)
X

Estimarea parametrilor dreptei de regresie.

Pornind de la aceasta definitie, daca variabilele X si Y sunt date prin sirurile
numerice:

X X1, X0, « v« Xy e o oy Xny, Y IY1, Y2, o oo 5Yiy o o oy Yne

prin estimarea parametrilor teoretici care intervin in expresia coeficientului de regresie
teoretic, se obtine estimarea acestuia:

Propozitia 6. Estimatorul coeficientului de regresie teoretica este marimea

a=ay, == "2 (8)
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iar estimatia ecuatiei dreptei de regresie teoretice este:

— X Y- X - g = »
y-g="m— Y (x-%) ©)
X< -X
Intr-adevar, si consideram cd variabilele X si Y sunt date prin sirurile numerice:X
X1, X2y o e e 3 Xy e ey Xny, Y I YL, Y2y o oo Yy - ey Yne

Cu aceste valori se determina estimatiile punctuale X si y, ale valorilor medii mx
si my, sxsi sy, ale abaterilor standard Bx , By , respectiv r si a coeficientului de corelatie

o S
B. Substituind aceste estimatii in expresia lui a = p- Y , obtinem a=r-—.
o s
x x

Conform rezultatelor din sectiunea precedenta, formulele (5), (5,

S
(6) si (7), substituind expresiile corespunzatoare in a =r - e , dupa
Sx

efectuarea calculelor, deducem ca coeficientul empiric de corelatie (a lui y fata de x) se
calculeaza cu formula:

x .

«<

—)_Cy

a=a =
Y,x 2

ol
x|

x° —

Evident ca estimatia parametrului B@my#Rm. este b=y —ax si atunci ecuatia

dreptei de regresie empirica y=ax+b se mai scrie

XY=XY (%),

«<

y-g=a(x-%) sau y-gy=

ol

X —X

Exemplul 4. Sa se determine dreapta de regresie pentru variabilele X si Y de la
Exemplul 3.

Solutie. Ecuatia dreptei de regresie a lui Y asupra lui X este :

y-M(Y)=alx-M(X)].

Pentru datele respective am obtinut: M(X)=168,86, M(Y)=62,86, D(X)=33,52,
COVIX,Y)=37,84. az%zU&Substimind M(X), M(Y) si coeficientul a in

ecuatia dreptei de regresie obtinem : y =1,13x-127,77.

Exemplul 5. In urma efectuarii a 8 masuratori asupra doua caracteristici X si Y
ale unei populatii, s-au gasit valorile date in tabelul de mai jos:
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Proba 1 2 3 4 5 6 7 8
X: xi 26,9 26,3 23,6 24,8 29,1 19,6 17,9 19,5
Y:yi 54,0 52,2 55,5 57,1 54,3 63,2 70,1 70,2

Calculati covarianta si coeficientul de corelatie al variabilelor X si Y.

Asezam datele in tabelul de mai jos in care trecem in coloane

Solutie.
corespunzatoare:

xifem) | yi (%) 2 y2 XiYi

26,9 54,0 | 723,61 | 2916,00 | 1452,60
26,3 | 52,2 | 691,69 | 2724,84 | 1372,86
23,6 | 55,5 | 556,96 | 3080,25 | 1309,80
24,8 | 57,1 | 615,04 | 3260,41 | 1416,08
20,1 | 54,3 | 846,81 | 2948,48 | 1580,13
19,6 | 63,2 | 384,16 | 3994,24 | 1238,72
17,9 | 70,1 | 320,41 | 4914,01 | 1254,79
19,5 | 70,2 | 380,25 | 4928,04 | 1368,90

2Xi= | 2Vi=| ¥xP= | Yyi- | XXiVi=

187,7 | 476,6 | 4518,03 | 28766,28 | 10993,88
o RN IR R =

23,46 | 59,57 | 564,86 | 350578 | 1374,23

Efectuand calculele necesare obtinem:

%-§=139751,22 , X% =550,3716, y2=3548,5849;

:

5§ - wh-w? -
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2(3595,78 — 3548,58) = 53,94;

Ll{(xQ)—()_c)Q} = %564,86—550,37): 16,56;
n_




— S
Sy = (v y-%-5)-2(1374,23-1397,51)= -26,61; r = —Y_=_ 0,89.
n-1 7 Sx " Sy
Observatia 10. In sectiunea precedenta am remarcat ca coeficientul empiric de
corelatie r este un estimator al coeficientului de corelatie B si acesta are un inteles

statistic bine definit atunci cand variabilele X si Y au distributii normale si regresia
uneia fata de alta este liniara.

Dar liniaritatea regresiei nu constituie un criteriu pentru normalitatea
distributiilor variabilelor X si Y, caz in care pentru estimarea parametrilor B si ai
regresiei nu mai putem folosi estimarile parametrilor By, By si @ care intervin in definitia
coeficientului teoretic de regresie liniard B si implicit B. In aceasta situatie suntem
nevoiti sa determinam dreapta de regresie empirica care se poate prefigura, prin alte
metode decat prin aplicarea formulelor obtinute in Propozitia 6. de mai sus.

Metoda celor mai mici patrate .

Una dintre metodele prin care se determina estimatorii parametrilor dreptei de
regresie metoda celor mai mici patrate.

Fie variabilele X si Y sunt date prin sirurile numerice:
X X1, X2y oo oy Xiy ooy Xn, YiIY, Y2, oo 5Yip .y Yne

Presupunem ca variabilele X si Y nu au distributii normale dar punctele Mi(x,yi), i=1,
2, ... n, par a se concentra in jurul unei drepte (d) a carei ecuatii vrem sa o
determinam.Fie dreapta (d) de ecuatie y=ax+b. In general punctele Mi(x,y;) nu se afla
pe aceasta dreapta

Y a
Mi(x,yi) M-
h/ *
f’i(xl',ei) i
* M i i
K i
_—‘_‘_‘4—>I I : I
X1 X2 Xi Xn X

Sa punem e=axitb, pentru i=1, 2, ...,n, unde a si b sunt parametrii
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reali ai dreptei (d). Fie Pi(x,ei) punctul de abscisa xi de pe dreapta (d). Atunci yi-e
reprezinta abaterea punctului M; de la punctul P: de aceeasi abscisa de pe dreapta (d).

Metoda celor mai mici patrate consta in determinarea parametrilor a si b astfel

n
ca suma patratelor abaterilor S(a,b) = Z( Y; —€; )2 sa fie minima.
i=1

Valorile parametrilor a si b folosind principiul metodei celor mai mici patrate se pot
obtine prin utilizarea de rationamente de matematici elementare astfel:

Efectuand calculele obtinem:

Stab) = 3 [yi —(ax; + )P = S y? ~23 yi(ax; +b)+ S (ax; +b)? =
i=1 i=1 i=1 i=1

n n n n n
=Yy -2a) xjy; —2bY y; +a’ Y x7 +2aby x; +nb>.
i-1 i-1 i-1 i-1 i=1

Astfel S se poate scrie ca un polinom de gradul Il in a si b:

i=1 C i=1
NS
A B D

=Aa2+2Bab+Cb2+2Da+2Eb+F.

F

n n n n m
S(a,b) = (inz}az +2{le}ab+gb2 +2{— inyl}a+2[— Zyi]b+ Zy?
i=1 i=1 i=1
E

Folosind rezultate din Analiza Matematica se demonstreaza ca functia de doua
variabile S(a,b) are o valoare minima daca derivatele sale partiale in raport cu a si b
sunt nule :

oS

2a 0 Aa+Bb+D=0
9 _, Ba+Cb+E =0
ob
Rezolvand acest sistem obtinem : a = BE ~CD , b= BD - AE
AC - B2 AC-B2

Substituind expresiile lui A,B,C,D,E gasim:
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nixiyi _{ixiJ[iyi] _

i=1 i-1 Ni=1 ) _xy-x-
]2 2~ (x

n 2 n

ani - in

i=1 i=1
BD-AE B(CD-BE)-E(AC-B%) B E _
= 5= 5 =——-a-—=-a-X+4y.
AC-B C(AC-B2)

b

Din aceste relatii se vede y = ax + b, deci (; ,g) se gaseste pe dreapta (d).

Exemplul 6. Fie seria statistica data de tabelul :

Xi 1 2 3 4 5 6

Yi 2,10 | 2,41 | 2,75 | 3,03 | 3,24 | 3,51

Sa se determine dreapta de regresie a lui Y asupra lui X si cu ajutorul acesteia

sa se faca prognoza lui Y cand X ia valoarea 10.

Solutie. Efectuand calculele obtinem pentru n=6:

—_13& _ o1& L2 13 o _ .
x==>x;=3,5; y=—>y;=2,84; x == X =15,16;
ni=1 ni=1 ni=1
— 12 xy-x-y 10,74 -9,94
xy=— xy; =10,74. a=2—2> =22 =~ =0,28
a W2 _(f 1516-1225

b=y-a -x=2,84-0,98=186
Astfel, ecuatia dreaptei de regresie empirica este: y=0,28x+1,86.

Atunci, pentru x=10 , avem y=4,66.

2.4. ESTIMATII SI SEMNIFICATIA
PARAMETRILOR UNEI REPARTITII.

In teoria probabilitatilor ipoteza de la care se pleaca este cunoasterea variabilelor
aleatoare prin functiile de probabilitate sau prin functiile de repartitie.
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Statistica pleaca de la masuratorile efectuate asupra unei caracteristici si cauta sa
gaseasca modelul probabilistic teoretic exact caruia i se supune caracteristica
respectiva.

Teoria estimatiei urmareste evaluarea parametrilor unei repartitii in general
cunoscute. Valorile numerice obtinute se numesc estimatii sau estimatori.

Estimatiile sunt de doua feluri: estimatii punctuale si estimatii prin intervale de
incredere.

2.4.1. Estimatii punctuale. Metoda verosimilitatii maxime.

Fie o populatie statistica de caracteristica X care are functia (densitatea) de
probabilitate f{x,a) depinzand de un singur parametru ce trebuie estimat. Extragand
succesiv n elemente din aceasta populatie se obtin esantionul de valori {x1,xz,..., Xn}.

Functia de probabilitate f(x,a) corespunzator valorilor x; ia valorile
flxi ,0)=P(X=xi), =1,2, . . . ,n.

Deoarece variabila de selectie presupune realizat evenimentul

(X = x;), atunci probabilitatea realizarii simultane a evenimentelor independente
1

Dk

i
n

(X=xi) , adicd a evenimentului ()(X = x;), este
i=1
n n n
Pl (X =x;) |= [TP(X = x;) = [1f(x;,2).
i=1 i=1 i=1
Definitia 1. Functia definitd prin probabilitatea ca variabila aleatoare X sa ia
exact valoarile ea xi ,i=1,2, . . . ,n se numeste functia de verosimilitate a lui X si se
noteaza:
n
L(x,4) =[] f(xi,4), unde X =(x1,x3,..., %5 ) - (1)
i=1

Deoarece functia logaritm natural este o functie crescatoare, rezulta ca functiile
L(x,A)si InL(x,A) isi ating simultan maximul. Or, acesta poate fi atins in punctele in

care derivata este nula, adica
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v n .
alnL(x,/i):O sau z&lnf(xl,l):
oA i1 oA

0.
(2)

n .
Definitia 2. Ecuatia Y 20/ (%24

= 0 se numeste ecuatia de
i1 04

verosimilitate.
Orice solutie B*a ecuatiei de verosimilitate se numeste estimatorul
de maxima verosimilitate al parametrului

Metoda de calcul a estimatorului cu ajutorul ecuatiei de verosimilitate este
numita metoda verosimilitatii maxime.

Prin metoda verosimilitatii maxime parametrului B i se atribuie o

valoare numerica, adica un punct @* de pe dreapta reala. O astfel de estimatie se mai
numeste estimatie punctuald.

2.4.2. Estimatii prin intervale de incredere.

Fie o populatie statistica de caracteristica X care are functia (densitatea) de
probabilitate f{x,2@ depinzand de un singur parametru B ce trebuie estimat. Extragand
succesiv n elemente din aceasta populatie se obtin esantionul de valori {x1,xz,..., Xn}.

O alta procedura de estimare a unui parametru a unei distributii

teoretice f{x,) a unei caracteristici X a unei populatii statistice este ce a intervalelor de
incredere Aceasta consta in determinarea, pe baza unui esantion de valori {xi,x2,...,

xn} ale lui X, a unui interval (ZIJE) ,unde 4 = A5 (X1, X010 X ) Ay = A (X1, X910 Xp,) 5

astfel incat pentru o probabilitate data Bz, EEEREFRR]1, sa avem: P(ﬁ; <A< ﬂz ): P.
Relatia P(Zz <A< 2;)= P are urmatoarea semnificatie:

Cu probabilitatea B, intervalul MI,AE) acopera adevarata valoare a parametrului

|®
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Definitia 3. O estimatie de tipul P(AI <A <l§):P se numeste estimatie de

incredere.

Probabilitatea P nu depinde de parametrul A si se numeste probabilitate de
incredere (sigurantd) sau nivel de incredere (sigurantd).

Probabilitatea o =1— P poarta numele de probabilitate (coeficient) de risc, prag de
semnificatie. sau inca probabilitatre de transgresiune.

Intervalul (/‘f{,/fé) poarta numele de interval de incredere pentru parametrul 1.
Diferenta AE - /’Li se numeste lungimea intervalului de incredere.
Elementul aleator este intervalul de incredere (/II,AE) sinu

parametrul @. Acest interval depinde de datele de selectie si variaza de

la o selectie la alta. Cu cat acest interval este mai mic si probabilitatea P=1—-« este
mai apropiata de 1, cu atat avem o indicatie mai precisa asupra parametrului B.

Practic pentru a se iau valorile 0,05 ; 0,01 ; 0,001 ; etc.

Multimea valorilor de selectie (xi,xz, . . . ,xn) pentru care
* *
MN(X1,X0,....Xn ) <A< A2(X1,X2,....Xn ), (3)

se numeste regiunea de acceptare pentru parametrul B.

Aplicatie : Determinarea intervalelor de incredere pentru media teoretica
a legii normale.

Intervalele de incredere pentru media teoreticA m a caracteristicii X a unei
populatii, care urmeaza o lege de repartitie normala EEXEEmMER) se pot determina in
doua cazuri:

Cazul 1. Se cunoaste abaterea standard ¢ a caracteristicii X.

Se considera caracteristica X care urmeaza legea normald Nm,c) cu meR
necunoscut si o >0 cunoscut. Vom determina un interval de incredere pentru m cu
o probabilitate de incredere 1-a data si cunoscand datele de selectie xy,x9,...,x, .

Se arata ca:
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Propozitia 1. Intervalul de incredere pentru media teoreticA m a unei
caracteristici care urmeaza legea normala a carei abatere standard o este cunoscuta,

este:

- L t<m<x+-Z. 4)

Jn Jn

unde:

X = x; este media de selectie,

S|+
INGE

o este abaterea standard (data, cunoscuta),
n este volumul esantionului,

t se determina din tabela functiei Laplace B(t) din conditia 2CD(t):1—a , pentru
probabilitatea de incredere &£ =1— « precizata.
Exemplul 1. Pentru estimarea unui interval de incredere pentru temperatura

medie in luna martie la Craiova, au fost inregistrate si calculate temperaturile medii
lunare in lunile martie de-a lungul a n=50 de ani (1950-1999) de la Statia

Meteorologica Craiova. Pentru aceasta selectie s-a obtinut media x = 4,46°C.
Cunoscand ca variabila X (reprezentand media lunara a temperaturii medii in
luna martie la Craiova) are distributia normala Nm,ZZER a carei abatere standard a

variabilei este B=2,8 sa se determine intervalul de incredere pentru media m cu
probabilitatea de risc a =0,05.

Solutie. Volumul selectiei fiind suficient de mare (n=50>30), media de selectie a
variabilei X (reprezentand media lunara a temperaturii medii in luna martie la Craiova)
are distributia normala N(O, I).

Datele problemei cunoscute si calculate sunt:

X =4,46°C, B=2,8, n=50.

Apoi pentru « = 0,05 gasim Zq)(t) =1-a=0,95, q)(t) = 0,475, iar din tabela functie
Laplace gasim t=1,96.

Astfel obtinem:

t=446—25 106~370,my =% +-C -t = 4,46+-25 196 ~521.

50 Jn V50

(o3

In

m1=)_C—
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Deci intervalul de incredere pentru m este 3,70 < m < 5,21.

In concluzie in luna martie la Craiova, cu o probabilitate de 0,95 temperatura

medie poate avea valori intre 3,700 C si 5,210 C.

Cazul 2. Nu se cunoaste abaterea standard o a caracteristicii X.

In cazul in care nu se cunoaste abaterea standard B, ea va fi estimata cu ajutorul

datelor de selectie.

Ca estimator al dispersiei vom lua dispersia de selectie modificata

k
~ 1 =
§2- Y (x-X)%.
n-1:
i=1
In acest caz se arata ca :

Se arata ca:

Propozitia 2. Intervalul de incredere pentru media teoreticA m a unei
caracteristici care urmeaza legea normala a carei abatere standard nu este cunoscuta,

este:

_ s ,_ s
- =t =t 5
(x - X+ - ] (S)

unde:

X; este media de selectie,

x|
I
S|k
INGE

~ 1 k _
S = \/—1 > (x; - x)2 este estimatorul abaterii standard o,
n—1iz

n este volumul esantionului,

t se determina din tabela repartitiei Student cu k=n-Igrade de libertate din

conditia F( t)=1—g, corespunzatoare probabilitatii de risc « precizata (sau

1+P
F(t) =———,unde P este nivelul de siguranta)
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Exemplul 2. Fie X o variabila aleatoare distribuita normal pentru care s-a realizat
urmatorul esantion:

x | 39,75 | 40,25 | 39,5 | 39,50 | 40,25

i 6 7 8 9 10

xt | 40,50 | 40,00 | 39,75 | 40,00 | 40,00

Se cere sa se determine un interval de incredere pentru media m cu coeficientul de
risc B@=0,05.

Solutie. Folosind valorile xi , i=1,...,10, gasim :

10 10
x= 19y, =390 399552 1% _%2-L.117-013; 5-036.
105 10 95 9

Corespunzator la k=n-1=9 grade de libertate, pentru £=0,05,
P=1-EFR0,95, in tabelul repartitiei Student se gaseste t=2,262.
Atunci aplicand formulele obtinem:

my =% ——> .t =3995- 20 2967 — 39,89,

n-1 \/5

s 0,36

—— t=39,95+———.2,262 = 40,22 .
Jn NE)

Deci intervalul de incredere este (39,68;40,22).

mo =X+

Prin urmare, cu o probabilitate de 0,95 media m se gaseste in intervalul
(39,68;40,22).

2.4.3. Semnificatia parametrilor unei repartitii. Ipoteza nula.

Rezultatele prelucrarii datelor de selectie relativ la o caracteristica a unei populatii
obtinute pe un esantion din populatia respectiva au un caracter relativ in sensul ca
ele nu coincid neaparat cu rezultatele ce s-ar obtine prin prelucrarea intregii populatii.
La fiecare extragere a unei probe dintr-o populatie, se obtin alte valori pentru medie,
varianta, frecvente relative, coeficient de corelatie, etc., valori care se abat mai mult
sau mai putin fata de valorile adevarate ale parametrilor populatiei.

Teoria probabilitatilor ofera insa proceduri pentru evaluarea rezultatelor
prelucrarilor datelor selective, permitind o estimare, in termeni de probabilitate, a
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marjei maxime de eroare ce se poate comite prin utilizarea marimilor din esantion in
locul celor care caracterizeaza populatia.

Ne putem astfel intreba daca este sau nu semnificativa diferenta dintre dintre
un indice stabil (obtinut pe cale teoreticA sau din cercetari anterioare) si indicele
rezultat din cercetarea unei probe sau daca este sau nu semnificativa o diferenta
dintre indicii privind doua sau mai multe probe.

Pentru a putea raspunde la problema semnificatiei se formuleaza initial o ipoteza
care in urma analizei va fi acceptata sau respinsa.

Frecvent se foloseste ipoteza nula (Ho) care consta in presupunerea ca abaterea
indicilor estimati fata de parametri populatiei este zero (nula) :

Definitia 4. Fie o repartitie unidimensionala caracterizata de o densitate de
probabilitate f(x,1) dependenta de parametrul necunoscut A. Ipoteza conform careia

A are valoarea A, se noteaza
[Ho : A=19]
si poarta numele de ipoteza nuld.

Verificarea unei astfel de ipoteze statistice inseamna supunerea acesteia unor
probe, numite teste de semnificatie, operatii in urma carora ipoteza se respinge sau se
accepta.

Respingind ipoteza nula, se accepta semnificatia abaterii respective. Acceptind-o
rezulta ca nu exista nici un temei pentru a accepta semnificatia diferentei.

In luarea deciziei privind respingerea sau acceptarea ipotezei nule sunt posibile
urmatoarele situtii:

Realitatea Ho Ho
(necunoscuta) FALSA ADEVARATA
Decizia
RESPINGE Ho CORECTA ERONATA
ACCEPTA Ho ERONATA CORECTA

Datorita caracterului intamplator al selectiei, la verificarea ipotezei nule se vede ca
exista intotdeauna riscul de a lua o decizie eronata. Sunt posibile doua tipuri de erori
in verificarea ipotezei nule:

Erori de genul I, prin care pe baza rezultatelor prelucrarii datelor caracteristice
esantionului, se respinge ipoteza nuld cind ea este de fapt adevdratd la nivelul
populatiei ;
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Erori de genul II, cand, pa baza aceluiasi esantion, se accepta ipoteza nuld, ea
fiind de fapt falsa la nivelul populatiei.
Astfel se pot pune in evidenta urmatoarele probabilitati:

e Probabilitatea de respingere a ipotezei nule desi ea este adevarata (numita
probababilitatea comiterii erorii de ordin unu sau riscul de genul 1), notata cu «a
si poarta numele de probabilitate de transgresiune sau nivel de semnificatie.
Pentru a reduce erorile de genul I trebuie respinse numai ipotezele care se
realizeazd cu o probabilitate mai micd de 5%. In unele situatii se resping
ipotezele care se realizeaza cu o probabilitate mai mica de 1% sau 0,1%.

e Probabilitatea de acceptare a ipotezei nule desi ea este falsa (numita

probabilitatea comiterii erorii de ordin doi sau riscul de genul II), notatd cu f. In
practica se alege de obicei f=0,10 sau £=0,05.
Probabilitatile celor doua tipuri de erori sunt legate prin relatia FEREERER1 .

Orice decizie s-ar lua fata de ipoteza nula, totdeauna avem in fata un risc, acesta
fiind de aspecte contrare. Astfel, daca ne propunem sa micsoram riscul de a respinge o
ipoteza adevarata se micsoreaza probabilitatea B dar in acelasi timp se mareste
probabilitatea PIPREERE, deci se mareste riscul de a acepta o ipoteza falsa.

Alegand un test, prin marirea volumului selectiei putem micsora oricat de mult
probabilitatea comiterii unei erori, dar nu totdeauna a ambelor. Impunand « (de
regula 0,01 sau 0,05), S rezulta ca o consecinta si invers. Nu se poate afirma care din
aceste probabilitati trebuie sa fie mai mica, neexistand o regula in aceasta privinta.

De exemplu, daca dorim sa verificAm un produs alimentar, produs ce urmeaza
a fi livrat de un furnizor catre un beneficiar, din punctul de vedere a unui anumit
parametru (cum ar fi, de exemplu, compozitia unui unui anumit ingredient care peste
un anumit grad de concentrare devine vatamator) comiterea unei erori de ordinul doi
este mai grava decat comiterea uneia de ordinul unu.

In controlul statistic al calitatii produselor riscul de genul I (a)mai poarta
numele si de riscul furnizorului, care are tot interesul ca probabilitatea de respingere a
unui lot bun de produse sa fie cat mai mica. Riscul de genul II (/3 )se mai numeste si
riscul beneficiarului, care este de asemenea interesat ca probabilitatea acceptarii unui
lot necorespunzator sa fie cat mai mica. O organizare rationala a controlului de
receptie consta in alegerea de comun acord, de catre beneficiar si de catre furnizor a
unor riscuri cat mai mici.

Aplicatie: Teste de semnificatie al mediei experimentale ale unei
distributii.
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Fie X o variabila aleatoare definitd pe o anumita populatie, presupusa ca urmeaza
legea normala de parametri m si B, a carei de medie teoretica m=M(X) este estimata
prin media X a unui esantion xi,xz,.. .,x» de volum n extras din populatia respectiva.

Ca si in cazul determinarii intervalelor de incredere pentru m, studiat in
sectiunea precedenta, cercetarea semnificatiei lui x se face testand ipoteza nula [Ho:
m=mo| si se face considerand doua cazuri dupa cum se cunoaste, sau nu, abaterea
standard B .

O asemenea decizie are intotdeauna la baza calculul intervalului de incredere ce
corespunde unui prag de semnificatie ales, adica ipoteza nula se accepta daca
parametrul apartine intervalului de incredere si se respinge in caz contrar.

Cazul 1. Se cunoaste abaterea standard Bl a caracteristicii X.

Presupunem cunoscuta abaterea standard B a acestei variabile si ne propunem
sa determinam un interval de incredere pentru media teoretica m.

Testarea ipotezei [Hy : m=mo | consta in acceptarea sau respingerea intervalului de
incredere pentru m cu probabilitatea de incredere P =1-« precizata (unde o este
probabilitatea de transgresiune), adica ipoteza Hp se accepta daca

=

-2 .t x+

Jn

-t) si se respinge in

< o . . ..
caz contrar. Numarul sy = —= mai poarta numele de eroarea standard a mediei.

Jn

Practic:

e Cu ajutorul esantionului xi,x9,...,x,, de volum n extras din
_ 1=
e populatie se calculeaza media de selectie X =—)_ x;
n_

e Cu valorile date sau calculate n,myp,0 si Xse determina valoarea

_ [ —my|
lculat o/ \/Z .
e Pentru probabilitatea de incredere P se determina valoarea
t = Tiapelqr din tabela functiei Laplace @(t) din conditia 2CD(t) =P

TCCl

pentru probabilitatea de incredere P =1— « precizata.
Se compata Tegicuiat Si Tiabelar tragandu-se concluziile:

» daca T.gcuat < Ttabelar » S€ admite ipoteza nula Ho;

» daca T.gcuat > Tiapelar » S€ respinge ipotea nula Hp.
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Observatia 1. Acest test se aplica atunci cand abaterea standard teoretica o este
cunoscuta dinainte iar valoarea lui Xx provine dintr-un esantion de volum mare

(n > 30) extras dintr-o populatie normal distribuita.

Exemplul 3. S-a stabilit experimental ca nivelul colesterolului in organismul unui
adult este o variabila aleatoare normala cu dispersia o? = 48,4 . O selectie aleatoare de

n =41 adulti a dat un nivel mediu observat al colesterolului x = 213

Sa se testeze ipoteza [Ho : m = 200)] la un nivel de semnificatie « =0,05.

Solutie. Datele problemei conduc la n=41, x=213, o=.484=6,96 Volumul

selectiei fiind suficient de mare (n=41>30), putem aplica acest test si avem:
T |J_c—m0| |213—200| 13
caleulat =" 1 Jn ~ 696/41 696

Pentru P= 0,95 din egalitatea 28(t)=P gasim B(t)=0,475 iar din tabel se deduce
t= Ttabelar =196.

6,4~1195.

Cum Tgicuiar =1195>196 = Ty peiqr rezulta ca se respinge ipoteza [Ho: m=4,40] cu
prag de siguranta P=0,95.

Cazul 2. Nu se cunoaste abaterea standard B a caracteristicii X.

In cazul in care nu se cunoaste abaterea standard B, ea va fi estimata cu ajutorul
datelor de selectie.

Vom lua ca estimator abaterea standard modificata s.

Testarea ipotezei [Hy : m=mo | consta in acceptarea sau respingerea intervalului de
incredere pentru m cu probabilitatea de incredere P =1- precizata (unde « este

probabilitatea de transgresiune), adica ipoteza Hy se accepta daca
_ s ,_ s . L
X——=-t,Xx+—="-1| si se respinge in caz contrar.
Jn Jn
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Practic:

e Cu ajutorul esantionului xi,x5,...,x,, de volum n extras din populatie se
1 n
calculeaza media de selectie X = —) x; .
n_

e Cu valorile date sau calculate n,m0,§ si xse determina valoarea
Tealcutat = fe —mo|
cailcula g/\/;
e Pentru probabilitatea de incredere P, din tabela distributiei Student cu k=n-I
grade de libertate se determina valoarea Ty;peiqr ca fiind valoarea lui ¢ pentru

care F(t) = 1+2P .

Se compata Togicuiar S Trapelqr tragandu-se concluziile:

> daca T.gculat < Tiabelar » S€ admite ipoteza nula Ho;

» daca T.gcuat > Ttapelar » S€ respinge ipotea nula Hp.

Observatia 2. Acest test, numit Testul “t”, se aplica atunci cand abaterea
standard teoreticaA o nu este cunoscuta dinainte iar valoarea lui X provine dintr-un
esantion de volum mic.

Exemplul 4. Fie X caracteristica unei populatii statistice pentru care s-a
realizat urmatorul esantion:

i 1 2 3 4 5

x | 39,75 | 40,25 | 39,5 | 39,50 | 40,25

i 6 7 8 9 10

xt | 40,50 | 40,00 | 39,75 | 40,00 | 40,00

Pentru acest esantion s-au calculat media de selectie si abaterea medie patratica de
selectie x =39,95 si §=0,36.

Sa se verifice ipoteza [Ho: m=40] pentru un prag de siguranta de P=0,95.

Solutie. Avem de verificat ipoteza [Ho: m=40]. Valorile calculate sunt : x =39,95si

N |x-mqg| [39.95—40

S = 0,36, T lcul =—0 = =
calwat T 5idn 036/410

0,4394
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Corespunzator la n-1=9 grade de libertate, pentru P=0,95, in tabelul repartitiei
Student se gaseste Ty, pelqr = 2,262

Cum Togcutar = 0,4394 < Tigperar = 2,145, rezulta ca se admite ipoteza [Hy: m=40]
cu un prag de siguranta de 95%.

2.5. ANALIZA ERORILOR DE MASURARE

2.5.1. Erori de calcul si de masurare.

Valorile numerice rezultate ca urmare a masurarii unor marimi fizice in cadrul
unui experiment pot fi afectate de erori.

Definitia 1. Fie x valoarea reala a unei marimi si fie a o aproximatie a sa
(obtinuta prin calcul sau ca rezultat al unei masurari).

Diferenta
ey =x-a (1)
se numeste eroare absolutd de calcul sau de masurare.

Raportul

e e
£y =—% sau gy = —=% (2)

x ex+a

se numeste eroare relativad.
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Eroarea relativa este mai semnificativa in cazul in care eroarea absoluta este in
valoare absoluta foarte mare sau foarte mica.

In functie de cauzele producerii erorilor acestea se pot clasifica in:

10, Erori grosolane. Aceste erori apar ca urmare a incorectitudinii efectuarii
masuratorilor (neutilizarea corecta a instrumentelor sau a principiilor de folosire a
acestora) sau ca rezultat al neatentiei operatorului care efectueaza masuratoarea
(inregistrand valori pe care le confunda sau altele decat cele observate).

Rezultatele ce contin erori grosolane constau in abateri foarte mari, difera
esential ca valoare de rezultatele celorlalte masuratori si au probabilitate mica de
aparitie. De aceea aceste erori trebuie eliminate inca in procesul de masurare. In caz
contrar, daca acest lucru nu a fost facut, se foloseste Criteriul de excludere a erorilor
grosolane care va fi expus mai tarziu.

20, Erori sistematice. Sunt acele erori care nu variaza la repetarea masurarii
in aceleasi conditii sau variaza in mod determinabil odata cu modificarea conditiilor de
masurare. Ele se datoreaza unor cauze bine determinate, se produc intotdeauna in
acelasi sens, au valoare constanta in marime si semn sau variaza dupa o lege bine
determinata si pot fi eliminate prin aplicarea unor corectii.

Erorile sistematice pot fi la randul lor:

a). Erori sistematice obiective:

e FErori de aparat (instrumentale)-datorate unor caracteristici constructive ale
aparatelor, incorectei etalonari, uzurii;

e Erori de metodd- aparute ca urmare a principiilor pe care se bazeaza metoda de
masurare, a introducerii unor simplificari sau utilizarii unor relatii empirice;

e Erori produse de factori externi (erori de influentd)- deosebit de greu de evaluat
prin calcule, deoarece nu intotdeauna pot fi cunoscute cauzele si legile de variatie in
timp a conditiilor de mediu (temperatura, presiunea, umiditatea, campuri magnetice,
radiatii etc.). Pentru eliminarea lor se impune asigurarea conditiilor de mediu cerute
de producator pentru instalatia de masurat.

b) Erori sistematice subiective (de operator), provenind din modul subiectiv in
care operatorul apreciaza anumite efecte (coincidente de repere la citirea rezultatelor,
intensitati luminoase etc.) si care tin de gradul sau de oboseala, de starea sa psihica
sau de anumite deficiente ale organelor de perceptie.

3°. Erori aleatoare (intamplatoare) sunt erorile de masurate care au ramas
dupa eliminarea tuturor erorilor grosolane si sistematice aparute. Ele apar apar din
cauza unei multimi de factori a caror influenta individuala este neglijabila, din care
cauza nu exista posibilitatea depistarii si inlaturarii acestor influente
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Erorile aleatoare sunt inevitabile, nu sunt controlabile si nu pot fi inlaturate din
rezultatele individuale ale masuratorilor.

Studiul influentei erorilor aleatoare se bazeaza pe cunoasterea legilor lor de
repartitie.

Se pune problema estimarii adevaratei valori a unei marimi masurate pe baza
rezultatelor mai multor masuratori. Dupa masurarea repetata a valorii x se obtine un
sir de valori, fiecare dintre ele continand o anumita eroare necunoscuta. Pe baza
acestor masuratori se doreste calcularea valorii aproximative a lui x cu o eroare cat
mai mica posibil.

2.5.2. Repartitia erorilor aleatoare de masurare.

Erorile aleatoare de masurare sunt caracterizate de o lege de repartitie bine
determinata care poate fi stabilita repetand de un numar mare de ori, in conditii
identice, masurarea unei anumite marimi si considerand numarul m de rezultate ale

- e . o m . -
masurarilor ce cad intr-un anumit interval. Raportul — dintre acest numar si
n

numarul n al tuturor masuratorilor efectuate (numit frecventa relativa de a cdadea in
intervalul considerat) tinde catre o anumita constatnta cand numarul tuturor
masuratorilor n este suficient de mare. Acest lucru permite aplicarea teoriei
probabilitatilor la studiul erorilor aleatoare de masurare.

In modelul probabilistic teoretic erorile aleatoare e, =x—a se considerd ca

variabile aleatoare Z ce pot lua orice valoare reala, iar fiecarui
interval (zl,zg) ii corespunde un numar bine determinat care este probabilitatea ca

variabila aleatoare s ia valori in acest interval, notatd P(z; < Z < z,) si care este chiar

constanta care aproximeaza frecventa relativa ca erorile aleatoare sa cada in intervalul

considerat:
m
— zP(Zl <Z<Zz).
n

Cel mai adesea se considera ca lege repartitie a erorilor aleatoare de masurare
repartitia normala a carei densitate de repartitie este:

90(9@"7) = me )
(3)

unde parametrul o (0 > O) caracterizeaza precizia masuratorilor.
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Cum erorile de masurare pot fi pozitive sau negative este de interes cazul in
care acestea se afla intr-un interval simetric (— z,z) , z>0, caz in care probabilitatea

din formula (3) se scrie:

P(—z<Z<z):P([Z|<z):2-<D(§j,

unde @ este functia integrala a lui Laplace ale carei valori sunt date in tabele (vezi
ANEXE, Tabelul 1).

Notand Z = t >0, deducem:
o

P(z| < to)=2a(t). (4)

Trecand la probabilitatea evenimentului contrar, rezulta ca probabilitatea ca eroarea
aleatoare sa depaseasca limitele tto, t >0, este :

P(Z| > to)=1-2a(t) (5)
Pentru a usura calculele, valorile probabilitatii 1-2@(t) sunt date in tabela
( vezi ANEXE, Tabelul 2) pentru valorile lui t>2,5.

Pentru t=3 avem P(|Z| > 30) =1-2@(3)=0,0027, deci evenimentul ca eroarea

aleatoare Z sa iasa in afara intervalului de limite +3c poate fi considerat ca un
eveniment practic imposibil.

Cu atat mai mult, pentru valori mari ale lui t probabilitatea data de (5) este foarte
mica, de exemplu:

P(Z|>40)=1-20(4)=6-10"°, P(z|>50)=1-2a(5)=6-10".

Pe baza acestor consideratii suntem indreptatiti sa acceptam urmatorul
rezultat:

Regula de trei sigma (pentru erorile aleatoare): Erorile aleatoare de masurare
sunt mdrginite in valoare absoluta de 3o .

Observatia 1. Daca erorile aleatoare z=x—-a urmeaza legea normala atunci
rezultatele masuratorilor x =a+ z au densitatea de probabilitate:

_(xfa}2
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care este legea normala generala de parametrii a si o .

Legea de repartitie normala a erorilor reflecta proprietatea de simetrie a erorilor
(erorile aleatoare de semne diferite se intralnesc la fel de des) si proprietatea de
concentrare a erorilor (erorile aleatoare de masurare mici in valoare absoluta apar mai
frecvent decat cele mari).

Observatia 2. Asa cum am dovedit, parametrul o reprezinta abaterea medie

patratica a legii normale iar patratul sau o2 , dispersia acestei legi.

Pentru variabila aleatoare a erorilor aleatoare de masurare care urmeaza legea

normala (3), aceste valori se numesc indicatori ai preciziei de masurare (parametrul o

poarta numele de eroarea medie pdtraticd sau eroarea standard iar patratul sau 02,

dispersia erorilor).

In afara acestora se mai utilizeaza si alti indicatori ai preciziei de masurare,
cum ar fi:

Eroarea probabila:

p=0,6745-0, ®(p)=0,25. (7)

Eroarea medie absoluta:

0
20
9= [|x] p(x;0)dx=—"===0,7979 -5 . (8)
Id-olwioke= 72
Masura preciziei:
1
h=——=0,7071-0. 9)

o2

2.5.3. Eliminarea erorilor aparute neasteptat.

Am vazut in prima sectiune ca in cazul aparitiei in cadrul procesului de
masurare a unor erori grosolane acestea trebuiesc verificate eliminate pe cat posibil
inca in cadrul acestui proces.

Daca o astfel de verificare nu a fost facuta la timpul potrivit atunci problema
eliminarii unei valori “apdrute in mod neasteptat” se rezolva pe baza compararii acestei
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valori cu celelalte rezultate ale masuratorilor. Presupunand ca toate masuratorile se
fac cu acelasi grad de precizie si independente una de alta, formulam criterii de
eliminarea a unei erori grosolane dupa cum se cunoaste sau nu eroarea medie
patratica ¢ a masuratorilor.

10, Metodd de eliminare pentru ¢ cunoscut.

Sa notam valoarea “aparuta neasteptat” prin x» si celelalte valori acceptate ale

masuratorilor cu xy,xs,...,x,. Fie X media aritmetici a acestor valori. Pentru

-
raportul

|X* - )_C|

t=———— (10)

- oy(n+1l)/n
calculam probabilitatile 1-2@(t) din Tabelul 2 (ANEXE).

Aceasta ne va da probabilitatea ca raportul considerat sa ia intamplator o valoare
mai mare sau egala cu t, conditionat de faptul ca valoarea x+ nu reprezinta o valoare

cu eroare grosolana (adica eroarea rezultatului este intamplatoare).

Daca probabilitatea calculata este foarte mica, atunci valoarea “aparuta
neasteptat” se considera a fi cu o eroare grosolana si ea va fi exclusa din prelucrarea
ulterioara a rezultatelor masuratorilor.

Probabilitatea respectiva trebuie luata nici prea mica deoarece ar putea scapa
erori grosolane si nici prea mare deoarece am putea exclude si rezultate cu erori
aleatoare, necesare pentru o prelucrare corecta a rezultatelor masuratorilor.

De obicei se considera urmatoarele nivele de excludere:

e Nivelul 5 % (se exclud erorile a caror probabilitate de aparitie este sub 0,05);

e Nivelul 1 % (se exclud erorile a caror probabilitate de aparitie este sub 0,01).
Pentru un nivel ales « (mic) al probabilitatii aparitiei “valorii neasteptate”, se
considera ca valoarea x: contine o eroare grosolanda, daca probabilitatea
corespunzatoare raportului ¢t dat de (10) satisface inegalitatea 1-2®(t) <« . Spunem

in aces caz ca valoarea xs contine o eroare grosolana cu nivelul de incredere P=1-2F

Valoarea t=tP), pentru care 1-2@(t) =, deci 28(t)=P,se numeste valoare critica

a raportului (11) cu siguranta P. Astfel, daca BFO,01 (nivel 1%) atunci P=0,99 iar
valoarea critica t=tP)=2,576 (Vezi ANEXE, Tabelul 6) si de indatda ce raportul (11)
depaseste aceasta valoare critica, vom putea elimina valoarea “aparut neasteptat” x=
cu siguranta 0,99.
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Exemplul 1. 1. Fie o serie de n+1=41 rezultate ale unor masuratori
independente, efectuate cu eroarea medie patratici o =0,133. In aceste masuratori s-

a descoperit o valoare “aparuta neasteptat” x, =6,866, iar media aritmetica a

celorlalte 40 de masuratori este x=6,500. Sa se decida daca valoarea “aparuta
neasteptat” contine o eroare grosolana si deci poate fi exclusa din prelucrarile
ulterioare.

Solutie. Suntem in cazul de eliminare cand se cunoaste precizia de masurare
exprimata prin o =0,133. Pentru valorile mentionate calculam raportul:

‘- |X* - JC| . 0,366 ~ 2’72 .

Cof(n+l)/n  0,133/41/40

Din Tabelul 2 din ANEXE, valorii t=2,72 1i corespunde probabilitatea
1-2@(t) =0,0066 < 0,007 . Prin urmare cu o siguranta P> 0,993 se poate considera ca

valoarea x, =6,866 contine o eroare grosolana si se va exclude din prelucrarea

ulterioara a rezultatelor masuratorilor.

20, Metodd de eliminare pentru o necunoscut.

Daca eroarea medie patratica o a masuratorilor nu se cunoaste dinainte,
atunci aceasta se estimeaza pe baza rezultatelor masuratorilor luand ca estimator al

. . s~ 1 & _
lui BF abaterea standard modificata S = \/—1 > (o - x)? .
n-1:
i=1

In acest caz se considera raportul

|)C*—)_C|
t="—
S

care se compara cu valorile critice t:(P) din Tabelul 6 (ANEXE), pentru n dat si

Daca pentru un numar dat de observatii n raportul (11) se afla intre doua valori
critice cu sigurantele P; si P2 (P: < P2), atunci cu o siguranta a concluziei mai mare
decat P; se poate considera ca valoarea “aparuta neasteptat” contine o eroare
grosolana si o vom elimina din prelucrarea ulterioara.

In caz contrar, daca siguranta concluziei se dovedeste insuficienta, aceasta nu
dovedeste absenta unei erori grosolane, ci numai faptul ca nu avem suficiente motive
ca sa excludem valoarea “aparuta neasteptat”.
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Exemplul 2. Consideram acceptate rezultatele a n masurari independente de
egala precizie, pentru care media aritmetica este x=6,5 iar abaterea standard

modificata S =0,133 si fie cea de a (nt+1)-a masurare care conduce la valoare “aparuta
neasteptat” x, =6,866. Sa se decida daca valoarea “aparuta neasteptat” contine o

eroare grosolana si deci poate fi exclusa, pentru urmatoarele cazuri:
a). n=40 si nivelul de siguranta P=0,99.
b). n=6 si nivelul de siguranta P=0,95.

e —X| _ 0,366 _

Solutie. a). Calculam t=-—— ~
S 0,133

2,75.

Fie n=40 numarul de rezultate acceptate si un nivel de siguranta de P=0,99.
Atunci pentru n=40 si nivelul de siguranta P=0,99 din Tabelul 6 gasim valoarea
critica tn(P)=2,742.

Cum ttP)2,742< t~2,75 rezulta ca valoarea x,. =6,866 se poate elimina cu o

siguranta a concluziei mai mare decat 0,99.

b). Presupunem acum n=6 si nivelul de siguranta P=0,95. In acest caz din
Tabelul 6 gasim tn(P) =2,78.

Cum tnP)=2,78 > t = 2,75 rezulta ca valoarea x, = 6,866 nu se exclude cu o siguranta
mai mica decat P=0,95.

2.5.4. Estimari prin intervale de incredere pentru masurari de
precizii egale.

Presupunem ca erorile aleatoare de masurare se supun legii normale si ne
propunem a calcula estimatiile adevaratei valori a a unei marimi masurate prin
intervale de incredere simetrice de forma

X—e<a<x+e ,
sau

la-x|<e, (12)
unde x este media aritmetica a masuratorilor.

Marimea ¢ se determina fixandu-se nivelul de incredere (siguranta estimatiei)
P la una din valorile 0,95 sau 0,99.
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Estimarea cu ajutorul intervalelor de incredere se face in doua situatii dupa
cum se cunoaste sau nu eroarea medie patratica ¢ (su o alta caracteristica a preciziei
masurarilor).

10, Estimarea cu ajutorul intervalului de incredere in cazul cind se cunoaste
precizia masurdrilor.

Daca se cunoaste eroarea medie patratica o (su o alta caracteristica a preciziei
masurarilor) atunci intervalul de incredere (12) este de forma

la - %] < t(P)% : (13)

unde n este numarul de masurari iar valoarea t=tfP,n-1) se determina fixandu-se
nivelul de incredere P cu ajutorul relatiei 2B(t)=P (vezi ANEXE, Tabelul 2). Se obtine
astfel

ezt(P)%. (14)

Exemplul 3. Consideram zece masurari ale unei aceleiasi marimi fizice date in
tabelul de mai jos :

x; |35,6 359 |36,1 | 36,2 | 36,6 | Total

n |1 3 3 2 1 10

Presupunem ca se cunoaste precizia masurarilor (abaterea standard o =0,28).
Se cere sa se estimeze prin intervale de incredere adevarata valoare a marimii
masurate a cu o siguranta P=0,99.

Solutie. Determinam mai intadi media x folosind metoda zeroului fals. Astfel,
completam tabloul de mai jos, luand xg = 36,1 si folosim metoda zeroului fals:

X ng | fi | | fibexo) oxp =X | (x; - % | (x; -X)2f
35,6 1 |01 |-05 | 005 |-046 |02116 |0,02116
35,9 3 [03|-02 |-006 |-0,16 |0,0256 |0,00768
36,1 3 03] o 0 0,04 |0,0016 | 0,00048
36,2 2 02|01 | 002 | o014 |00196 |0,00392
36,6 1 |o01] 05 | 005 | 054 |02913 |0,02013
Total | 10 20,04 0,06237

k
X=xq+ Z(xi -xo)- fi =36,1-0,04 =36,06.
i=1
Dispersia empirica modificata este
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n
52 = Ll (xl- —)_C)2 fi = %-0,06237 =0,0693, de unde pentru abaterea standard
n-lia
modificata gasim S ~ 0,26.
Pentru nivelul de incredere P=FE(t)=2,99, adica 1-P=0,01 gasim in Tabelul 2
(ANEXE) t(P)=2,576. Prin  urmare cu siguranta de 0,99 aavem:
0,28

J10

la - | =|a - 36,06| < 2,576 -

=0,23.

In consecinta intervalul de incredere care acopera a cu increderea 0,99 este:
(35,83;36,29).

20, Estimarea cu ajutorul intervalului de incredere in cazul cind nu se
cunoaste precizia mdsurdarilor.

Daca eroarea medie patraticAa o a masuratorilor nu se cunoaste dinainte,
atunci aceasta se estimeaza pe baza rezultatelor masuratorilor luand ca estimator al
lui BB abaterea standard modificata

S= Li()o—)_c)z .
n-1/3""

In acest caz intervalul de incredere (13) este de forma

S
\/% K
unde factorul ¢P,k)depinde nu numai de nivelul de incredere P ci si de numaril k=n-I

al gradelor de libertate (n fiind numarul masurarilor). Valorile lui ¢fP,k) sunt date in
Tabelul 5 (ANEXE), alcatuit cu ajutorul repartitiei Student, adica functia de repartitie
*—aq ¢

SVn jzp

Exemplul 4. Fie cele 10 masurari date in problema precedenta, unde precizia
masurarilor nu este cunoscuta (valoarea abaterii standard o este necunoscuta). Se

la—x| <t(P,k) (15)

a raportului ()_c - a)\/z /S ; valoarea t(P,k) se determina astfel incat P(

cere sa se estimeze prin intervale de incredere adevarata valoare a marimii masurate a
cu o siguranta P=0,99.

Solutie. Pe baza rezultatelor masurarilor am calculat in exemplul anterior media
x =36,06. Cum eroarea medie patratica ¢ a masuratorilor nu se cunoaste dinainte,

atunci aceasta se estimeaza pe baza rezultatelor masuratorilor luand ca estimator al
lui sdu abaterea standard empirica modificata pentru care gasim S~0,26.
Pentru nivelul de incredere P=0,99 si numarul masurarilor n=10, k=n-1=9,
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determinam din Tabelul 5 (ANEXE) tfP,k)= t(0,99;,9)=3,250. Prin urmare cu siguranta

de 0,99 se poate considera

0,26

NE)
In consecinta intervalul de incredere care acoperd a cu increderea 0,99 este:

(35,78;36,34).

la - X| =|a -36,06| < 3,250 -

=0,28.

Observatia 3. Daca precizia masurarilor nu este cunoscuta intervalul de
incredere dat de (16) nu se poate inlocui cu intervalul dat de (14) prin simpla
substituire a abaterii standard o cu abaterea standard empirica modificata S (ceea ce
ar reveni la inlocuirea factorului ¢[P) cu factorul ¢, k)), deoarece in acest caz intervalul
de incredere este semnificativ mai mare decat cel obtinut cand se cunoaste precizia
masurarilor. Valoarea factorului ¢[P,k) descreste cand numarul gradelor de libertate k

creste indefinit (k — «)si tinde catre valoarea factorului tf). Intr-adevar in acest caz,

am vazut ca daca numarul gradelor de libertate n tinde la infinit atunci distributia
Student ¢(x;n) tinde catre distributia normala normata ¢(t;0,1).

Observatia 4. In practica prelucrarii datelor obtinute din masuratori in
formulele (13) si (15) care dau intervalele de incredere pentru cazurile in care se
cunoaste respectiv nu se cunoaste precizia de masurare (dar care se presupune ca
este aceeasi pentru toate masuratorile), se utilizeaza frecvent t[P)=3 respectiv tP,k)=3
astfel ca intervalele de incredere se scriu:

la-x|<3c/4n, (13)
(daca precizia o este cunoscuta), respectiv

la-x|<38/Vn, (15)
(daca precizia o este necunoscuta, ea fiind inlocuita cu estimatia s).

Prima dintre aceste estimatii (13) are siguranta 2@(3)=0,9973 ~1-0,003,

independent de numarul masurarilor.

Siguranta celei de-a doua estimatii (15°) depinde esential de numarul n al
masurarilor. Dependenta sigurantei P de numarul n al masurarilor pentru estimatia
(15’) este data in abelul de mai jos:

n P n P

) 0,960 16 0,991
6 0,970 18 0,992
7 0,976 20 0,993
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8 0,980 25 0,994
9 0,983 30 0,995
10 0,985 50 0,996
12 0,988 150 0,997
14 0,990 o 0,9973

EXERCITII SI PROBLEME SUPLIMENTARE

1. Masuratorile efectuate prin sondaj aleator asupra inaltimii a 50 de spice dintr-un lot de
orz indica urmatoarele valori (in cm.) date in tabelul de mai jos:
Nr. | Inal | Nr. | Ind | Nr. Ina | Nr. | Inal | Nr. | Inal

crt crt crt crt crt
time Itime Itime time time

1 50,7 11 50,1 21 50.0 31 49,8 41 49,9
2 51,0 12 50,0 22 50,0 32 50,5 42 50,2
3 51,0 13 50,1 23 49,9 33 49,6 43 49,8
4 49,6 14 | 50,0 24 50,2 34 50,4 44 49,9
5 49,8 15 | 499 25 50,0 35 50,2 45 50,1
6 49,2 16 | 50,3 26 | 49,7 36 50,6 46 50,0
7 50,0 17 | 50,0 27 50,3 37 49,6 47 49,9
8 49,8 18 | 50,2 28 49,2 38 49,3 48 49,8
9 49,8 19 | 494 29 50,0 39 49,5 49 50,1

10 | 49,9 20 | 49,8 30 | 50,1 40 | 50,0 | 50 | 50,2

a). Sa se faca gruparea datelor si sa se determine frecventele absolute, relative si
cumulate. Sa se faca reprezentarea in bare.

b). Sa se determine clase de valori de lungime 1 si sa se determine frecventele
absolute si relative ale intervalelor.

c). Sa se reprezinte histograma, poligonul frecventelor si poligonul frecventelor
cumulate.

2. Sa se reprezinte in batoane seria statistica data de:

X < 3,7 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48
L1 3 7 10 15 22 16 13 6 4 2 1)
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3. Distantele( in km) parcurse cu | litru de carburant in cursul a 100 de probe
realizate de un acelati vehicul (grupate in clase de amplitudine 0,2 km) sunt date in
tabelul de mai jos:

Distanta (d) | Nr. de Distanta (d) Nr. de
probe
in km in km probe
8,5<d<8,7 3 9,5<d<9,7 20
8,7< d <8,9 6 9,7< d<9,9 16
8,9<d<09,1 10 9,9<d< 10,1 9
9,1<d<9,3 13 10,1< d< 10,3 4
9,3<d<9,5 17 10,3< d< 10,5 2

a) Sa se completeze tabelul

b
) Frecv. Frecv. Fecv.abs. | Val.centra clasei
absoluta a cumulat
Clase clasei (n) relativa a 3 x( c)
clasei(fy) crescato l
r

b). Sa se reprezinte histograma si poligonul frecventelor.

4 Temperaturile medii inregistrate la Craiova in lunile mai ale anilor 1930-1979
sunt date in tabelul de mai jos:

Anul 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1930... 8,1 | 4,0 | -0,9 32 |82 |6,7 |88 |56 |78 |4,
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1940... 35|63 |+04 |43 |38 |64 |64 |82 |59 |03

1950... 55 169 |-1,9 51 (2,1 |36 |00 |62 |29 |60
1960... 4,6 | 8,0 |23 29 132 |37 6,1 |6,6 |55 |-0,1
1970... 52 | 3,6 |55 30 (49 |77 |31 |72 |58 |63

a). Sa se faca gruparea in clase, de marime 2°C cu conventia ca extremitatea
dreapta a fiecarei clase sa nu apartina clasei (ex. [-2,0;0), [0;2,0), [2,0;4,0), ...);

b). Sa se completeze tabela obtinuta la punctul a) cu frecventele absolute, cu
frecventele relative si cu valoarea centrala a clasei;

c). Sa se reprezinte histograma gruparii in clase.

5. Cantitatile lunare de precipitatii cazute la Craiova in lunile aprilie ale anilor
1930-1979 sunt date (in litri/m.p.) in tabelul urmator

1930... | 1940... | 1950... | 1960... | 1970...
0 55,5 92,0 24,8 39,4 64,4
1 19,6 36,5 40,0 49,4 42,5
2 17,8 33,7 40,8 75,6 16,4
3 7,8 26,9 23,5 33,7 42,6
4 89,0 42,3 52,2 62,6 74,0
5 32,7 35,4 94,3 57,9 43,8
6 22,6 16,3 31,6 65,8 47,1
7 45,3 22,8 65,3 49,5 50,2
8 57,1 37,6 51,4 8,7 31,6
9 28,1 3,9 19,3 31,9 42,7

a). Sa se faca gruparea in clase, de marime 10 litri/mp.

b). Sa se completeze tabela obtinuta la punctul a) cu frecventele absolute, cu
frecventele relative si cu valoarea centrala a clasei;

c). Sa se reprezinte histograma gruparii in clase.

6. Varsta indivizilor dintr-un grup de 30 de persoane este data in tabelul original
de mai jos:
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20 |26 |26 |30 |35 |35 |37 |37 |37 |37

39 |41 |45 |45 |45 |48 |48 |48 |50 | 50

54 |55 |57 |57 |60 |60 |65 |65 |69 |70

21 (22|24 |32 |32 |43 |40 |41 |40 |42

42 |45 |52 |53 |52 |54 |59 |61 |62 |66

Sa se faca gruparea acestor date statistice pe 5 intervale de variatie egale si sa
se calculeze frecventele absolute corespunzatoare si sa se reprezinte histograma si
poligonul frecventelor.

7. Reprezentati circular seria statistica cu valorile date in tabelul:

Clasa A B C D E
Frecventa 48 32 24 16 12
absoluta

8. Statistica nasterilor inregistrate lunar intr-un anumit oras de-a lungul a doi ani
consecutivi s-a prezentat astfel:
Luna I || 1v | v | VI | VII | VIII | IX | X | XI | XII

Numar |6 |8 |9 (13|18 |15|20 |24 |19 |12 |11 |7
nasteri

Sa se faca reprezentarea polara a seriei statistice.

9. Pentru seriile statistice din exercitiile (1)- (6), de la exercitiile si problemele
suplimentare din paragraful precedent sa se calculeze media, valoarea modala,
mediana, dispersia si abaterea medie patratica.

10. Distantele( in km) parcurse cu |l litru de carburant in cursul a 100 de

probe realizate de un acelati vehicul (grupate in clase de amplitudine 0,2 km) sunt
date in tabelul de mai jos:

Distanta (d) | Nr. de Distanta (d) Nr. de

probe
in km in km probe

8,5<d<8,7 3 9,5<d<9,7 20
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8,7< d<8,9 6 9,7< d<9,9 16
8,9<d<9,1 10 99<d<10,1 9
9,1<d<9,3 13 10,1< d< 10,3 4
9,3<d<9,5 17 10,3<d< 10,5 2
Sa se completeze tabelul
Clase Frecv. | Frecv. | Fecv.ab | Val.cent
absolut ' s. cum. | ra clasei
a (n) relativ | egc. (xi)?
a (f) (xi)

(cenesene

]

si sa se determine media, clasa modala, mediana si dispersia seriei statistice.

11. In sirul de valori de mai jos sunt prezentate valorile concentratiilor de
colesterol in sange, masurate in mg/dl, pentru un esantion de 50 de pacienti :

250 200 240 210 180 160 210 170 240 140 160 220 150 260 150 180 170 140 180
190 145 220 150 170 210 220 210 230 140 220 230 180 250 230 230 240 170 260
240 220 190 160 180 250 180 160 190 220 260 200

(a). Calculati media, mediana si valoarea modala.
(b). Calculati amplitudinea variatiei, dispersia si abaterea standard.

(c). Calculati frecventele absolute si relative ale valorilor variabilei aleatoare
“concentratia colesterolului” si realizati histogramele frecventelor.
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(d). Determinati cuartilele Q:, Q2 si Qs care impart setul de date in patru
sectiuni cu numar egal de valori: fiecare parte contine 25% din numarul total de date.
Determinati intervalul intercuartilic.

12. Se considera un esantion de 20 de clienti, care intra intr-un magazin
alimentar, pentru a cerceta frecventa X cu care clientii fac apel la serviciile
magazinului de-a lungul unei saptamani si respectiv pentru cercetarea cheltuielilor
lunare Y in mii lei ale clientilor, pentru procurarea de bunuri alimentare.

S-au obtinut urmatoarele date de selectie pentru X si respectiv Y:
X:1,2,1,4,3,2,5,6,1,2,3,2,3,4,6,2,4,3, 1, 2;

Y: 89, 90, 101, 88, 85, 77, 102, 100, 86, 97, 76, 121, 113, 110, 96, 92, 108, 112,
103, 109.

Sa se calculeze:
a). Distributiile empirice de selectie pentru fiecare din caracteristici.

b). Mediile de selectie, momentele centrate de selectie de ordinul al doilea si
dispersiile de selectie pentru caracteristicile X si Y.

13. La receptionarea unei marfi ambalate in lazi, care trebuie sa aiba greutatea
netto de cate 50 kg, s-a efectuat un control prin sondaj, cantarindu-se la intamplare
15 lazi, gasindu-se urmatoarele greutati:

Nr. Xi Nr. Xi Nr. Xi

Crt Crt Crt
(kg) (kg) (kg)

49,75 |6 |50,50 |11 | 19,25

2 50,25 | 7 50,00 |12 | 1925

3 [49,50 |8 |49,75 |13 | 19,50

4 49,50 | 9 50,00 | 14 | 20,00

5 50,25 | 10 | 50,00 | 15 | 19,50

Sa se calculeze media , dispersia si abaterea standard.
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14. Sa se calculeze indicatorii statistici ai seriei statistice de mai jos reprezentand
punctajele obtinute de un numar de 82 intervievati la un test de aptitudini:

Punctajul obtinut Numar persoane

40 =50 8

50 - 60 14
60 - 70 18
70 - 80 23
80 -90 12
90 -100 7

Total 82

15. Masurarea inaltimii X (in cm) si a greutatii Y (in kg) pentru 70 de persoane a condus
la distributia urmatoare :

Y 48-56 56-64 64-72 72-80
X
160-165 16 8 1 0
165-170 1 10 4 1
170-175 0 4 8 2
175-180 0 1 ) 9

a). Considerand pentru fiecare clasa a fiecarei variabile valoarea centrala a clasei sa se
scrie distributia corespunzatoare si pornind de la aceasta sa se faca schimbarile de variabile

X-1675 ,_Y-60
5 S

al noii distributii bidimensionale (7,Y) calculand frecventele marginale.
b).Sa se calculeze pentru fiecare variabila mediile si dispersiile.
c). Sa se calculeze covarianta variabilelor X si Y precum si coeficientul de corelatie.

(folosind metoda « zeroului fals ») T = , sa se scrie tabelul de corelatie

16. In urma efectuarii a 10 masuratori asupra doua caracteristici X si Y ale unei
populatii, s-au gasit valorile date in tabelul de mai jos:

Proba 1 2 3 4 5
X: xi 46,3 | 46,7 | 43,6 |44,8 |47,1
Y: yi 54,0 |52,2 |55,5 |57,1 |54,3
Proba 6 7 8 9 10
X: xi 39,6 | 37,9 |39,5 (40,8 |42,4
Y: yi 63,2 |70,1 |70,2 |71,8 |72,4

Sa se reprezinte corelograma si sa se determine covarianta si coeficientul de
corelatie al variabilelor X si Y.
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17. Fie caracteristicile X si Y reprezentand in procente suprafata comerciala de
expunere a marfurilor spre vanzare fatd de suprafata construita si respectiv volumul
valoric al vanzarilor, raportat la metru patrat suprafata de prezentare a marfurilor pe
luna, in mii lei acestea fiind cunoscute prin urmatoarele date de selectie:

X |10 | 12 | 15 | 17 | 26

Y| 40 | 45 | 42 | 53 | 60

Se cere:

a). Sa re reprezinte punctele corelograma seriei si sa se determine coeficientul
de corelatie al variabilelor X si Y;

b). Sa se determine dreapta de regresie a lui Y fata de X si sa se faca prognoza
volumului valoric al vanzarilor Y cand X ia valoarea 30.

18. Masurandu-se greutatea si inaltimea la 10 copii in varsta de 12-14 ani s-au obtinut
datele din tabelul urmator:

Nr. crt 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Greutatea (Kg) | 32 33 34 36 | 40 41 45 47 49 50

Inaltimea (cm) | 132 | 135 | 139 | 144 | 142 | 147 | 154 | 153 | 156 | 160

Se cere:
a). Sa re reprezinte corelograma seriei.

b). Sa se determine covarianta si coeficientul de corelatie al lui X si Y.

c). Sa se determine dreapta de regresie a lui Y asupra lui X si sa se determine
prognoza asupra lui Y cand X=30.

19. Corespondenta dintre valoarea hemoglobinei glicozilata (HbA1C) si media
glicemiilor pe ultimele 3 luni este urmatoarea, dupa ghidurile Asociatiei Americane
de Diabet sunt date in seria statistica bidimensionala de mai jos:

H =hemoglobina 6 7 8 9 10 | 11 12
glicozilata (%)

G=Media glicemiilor | 135 | 170 | 205 | 240 | 275 | 310 | 345
(mg/dl)

a). Sa re reprezinte corelogram seriei. Si sa se calculeze determine covarianta si
coeficientul de corelatie al variabilelor H si G.

b). Sa se determine dreapta de regresie a lui G asupra lui H si cu ajutorul dreptei

de regresie sa se faca prognoza asupra mediei glicemiei pe ultimele trei daca unui
pacient i se determina hemoglobina glicozilata de 7,1%.
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20. Se considera caracteristica X ce reprezinta greutatea in grame a unor pachete
incarcate automat de un dispozitiv. Pentru verificarea normalitatii lui X, se considera o
selectie de volum n = 100, datele de selectie fiind urmatoarele:

Greutatea |47-48 |48-49|49-50|50-51|51- |52 -
52 53
Frecventa 12 18 22 21 19 8
Se cere:
a). Aplicarea testului %2, cu nivelul de semnificatie a = 0,05, pentru

verificarea normalitatii lui X;

b). Aplicarea testului lui Kolmogorov, cu nivelul de semnificatie o = 0,05, pentru
verificarea normalitatii lui X.

21. Nivelul de calciu in sangele unui adult este in medie 9,5 mgr/decilitru si
o =0,4. O clinica masoara nivelul calciului la 160 de pacienti tineri si gaseste x=9,3.
Verificati ipoteza Hp : m=9,5 fata de H; :m=9,5.

22. La o anumita statie meteorologica media multianuala a cantitatilor de
precipitatii inregistrate a fost de 440 mm. In ultimii 10 ani precipitatiile au fost mai
reduse, media fiind de 400 mm. Pentru aceeasi perioada s-a calculat abaterea
standard s =20mm. Cat de semnificativa este diferenta dintre cele doua medii?

23. Se iau esantioane din apa rezultata din racirea la o centrala nucleara. Se
considera ca daca temperatura apei evacuate nu depaseste 60°C nu constituie o
primejdie pentru mediul inconjurator.

Se aleg 70 esantioane de apa si se masoara temperatura fiecarui asemenea
esantion. Se obtin rezultatele:

Temperatura in °C 52 54 58 61 64 65

Frecventa 14 21 18 10 S 2

Sa se verifice ipoteza Hg:m= 60°C fata de Hy:m=# 60°C la nivelul de

semnificatie « =0,01.

24. Fie o serie de n+1=41 rezultate ale unor masuratori independente, efectuate cu
eroarea medie patratica o=0,32. In aceste masuratori s-a descoperit o valoare
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“aparuta neasteptat” x, =2,65, iar media aritmetica a celorlalte 40 de masuratori
este x=2,52. Sa se decida daca valoarea “aparuta neasteptat” contine o eroare
grosolana si deci poate fi exclusa din prelucrarile ulterioare.

25. Consideram rezultatele a n masurari independente de egald precizie, pentru
care media aritmetica este x =2,52 iar abaterea standard modificata S=0,32 si fie
cea de a (nt+I1)-a masurare care conduce la valoare “aparuta neasteptat” x, =2,65. Sa

se decida daca valoarea “aparuta neasteptat” contine o eroare grosolana si deci poate
fi exclusa din prelucrarile ulterioare , pentru urmatoarele cazuri:

a). n=40 si nivelul de siguranta P=0,99.
b). n=6 si nivelul de siguranta P=0,95.

26. Consideram 20 masurari ale unei aceleiasi marimi fizice date in tabelul de mai
jos :

x; | 12,6 12,8 13,2 | 13,6 | 14,0 | 14,4 | 14,6

n | 1 3 4 5 4 2 1

Presupunem ca se cunoaste precizia masurarilor (abaterea standard o =0,57). Se cere
sd se estimeze prin intervale de incredere adevarata valoare a marimii masurate a cu o
siguranta P=0,99.

27. Fie cele 20 masurari date in problema precedentad, unde precizia masurarilor nu este

cunoscuta (valoarea abaterii standard o este necunoscutd). Se cere sa se estimeze prin
intervale de incredere adevarata valoare a marimii masurate a cu o siguranta P=0,99
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ANEXE

Integrale improprii. Integrale improprii remarcabile.

Integralele improprii sunt integrale ale functiilor definite pe intervale
necompacte de una din formele : [a,b), (a,b], (a,b), [a,o),

(-0, a], (a,29), (-, a).

In cele ce urmeaza vom considera functii definite pe intervale necompacte de
forma [a,b).

O functie fi[a,b) cu valori in R, care este Riemann-integrabila pe orice subinterval
compact din [a,b) se mai numeste local integrabild pe [a,b).

a not.b
Pentru o astfel de functie limita limb f f(t)dt = f f(x)dx, se numeste integrala
a—
a<b ¢ a

improprie a lui f pe intervalul necompact [a,b).

Daca aceasta limita exista si este finita, spunem ca integrala improprie este
convergentd sau ca functia f este integrabila in sens generalizat pe [a,b).

Fie f: [a,b)xJ o functie reala de doua variabile x si t (x parcurgand intervalul
[a,b) si t parcurgand intervalul JER). Daca functia f este integrabila (in sens

impropriu) in raport cu variabila x pe [a,b) adica exista
a not. b
limb [f(x,t)dx = |[f(x,t)dx pentru orice tJ, atunci functia F: JBER ,
a—>
a<b 4
b
F(t) = ff(x, t)dx , se numeste
a

integrald improprie depinzand de paramatrul t.

Mai spunem in acest caz ca integrala improprie depinzand de parametru este
simplu convergenta.
In conditii suplimentare privind convergenta integralei improprii si
propriatati de derivabilitate sau integrabilitate ale functiilor au loc formulele :

b b b
(1). F'(t)= IZ—J;(x,t)dx , adica {jf(x,t(dx} = fil—];(x,t)dx

t
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numita formula de derivare sub semnul integrald in raport cu parametrul a
integralei cu parametru.

d b(d
(2). Daca J=[c,d] atunci IF(t)dt = J'(If(x, t)dt |dx adica:

C

a\c

(ji[? flx, t)dedt - ?[? flx, t)dtjdx

2

c\a a\c

numita formula de schimbare a uodinii de integrare.

1o, Integrala lui Laplace-Poisson :

~+00 2
I=[e™ dxzﬁ.
0 2

Alte forme utile :

0 “x2/2 1 1 @ —x2/2 1
a). — |e dc==; b). — |e dx==.
\/272_{,0 2 \/27zI 2

2°, Functia « GAMMA » a lui Euler.

Se numeste functia GAMMA (sau functia lui Euler de speta a doua) integrala
improprie cu parametru:

o0
I'(p)= fxp_le_xdx )
0
Propritatile functiei Gamma.:

(@). T'(p+1)=p I'(p), V p>0.
(b). [(1)=0!, T(2)=1!, I(3)=2!, [(4)=3!..., ['(n+1)=n!, ¥ neN;

(c). r(%):z-z:ﬁ..

(p>0).

Tabelul 1. Valorile functiei integrale a lui Laplace-Poisson
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£2

X ——
O(x)=——=[e 2dt, d(-x)=-D(x)
V27

X Sutimi de x

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,0 [ 0,0000 | 0040 | 0080 | 0120 | 0160 | 0199 | 0239 | 0279 | 0319 | 0359
0,1 | 3098 | 0438 | 0478 | 0517 | 0557 | 0596 | 0636 | 0675 | 0714 | 0753
0,2 | 0793|0832 | 0871 | 0910 | 0948 | 0987 | 1026 | 1064 | 1103 | 1141
0,3 1179 | 1217 | 1255 | 1293 | 1331 | 1368 | 1406 | 1443 | 1480 | 1517
0,4 1554 | 1591 | 1628 | 1664 | 1700 | 1736 | 1772 | 1808 | 1844 | 1879
0,5 1915 | 1950 | 1985 | 2019 | 2054 | 2088 | 2123 | 2157 | 2190 | 2224
0,6 2257 | 2291 | 2324 | 2357 | 2389 | 2422 | 2454 | 2486 | 2517 | 2549
0,7 2580 | 2611 | 2642 | 2673 | 2703 | 2734 | 2764 | 2794 | 2823 | 2852
0,8 2881 | 2910 | 2939 | 2967 | 2995 | 3023 | 3051 | 3078 | 3106 | 3133
0,9 | 3159 | 3186 | 3212 | 3238 | 3264 | 3289 | 3315 | 3340 | 3365 | 3389
1,0 | 3413|3437 | 3461 | 3485 | 3508 | 3531 | 3554 | 3577 | 3599 | 3621
1,1 | 3643|3665 | 3686 | 3708 | 3729 | 3749 | 3770 | 3790 | 3810 | 3830
1,2 | 3849|3869 | 3888 | 3907 | 3925 | 3944 | 3962 | 3980 | 3997 | 4015
1,3 4030 | 4049 | 4066 | 4082 | 4099 | 4115 | 4131 | 4147 | 4162 | 4177
1,4 4192 | 4207 | 4222 | 4263 | 4251 | 4265 | 4279 | 4292 | 4036 | 4319
1,5 4332 | 4345 | 4357 | 4370 | 4382 | 4394 | 4409 | 4418 | 4429 | 4441
1,6 4452 | 4463 | 4474 | 4484 | 4495 | 4505 | 4515 | 4525 | 4535 | 4545
1,7 | 4554 | 4564 | 4573 | 4582 | 4591 | 4599 | 4608 | 4616 | 4625 | 4633
1,8 | 4641 | 4649 | 4656 | 4664 | 4671 | 4678 | 4686 | 4693 | 4699 | 4706
1,9 4713 | 4719 | 4726 | 4732 | 4738 | 4744 | 4750 | 4756 | 4761 | 4767
2,0 | 47724778 ] 4783 [ 4788 | 4793 | 4798 | 4803 | 4808 | 4812 | 4817
2,1 | 4821 | 4826 | 4830 | 4834 | 4838 | 4842 | 4846 | 4850 | 4854 | 4857
2,2 | 4861 | 4864 | 4868 | 4871 | 4875 | 4878 | 4881 | 4884 | 4887 | 4890
2,3 4893 | 4896 | 4898 | 4901 | 4904 | 4906 | 4909 | 4911 | 4913 | 4916
2,4 4918 | 4920 | 4922 | 4925 | 4927 | 4929 | 4931 | 4932 | 4934 | 4936
2,5 4938 | 4940 | 4941 | 4943 | 4945 | 4946 | 4948 | 4949 | 4951 | 4952
2,6 | 4953 | 4955 | 4956 | 4957 | 4959 | 4960 | 4961 | 4962 | 4963 | 4964
2,7 4965 | 4966 | 4967 | 4968 | 4969 | 4970 | 4971 | 4972 | 4973 | 4974
2,8 4974 | 4975 | 4976 | 4977 | 4977 | 4978 | 4979 | 4979 | 4980 | 4981
2,9 | 4981 | 4982 | 4982 | 4983 | 4984 | 4984 | 4985 | 4985 | 4986 | 4986

Tabelul 2. Valori legate de functia @(t)
= Probabilitatea P =P(X -m|<ko)=2-®(k);
Functia k=k(P), inversa functiei P=2- @(k).




k o(k) 12.0(k) | oa=1-P | k=k(P)| P=1-a
2,5]0,49379 [ 0,01242 | 0,05 1,960 | 0,95
2,6 | 0,49534 | 0,00932 | 0,04 2,054 | 0,96
2,7 10,49563 | 0,00693 | 0,03 2,170 | 0,97
2,8]0,49744 [0,00511 | 0,02 2,326 0,98
2,9]0,49813 [ 0,00373 | 0,01 2,576 | 0,99
3,0 0,49865 | 0,00270 | 0,009 2,612 | 0,991
3,10,49903 | 0,00194 | 0,008 2,652 | 0,992
3,2]0,49931 [0,00137 | 0,007 2,697 | 0,993
3,3/0,49952 | 0,00097 | 0,006 2,748 | 0,994
3,4 | 0,49966 | 0,00067 | 0,005 2,807 | 0,995
3,5 | 0,499767 | 0,000465 | 0,004 2,878 | 0,996
3,6 | 0,499841 | 0,000318 | 0,003 2,968 | 0,997
3,7 1 0,499892 | 0,000216 | 0,002 3,090 | 0,998
3,8 | 0,499927 | 0,000145 | 0,001 3,291 | 0,999
3,9 | 0,499952 | 0,000096 | 0,0009 3,320 | 0,9991
4,0 | 0,499968 | 0,000063 | 0,0008 3,353 | 0,9992
4,10,499979 | 0,000041 | 0,0007 3,390 | 0,9993
4,20,499987 | 0,000027 | 0,0006 3,432 | 0,9994
4,3]0,499991 | 0,000017 | 0,0005 3,481 | 0,9995
4,4 0,499995 | 0,000011 | 0,0004 3,540 | 0,9996
4,5 | 0,4999966 | 0,0000068 | 0,0003 3,615 | 0,9997
4,6 | 0,4999979 | 00000041 | 0,0002 3,720 | 0,9998
4,7 | 0,4999987 | 0,0000025 | 0,0001 3,891 | 0,9999
4,8 | 0,4999992 | 0,0000016 | 0,00001 | 4,417 | 0,99999
4,9 | 0,4999995 | 0,0000009 | 0,000001 | 4,892 | 0,999999
5,0 | 0,4999997 | 0,0000006 | 0,0000001 | 5,327 | 0,9999999

Tabelul 3. Valorile ;(fabelar (Testul %) pentru pragul de sigurantd o si numarul gradelor de

libertate v.
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v a=005 a=0,01
1 3,84 6,63
2 5,99 9,21




3 7,81 11,3
4 9,49 13,3
5 111 15,1
6 12,6 16,8
7 14,1 18,5
8 15,5 20,1
9 16,9 21,7
10 18,3 23,2
11 19,7 24,7
12 21,0 26,2
13 22,4 27,7
14 23,7 29,1
15 25,0 30,6
16 26,3 32,0
17 27,6 33,4
18 28,9 34,8
19 30,1 36,2
20 31,4 37.6
21 32,7 38,9
22 33,9 40,3
23 35,2 41,6
24 36,4 43,0
25 37,7 44,3
26 38,9 45,3
27 40,1 47,0
28 41,3 48,3
29 42,3 59,6
30 43,8 50,9

Tabelul 4. Valorile t=t(P,k) corespunzatoare nivelului de incredere P si numarului k=n-1
grade de libertate (Repartitia Student)

P 0,95 0,99

2,776 4,604
2,571 4,032
2,447 3,707
2,365 3,499
2,306 3,355

| N| OO0 >
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9 2,262 3,250
10 2,228 3,169
11 2,201 3,106
12 2,179 3,055
13 2,160 3,012
14 2,145 2,997
15 2,131 2,947
16 2,120 2,921
18 2,103 2,878
20 2,086 2,845
25 2,060 2,787
30 2,042 2,750
35 2,030 2,724
40 2,021 2,704
45 2,014 2,689
50 2,008 2,677
60 2,000 2,660
70 1,995 2,648
80 1,990 2,639
90 1,987 2,632

100 1,984 2,626

0 1,960 2,576

Tabelul 5. Valorile critice ta(P) comparate cu raportul t =

|)C* - )_C|

~

pentru inlaturarea valorilor

.exceptionale” (n este numarul rezultatelor acceptate, iar P nivelul de incredere).
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P 0,95 0,99
n
5 3,04 5,04
6 2,78 4,36
7 2,62 3,96
8 2,51 3,71
9 2,43 3,54
10 2,37 3,41
11 2,33 3,31
12 2,29 3,23
13 2,26 3,17
14 2,24 3,12




15 2,22 3,08

16 2,20 3,04
17 2,18 3,01
18 2,17 2,98

20| 2145| 2,932
25| 2,105| 2852
30| 2079| 2802
35| 2061| 2768
40| 2,048 2,742
45| 2,038| 2,722
50| 2,030| 2,707
60 | 2,018 2,683
70| 2,008| 2,667
80| 2003| 2655
90| 1,998| 2,646

100 | 1,994 2,639

| 1,960 2576

Pentru valori n>100 valorile critice ta(P) se pot calcula cu o precizie de pina la 1073 cu
relatia:  t(P)= t(P)+200P) - &oP) ;54
n
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	Definiţia 7.  Numim diferenţa evenimentelor A şi B, evenimentul care se realizează atunci când se realizează A dar nu se realizează B şi îl notăm A-B.
	Definiţia 11. Fie ( K) un câmp finit de evenimente. Se numeşte probabilitate definită pe câmpul de evenimente (,K) o funcţie numerică pozitivă P : KR+, care asociază fiecărui eveniment AK  un număr real notat P(A) şi care satisface la următoarel...

	1.2. FORMULE PENTRU CALCULUL UNOR PROBABILITAŢI
	(b). .
	Aceeaşi problemă rezultă şi din deducerea probabilităţii de apariţie
	de k ori a unui eveniment A dacă se efectuează n experienţe independente şi dacă în fiecare experienţă probabilitatea de  apariţie a evenimentului A este constantă şi este egală cu p.
	Definiţia 18.  Spunem că o variabilă aleatoare X are repartiţia binomială de parametri n şi p, , dacă legea sa de probabilitate este: , , ,
	şi are distribuţia:
	3.3.5. Legi de repartiţie continue.


	Prin populaţie statistică (sau colectivitate statistică) se înţelege totalitatea elementelor de aceeasi natură, ce sunt supuse studiului statistic, au o serie de trăsături comune şi sunt generate de acelasi complex  de cauze.
	Definiţia 5. Fie X o variabilă statistică discretă având repartiţia empirică:
	Se numeşte funcţie de repartiţie a repartiţiei empirice funcţia
	Fn : R([0,1] definită prin : .    (5)
	În mod asemănător definim funcţia de repartiţie  a repartiţiei de selecţie.
	Soluţie: Histograma acestei serii statistice este:
	3o. Poligonul frecvenţelor  se utilizează atât în cazul seriilor cu
	repartiţii de frecvenţe cât şi în cazul grupării datelor şi se construieşte astfel : În cazul seriilor cu repartiţii de frecvenţă se unesc succesiv punctele din plan de coordonate  , unde  sunt frecvenţele absolute ale valorilor individuale . În cazul...
	Exemplul 4. În anul 2007 populaţia lumii, repartizată pe continente, era de:
	2.2. INDICATORI STATISTICI
	O altă etapă a prelucrării datelor statistice, după întocmirea tabelului primar de distribuţie şi reprezentarea grafică, constă în determinarea  anumitor mărimi numerice a distribuţiilor de frecvenţe numite indicatori statistici. Aceştia reprezintă ex...
	Propoziţia 1.  Fie seria statistică
	şi fie a un număr nenul.
	Atunci media seriei statistice se poate calcula cu formulele:
	(a). Formula de calcul a mediei cu "zeroului fals":
	(2)
	(b). Formula simplificată pentru seriile cu datele grupate:
	,                                           (2’)
	unde h este mărimea intervalului de grupare
	De regulă se ia pentru a  valoarea cu frecvenţa cea mai mare.
	Utilizând metoda zeroului fals şi alegând a=135,5 şi însumând
	termenii penultimei coloane obţinem:

	Propoziţia 3. Dacă  este
	rapartiţia empirică a unei caracteristici  X şi dacă este
	funcţia de repartiţie a acesteia atunci mediana este soluţia ecuaţiei:     sau .       (5)
	2.3. CORELAŢIE ŞI REGRESIE
	Pentru a răspunde la întrebarea ce fel de corelaţie există între variabile recurgem la analiza regresiilor care constă în determinarea funcţiei de regresie între cele două variabile X şi Y.
	Soluţie. Efectuând calculele obţinem pentru n=6:

	Astfel, ecuaţia  dreaptei de regresie empirică este: y=0,28x+1,86.
	Atunci, pentru x=10 , avem y=4,66.
	2.4. ESTIMAŢII ŞI SEMNIFICAŢIA
	PARAMETRILOR UNEI REPARTIŢII.

