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ELEMENTE DE ANALIZA MATEMATICA

2.1 Siruri de numere reale

Definitia 2.1.1 Se numeste sir de numere reale orice functie f : N-R.

Se noteaza f(n) cu a,, pentru orice n numar natural, n fiind
locul termenului a, in sir, iar sirul de termen general a, il vom nota
CU (an)nen Sau (an)n.
Definitia 2.1.2 Dacaa no< n1 < ... < ng<... este un §ir de numere
naturale, atunci sirul de termen general yx = a,, pentru orice k
numar natural, se va numi subgir al sirului (an)n.
Definitia 2.1.3 Un sir (an), se numeste stationar daca existd no€N
astfel ca a, = a,,, pentru orice n = no.

Un sir (an)n se numeste constant daca a, = a pentru orice
n numar natural.

Un sir (an)n se numeste periodic daca exista k € N astfel ca
an+k = aypentru orice neN.

Exemple:

. -1)" .
1. Sirul de termen general a,, = { n) , N EN* este un sir de

numere reale.



2. Sirul de termen general a, = [1+%], n € N*, unde [.]

reprezintd partea intreagd, este stationar deoarece a, = 4,
a,=2,a3=2,...,a, =2, ...

3. Sirul de termen general a, = (-1)" este periodic deoarece
a,., = a, pentru orice n natural.

. "
4. Pentru sirul de termen general a,, = T)’ neN* a,, = —

~\

determina un subsir, numit subsirul termenilor de rang par.
Trei caracteristici mai importante se studiazd legat de sirurile de
numere reale: monotonia, marginirea si convergenta.
Definitia 2.1.4 Un sir (an)n se numeste:

e mdrginit daca exista M >0 astfel ca |a,| <M pentru orice
n numadr natural,

e crescdtor (strict crescator) daca a, <ap., ( a,<
a, +1) pentru orice n numar natural;

e descrescator (strict descrescitor) daca a, = a,., (a, >
a,+1) pentru orice n numar natural;

e monoton (strict monoton) daca este crescator sau
descrescator  (respectiv ~ strict  crescator — sau  strict
descrescator).

Exemple:

. -)" .
1. Sirul de termen general a, = % n € N* este un sir

marginit de numere reale, deoarece toti termenii sdi se gasesc



in intervalul [-1,1]. Acest sir nu este monoton.
2. Sirul de termen general a,, = n este un sir crescator, fara a fi

marginit.

3. Sirul de termen general a, = =, n € N* este un sir

descrescator si marginit.

Notiunea de limita este foarte intuitiva si naturald. Inainte de a da

definitia riguroasa, vom face un mic experiment. Sa calculam cu

ajutorul calculatorului cativa termini ai sirului definit de relatia

a,+1 = COSa,, pentru orice n numar natural si a, = 1:

a, = cosl =0,5403

a, = cosa, =0,85755

a; = cosa, = 0,65429

a, = cosa; = 0,79348

as = cosa, = 0,70137

a,; = C0Sa;¢ = 0,73876

a,g = C0Sa;- =0,7393

a,9 = C0Sa;g = 0,73894

a,o, = C0Sa,q = 0,73918

Este evident cd aceste valori se apropie de numarul 0,73. Vom
vedea ca acest sir are o limitd care se rotunjeste la numarul 0,73.
Pentru aceasta vom define limita unui sir si vom evidentia metode
de calcul a limitei unui sir.

Definitia 2.1.4 Spunem ca un sir (an), de numere reale are limita



a€R daca pentru orice ¢>0 exista N, € N astfel incdt pentru orice
n=> N, sd avem |a,, — a| < e.

Spunem ca sirul (an), de numere reale are limita « daca
pentru orice € > 0 exista N, € N astfel incadt pentru orice n = N, sa
avema,, > .

Spunem ca sirul (an), de numere reale are limita-co daca
pentru orice € > () exista N, € N astfel incat pentru orice n = N, sa
avem a,, > .

Definitia 2.1.5 Spunem ca un gsir (an), de numere reale este
convergent dacd are limita finitd. In caz contrar sirul se numeste
divergent.

Proprietati:

1. Daca exista, limita unui sir este unicd.

2. Daca un gsir are limita finita, atunci el este marginit
(reciproca nu este adevaratda: nu orice sir marginit are
limita).

3. Un sir de numere reale are limta a daca si numai daca orice
subsir al sau are limita a.

Exemple:
1. Sirul de termen general a,, = % n € N* are limita 0.
Rezolvare: Fie ¢ > 0.

1 . 1 . .
la, —al=|a,| = ~<e echivalent cu n > - deci N, poate fi

ales E]+1.



. -1 . e
2. Sirul de termen general a,, = (T), NEN* are limita 0, fara a

fi monoton (acesta aratd ca reciproca teoremei lui
Weierstrass nu este adevarata).

Rezolvare: Fie ¢ > 0.
1 - 1 . .
la, —al=|a,| = ~<e echivalent n > - deci N, poate fi ales
H+1.
&
. 1 .. -
3. Sirul de termen general a,, = — NE N*are limita 0 daca p

este strict pozitiv, are limita o« daca p este strict negativ §i
este sir constant 1, deci are si limita 1, pentru p=0.

Rezolvare: Fie ¢ > 0. Daca p > 0 avem:

. p
la, —al|=|a,| = nip< € echivalent cu n >

poate fi ales [i/%]ﬂ.

Daca p <0, atunci —p> 0 deci a,, > ¢ echivalent cu n> Ve

M | =

, deci N,

deci N, poate fi ales [ Ve]+1.

4. Sirul de termen general a,, = %, unde P si O sunt doud

polinoame, are:
e Limita 0 daca gradP < gradQ;
e Limita +oo sau - daca grad P > gradQ);
e Limita Z—: daca cele doua polinoame au acelasi grad, k,

iar coeficientii lor dominanti sunt ay i by.



Rezolvare: se scoate factor comun fortat si la numarator si la
numitor puterea cea mai mare anumarului n, apoi se aplicd exercitiul

precedent.
5. Sirul de termen general a,, = q™, neN*are:
e Limita 0 daca |q| < 1,
e Limita +oo daca g >1
e Nu are limita daca g < —1
o [Este constant 1, deci are si limita I daca q =1.
Rezolvare: Fie ¢ > 0.

la, —al|=|a,| = q™ < € echivalent cu:

Ilne

ning < Ine, deci, n >
elng

Ilne

N, poate fi ales max([ ]+1, 0) (am tinut cont ca daca

glng

|g| <1 atunci In g<0).

6. Daca |a,| = 0, atunci a,, — 0.
Rezolvare: se demonstreaza imediat folosind definitia.
Observatie: Daca |a,| — |a|, nu rezulta neaparat ca a,, — a.
Operatii cu limite de siruri
Fie (an)n $i (bn)n doua siruri de numere reale. Sunt adevarate:

I. Daca (an)n are limita a si (bn), are limita b, atunci
(antbn)n are limita a+b, cu exceptia situatiei cind a =
© si b = -0, caz in care nu se poate spune NiMic
despre natura sirului (ay+bn)n.

Mentionam cd o + oo = o0, 00 4+ | = oo, pentru orice |



numar real.

Daca (an), are limita a si (bp), are limita b, atunci
(anbn)n are limita a-b, cu exceptia situatiei cand a = o
si b = 0, caz in care nu se poate spune nimic despre
natura sirului (anbn)n.

Mentionam ca oo - oo = 0o, co-[ = oo, pentru orice |
numar real pozitiv si o - | = —oo, pentru orice | numar
real negativ.

Daca (an)n are limita a si (by), are limita b, iar(b,),

aretermenii nenuli, atunci (%)n are limita %, cu
n

exceptia a =00 si b =oc0sau a = 0 si b = 0, cazuri in

care nu se poate spune nimic despre natura sirului

G

Situatiile [oo — ], [0 - 0], [g], [%], [0°], [1*],...se numesc

cazuri de nedeterminare.

De multe ori, pentru a calcula limita unui sir nu se foloseste

definitia, ci se utilizeaza criterii:

Criteriul clestelui

Fie (an)n, (bn)n si (cn)n trei siruri de numere reale astfel ca:

Atunci:

an < b, < cypentruoricen>N

a. Daca (an)n $i (cn)n sunt convergente si au aceeasi limita a,

atunci si (bn)n va fi convergent si va avea tot limita a.



b. Daca (an), tinde la o, atunci (bp), va tinde tot la oo.

C. Daca (cp)n tinde la —oo, atunci (bp), va tinde tot la — o

Consecinta

Produsul dintre un sir care tinde la 0 si unul marginit are
limita O.

Intr-adevar, daca (an), este convergent la 0 si (by)n este
marginit de M, atunci:

0<la, b, <M]a,|

Folosind acum criteriul clestelui a. rezulta ca |a, - b,| = 0,

decia, b, = 0.

Exemple:

sinn

1. Sirul a, = are limita 0, deoarece este produsul

dintre un sir marginit de termen general sin n si un Sir

care tinde la O(%) .

n

. k
2. Sirulap, = Yp_;~ sin ——tinde la 0 deoarece:

n
< Xk=17257

n2+1 nZz+1

n Sink
O S k=1n2+k Zk 1

n2+k
Teorema Weierstrass
Orice sir monoton si marginit este convergent.
Observatie: dacd sirul este crescator este sufficient sa
demonstram numai marginirea superioarda, iar dacd sirul este

descrescator este suficient sa demonstram marginirea superioara.



Exemple:

1. Sirurile de termeni generali x,, = (1+%)" Si Yo =
= (1+%)"+1 sunt monotone S§i marginite, deci sunt
convergente. Aratati ca au aceeasi limita.

Rezolvare: Monotonia acestor siruri se demonstreaza
folosind inegalitatea lui Bernoulli: (1 + x)™ > 1 + nx, adevarata

pentru orice n natural si orice x > —1.

Intr-adevar,

1
Xn+1 — (1+m)n+1 - n+1 . ( _ 1 )n+1
Xn (1+%)Tl n (n+1)2 -
n+1 ( n+1 ) _n+l1 n -1
n (n+1)2 n n+1

Aceasta arata ca sirul (X,), este crescator.

Yn (1+%)n+1 n ( 1 )n+2
Yn+1 (1+ﬁ)n+2 n+1 n(n+2)

L.(1+%)=L.n_+1=1_

n=1 n+1 n

Rezulta astfel ca sirul (yn)n este descrescator.
Sa observdm acum ca X,< Yn. Combinand aceastd relatie cu
monotonia celor doud siruri, putem scrie:
Xo SX; S SXnSYnSYn-1= Yo
De aici rezulta si marginirea celor doud siruri, in concluzie,
potrivit teoremei lui Weierstrass convergenta lor.

Deoarece



1 1 1 1
Vo= + )" =10+ A+ =%, (1 +7),
rezulta ca ele au aceeasi limita. Aceastd limitd se noteaza cu e, este

un numadr irational aproximativ egal cu 2,71828 si verifica

inegalitatea
(1+ 1)” <e<(1+ 1)"*1
n n
2. Pornind de la inegalitatea de mai sus vom demonstra ca
sirul de termen general
cn=1++-+  4=-Inn

este monoton si marginit, deci convergent.

Rezolvare: Logaritmand inegalitatea

n

(141 <e<(14])

1
<1<(n+1)-In

n+1

obtinem

n+1

n-ln

Adica
1 1
—<In(n+l)—Inn<-
n+1 n
. 1
Deci cpyq —cp = — - Inn + In(n+1)<0,

adica sirul (Cn)n este descrescator.

Pentru a ardta marginirea, sumam inegalitatile
1 1
— < In(n+1)-Inn< -
n+1 n

si obtinem



1 1 1 1
+ ... t—<In(n+1)<1+-+-+ . +=
n+1 2 3

1
=+
2 n

SV

.. 1 1 1
Adlcacn21+5+§+... +;20

Sirul fiind descrescator, marginirea inferioara este suficienta.
Limita acestui sir se noteaza cu C si se numeste constanta lui

Euler.
3. Cu ajutorul sirului x, = (1+%)" se pot rezolva

nedeterminarile de forma [1%].

Intr-adevar,

n2+1 n n2
——Nn lim —
=en-ool+n _e

n—oo

4, Fie (an )nZl un sir cu proprietdtile
O<a,,+a,sia’, <a’,vnzl. Sa se arate ca sirul (a,) , este

convergent.
Rezolvare:

aj,<a oa,-a <0s(a,,-a,)(a,+a,)<0

n+1

Tinem cont ca a,,+a,>0si rezultd a,,-a,<0<a ,<a, =

n+1 n+1

sirul (a,) , este strict descrescator.

nx1

O<a,,+a, .
=0<2a,=a,>0,vn>1=> sirul (a,)  este

a‘n+1 < a

marginit inferior de 0. Conform teoremei lui Weierstrass, rezulta ca

sirul este convergent.

Definitia 2.1.6 Un sir (an)n de numere reale se numeste sir Cauchy



daca pentru orice &> 0 exista N, € N astfel incdt pentru orice

n,m = N, sd avem |a, — a,,| < .
Observatie: se poate inlocui ultima relatie cu |an+p

pentru orice n > N, si orice p natural.

Criteriul lui Cauchy (proprietatea de completitudine a

spatiului numerelor reale)

Orice sir Cauchy de numere reale este convergent.

Exemplu:

Studiati convergenta sirului de termen general:

. n sink

an = Zik=1 k(k+1)

Rezolvare: Folosind faptul ca |sinx| < 1, rezulta

1 1 1

|an+p — an| <

1 1 1 1 1 1 1 1
= - + - + ...+ - == =

+ .
(n+1)(n+2) @+2)(n+3) (n+p)(n+p+1)

—a,l <e

1

n+l n+2 n+2 n+3 n+p n+p+1l  n+l  n+p+1

1 . 1
— < g echivalent cu n+1 > -
n+1 &

deci N, poate fi ale max (0, E]—l)

O alta metodda de abordare a unui sir o poate constitui

urmatoarea propozitie:

Propozitie: Fie (an), un sir de numere reale positive astfel

A A e s An+1__
incat exista lim =2=|,
n-o an

a. Dacal<l,atunci lima, =0

n—oo

n+1



b.  Dacal>1,atunci lim a, = o

n—-oo

C. Exista si lim "/ a,, si este egala tot cu l.

n—-oo

Exemple:

n

. Lo 2
1. Studiati convergenta sirului de termen general a, = —

Rezolvare:

. a . 2" (n+1)! .2 . e < .
lim &t = i 2. @DV 22 g < 1, deci rezultd ca sirul
n—ooo dn nooo n! 2nt1 n-ooon >

dat are limita O.

2. Studiati convergenta sirului de termen general:

n . Vs . s
an :\/n!sm—- .. Sin—
2 n
. T . T
Rezolvare: lim &2 = 1lim <22 — _ Jim(n +
" noow an n—oo n!sing-...-sin% n—oo
. T . Slnm
1)sm—1: lim —3*-7m=7
n+ n—-oo Py
- . n . T . TT
Deci lim [n!sin=- .. sin—-=rm.
n—oo 2 n

Probleme rezolvate:

1. Calculati limita sirului de termen general:

_ (m-1)!+(n-2)!
n T (n-3)1(3n2-1)

. _ (n-2)!(n—-1+1) _ (n-2)n _ 1
Rezolvare: a,, = D) a1 3

n

2. Calculati limita sirului de termen general a, = —

nm
CcoS —.
3



Rezolvare: In functie de valorile functiei cos distingem

urmatoarele subsiruri:

6n é6nm _ 6n ~ ..
Aen = " COS— = , avand limita 1,
6n+1 3 6n+1
6n+1 (en+1)m _ 6n+1 T
a = —- = -cos(2nmt +-) =
6n+l = on42 3 6n+2 ( 3)
6n+1 1 R .o
=, avand limita -,
6n+2 2 2
6n+2 6n+2)Tt  6n+2 27 6n+2
Aeniz = - cos( L -cos(2nm +—) = .
6n+3 3 6n+3 3 6n+3
-1 R .oL.o-1
— , avand limita —,
2’ 2
6n+3 (en+3)m 6n+2 6n+2
a = . = -cos(2n+ 1)m) = .
6N+3 T gn+i4 3 6n+3 ( ) 6n+3
(—=1), avand limita —1,
6n+4 6n+4)mw 6n+2 47T 6n+2
Aenia = . COS( L -cos(2nm +—) = .
6n+5 3 6n+3 3 6n+3
-1 R .o.o-1
— , avand limita —,
2’ 2
6n+5 6n+5)w 6n+5 51 en+1 1
Aents = ——* cos T — -cos(2nm + —) = "=,
6n+6 3 6n+6 3 6n+2 2

A .. 1
avand limita p
Deoarece aceste subsiruri au limite diferite, rezultd ca sirul
dat nu are limita.

3. Calculati limita sirului de termen general.:

— n 1
a = —
n k=1 5 '
2k+Vak2-1

Rezolvare: Amplificand cu 150njugate obtinem:

an = 1’:=1\/2k_\/4k2_1=%Zz=1\/4k—2\/4k27—:




- LY e -
k=1

= %z’,}zl\/Zk —142k+1-2/Qk— 12k +1)=

= \/—1527(121\/(\/% +1-V2k—-1)% =

==Y V2k+1 - V2k— 1|

Asadar,

a, = %Zﬁzl(vZk F1-V2k—1)= % (V2n +1-1),

sir care tinde la co.

4. Aflati limita sirului a,, = Z=1nzkﬂ-
Rezolvare: Deoarece Zk < Zk < | rezultd ca
n2+n n2+k n2+1
n n n
k k k
DomrnS 2w TEs
nZ+n n2+k n?+1
Deci:
n n
1 Zk caq <1 Zk
<a, <
nZ+n " Tnz41
1 nn+1 1 nn+1
LICLE ‘n(n+1)
nz+n 2 n+1 2
Cum  lim —— 2D = gy L 20D - 1,
n—-oo N +N 2 n—-oo N%+1 2

e e . -1 1
potrivit criteriului de comparatie a., ca lim a, =-.

n—oo 2

5. Aratati ca lim Un =1



Rezolvare:

Fie (u,) ,u, =¥n-1=1+u, =¥n=(1+u,)" =n.

n>2"’
Dezvoltam (1+u,)"cu binomul lui Newton:
(1+u,)" =1+C}-u, +C2-uZ+...=n
Insa toti termenii care apar in dezvoltare sunt pozitivi,
deoarece u, >0. Suma tuturor termenilor fiind n, fiecare dintre

acestia trebuie sa fie mai mic decat n. Scriem aceasta pentru

termenul al treilea:

n(n-1 /
Cj-u§<n<:>g-u§<n<:>u§<i:>un< L,Vnzz
2 1 n-1

n_
cum lim /ilzo:limunzo:lim%zl
n—o \| N — n—oo n—om
. ) 1424+ ...+n! .
6. Fie sirul cu termenul general a ==—<"="T" ¢z e

(2n)!

calculeze lima, .

n—oo

Rezolvare: Avem

0<an<n~n!: n :>an<i,Vn22
(2n)!' (n+1)(n+2)...(2n) n+2

Cum Iimizozﬂiman:o

n—w n + n—oo

o ) 1 1 1
7. Sa se calculeze: Ilm( + +...+—J
oo fn2 41 Jn?+2 n®+n

Rezolvare: Observam ca:



1 1 1 —
< < , .
Jni+n  Jn?+k  n?+1

Rezulta de aici:

S

=3

M=
>

. - n . n
Se observa acum ca lim = lim =1.

n—o \/n2+n n—oo \/n2+1_

Conform criteriului clestelui a., rezultd ca lima, =1.

n—oo

8n—-3

8. Fi rul U =—
ie  siru (un)nZl u, )

Se  defineste  sirul

(a,) 8 =UU,..U,.

Sa se arate ca gsirul (a,) , este strict monoton §i cd

n>1
J5
\J8n+5 '

Sa se calculeze lima, .

N—o0

a, <

Rezolvare: O primd observatie este ca u,>0=a,>0,vn>1

(sirurile date sunt pozitiv definite). Mai mult, se vede imediat ca

u, <1, vnx=1.
Cum insd St - u,,<l=a,,<a, = sirul (a,)  este strict
a, =
s e e J5
descrescdtor. Pentru stabilirea inegalitatii a, < T recurgem la
n+

metoda inductiei matematice.



Mai 1intai, se vede ca a1=u1:§< ic>§<i<:>65<81;
9 Vi3 81 13

inegalitatea se verifica asadar prin calcul direct pentru n=1.

Demonstram ca P(n) - P(n+1)

9 J5 Co
Presupunem ci a, < *) si sd aratam ca
P 8n+5 () 3
a,, < —\/g ().
\/8n+13
A . . 8n+5 . <
Se inmulteste inegalitatea (*) cu u,,, = oo 8 rezulta:
+

3 5 8n+5 5(8n+5)
" Bn+5 8n+9 8n+9

a,-u

Pentru a deduce de aici inegalitatea (=*) este suficient sa

aratam ca:

/5(8n+5) J5
8n+5)(8n+13) <8n+9
P < rH13<:>\/( n+5)(8n+13) <8n+9 <

< (8n+5)(8n+13)<(8n +9)2 < 64n? +144n + 65 < 64n? +144n+81

care este evidenta.

N3

8n+5

vn=>1

Rezulta deci a, <

N

Cum lim =0=lima, =0, conform criteriului clestelui.
e \8n+5 oo T ’
. n . nnn .. n"  (n+1)! . (n+1)n"
9. ims7—=Ilim [—=Ilim————==]lim———=
n—-oo n\/TL! n-oo n! n—oo n! (n+1)n+1 n—oo (n+1)n+1
. nn . 1 1
= lim = lim ==

n—ooo (n+1)M" n—oo (1+%)n e



Probleme propuse

1.

Sa se studieze convergenta sirurilor cu termenii generali:

a) a, =(1+cos n;r)-nl1
+

b) a :sinM

2
. . .. C0s°n
Sa se arate ca lim =0

nN—oo n

Folosind definitia sa se arate ca:

b) lim(vn+1-+/n)=0

2
L n“-1 . . o .
Fie sirul (a,) ,,a,=——. Sa se arate ca lima,=1g§i sa se
’ e N> ’

determine rangul incepand de la care toti termenii sirului

. . . 1
difera de 1 cu mai putin de 100"

- . . Nz .o
Sa se arate ca sirul (a,) _ ,a,=n’ ‘sin—" este nemarginit, dar

n>1'"n

nu tinde spre +ow.

o N G :
Fie sirul (a,) ,a,=> ———. Sa se calculeze lima,
= k=1 n" + n—

Se considera sirul cu termenul general:

1 1 1
S, = + +...+ ,a>0sip natural.
n Bmpra WnP+2a Bmp+a Lp

Sa se arate ca sirul este convergent si sa se calculeze lim§, .

n—oo



o cr
8. Se considera sirul (a,) .a,= 5

a. Sa se arate ca sirul este monoton §i marginit;

J2n-1

b. Sa se arate ca a,< >
n

,vn>1 si sa se calculeze

lima, .

N—o0

9. Calculati limita sirurilor de termen general.:

__sin2n

a an=——— n[(n+1)§—n§]

n
b. a, =(cos2 £t ksin? g)
n n

1
C. an=(1+n%a—n
2.2. Seril numerice

Seriile numerice au aparut din Incercarea de a extinde sumele
uzuale de la un numar finit de termini la unul infinit. Aceasta
incercare a dat nastere unor dileme: una binecunoscuta este a sumei
infinite1 -1+ 1-1+... care dacas-argrupa (1 —-1) + (1 —-1) +...ar
da 0, iar daca se scrie 1 — (1 —1)—(1-1) ... ar avea suma 1.

Se va dovedi ca seriile infinite nu au aceleasi proprietdti ca
cele finite (spre exemplu nu avem comutativitate intotdeauna).

Vom prezenta in continuare notiuni si proprietati generale
legate de seriile numerice.

Definitia 2.2.1 Fie (an), un sir de numere reale. Se numeste sirul



sumelor sale partiale sirul de termen general Sp = ag + a1 +... +an.
Definitia 2.2.2 Cuplul format dintr-un sir si sirul sumelor sale

partiale se numeste Serie, pentru care vom folosi scrierea

[0.0]
2 a, sau 2 a,
n=0

n=0

Definitia 2.2.3 O serie }.;_, a,, se numeste convergentd daca sirul
sumelor sale partiale este convergent. Limita sirului sumelor
partiale se numeste suma seriei.

O serie care nu este convergenta se numeste divergentd.

Daca seria modulelor Y.;_ola,| este convergentd, atunci seria
initiala se numeste absolut convergenta.

Observatie: Orice serie absolut convergenta este si convergenta, dar
reciproca nu este adevarata.

Propozitie: Daca seria Y- a, este convergentd, atunci sirul (an)n
are limita 0.

Intr-adevir, daci Y °_, a, este convergentd, atunci (S,), este
convergent, deci S,— Sy-1 va tinde la 0, deci sirul (an), are limita O.
Exemple:

1. Seria Y;-oq" este convergentdi pentru q € (-1, 1) si
divergenta in rest (seria geometrica).

Rezolvare: S, =1+ q + ---+ q"
S, = % care este convergent numai pentru g € (-1, 1).

2. Seria Yo_o(—1)" este divergenta deoarece sirul sumelor



partiale este divergent.
Serii de numere pozitive
Pentru seriile de numere pozitive se observa ca sirul sumelor
partiale este crescator, deci convergenta acestuia se reduce la studiul
marginirii acestui sir.
Primul criteriu de comparatie
Fie Yoo Ay SI Yipeo by, doud serii de termini pozitivi astfel
incat an < by pntru orice n > N.
1. daca seria Y, -ob, este convergentd, atunci ),-,Q, este
convergentd,
2. daca seria Yg-,Q, este divergentd, atunci Yg-,b, este
divergenta,
Exemplu
Seria ),;—; sin % este convergentd.
Rezolvare: Ne bazam pe inegalitatea sinx < X, adevarata
pentru orice x = 0.
Deci, Sin% < %

In acelasi timp,

1 1 1 1 1
Si=l+=+. . +t=<1+—+— .+ =
22 n? 12 23 n-(n—-1)

1 1 1 1 1 1 1
=l+---+---+ +—-=1-=-<1
1 2 2 3 n-1 n n

. 1 3 . :
Asadar, seria Z;’f’zlﬁ este convergentd, deci si seria

co .1 <
Yy Sin —; este convergenta.



Al doilea criteriu de comparatie
Fie Yooy Si Ym—o bn douad serii de termini pozitivi astfel

A A . W . a - . - ..
incdat exista lim = =[. Daca | € R* atunci cele doua serii au

n—-oo Un
aceeasi naturad.

Exemplu

: 1 y
Seria Y- tg —; este convergentd.

S . <. tgx
Rezolvare: Ne bazam pe limita fundamentala llng % = 1.
X—
1
. . Qp . t97 % . - ..
Deci lim — = lim —* =1 € R*, deci cele doua serii au
Nn—>00 Un n—-oo ?

. 9 : 1 g S
aceeasi naturd. Cum seria Z?f=1§ este convergenta, rezultd ca si

seria Y-, tg % este convergenta.

Criteriul de condensare

Fie (an)n un sir descrescator de numere pozitive. Atunci seria
Yim=o Oy, are aceeasi naturd cu seria Y.y 2™ * a,n.

Exemplu

Seria Y. ;-1 n—la este convergentd pentru a>1 si divergentd

pentru a < [ (seria armonica).

Rezolvare: Daca a < 0, atunci lim ia = limn%=o %0,

n-oon n—oo

deci seria nu este convergenta.

< . 1 - . .
Daca a > 0, atunci sirul (ﬁ)n este descrescdtor si pozitiv,



deci putem aplica criteriul de condensare.

Yin=0 2"t Agn= Ypo 2™ - 2% = Y=o 2nt-a) = Yo(217H",
care este seria geometrica pentru q = 2172, Deci Yo, 2™ - a,n este
convergentad daca a >1 si divergentd pentrua <1

Criteriul raportului

Fie Yo_oa, o serie de termeni pozitivi astfel incat existd

. a
lim 2 =],

n—-oo an
1. Dacal < 1, atunci seria este convergentd,
2. Daca l > 1, atunci seria este divergenta;
3. Daca | =1 nu se poate spune nimic despre natura seriei cu
acest criteriu.

Exemplu

.. . . a™
Studiati natura seriei Y,p—q —.

an
. a . W . na
Rezolvare: lim = =1lim =2+ = lim — = a.
n—ooo an n—-oo 4 n—-oo n+1

n+1

Potrivit criteriului raportului
e Dacal < 1, atunci seria este convergenta;
e Dacal > 1, atunci seria este divergenta;
e Daca I=1 nu se poate spune nimic despre natura seriei
cu acest criteriu, dar seria devine Z;‘{’zli, care este

divergent (vezi prima problema rezolvata).

O salvare pentru cazul cand | = 1 poate fi urmatorul criteriu:



Criteriul Raabe-Duhamel

Fie Y.o_, a, o serie de termeni pozitivi astfel incdt existd

an

limn(
n—oo an+1

— 1) =l.

Daca | >1, atunci seria este convergenta;

Daca | <1, atunci seria este divergenta,

Daca | =1 nu se poate spune nimic despre natura seriei cu
acest criteriu.

Exemplu

1-35-..-(2n—1)

Studiati natura seriei Y,
: 2:46..:2n

2n+2

an g _ _ l
- D= nlirgn(mﬂ 1) = 2

Rezolvare: limn(

n—-oo an+1

Deoarece | < 1, rezulta ca seria este divergenta.
Criteriul radical al lui Cauchy

Fie Yooa, o serie de termeni pozitivi astfel incdt existd

lim \/a, =l.

n-oo
Daca | <1, atunci seria este convergenta;
Daca | >1, atunci seria este divergenta,
Daca [ =1 nu se poate spune nimic despre natura seriei cu

acest criteriu.

Exemplu
Studiati natura seriei Y., ( ntl )n
’ n=1\3zn+2/ -
e m g 11
Rezolvare: 751_{210 va, = Al_)tg s



Potrivit criteriului radical cum | < 1, rezultda ca seria este

convergenta.

Serii alternante
Criteriul Abel Dirichlet
Fie (an)n si (bn)n siruri de numere reale cu proprietatile:
1. (an)n este descrescator la 0;
2. sirul sumelor partiale pentru seria Yo, by, este marginit.
Atunci seria Y., —o ay,, * by, este convergenta.
Un caz particular foarte utilizat este:
Criteriul lui Leibniz
Fie (an)n un sir descrescator la zero. Atunci seria
Yro(=1)" - a,, este convergenta.
Exemplu

: 1 . U,
Seria ;- (—1)" +—este convergentd potrivit criteriului lui

Leibniz.

Probleme rezolvate

1.  Aratati ca seria fo:o% este divergentd.
Rezolvare:

Sn=1+%+§+_,_+%> 1+%+(§+%)+(§+%+

1 1
2p~141  2P~142

4t (

1 1 1 1
et )= lb o4 o=
7 2p 2 2 2



=1+§—> 00,

_ . 1
2. Studiati natura seriei Y-, In(1 — ﬁ)

Rezolvare:

(k=D)(k+1) _

1
Sp = L=z In(1 - =)= Li=2In 12

I B e NIV o Y oe NNULT

Deci, seria este convergenta si are suma S.
. - 1
3. Studiati natura seriei Y-, In(1 + ;).
Rezolvare: Se bazeaza pe inegalitatea In (1 + X) < X, pentru
orice x = 0 si pe criteriul de comparatie.
. - 1
4. Studiati natura seriei Y-, 2"tg et
Rezolvare: Folosim criteriul al doilea de comparatie. Ne

bazam pe limita fundamentala lin(l) thx =1.
X

2" tg—
- . a . n . - ..
Deci lim = = lim 3~ =1 €eR*, deci cele doud serii au

n._—_
n—oo bn n-oo 2 M

: y : 2n 2
aceeasi naturd. Cum seria Z'?lo=13_n = Y=t (E

n

) este convergenta
: : . 2 SRV :
fiind seria geometrica pentru (= 3 < 1, rezulta ca si seria

1 9
Yoo, 2"tg Sn este convergenta.

5. Studiati natura seriei ),,—, arcsin prrRrL

Rezolvare: Folosim criteriul al doilea de comparatie. Ne

arcsinx

= 1.

bazam pe limita fundamentald lim
x—0 X



arc51n4nzzn_1 . . .
Deci lim = = lim —222=1 =1eR*, deci cele doud serii au

n—oo b n—-oo —_—
n 4n2-1

aceeasi natura.
Pentru a stabili convergenta seriei )., - 1577 fOIOSIm tot

criteriul al doilea de comparatie:

2n

2n
lim 2 =jm 42-L = ER* deci seria )., - 15 are aceeasi

n-ooo by n-ooo z
- T | . -
naturd cu seria )., — -, care este divergenta.

. 2n . - . = - .
Cum seria Z‘,’{’:lm este divergenta, rezultd ca si seria

Y=y arcsin —— vafi divergenta.

1

6. Studiati natura seriei
Zn =2 ninn’

Rezolvare: folosim criteriul de condensare (este evident ca

. 1 o . e
sirul (%)n este descrescator si pozitiv).

o 1 : 5 .
Deci, seria Y5, —— are aceeasi naturd cu seria

Ln=z 2" - apn

_ _ 1
Dar, Yo 2" - agn = Xy 2" o = N, ——, care este
divergenta.
Deci, Y- 2 ——este si ea divergenta.
.. . . nZ+n+1\"
7. Studiati natura seriei Y, ;-4 (a - T)

Z4n+1
Rezolvare: lim *“/a, = lima - —— =a.

n—0co n—-oo TLZ



Potrivit criteriului radical

Daca a < 1, atunci seria este convergenta;

Daca a > 1, atunci seria este divergenta;

Daca a = 1 nu se poate spune nimic despre natura seriei cu
acest criteriu, dar seria devine

= 2 +n4+1\"
Z n2

n=1

(n2+n+1

n
Cum lim — ) = e care este nenul, rezulta ca seria este

n—oo

divergentd in acest caz.

8. Studiati natura seriei ¥, sinmvn? + 1
Rezolvare: Folosim egalitatile:
sin(x —nmw) = sinx - cOSNT — cOS X * SINNTT
=(—1D" -sinnm
Deci:

Yoeisinmvn? + 1=, (—=1)"sinnt(Vvn?2+1-—nm) ==
n=1

T

oo 1 nea;
—1 (—1)"sin————
Zn—l ( ) /n2+1+n
Asadar, potrivit Criteriului lui Leibniz seria este convergenta.

sinn -sin n?

9. Studiati natura seriei Y4 =

: 1 9
Rezolvare: Sirul de termen general a, = = este descrescator

la 0.
bk = sink -sink?= % (cos(k — k%) — cos(k + k?))=



= ~(cos k(k -1) - cos k(k +1))
Deci Sy = bg + bi+...+h, = %(1—cosn(n+1))de unde

rezulta ca (Sp)n este marginit.
In concluzie, sunt indeplinite conditiile criteriului Abel

Dirichlet, deci seria va fi convergenta.

Probleme propuse

Studiati natura seriilor:

1

1 Zn:l Jn(n+1)n+Vyn+1)
- 1
2. Zn:ln(1+a+ aZ+--+a™)

3. Xoi(1— cos—)

4. Yn=1

1

*
(1+tg a)(1+tg g)...(1+ tgS’ a € R* K1}

o1

n .cin2n
T (D", x e [0,

i ()

e

»

2.3. Continuitate si derivabilitate

Scopul acestui paragraf este de a studia conceptele de
continuitate si derivabilitate pentru functiile reale de variabila reala.
Limita unei functii intr-un punct

Definitia 2.3.1 O multime V de numere reale se numeste vecindtate



pentru punctul a daca exista r numar pozitiv astfel incat
(@a-r,a+r)cv
Definitia 2.3.2 Un punct a se numeste punct de acumulare pentru
multimea A daca pentru orice vecinatate V a lui a avem:
V n(A/{x}) #0.
Fie f : A — R o functie si @ un punct de acumulare pentru A.
Definitia 2.3.3 (definitia cu vecinatati) Vom spune ca functia t are

limita L in punctul a (si vom scrie lim f(x) =L ) daca pentru
xX—a

orice vecinatate V a lui L exista U o vecinatate a lui a astfel incat
flU) c I
Definitia 2.3.4 (definitia cu § si € ) Spunem ca functia f are limita L
in punctul a daca:
Ve > 0,35 > 0,astfel incdtV x cu |x — al
<drezulta|f(x)—L| <e

Definitia 2.3.5 (definitia cu siruri) Spunem ca functia f are limita L
in punctul a daca pentru orice sir (a,), care tinde la a, rezulta ca
sirul (f (a,))y tinde la L.

Analog se definesc limitele laterale (pentru limita la stanga

notata li;nf(x) sau ls(a) vom considera x < a, iar pentru limita la
x/a
dreapta, notata li\m f(x) sau l¢(a) vom considera x > a ).
xyxa

Observatie: dacd existd, limita unei functii este unica.

Definitia 2.3.6 Daca
lim f (x) = f(a)
X—a



atunci functia se numeste continud in punctul a.

O functie continua in orice punct din domeniul sau de
definitie se numeste continud.

Functia f se numeste discontinud in punctual a daca nu este

continua in punctul a, adica daca nu exista limf(x), sau daca
X—a

lim f (x) = f (a).

X—a

Punctul x = a se numeste punct de discontinuitate de prima
speta pentru functia f, daca in a functia f are limite laterale finite
diferite, sau finite, egale, dar diferite de f(a).

Punctul x = a se numeste punct de discontinuitate de speta a
doua pentru functia f, daca pentru functia f, punctul x = a nu este
punct de discontinuitate de speta intdi, respectiv, cel putin una
dintre limitele laterale din punctual x = a nu exista, sau sunt
infinite.

Exemple de functii continue sunt asa-zisele functii elementare:
functiile constante, functiile polinomiale, functia logaritmica, functia
exponentiala, functiile trigonometrice si inversele acestora.

Teorema de caracterizare a continuitatii: Fie f : A > R si a un
punct de acumulare pentru A.

Sunt echivalente afirmatiile:

1) (Criteriul £-6) Ve>0 35>0,5(a,s): VXeA CU |x-alkd =
| F(x) - f(a)l<e.

2) (Criteriul cu vecinatati) YV e U (f(a)) U e V(@): vxeUNA=



f(X) eV,adica f(U NA)cV.

3) (Continuitatea laterala) Daca 3limf(x)eR, 3limf(x) e R si

lim  (x) = lim f (x) = f (a).

X<a xX>a

)w.

Cu exceptia cazurilor de nedeterminare co — oo,

818

olo

)

0,0°, 1%, etc. sunt valabile operatiile cu limite de functii:
lim(f(x) + g(x)) = limf(x) + limg(x)
xX—a xX—-a xX—a
lim(f(x) -g(x)) = limf(x) - limg(x)
xX—a xX—a x—a
De asemenea, este valabil criteriul clestelui:
Daca f(x) < g(x) < h(x) intr-o vecindtate a punctului a gi
limf(x) = lim h(x) =L,
x—a xX—a
Atunci lim g(x) =L
xX—a
Ca o consecintd, produsul dintre o functie care tinde la zero si una
marginitd, are tot limita zero.
Pentru calculul limitelor de functii se folosesc asa numitele
limite fundamentale:

In(1+ x
LG ) N
x—0 X

sin x

lim =1
x-0 X

o arcsinx
lim—— =
x—0 X

tg x

lim—=1
x-0 X



lim =Ina
x—0 X
e*—-1
lim =1
x—0 X
1+ x)" -1
lim =r
x—0 X
Probleme rezolvate
. ax
., 1l—cosax } 25”127 a? a?
1. llm—z = llm—2 r—= =
x—0 x x—0 Gﬂ) 4 2
2
2 2
. a* +b* —cosax—cosbx
2. lim - _ =
x—0 sinax? + sin bx?
. a*’—1+b*°—141—-cosax +1— cosbx
lim : : =
x—0 sinax? + sin bx?
@’ =1+ Db* = 1+1-cosax + 1 —cos bx x?
lim - = , =L
x—0 x2 sinax? + sin bx?
. a*—1+ b —1+1-cosax + 1 —cos bx _
Dar lim > =
x—0 ve
. ¥’ -1 p*¥-1 1-cosax 1-cosbx
=lnn< > + > + > + > >==L1
x—0 x x x x

Folosind acum limitele fundamenatale si exercitiul precedent

obtinem:
2
- ax -
llm—2 = lna
x—0 X
x% _
lim = [nb

x—-0 xz



Definitia 2.3.6 Daca exista lim

~1— cosax a?
il_r)r(% X2 T2
~1— cosbx b?
il_r)rg X2 T2

] 2 p2
DeC|,L1=Ina+Inb+%+?

. x? . 1 _ 1
L, =lim—————==lim——— =
x—0 sin ax?+ sin bx x—0 Sinax sinab - a+b
ax? bx?2

In concluzie, L=Ly Lo,=(Ina+Inb+ a?z + b?z)/(a+b).

. ) .1
3. Sa se calculeze limxsin -
x—0 X

Rezolvare: Observam ca avem produsul dintre o functie care
. : el .1
tinde la 0, anume f(x) = X si una marginita, anume g(X) = sin—,

deci limita va fi O.

) xz-sini ) x
4, lim— = lim —
x—0 SInXx x—-0SsInx

-xsinl:1-020.
X

Fie f : A — R o functie si a un punct de acumulare pentru A

f(x)—-f(a)

atunci spunem ca f are
x—0 XxX—a

derivata in a, iar aceasta limita se noteaza cu f’(a).

Functia f este derivabila in a daca are derivata finita in a.

Functia f este derivabilddaca daca este derivabila in orice punct din

domeniul de definitie.

Interpretarea geometrica a tangentei:

Ecuatia tangentei t la graficul functiei f in punctul M, (x,, y,)



este determinata de ecuatia y— f(x,) =m(x—x,), unde

m =tga = f'(x,) = lim L0 = 1(6) ogte panta tangentei t la G, in M,

X% X=X,

respectiv, coeficientul unghiular al dreptei t.
Observatii:

1) Daca m = 0, atunci tangenta va fi paraleld cu axa OX;

2) Daca m = +o0, atunci tangenta va fi paraleld cu axa || OY.

v
Gy
M

¥ - ¥
—_ - - + H_.-

=

Exemplu: Gasiti punctele de derivabilitate pentru functia f : R-R,
f(x) = |x—al-sinx.

—(x—a)sinx, x<a

Rezolvare: f(x) = { (x —a)sinx, x> a

Se observa ca in punctele X # a functia este derivabila, ca o
compunere de functi elementare. In punctul a studiem

derivabilitatea cu ajutorul definitiei, calculand:

lim £82=S@ _ jyy Z@ma)siny g
x7a X—a x7a x—a



lim f)-f(a) — lim (x—a) sinx
xN\a X—a xN\a X—a

=sina

Deci, functia este derivabild in a daca si numai dacd sina = —sina,

adicaa=nm, n eZ.

Operatii cu functii derivabile

1. Daca f si g sunt functii derivabile, atunci f + g este derivabila

si(ftg)' =f+g.

2. Daca f si g sunt functii derivabile, atunci f - g este derivabila

si(f-g)’=f-g+fg.

3. Daca f si g sunt functii derivabile, atunci 5 este derivabila si

(Q,ngéﬁg

Fie I si J doud intervale, X, € | un punct arbitrar si functiile

f:15Jsig:] - R.

Proprietate Daca f este derivabila in x, €1, iar g este derivabila in

f(x,) € J, atunci functia g o f:1 = R este derivabila si

(o F) () =9"(f (%)) F'(X)-

Consecinta Daca f:1 - sig:] = R sunt doua functii derivabile,

atunci functia g o f:1 = R este derivabila si (gof) =g (f)-f .

Tabel cu derivate ale functiilor elementare si compuse

Functia | Derivata | Domeniul de

derivabilitate

Functia

compusa

Derivata
functiei

compuse




c 0 R - -
(constanta)
X 1 R u u’
X", NeN” nx"* R u",neN’ nu"*.u
x“,aeR oax (0,0)cD,. |u",aeRa>0 au*"-u
1 1 R* 1 _w
— - x_z — u2
X u
Ix 1 (0,0) Ju,u>0 0’ L\/_
——— 2vVu
2/x
e’ e’ R e' e’ -u
a* a*lna R a',0<a, a'Ina-u
a =1
Inx 1 (0,0) Inu,u>0 u'

X u
sinx COSX R sinu u’cosu
COSX -Sinx R cosu -u’sinu

tgx 1 cosx=0 tgu, cosu=0 u’
cos?x cos?u
ctgx sinx=0 ctgu, sinu=0 | .- %
sin?u
1
sin?x
arcsinx 1 (-1, 1) arcsinu, | ;. 2
B — 1—u?
V1— x? uj<1
arccosx 1L (-1, 1) arccosu, | -u’
1— x2




uj<1
1— u?
arctgx 1 arctgu L
1+ x2 1+u?
arcctgx 1 arcctgu L
1+x2 1+u?
shx chx = shu u’chu
eX+e™™
2
chx shx = R chu u’shu
_ ex_e—x
T2

TeoremaDaca f : 1 — J este o functie bijectiva, derivabila, cu
f'(x,) %0, atunci functia f :J — | este derivabild in yo=f(Xo) si

1
f(%)

Observatii:

(F %) (yo) =

1) Inversele unor functii inversabile, derivabile, sunt tot functii

derivabile.

2) Daca f :1 — Jeste bijectivd,derivabila, cu

1
f(x)

f (x)#0,vxel,atunci f*:J — | este derivabila si (f *1)'(y) =

3) Daca f:1 —J este bijectiva,derivabila, cu
f'(x,)=0,% el,atunci f*:J — larein y,derivata infinita,

respectiv:



(f*)(y,)=—o, daca f este strict descrescatoare si

(f ’1)' (y,)=+0, daca f este strict crescatoare.

4) 1) () (y)=1
5) (f = )'(yo): tgf, g fiind masura unghiului format de graficul

functiei f cu axa OY.

Exemplu:

Fie ¢ . [%,+oo) —)[—%,+w) , f(x) = x2 — x. 3d Se arate cd functia f este

inversabila si sa se calculeze(f - ) (2).

Rezolvare: Din yo = f(Xo) = 2, rezultd x> — x = 2, de unde ar rezulta
functiei. Sunt indeplinite conditiile din enuntul teoremei: functia f
este derivabila, ca o compunere de functii elementare, f'(x) = 2x -1,
deci f'( Xo) = 2 Xo —1=3+0. Deci, f va fi derivabila in yo=f(xo) si

1

()00 =55

Deci, (1) (2) = fL(z) =%

Fie I = (a, b) c R, un interval si f : | =R o functie derivabila
pe I, iar f: | -R derivata de ordinul intai, sau prima derivatd a
functiei f. Functia (f ) = f" = f ®se numeste derivata a doua sau

derivata de ordinul al doilea a functiei f.



Definitia 2.3.7 Se spune ca functia f : I >R este de doud ori
derivabila in punctul x, 1, daca

o feste derivabila intr-o vecinatate a lui x,;

e f estederivabila in x,.
Observatie: Prin conventie derivata de ordinul zero a unei functii
este chiar functia insasi.
Generalizare:
1) O functie f se numeste derivabila de ordinul n + 1, n € N daca
este derivabila de ordinul n si daca " este derivabila.
2) O functie f se numeste infinit derivabila daca este derivabila de

orice ordin n, n €N.

Proprietate Orice functie elementara este infinit derivabila.
2.4. Siruri si serii de functii

Se pot defini siruri cu elemente in alte mulsimi decat
multimea numerelor naturale. Daca A este o multime, definim un sir
cu elemente in A ca o aplicatie s: N— A. Dacad A este o multime de
functii atunci sirul respectiv se numeste sir de functii si se noteaza
(f)n-

Doud probleme vom studia in legdtura cu aceste siruri de
functii: convergenta punctuala si convergenta uniforma.

Definitia 2.4.1Fie (f;,),, un sir de functii, f, + A = R. Spunem ca



(f)n converge punctual la f: A - Rdaca pentru orice X€ A si
pentru orice e>0 exista N, € N astfel incdt pentru orice n= N, sd
avem |f,(x) — f(x0)| <e.

(f)nconverge uniform la f: A - Rdaca pentru orice £>0 existd
N. € N astfel incat pentru orice n=> N, si pentru orice X€ A sd avem
Ifn(x) = fF()| <e.

Cele doud notiuni sunt periculos de asemandtoare.
Convergenta punctual presupune gasirea unui rang N care depinde
de x si & Dacd acest rang poate fi ales independent de X, atunci
aceasta atrage si convergenta uniform.

Pentru un sir de functii (f,),, convergenta punctuala se poate

studia folosind metodele prezentate la sectiunea ,,Siruri de

numere”. Convergenta uniform foloseste metode noi, cele mai
frecvente fiind evidentiate in continuare.
Propozitie: Fie (f,,), un sir de functii, f,, + A — Rastfel incat exista
un sir de numere reale (an)n care tinde la zero, astfel incat |f,,(x) —
f(x)| < a, pentru orice n natural si orice x € A. Atunci (f,),
converge uniform la f.
Definitia 2.4.1 Definitia 2.4.1 O serie de functii este cuplul format
dintre un sir de functii (fy)n , fn * A = R si sirul sumelor sale
partiale, $,(x) = Y3y f1(x).
O serie de functii Y50 fn(X) se numeste punctual (uniform)
convergenta daca sirul sumelor sale partiale este punctual

(uniform) convergent.



Un caz particular de serii de functii sunt seriile de puteri,
adica seriile de forma ).,,50 ¢, * (x — x0)™.
Pentru o serie de puteri se definesye raza de convergenta:

R=sup{r€R /Vxculx—xy| <r,seria este convergenta}

Teorema Cachy-hadamard ne permite calculul razei de convergenta
dupa formula:

R 1 1
= 1= 7. cn
lim|c,[= lim ==

n-oo Cn

n—oo

Probleme propuse:

1. Studiati continuitatea functiilor si specificati tipul
discontinuitatilor acolo unde este cazul:

x+3 x<1
a)f(x)={3, x=1

x*=2, x>1
1
sin=, x#0
b) f(x)={ x
0, x=0
ax+b, x<1

C)f(x)=[3, x=1

ax? -2, x>1
2. Determinati derivatele functiilor compuse f:1 —J, de mai
jos:
a) f(x) = (2x 9’
b) f(x) = VX +1



c) f(x) = ¢~

d)f(x)= 5"

e) f(x) = In(3x” —5x+1)

) f(x) = logs (x* — x?)

g) f(x) = sinx’

h) f(x) = cos "

i) f(x) = tg 2%°

j) f(x) = ctg 3°

k) f(x) = arcsinX’

) f(x) = arccos X"

m) f(x) = arctg X’

n) f(x) = arcctg x"

. Determinati derivata de ordinul doi a functiilor f de mai jos:
a) f(x) = 2x* -3x* +5x+L |1 = R;

b) f(x) = —3x* +x* -3x* +6x-4; | = R;
c) f(x) = x> +4x* —x® +2x;1 = R;

2x—1;I —R:

d)f(x) = 3

eHMzi%ﬂzRWﬂ;

f) f(x) =% 1 = (0, =);
g) f(x) = x* +2Inx; 1 =[e 1];



h)fx) = x+ 1 +sinx; | = [—%,0];

1) f(x) = e"cosx: |1 = R;
) f(x) =log, x+2*;1 =[2, 3];
k) f(x) = arcctg x, | = R.
2. Aratati ca functiile f : R— R de mai jos, verifica relatiile date:
a) f(x) = e*sinx;
f(x)—2f (x)+2f(x)=0;
b) f(xX) = arctgx;
L+ x?) £ (x) + 2xf " (x) =0.
4. Aratati ca functiile f: D— R de mai jos, au derivata in punctul
X, € D' indicat, determinati t'(x,), calculati derivata functiei
f pe D si scrieti ecuatia tangentei t la graficul functiei in
punctul x,:
a) f(x) = 3x*-5x+1, x, =1,D=.....

X+2

D) 169 = 2t

X,=2,D=...



