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Cuprins — in detaliu

1. Analiza complexa

1.1 Numere complexe. Proprietéti algebrice.

Reprezentare algebricd, partea reald si partea imaginara, reprezentare geometrica in plan.

Conjugatul, modulul unui numar complex. Distanta dintre doud numere complexe.

Inegalitati remarcabile. Multimi remarcabile de numere complexe (disc, semi plan)

1.2 Siruri de numere complexe. Sir convergent, sir marginit, sir fundamental.

Functii complexe de variabild complexa. Limite in mul{imea numerelor complexe.

Functii continue. Proprietati elementare. Functii derivabile. Proprietati elementare. Functii olomorfe

Derivarea polinoamelor si a functiilor rationale. Relatiile Cauchy-Riemann, functii armonice.

1.3 Serii de puteri cu coeficienti complecsi.

Convergenta, suma unei serii convergente. Criteriul raportului. Seria geometrica.

Teorema lui Abel. Raza de convergenta. Teorema razei de convergentd. Teorema Cauchy-Hadamard.

Suma unei serii de puteri, proprietati. Serii Taylor. Functii olomorfe.

1.4 Seria exponentiald. Functia exponentiald. Functiile sin si cos. Functia argument. Functia logaritm. Functia
putere. Functia radical.

Rezolvarea uneor ecuatii simple cu functii complexe elementare.

1.5 Drumuri in planul complex. Integrala unei functii complexe. Proprietéti elementare.

Teorema lui Cauchy pentru functii olomorfe gi drumuri inchise.

Reprezentarea integrala a primitivelor pentru functii olomorfe. Formula Newton-Leibniz.

Formula integrala a lui Cauchy. Functii olomorfe si functii analitice.

1.6 Zerourile unei functii olomorfe. Puncte singulare pentru functii olomorfe.

Clasificare, puncte singulare aparente, poli, esentiale.

1.7 Serii Laurent. Parte principala, parte Taylor. Coroana de convergenta.

Teorema de existenta si unicitate a seriei Laurent. Dezvoltarea in serie Laurent asociatd unei coroane.

1.8 Reziduul unei functii olomorfe in puncte singulare. Formula de calcul pentru reziduul in poli. Teorema
reziduurilor.

1.9 Aplicatii la calculul unor integrale reale improprii.

2. Ecuatii diferentiale ordinare

Ecuatii diferentiale, conditii initiale, problema Cauchy

2.1 Ecuatii diferentiale care se rezolva prin metode elementare :

cu variabile separabile, omogene, liniare, Bernoulli, Riccati, Clairaut, Lagrange

2.2 Ecuatii diferentiale liniare de ordin superior cu coeficienti constanti.

Ecuatie caracteristicd, asocierea unei solutii pentru fiecare radécind a ecuatiei caract. Ecuatii diferentiale de tip
Euler

2.3 Sisteme liniare de ecuatii diferentiale de ordinul I cu coeficienti constanti

Matrice asociata, valori gi vectori proprii, solutii asociate.

2.4 Determinarea liniilor de cAmp. Sistem simetric asociat.

Metoda combinatiilor integrale, integrale prime. Ecuatii diferentiale cu diferentiale totale (de tip Pfaff),



Ecuatii exacte sau care admit factor integrant

3. Analiza Fourier — serii Fourier

3.1 Functii (semnale) periodice. Functii pare, impare. Prelungire prin periodicitate,
prelungire pard (impard).

Proprietiti de calcul a integralelor pentru functii pare (impare)

3.2 Spatii vectoriale cu produs scalar, vectori ortogonali,

procedeul Gramm-Schmidt, baza ortonormata.

Sistemul trigonometric ortogonal, polinoame trigonometrice, serii trigonometrice.
3.3 Coeficienti Fourier, serie Fourier asociatd unei functii continue pe portiuni.
Formula lui Parseval, Inegalitatea lui Bessel.

Teoremele lui Weierstrass de aproximare. Aproximare cu polinoame trigonometrice
Calculul coeficientilor Fourier, dezvoltare in serie Fourier, in serie de sinusi, de cosinusi
calculul sumei unor serii numerice folosind serii Fourier.

4. Transformarea Laplace

4.1 Functii (semnal) original. Transformata Laplace. Proprietdti de calcul.
Transformatele Laplace ale unor functii elementare.

4.2 Teoreme fundamentale : teorema asemanarii, deplasarii, intarzierii, derivarii imaginii,
integrarii originalului, integrarii imaginii, valorii initiale, valorii finale, semnale periodice,
teorema derivarii originalului. Convolutia. Transformarea Laplace a convolutiei.

4.3 Calculul transformatei Laplace,

calculul de original corespunzator unei transformate Laplace.

4.4 Transformata Laplace discretd (transformata “Z”)

Calculul transformatei pentru semnale discrete. Proprietiti simple de calcul.
Transformata Laplace discretd pentru unele semnale elementare.

Aplicatie la determinarea termenilor unor giruri definite prin relatii liniare de recurenta
(semnale discrete obtinute prin suprapunerea efectelor unor intarziate ale lor)

5. Transformarea Fourier

5.1 Functii (semnale) integrabile pe R. Transformata Fourier.

Continuitatea, derivabilitatea transformatei Fourier .

Teorema de inversare Fourier. Teorema de inversare a transformatei Laplace

5.2 Transformata Fourier pentru functii rapid descrescatoare, proprietati de calcul
formulele lui Parseval, convolutia, formulele lui Borel.

5.3 Transformarea “prin sinus”, “prin cosinus” , calcul, formule de inversare.
Calculul de transformate Fourier, transformate prin sinus si cosinus,

Rezolvarea unor ecuatii integrale, reprezentarea unor functii ca integrale Fourier.
6. Ecuatii diferentiale liniare cu derivate partiale de ordin II

6.1 Ecuatii diferentiale, conditii la limita, conditii initiale, problema Cauchy.
clasificarea ecuatiilor (de tip hiperbolic, parabolic, eliptic) forma canonici.

6.2 Ecuatii liniare cu derivate partiale de ordin II remarcabile, rezolvate

prin metoda separarii variabilelor si aplicAnd principiul suprapunerii efectelor.
problema Dirichlet pe discul unitate, ecuatia coardei vibrante, propagarea cédldurii in bara infinita.

7. Campuri vectoriale

Determinarea unui potential scalar si a unui potential vector

7.1 Camp scalar, cAmp vectorial. Camp de gradienti. Potential scalar asociat.
Camp conservativ. Camp irotational.

Domeniu stelat. Lucrul mecanic al unui cAmp de gradient;i.

Conditii in care un cAmp conservativ este cAmp de gradienti.

Determinarea unui potential scalar pentru un camp de gradienti.

7.2 Camp solenoidal. Camp de rotori.

Determinarea unui potential vector pentru un cAmp solenoidal.

8. Anexa
8.1 Functiile B si I integrale improprii



8.2 Schimbari de variabild — Laplacianul in coordonate polare
8.3 Ingrediente tehnice

0.1 Introducere in Analiza Complexa

0.2 Multimea numerelor complexe

In cele ce urmeazi prezentfm un mod relativ simplu de a defini numerele complexe, folosind motivatii algebrice.
Presupunem cunoscute notiunile de grup, inel, corp, spatiu vectorial. O scurtd prezentare se giseste in Anexa.

Consideram multimea numerelor naturale N ca semigrup infinit, generat de un element notat "1" i de o operatie
(lege de compozitie) notatd "+" numitd adunare.

not not not not

141 =2, 1+14+1 =3, 1+41+14+1=4 ... 1+14+..4+41=n ..
—— ——— —_—— —_——
2 ori 3 ori 4 ori n ori

Rezulta astfel multimea numerelor naturale
N=1{1,2,3,4,..}

iar adunarea este in mod natural asociativa, comutativa.
Multimea astfel construitd are un numaér infinit de elemente deoarece

1+14+...+41=14+1+...+1 dacid gi numai dacd n=1p

n ori p ori

Se adaugd (se adjunctioneazi) un element neutru notat "0".
Deci
n+0=0+n=n , pentruorice € N

Definim Z ca fiind cel mai mic grup comutativ (cu aceeagi operatie, adunarea numerelor naturale) ce contine
numerele naturale ( N C Z ), in sensul de "grupul generat" de N.
Notam cu "—1" opusul lui 1, deci

Apoi constatdm ca

-+ (-1)+2=(-1)+(-1)+1+1=0
deci (—1) 4+ (—1) este opusul lui 2 si il notdm cu "—2"

apoi in mod asemanator

3 ori 4 ori n ori

Obtinem astfel multimea numerelor intregi
Z=A..,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,...}

Multimea numerelor rationale Q este cel mai mic corp comutativ (cu aceleasi operatii, adunarea si inmultirea
numerelor intregi) ce contine numerele intregi ( Z C Q ), in sensul de "corpul generat" de Z.

Mai departe multimea numerelor reale R este construité ca fiind cel mai mic corp (cu aceleasi operatii, adunarea
i inmultirea numerelor rationale) ce contine numerele rationale ( @ C R ) , cu o relatie de ordine totald si in care
orice gir monoton gi marginit este convergent.

Mentionam provenienta notatiilor.

N de la numere naturale,

Z de la "zahlen" = a numéra (in germani)

numere rationale de la "ratio" = raport (in limba latind) iar Q de la "quotient" = cat (in francezi, englezi)

in fine R de la numere reale



C de la numere complexe.
Tatd un exemplu familiar de constructie algebrici a unui corp.
Considerand polinoamele cu coeficienti numere rationale Q[X] , este usor de aritat ci nu orice astfel de polinom

are radacini numere rationale.
De exemplu x? — 2 nu are radscini in Q.
Deoarece 22 —2=0 < 22 =2 gi nici un numir rational z € Q nu verifici o astfel de relatie.
S& adsugim numsirul v/2 (definit cu proprietatea ci (v2)2 =2 si v2>0).
Este un simplu exercitiu de calcul, a ardta cd multimea numerelor de forma

{a+bv2, cuabe Q2 Q(WV2)

este cel mai mic corp comutativ ce contine numerele rationale si numirul v2 , QU {2} ¢ Q(v/2)
Este insd evident c& acest corp nu contine si ridécinile altor polinoame de exemplu ridécinile polinomului 22 —3,

adic /3 si —V/3.
Deci acest gen de extindere a corpului numerelor rationale nu cuprinde toate radécinile polinoamelor din Q[X] .
Consideram acum polinoamele cu coeficienti numere reale R[X] , este ugor de ardtat c& nu orice astfel de polinom

are radacini numere reale.

De exemplu 22 + 1 nu are riadicini in R.
Urmand ideea de mai inainte, si addugam la numerele reale un element "abstract", notat cu 4 (de la imaginar).

Dorim sa construim un corp comutativ care sa contind numerele reale gi acest nou element <.

Operatiile sunt definite in mod natural
i-1l=1-1=14

ati=i+a ,b-i=i-b"2ib ,i+0=0+i=i ,i

pentru orice a,b € R .
In plus
i 2

La fel ca gi pentru spatii vectoriale se demonstreaza ca

1-0=0 ¢l 1-(-1)=—i
aici "—i" reprezintd opusul lui 7
Rezultd i are invers fatd de inmultire si inversul siu este —i

i(—i)=i-i-(=1)=1

Rezulta ci a =i < a=0 si b=0, deoarece
1 1 b b
a#0 = -—a=ib- & 1=i—- = —-=—i¢R = a=0
a a a a
deci
a+ib=c+1id & a=b s c=d
Deoarece adunarea este asociativd si comutativd, iar inmultirea este distributiva fatd de adunare gi comutativa,
rezulta relatiile cunoscute
(a+1ib) + (c+id) = (a+c¢) +i(b+d)
(a+1b) - (c+id) = (ac — bd) + i(ad + bc)

Exact ca pentru Q(v/2, este usor de ardtat ci multimea elementelor de forma

{a+ib,cuabeR}™2C

este cel mai mic corp comutativ ce contine numerele reale si elementul i , RU {i} ¢ C

Definitie. Numim "numere” complexe elementele multimii

{a+ib,cuabeR}™2C



st notam cu C multimea numerelor complexe.

Pans acum, aceastd constructie, o extensie (la un corp) a numerelor reale, nu pare a fi esential diferitd de

extensia de la Q la Q(v/2) .

Se demonstreaza urmatoarea teorema.

Teorema. Orice polinom cu coeficienti numere complexe (de grad n ) are exact n raddacini numere compleze

C.

In urma acestui fapt, multimea numerelor complexe C construiti dupé aceeasi idee ca pentru Q(v/2) se dovedeste
a fi nu o extensie oarecare, ci cea mai buna din punct de vedere algebric.

Proprietati algebrice.

1. Reprezentarea unui numar complex z € C in forma z = a +ib , cu a,b € R , este unica gi se numeste
reprezentare algebrica.

Numerele reale a,b se numesc partea reald, respectiv partea imaginara a numaéarului complex z.

not not .
a=Rez,b=Imz , z=Rez+ilmz

2. Dacd z =Rez+1¢Imz , atunci z € R daca si numai dacd Imz =0
In particular
0+0:=0 , 1+0i=1
r+iy=0 < zx=0s y=0
3. Orice numar complex nenul, adici z =z +iy #0 < z,y#0 < 2?24+y>#0
are invers fatd de inmultire notat

271 = 1_ * +14 Y
oz x24y? 2 y?
care provine din
1 1 T — 1y T — iy T —y

— = - — = = +1
z x+4iy (x4 (xz—iy) a2+y®> 224+y? 2?2+
se verifica si prin calcul direct

-y ] a? z(—y) yx 2 yl-y) 2P (=) (=%

n — + + + = +
21y 222|224 x e a4y a4 2+ o242

1 .
2o = (0 tiy)

4. Notam cu Z = a — b ¢i il numim conjugatul numarului complex z = a + ib. Rezulta ca

z+7z z2—Z
Rez = + , Imz=——, 2eR & 2=%2
2 27

o o z z
z+w=z—|—w,z-w=z-w,(—)=:
w

g

Comentariu. In cele ce urmeaza, notatia z = z + iy inseamna in mod implicit cd z,y € R .

Reprezentare geometrica.
Este clar ¢& un numar complex z € C, z =z + iy , cu 2,y € R este definit de o pereche de numere reale (z,y),
care poate fi identificatd cu punctul din plan de coordonate (z,y).



—+ (Xy) +—» Xx+iy=z

Deci putem identifica C cu R2.

"Geometric" multimea numerelor complexe C este numit "planul complex", prin identificare cu "planul" R?
(ca spatiu vectorial euclidian).
Sa observam ca adunarea a doud numere complexe

(x +1y) + (a+1ib) = (x +a) +i(y +b)
se identificd cu adunarea vectorilor (z,y) , (a,b) din R?
(z,y) + (a,b) = (z+a,y+b)
iar inmultirea numerelor complexe corespunde inmultirii perechilor

(z,y) - (a,b) = (va — yb, xb + ya)

(x+ay+h)

v




Definitie. Pentru z € C | z =z 4+ iy, cu z,y € R. Notdm cu

|2 = |o +iy| "= /(Re2)? + (Tm 2)2 = /2 + 12

numit modulul numarului complex z.

............................ (Xy) — z=x+iy

v

Este clar ¢& modulul reprezintd geometric distanta dintre punctul de coordonate (z,y) si punctul (0, 0), iar dacd
z=ux+1y si w = a+ b atunci

|2 —w| = V/(z —a)? + (y — )?

reprezinta o distanta pe multimea numerelor complexe.

(x.y)

ly-bl

(ab)

v




In plus avem proprietitile
» o El =1

e
2] = |21 [ : 2] ==
wl ™ ol

2| =0 2=0

Sa notam céateva submultimi remarcabile de numere complexe si reprezentarea lor geometrica in plan

cercul de centru zo=u+ v sirazd r {z€ C, |z — 29| =} pe scurt { |z — 2| =}
cercul de centru O gsi razd r {2z € C, |2| =r} pe scurt { |z| =1}




y y A
N
3
X
zZ|<r
discul deschis de centru 0 si razd r {z € C, |z| < r} pe scurt { |z| < r}
discul inchis de centru 0 gi razd r {2z € C, |z| <} pe scurt { |z] < r}
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semi plan superior Imz >0

semiplanul superior {z € C,Imz > 0}, semiplanul inferior

semi planinferior Imz<0

{z€eC,Imz < 0}
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semi plan drept Rez >0

semiplanul drept

semi planstang Rez <0

{z € C, Rez >0}, semiplanul stang {z € C, Rez < 0}

coroana circulard de centru 0 si raze 0 <1 < R

Tata cateva inegalitati remarcabile

v

{zeC,r<|z| <R}
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|2+ w| < [2] + [w]

|Re z|

[Im 2|

|z| < |Rez|+ [Im z|

<
< |zl £ |Rez| + [Im z|

Demonstratie. Fie z =x +iy si w=a+1b, cu x,y,a,b € R. Este evident ca

[Rez|[ = [z < Va2 +y? =[2] , [Imz| = [y| < Va2 +y? = [2|

2| = Va2 +y* <[z + [y = [Re z| + [Im 2|
4wl <2+ w] & Veta?+y+)2 <Vl VR + 1R e

s (z4a)+ @+ <P+ 4+ +P+2V2+ 2 Va2 + 2 &

& 2a42b <2V22 + 2 Va2 + 2 S za+yb< |za+ybl < Va2 + 2 Va2 + 2 &
& (ra+yb)? < (22 +9%) - (a® +0?) & 2zayb < 220 +y?a® <
& (zb—ya)* >0
ultima inegalitate este evident adevarata.ll

Definitie. Un sir de numere compleze (z,)n>1 , 2n € C , se numeste convergent, dacd ezistd w € C asa incdt

lim |z, —w| =0, (ca limitd de numere reale pozitive) si notim z, — w
n—oo

Observatie. z, — w < Rez, — Rew si Imz, — Imw ,
cu alte cuvinte, daca z, = x, + iy, si w = a + b , atunci

Zn — W & Tp — G Y, — b
Demonstratie. Tinem seama de faptul ca

[Re(zn —w)| , [Im(zn, —w)| <[(zn —w)| < [Re(zn —w)| + [Im(z,, — w)]

[ |
Exemplu
. n
lim (3+—z >:3—z
n—oo n+1
deoarece

P
342 503 6 2 1

Observatie. Daci z, — u si w, — v , atunci

Zn u .
— — — ,dacav #0
v

(Zn+wn)—>u+v7 (Zn-’wn)—>U"U, w
n

Demonstratia este identicd cu cea pentru siruri de numere reale.ll

Observatie.

1. Dacd sirul (2,)n>1 este convergent, dar girul (wy)n>1 este divergent, atunci suma lor (z, + wy)n>1 este un
sir divergent.

2. Daci sirul (z,),>1 este convergent, cu limita diferitd de zero, dar sirul (wy,),>1 este divergent, atunci
produsul lor (2, - wy,)p>1 este un sir divergent.

Exemplu. Pentru z € C | girul 2™ este convergent daci |z| < 1 si in acest caz lim 2" = 0 , deoarece
n—oo

|2 = |z|" — 0 pentru |z| < 1
dacd z = 1, girul este evident constant 2™ = 1" = 1, deci convergent.

11



Pentru orice alte valori girul este divergent ( nu demonstrim acest fapt deocamdata ).

Definitie. Spunem ci "z — o” daca |z| — +oo , citim "z tinde la infinit"

adicd |z| = |z +iy| = V22 + y? — +00 , ceea ce Inseamnd fie x — +o0 fie y — +o00 , fie amandoua.
Exemple.
Pentru z € C, cu |z| > 1 sirul 2" tinde la co, lim 2" = oo deoarece
n—oo
2" =12]" — 400
n—oo
in particular :
z2=2 , |2"=2" - 40
n—oo
) " n n
z=141 , |2|" =141 :(\@) — 400
n—oo

Pentru z =1+14 ,avem |[1+i|=vI2+12=+v2>1 , deci|(1+i)"]=(V2)" = +c0 = (1+i)" — 0

Definitie. Un sir de numere compleze (zp)n>1 , 2n € C , este marginit, daca toti termenii girului sunt
continuti tntr-un disc, mai precis existd r > 0 aga incdt |z,| < r pentru orice n > 1.
In caz contrar sirul este nemarginit.

Observatie. Un gir de numere complexe (2,,)n>1 , 2n € C este nemé&rginit, dacd are un subsir (25, )x>1 pentru
care |zp,| — +oo
k—o0

Observatie. Orice gir convergent de numere complexe este marginit.
Corolar. Un sir care nu este marginit, nu este nici convergent.

Exemplu. Pentru z € C cu |z| > 1, girul (2"),», este divergent deoarece este nemarginit.

Definitie. Un sir de numere complexe (zp)n>1 , #2n € C , se numeste sir Cauchy sau gir fundamental,
daca existda un sir a,, — 0 asa incdt

pentru orice n,p > 1 avem |zptp — 2| <ap, — 0
n—oo

Aceasta nu este definitia traditionals, dar este o formulare echivalentd si aplicabild practic.
Observatie. Se demonstreaza ugor ca in multimea numerelor complexe orice sir Cauchy este sir convergent.

0.2.1 Functii complexe (si de variabild complexd)
Pentru o functie f: DCC — C ,siz=x+iy € D, notam
f(2) = fx+iy) = Re f(2) +iTm f(2) "2 u(z,y) +iv(z,y)

Numim wu si v partea reald respectiv partea imaginara a functiei f, acestea sunt functii reale de doué variabile
reale.

u=Ref , v=Imf

In cele ce urmeazs, notatia f =u+iv ( f =Ref+ilmf ) inseamnd in mod implicit ci u i v reprezintd
partea reald respectiv partea imaginarad a functiei.
Este o notatie folosita in foarte multe texte de analizd complexa.

Exemplu. Functiile polinomiale f:C — C , definite doar prin aduniri si inmutiri
f(z) =ao+ai1z+ a2 + ...apz"

cu ap,ai,as,....ap, € C,
si functiile rationale

flz)= Pii , unde P, sunt polinoame, iar f: {z € C, Q(z) #0 } — C

12



Exemple

_z—l
T 243

f(z) =2+ functie constants , f(z)=1-3z+5i2> |, f(2) {ze€eC,243#0} —C

Definitie. Spunem ci z — 29, ( z tinde la zp ) dacd |z — 29| — 0
dacd notam z = x +1iy si 29 = xg + Yo , atunci

z— 20 © x—x0 $i y—yo (acestea fiind limite in R)

Exemplu. Pentru z=z+iy, z2—3-2i & z—3 g y— (-2)

2 —3-92% o { v—3
y— =2

Definitie. Pentru o functie f : D C C — C, si 29 € {|z — 20| < r} C D spunem c&

lim f(z) =L dacd lim |f(z)—L|=0, unde LeC

z—— 20 |z—z0|—0
Observatie.

lim f(z) =L dacd gi numai dac§ lim Ref(z) =ReL gi lim Im f(z) =ImL
Z2——20 2——20 z— 20
—— ——

u v

Definitie. Pentru o functie f : D C C — C , i 209 € {|z — 20| < r} C D spunem c& functia f este continud
in punctul zg dacd lim f(z) = f(zo) -
Z—20

O multime D C C se numeste deschisa dacd pentru orice punct zg € D existd un disc deschis aga incat
20 €{lz—2|<r}CD.

Vom identifica o multime de numere complexe cu multimea corespunzitoare de puncte din planul R2.

O functie f: D C C — C definita pe o multime deschisi, se numeste continua pe D, dacid f este continud in
fiecare punct din D.

Conform observatiei de mai inainte, o functie complexa f = u + iv este continud dacé si numai dacd functiile
reale u,v (partea reald gi imaginard) sunt continue (ca functii de doud variabile).

Proprietati. Operatiile naturale cu functii continue produc tot functii continue.
1. Daca f,g: D C C — C sunt continue in zy € D atunci f + ¢, f - ¢ sunt continue in zq , la fel si 5 dacid

g(20) # 0

2. Daci D -1 E 45 C , [ este continud in zy € D iar g este continud in f(zp) atunci g o f este continui in zo.

3. Daca f,g: D C C — C , iar f este continud in zy € D dar g nu este continud in zg, atunci suma lor f + g ,
nu este continua in zg .

4. Dacd f,g: D C C — C , iar f este continud in zg € D , cu f(z0) # 0, dar g nu este continud in zp, atunci
produsul lor f - g , nu este continuu in zq .

Demonstratia. este identica cu cea pentru functii reale.ll

Exemple. Orice functie polinomiald sau rationald este continua pe intreg domeniul de definitie.

Derivabilitate Definitie. Fie f: D C C— C , si 29 € {|z — 20| <7} C D spunem ci f este derivabild in z,

, daca
- d
existd lim 7‘“2) f(z0) not f'(20) not af
zZ—20 zZ— 20 dZ

(20)

f'(20) se numegte derivata lui f in punctul zg
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O functie f: D C C — C definita pe o multime deschisi, se numeste derivabila pe D, daca f este derivabild
in fiecare punct din D.

Comentariu. Definitia este identicd cu cea pentru functii reale de o variabila reald, deci este normal sa aibe
aceleagi proprietati.
Unele texte folosesc denumirea de "functie C-diferentiabild". Am preferat o denumire mai simpla gi mai familiara.

Proprietati. Operatiile naturale cu functii derivabile produc tot functii derivabile.
1. Daca f,g: D C C — C sunt derivabile in zg € D atunci f + g , f - ¢ sunt derivabile in zy , la fel si 5 daca
9(20) # 0 si in plus

Fra)=f+d, (e =Fg+1d . <§)’ - f“"g%fg

2. Daci D > E % C , [ este derivabild in zg € D iar g este derivabild in f(z¢) atunci g o f este derivabild
in zp giin plus

(g0 f)(2) =4'(f(2)- f'(2)

3. Daca f,g: D C C— C , iar f este derivabild in zg € D dar g nu este derivabila in zy, atunci suma lor f + g
, nu este derivabila in zg .

Demonstratia. este identicé cu cea pentru functii reale.ll

Corolarii.
1. O functie constanta este derivabila si are derivata functia constants zero.
2. Functia "putere" f(z) = 2™ este derivabild pe C si

n—1

(z") =nz , pentru orice n>1

3.Functia f(z) = 2 este derivabili pe C\{0} si

n

LY _ on i > 1
ol s R pentru orice n >
4. Orice functie polinomiala sau rationald este derivabild pe intreg domeniul de definitie

(ao + a1z + a2z + ... + ap2") = a1 + a2z + ... + a,nz"!

pentru orice z € C

(P(Z))' _ P(x)Q(z) - P(:)Q'(2)
Q(2) [Q(2))?

pentru orice z € C pentru care Q(z) #0

Demonstratia. este identica cu cea pentru functii reale.ll
Observatie. O functie derivabila este neaparat continua.
Teorema 1. Daci functiac f = u+iv , (u = Ref , v =1Im[f) este derivabild in punctul zo = xg + iyo ,

z=x+1y,
atunci functiile v = u(z,y),v =v(x,y) au derivate partiale in punctul (xo,yo) st in plus acestea verifica

Ou — Ov ORe f — Olm f
Relatiile Cauchy-Riemann &= _ R RN ORS I 8 7

9y — Oz oy Ox
iar derivata se poate calcula astfel

PO T T
)= Bz Zax_ﬁy z8y

toate derivatele partiale fiind calculate in punctul (xo,yo).
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Demonstratie. Conform ipotezei exista limita

i 1) £(0)

zZ—20 zZ— 20

= f'(20)

notam z = x + 4y si consideram limita in cazul particular z = x 4 iyg — xg + 1yo , ceea ce revine la x — x¢ si
deci

Fleo) = lim L&) = flwoFiyo) (@ yo) +iv(@,90) = [ulwo, yo) +i0(w0,40)] _
e—wo (x +1Yo) — (To + iYo) T—o T — xg
— - 15; 0
_ ‘hm. u(z, yo) — u(zo, Yo) —&-i.lim. v(z,y0) — v(z0,Y0) _ U($07y0)+ v(xo,yo)
T——To €T Zo T—T0 Tr — X 8z (9

dv
oz

Q)‘QJ
1
|

In mod analog consideram limita in cazul particular z = xy + iy — xg + 1yo , ceea ce revine la y — yg si deci

f,(ZO) = lim (‘TO + Zy) (‘TO + ZyO) — lim u(‘rﬂa y) + i'U(xO, y) - [U(xo, yO) + iU(IEo, yO)] _
a—wzo (zg +1y) — (o + iYo) y—o i(y — yo)
- u(w,yo) = ul(xo,yo) | ., v(To,y) — v(T0,Y0) Ou dv
= lim 41 lim : = —i— (o, + —(xo,
e—wo i(y = yo) e—wo (Y = yo) gy "0 v0) gy o w0)
Ou oy
dy By
deci
ou ov ou ov

8;1:(x0’y0)+ a$($o7yo) ['(z0) =1 —@(xo,yo) +afy(33o7yo)

Re Im Im Re

Rezultd deci cd functiile u,v au derivate partiale in punctul (xg,yo)

si ca acestea verifica relatiile Cauchy-Riemann, deoarece in relatia anterioard partile reale sunt egale, la fel si
cele imaginare.

Baron, Augustin-Louis Cauchy (21 Aug 1789 — 23 Mai 1857) matematician francez, un pionier in domeniul
analizei. Matematician profund, a exercitat o influentd majora asupra contemporanilor sai. Mai multe concepte
si teoreme 1i poartd numele, doar in domeniul elasticitatii existd 16 concepte care poartd numele lui Cauchy.
In analiza complexs - gir Cauchy, relatii Cauchy-Riemann, Teorema lui Cauchy, Formula lui Cauchy, Inegalititile
Cauchy.

Georg Friedrich Bernhard Riemann (17 Sept, 1826 — 20 iul, 1866) matematician german, are contributii in
analiza, teoria numerelor i geometrie diferentiald, a céror influentd dureaza pand in prezent.

Teorema 2. Daci functia f =u+iv, (u=Ref ,v=1Imf) gi
- functiile u,v sunt diferentiabile in punctul (xo,y0) §i tn plus

- functiile u,v verifica relatiile Cauchy-Riemann,

atunci functia f este derivabila in punctul zg = xg + iy -

Nu prezentam demonstratia in expunerea de fata.
Corolar. Daci pentru functia f: D C C— C, D multime deschisd, f =u+iv, (u=Ref ,v=Imf) u,v
sunt functii de clasd C' pe D si verifica relatiile Cauchy-Riemann, atunci f este derivabild pe D.

Exemplu. S8 determindm punctele in care functia f : C — C , f(z) = |2| , este derivabila.
In acest caz u(z,y) =Re f = |2| = /22 +y2 , v(x,y) =Im f = 0, deci pentru (z,y) # (0,0) obtinem

Ou_ @ v_gy du_ y O

% ,/;C2-|—y2 ’ ay 8y ,/x2-|—y2 ’ 6x

deci functia nu verifica relatiile Cauchy-Riemann.
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In punctul (0,0) functia u(z,y) = /22 + 32 nu are derivate partiale, deoarece nu exista limita:

i 4(:0) —u(0,0) _ .
x—0 x—0 z—0 T

lzl _f 1, 2>0
]l -1, z<0

Constatam ca relatiile Cauchy-Riemann nu sunt verificate in nici un punct, deci functia modul nu este derivabild
nicaieri. W
Exemplu. Si determinidm punctele in care functia f : C — C , f(2) = |2|* , este derivabili.
In acest caz u(z,y) = Re f = |z|2 =22+9% v(z,y) =Imf =0, deci
0 Ov ou v
GU_gp , Do, Dogy Doy
oz dy dy or
Constatam ca relatiile Cauchy-Riemann
é% = %; o { 20 =0
u v _
9y = " ox 2y=-0

sunt verificate doar pentru x =0 si y =0.
Deci functia |z|* este derivabili doar in punctul z=0=041i-0
|

Comparati aceste exemple cu functiile |z| si |:1c|2 = 22 definite pentru numere reale, care sunt derivabile pe
R\{0} respectiv pe R.

Definitie. Daci functia f: D C C — C , D multime deschisa, este derivabila pe D, (in fiecare punct din D),
atunci functia se numeste olomorfi pe D. In loc de multime deschisi vom folosi denumirea de domeniu.

Motivul acestei denumiri este faptul c& o functie olomorf& (derivabild pe o multime deschisd) are foarte multe
alte proprietdti (este indefinit derivabild, dezvoltabild in serie Taylor, partea reald si partea imaginard sunt indefinit
derivabile gi armonice).

Unele texte folosesc denumirea de functie "analiticd" in loc de "olomorfa".

Pe de alta parte este adevarat ca notiunile de functie "olomorfa" si functie "analitica" coincid, vom demonstra
acest fapt ulterior.

Observatie. Daci functia f : D C C — C , este olomorfd pe domeniul D, f =u+iv, (u=Ref ,v=1Imf)
iar w, v sunt functii de clasi C? pe D , atunci

Pu,Bu_| Bo v
ox2  oy2 0x?  oy?

Demonstratie. Folosim relatiile Cauchy-Riemann

Pu_ 0 (0w)_ 0 (00} _ o
0x2 Oz \Ox) 0Ox \dy) 0Oxzdy

Gu_ o (u)_ 0 ( oy _ o
oy2 oy \dy) Oy oxr)  Oyox

Functia v este de clasi C?, deci conform teoremei lui Schwarz derivatele partiale de ordin 2 obtinute sunt egale

0%v B 0%v
0xdy  Oydx

(nu conteazd ordinea de derivare) si rezultd

Pu u_ v v _
0x2  oy?2  Oxdy Oydr

In mod absolut analog se procedeazi pentru pentru functia v. 1
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Comentariu. Conditia ca functiile s fie de clasi C? nu este de fapt necesars, deoarece se demonstreazs ci
pentru functii olomorfe, partea reald si partea imaginard sunt functii de clasid C*° (indefinit derivabile).

Definitie. Operatorul diferential
02 0?
“ o oy
se numeste laplacian. Functiile cu laplacianul nul ( Au = 0 ) pe o multime deschisd, se numesc functii armonice.

Pierre-Simon, marquis de Laplace (/23 Mar 1749 — 5 Mar 1827) matematician gi astronom francez, ale cdrui
lucréri au fost cruciale pentru dezvoltarea astronomiei matematice si statisticii.

Corolar. Partea reald si partea imaginard ale unei functii olomorfe sunt functii armonice.

Definitie. Daci functia f : D € C — C , este olomorfd pe domeniul D , f =u+iv, (u=Ref ,v=1Imf)
functiile u si v se numesc armonic conjugate, v este conjugatul armonic al lui u si reciproc u este conjugatul
armonic al lui v.

Denumirea este justificatd de faptul c& acest "conjugat armonic" este unic pand la o constantd, dacd domeniul
D are anumite proprietati.

Definitie. O multime D C C se numeste conexa, dacd pentru orice doud puncte din multime 21,29, € D
existd un drum care uneste z; cu zs si este continut in D. Mai precis existd o functie continud v : [a,b] — D , aga
incat y(a) = z1 , y(b) = 2.

Acest tip de "conexiune" se mai numeste gi "conex prin arce". Drumul y este privit ca un arc de curba ce unegte
cele doua puncte.

Definitie. O multime D C C se numeste convexa, dacd pentru orice doud puncte din multime 21,2z, € D
segmentul care le uneste este inclus in D.
Cu alte cuvinte {z € C, z=(1—t)z1 +tz0o € D, t€[0,1] } C D.

Observatie. Orice multime convexa este conexa. Nu si reciproc.

Exemplu.

v

multime conexa dar NU convexa

Segmentul ce uneste punctele A ¢i B nu este inclus in multimea din interiorul conturului. Deci multimea nu
este convexd, dar este conexa.



Definitie. O multime D C C se numeste stelatd, dacd existd un punct zyp € D aga incat pentru orice alt
punct z € D segmentul ce uneste zy cu z este inclus in D.

Observatie. Orice multime stelatad este conexd. dar nu neaparat convexa.
Exemplu.

><"

Multimea este stelatd. Segmentul ce uneste punctele A si B nu este inclus in multime, deci multimea nu este
convexa.

Exemple.

a) un disc deschis este multime convexa, deci domeniu conex

D={|z—3| <4}
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b) reuniunea unor discuri deschise cu intersectie nevidd este mulfime stelatd, deci domeniu conex (dar nu
convex)

D={lz—1 <1} U{lz—i <1}

v

¢) reuniunea unor multimi deschise disjuncte nu este un domeniu conex

D={lz+1<1}U{|]z—3| <2}
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Definitie. Un domeniu D C C marginit, se numeste simplu conex, daca atat D cat si complementara sa
C\D sunt amandoud multimi conexe.

Nu aceasta este definitia "standard", dar este o descriere echivalentd pentru multimi marginite din planul
complex (planul R? )

Exemple. Intreg planul complex, adici multimea numerelor complexe C este simplu conex#, orice semiplan,
orice disc inchis sau deschis, toate acestea sunt multimi simplu conexe.

O coroand {r < |z| < R} , C\{0} , {|#] < r}\{0} , toate acestea nu sutn simplu conexe, in general dacd se
"scoate" un punct dintr-o multime conexa, se obtinem o multime care nu este simplu conxa.

Teorema. Daci D C C este domeniu simplu conex si u : D — R este functie armonicé pe D, ( Au = 0 ) atunci
existd o unicd (pand la o constantd) functie armonicd v : D — R aga incat functia f : D — C, f = u + v s8 fie
olomorfa pe D.

Nu prezentam demonstratia.

Observatie. Acelagi rezultat are loc gi pentru partea imaginard. Este suficient s consideram functia g =
—if = —iu + v, pentru care v este partea reald si se aplicd teorema de mai inainte.

Teorema. Dacd D C C este domeniu simplu conex si f: D — C |, f = u + v , este functie olomorfa pe D,
atunci
f(2) = [z +iy) = w(z,y) + iv(z +iy) = u(z,0) +iv(z,0)

Problema. Cunoscand fie partea reald, fie partea imaginara a unei functii olomorfe pe un domeniu simplu
conex, se poate determina functia olomorfd (pani la o constantd).

Solutie. De exemplu se cunoagte v : D — R, u = u(z,y) . Se verificd faptul cd u este functie armonicd pe D, (

Au=0).
Apoi din faptul ci f este olomorfa si din relatiile Cauchy - Riemann rezulta ca
ou v Ou ou
! el ) 2 U _ Y _ U
Folosind teorema mentionatad mai inainte, rezultd ca
P& = o+ i) = Go2,0) — 5 (0)
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Apoi stiind derivata functiei incercdm si determindm functia. "Integrdm" ( calculdm "antiderivata"), folosind
metodele elementare:
tabelul cu derivatele functiilor elementare, derivarea functiilor compuse si integrarea prin parti.
O altd metods constd in determinarea partii imaginare, adica functia v(z,y) , cdreia i se cunisc cele doud
derivate partiale, din relatile Cauchy-Riemann

ov  Ou ov  Ou

or Oy Oy Ox

cu alte cuvinte, se pune problema de a determina un potential scalar pentru cAmpul de gradienti (g—g, g—;;) =

_Ou Ou
Oy’ Ox

folosind unul din modurile de "integrare" (A) sau (B)
(A) v(z )——7%(15 )dt+78u(x t)dt
Y) = ay » Yo or
Zo Yo

Yy Yy
ou ou
(B) vla,y) = / G tan it = [ Sty
Yo

Yo

acestea depind de alegerea punctului (xg,yo) , iar alegerea acestui punct depinde de "forma" domeniului simplu
conex D , motiv pentru care este totusi o metodd mai dificil de folosit practic.

In plus, determinarea partii imaginare v(x,y) nu rezolvd decéat partial problema initiald, deoarece in acest mod
obtinem doar f in functie x,y parametrii reali

flz +iy) = u(x,y) +iv(x,y)

dar nu obtinem functia complexd olomorfd f 1in functie de parametrul complex z , fiind nevoiti sa folosim tot
teorema anterioara

f(2) = f(z+i0) = u(z,0) +iv(2,0)

Exemple. 1. Considerdm u(x,y) = v/2? +y? , deci pentru (z,y) # (0,0) obtinem

ou x ou y

or  Ji2t+e2 | Oy it

Functia u(x,y) = v/ + y? nu este armonicé, deoarece derivand obtinem

Y

2 2 _ T 2 2 _ Y
(92u7 VIt +y X [22 {42 2 aQui VI +y ) [o2 42 22

ToEe) () Y () ()
0%u @: y? z2 1

5+ + = #0
2 2 3 3 55
al’ ay ( /$2 ¥ y2> ( /SC2 i y2> .'172 + y2
gi deci Au # 0 . Ceea ce explicd faptul cd functia modul nu este derivabild (fapt studiat mai inainte).

2. Consideram u(z,y) = 2 + y* , deci

2 2
Ou _ o, Ou_,, Ou_y Qu_,

= — = i Au=4
oz ’ 8y y 8172 ) ayz 5 deci U

Deci functia u(x,y) = 22 + y? nu este armonica.
3. Consideram functia u(z,y) = 22 — 3% , u: R? — R . In acest caz avem

2 2
8u72x , 5‘ui_2y %:2 0“u

Ju _ au_ U _ 9
Ox Oy T Ox2 T Oy?

, deci Au=0
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Prin urmare functia este armonic pe R?, iar derivata functiei olomorfe f = u + v este

) ou Ov Ou Ou . )
fl(z) = f(z+iy) = 3 Tigs = ap @) - Zafy(x,y) =2z —i(—2y) = 2(z +1y) = 2z

si este usor de observat ca
f(x)=224ct=22+a+ib

Deci f(2) = f(z +iy) = (z +iy)? + a +ib = 2% — y? + a + i(2xy + b) , de unde rezulta ca

Ref=2>—9y*=u(z,y) =2 -y’ +a = a=0 si v(z,y)=22y+b , bER

4. Consideram functia v(z,y) = e®(zcosy — ysiny) , v : R? — R si determindm functia olomorfa f = u + iv.
Calculdm laplacianul Awv

v 0 T : x : T T :
9 = a—(e (xcosy —ysiny)) = e (xcosy — ysiny) + e”(cosy) = e”(x cosy — ysiny + cosy)
z x
o (¢ (xcosy — ysiny)) = " (~asiny — siny — ycosy)
— = — (e"(xcosy —ysiny)) = e*(—zsiny —siny — ycosy
dy y
(9721) = 2(@)—g(e"‘”(mcos —ysiny + cosy)) =
0x2  Or 0z’ Ox g ysy yir=
@ = 2(@)—g(egﬂ(—xsin —siny —ycosy)) =
821} T : T T .
92 = ¢ (xcosy —ysiny + cosy) + e*(cosy) = e*(x cosy — ysiny + 2cosy)
z
9%v N . = .
7z = ¢ (—xcosy —cosy — cosy + ysiny) = e*(—xcosy —2cosy + ysiny)
Y
v 0%
Av=——+—-——=5=0
v 8x2+8y2

Deci functia v(z,y) este armonic4.
Ca si in cazurile precedente folosim relatiile Cauchy - Riemann

ou dv  Ov v
/ - f/ ) = — ) — = — ) —— =
=e"(—wsiny —siny — ycosy) + ie”(xcosy — ysiny + cosy)
v v Ov v
/ _ oy Y .OU ~ %0 OV 0) =
P = e+ i9) = G ) + i (@) = 5200 +i52(,0)
=¢e*(—2zsin0 —sin0 — 0cos0) + ie*(zcos0 — 0sin 0 + cos0) = ie*(z + 1)
Deci f'(z) =ie*(z+ 1) si folosim integrarea prin parti
(vom defini ulterior functia exponentiala, este suficient si gtim c& (e*) =e* )
(in mod deliberat am renuntat la "traditionalul" dz care nu are sens in cazul calculului de antiderivatd, in
care apare in mod evident un singur parametru.

/iez(z—i—l) :iez(z+1)—i/ez~1:iez(z—i—l)—iez =ie*z +ct
si obtinem
f(z)=tde*z+ct =1ie’z+a+1idb
u(z,y) + w(z,y) = f(z) = Re(ie*z + a + ib) + i Im(ie*z + a + ib)
Alici este nevoie de relatia .
e* = et = e%(cosy +isiny) = e” cosx + ie” siny
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Apoi calculam partea reald si partea imaginard
ie’z+ a+1ib=i(e” cosx +ie”siny)(z + iy) + a +ib =

=i[e“cosz-x+e"cosx iy +ie”siny - x +ie’siny - iy] + a +ib =

= —¢e"(ycosz + xsiny) + a + ie”(xcosx — ysiny) + b

u v

Deci

u(z,y) = —e“(ycosz+ xsiny)+a
v(z,y) = e"(zcosxz —ysiny)+b

Dar v(z,y) =e*(xcosz —ysiny) , din ipotezi,
Prin urmare b = 0 si
u(z,y) = —xsiny —ycosy+a , a €R

0.2.2 Serii de puteri

Considerand serii de numere complexe > a, obtinem aceleasi rezultate ca si pentru serii de numere reale.
n>1
Definitie. O serie de numere complexe > an, (a, € C) este convergentd in C, dacd sirul sumelor partiale
. n>1
Sn = Y aj este convergent in C .
k=1
In caz contrar seria este divergent. In caz de convergents, limita sirului sumelor partiale se noteazi

n o0
not ;. . . not
s = lim s, = lim g ai | = lim (a1 + a2+ ... +a,) = g an,
= n=

si se numeste suma seriei.

Este evident ca termenii seriei a,, sunt toti nenuli, altfel e usor de ardtat ca renuntand la termenii nuli, nu se
modificd nici natura seriei (convergenta sau divergenta) si nici suma ei dacd e convergenta.

Teorema. Daci seria Y |a,| este convergenta, atunci si seria > a,, este convergenta.
n>1 n>1

Demonstratia este identica cu cea pentru serii de numere reale.

Definitie. O serie de numere complexe Y a, , (a, € C) se numeste absolut convergenta, dacd seria > |ay]
n>1 n>1
este convergenta.

Criteriul raportului. Fie seria > a, . Daci existd

n>1
. |a
lim [ =
n—0oo an
atunci pentru
i) L<1= seriile Y |an|, > a, sunt convergente
n>1 n>1
ii) L>1= seriile > |an|, Y. a, sunt divergente.
n>1 n>1
Exemple.
1) Seria > % este convergenta si limita raportului este 1 , deoarece
n>1
a : n?
. 1 .
lim |—"tt 1 (nt il lim 5 = = 1
n—oo an, n—oo nZ (7’L —|— 1)




2) Seria ) % este divergenta si limita raportului este 1 , deoarece

n>1
a 4 n
. n+1 . 1 .
lim lim |2 = lim =.=1
n—oo ap n—oo Z n + 1
In concluzie:
An 41

dacd limita raportului lim =1, acest fapt este nerelevant pentru natura seriei.

n— oo

n

Consideram seriile de forma Y a,z" , a, € C, z € C . Motivul este simplu. Sumele partiale sunt polinoame
n>0

n
sn(z) = E apz® = ag+ a1z + as2® + ...+ anz"
k=0

Daca aceste giruri sunt convergente putem aproxima cu polinoame alte functii complexe.

Pentru a calcula valoarea unui polinom se efectueaza doar adundri si inmultiri. Operatii ce pot efectuate de un
calculator.

Se pune deci problema pentru ce valori ale parametrului z € C seria corespunzitoare este convergenta.

De exemplu pentru z = 0 girul sumelor partiale este constant s,,(0) = ag , deci convergent, prin urmare si seria
de puteri este convergenta. Evident nu acest caz este interesant.

Exemplu.

Pentru seria geometricd > z™ | girul sumelor partiale este (pentru z # 1)
n>0

1— ZnJrl

sir care este convergent pentru |z| < 1 si divergent in rest. Pentru |z| < 1 obtinem suma seriei geometrice

—
1—2 noool—2z

2 1—2n+1 1 not >
Sp=14+z+2"+... +2"="—"— :Zzn
n=0

Exemplu. Seria de puteri ) n"z" este divergentd pentru orice z € C , z # 0 deoarece conform criteriului
n>0
raportului avem
(7’L + 1)n+12n+1

nnzn

= lim

n—0o0

lim

n—oo

z(1+4 %)"(n +1)| =400

Niels Henrik Abel (5 Aug 1802 — 6 April 1829) matematician norvegian.
Teorema (Abel). Daci seria de puteri > a,z™ este convergentd pentru un numir complex w # 0, atunci
n>0
seria Y |a,2"| este convergentd pentru orice z € C cu |z| < |w| , deci la fel este si seria > a,z™ .
n>0 n>0
Comentariu. Cu alte cuvinte, teorema aratd cd dacd o serie de puteri este convergentd pentru un numér
complez w # 0, atunci seria este absolut convergenta pe intregul disc deschis
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discul deschisderaza|w|

{ [zl<wl}

v

Definitie. Notdm cu R = sup{r > 0 , pentru care seria Y. a,r" este convergentd} si numim raza de
n>0
convergentd a seriei de puteri > a,2" .
n>0

Observatie. Dacd R = 0, atunci seria de puteri este convergenta numai pentru z = 0 si evident nu aproximeaza
nici o functie complexa, deci cazul nu este interesant.

Toate seriile de puteri pe care le consideram in continuare au raza de convergentd R > 0, fapt ce nu va mai fi
specificat in mod explicit.

Teorema razei de convergenta. Fie o serie de puteri Y a,2"™ cu raza de convergentd R > 0.
n>0

i) dacd R = 400 atunci seria de puteri este convergents pentru orice z € C | la fel este si seria Y |a,|2" .
n>0
ii) dacd R € (0,4+00) atunci seria de puteri este convergentd pentru orice z € C cu |z| < R gi divergentd pentru
orice z € Ccu |z| > R
la fel este si seria > |a,|2™ .
n>0

Se pune evident problema unui mod de a calcula raza de convergents.

Jacques Salomon Hadamard (8 Dec.1865 — 17 Oct.1963) matematician francez, contributii majore in teoria
numerelor, functii complexe, geometrie diferentiald si ecuatii diferentiale cu derivate partiale.

Teorema (Cauchy-Hadamard). Fie seria de puteri > a,2™ , cu raza de convergentd R, atunci
n>0

R—_ Y
lim sup {/|ay|

unde lim sup ”limita superioard” a unui gir, se calculeaza astfel:

se considera toate subgirurile convergente cu limitele corespunzatoare si se alege cea mai mare limita.

Evident c& aceastd formuld desi cat se poate de precisd, nu este si practic utila, calculul "lim sup ” nefiind simplu.
Un mod mult mai simplu de a aborda problema este aplicarea directd a criteriului raportului,

evident numai atunci cand limita raportului exista.
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ie. i . . . , . <R % existd limi
Observatie. Fie seria de puteri anz™ , cu raza de convergentd R . Dacd existd limita

n>0
+k
. Ant-k 2" Bl 1 Ontk k
lim |———| = |2"| lim |——| = |z|" L
n— 00 Ap 2™ ’ |'rL—>oo an, | |
L

(aici "a, 41" este urmétorul coeficient nenul dupa "a,," ) atunci conform criteriului raportului seria de puteri este

i) convergent pentru |z|" L < 1 sau echivalent |z| < (%)Uk

ii) divergentd pentru |z|* L > 1 sau echivalent |z| > (%)Uk

A . < < 1/k .
Comparand cu teorema razei de convergenta este clar cd R = (%) / , unde % = +o00 , iar +%.O =0
Daca toti ceoficientii "a,," sunt nenuli, atunci obtinem o versiune "standard" a criteriului raportului

anJr 1
A

L = lim

n—oo

, R

1
L

seria de puteri este
i) convergenta pentru |z| L <1 sau echivalent |z| < + = R
ii) divergents pentru |z| L > 1 sau echivalent |z| > + = R

Definitie. Fie seria de puteri Y a,2" cu raza de convergentd R > 0. Pentru orice z € C cu |z| < R seria este
n>0

convergenta (girul sumelor partiale este convergent) deci putem nota cu

o'} k=n
S(Z) 7£t Zanzn = lim sn(z) = nlggo Z akzk
k=0

n—oo
n=0

definind astfel o functie complexd s : {|z] < R} — C , numitd suma seriei de puteri, definitd pe discul de
convergentd {|z| < R}

Teorema. Fie seria de puteri Y a,2" cu raza de convergentd R > 0 gi suma ei s: {|z] < R} — C . Atunci
n>0

i) seria de puteri Y na,2""! are aceeasi razd de convergenta,
n>1

o0
ii) functia sumé s , este derivabild pe domeniul ei de definitie {|z| < R} si s'(z) = > na,z"!
n=1

ili) functia s (suma unei serii de puteri) este indefinit derivabila (derivabild de orice ordin)
o0
. . . a n+1 . v O v N s _ a n+1
iv) seria de puteri go 2T are aceeasi razd de convergentd, iar dacd notam suma ei cu t(z) = Zo 2
n> n=

atunci t'(z) = s(z) .

Cometariu. Functiile definite ca sume ale unor serii de puteri sunt indefinit derivabile, derivata se calculeaza
exact ca pentru polinoame (derivind termen cu termen), de asemenea au primitive care se calculeazd integrand
termen cu termen.

Functii complexe fundamentale Vom da ca exemplu functiile elementare complexe: exponentiala, sinus, cosi-
nus, functia argument, logaritm, putere, radical.

0.3 Functia Exponentiala - Functia Logaritm

Stilul "traditional" de prezentare: s& definim functia logaritm !

sau, s rezolvam ecuatia :
z

e =w
Cu alte cuvinte, sa determinam numerele complexe z € C pentru care

e =w sau echivalent exp(z) =w unde we€C
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Din ce motiv putem dori aga ceva 7
O functie in general

notatd f:A— B sau Al

se poate gandi ca un fel de "cutie neagra" in care
- intrd un semnal (de intrare) "input signal" a € A i
- iese un semnal (de iegire) "output signal" f(a) € B

f
Asa—-— W0 —— f(a)eB

multimea A reprezintd valorile admisibile de intrare (ceea ce in matematic se numegte "domeniu de definitie")
iar multimea B valorile posibile de iesire
(ceea ce in matematicd se numeste "multimea valorilor functiei" sau "codomeniu" - denumire "istoricd" mai
putin inspiratd)

De exemplu un simplu bec cu filament incandescent, pentru a functiona adecvat - adicd a lumina corespunzator

necesitd un semnal de intrare - adicd un curent electric cu intensitate intre anumite limite -

- un curent cu intensitate mica, are ca efect o luminozitate mica a filamentului - gen "luménare"

- un curent cu intensitate prea mare, are ca efect o super luminozitate foarte scurta si apoi filamentull se topeste,
spunem ca becul s-a "ars".

Prin urmare este util sa cunoagtem dinainte limitele de functionare pentru a preveni efecte nedorite,

de exemplu prevenim folosind o "siguranta" care limiteaza intensitatea curentului, adicd "semnalul de intrare".

De fapt procesul a avut loc exact invers:
- mai intai au fost observate diverse fenomene care se petrec conform unui "tipar" aseméan&tor
un semnal de intrare -> procesare -> un semnal de iesire
si apoi a fost gandita ideea de "functie" ca sa reprezinte astfel de "tipar".

Sa revenim la problema initiald : rezolvarea ecuatiei in care apare functia exponentiala, rezolvarea in numere
complexe.
Poate cé este mai usor dacd reamintim cum se rezolva o astfel de ecuatie pentru numere reale

e’ =y sau echivalent exp(z)=y unde z,y€R

am notat cu "z" , pare mai "real" decat "z" .
De unde provine functia exponentiala ?
Tata doua exemple concrete sau mai putin abstracte.

1. Legenda spune ci cel care a inventat jocul de sah, a prezentat jocul, unui sah (astfel s-a denumit apoi jocul).
Sahul a fost atat de incantat de joc, incat a oferit orice ca recompensa.
Legenda spune ca inventatorul a cerut sa fie platit in boabe de grau astfel:
- un bob in primul patrat al tablei de sah
- apoi 2 boabe in urméatorul patrat, 4 boabe in urmatorul , 8 boabe si tot aga, de fiecare datd un numar dublu
fatd de patratul precedent.
Initial sahul a crezut ca un séculet cu boabe de grau este suficient, apoi a realizat rapid ca intreaga productie
de grau nu e suficienta.
Pentru a verifica, si calculam numarul de boabe. Sunt 64 de patrate pe tabla de sah, deci numéarul de boabe

corespunzator este
2 53 63
1,2,2°,2° ) ...,2

a aparut ceea ce numim functie "exponentiald" sau "cregtere exponentiala" |
Suma tuturor boabelor este (suma unei progresii "geometrice")

64

264 _ 1
1+2+23+...+263:ﬁ:264—1

Ar trebui si determindm cu aproximatie cat de multe boabe corespund la 1 kg de gréau si
apoi sd avem o estimare a productiei de grau la hectar, de exemplu in prezent o productie "mica" este 3000
kg/ha si
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respectiv pentru suprafata unei tiri - terenul arabil doar - de exemplu 1000 km?

2. Un exemplu mai apropiat in timp. Se observa la microscop urmatorul fenomen.
O bacterie se divide in doud, rezultand alte doud bacterii, apoi dupa o ord cele doud bacterii se divid si ele in
doud fiecare,
rezultand deci 4 bacterii, care la rdndul lor dupa inca o ora se divid rezultdnd 8 bacterii si aga mai departe.
Evident bacteriile sunt puse peste o substantd care favorizeaza dezvoltarea lor (un "mediu de culturd").
Acea bacterie este asociatd cu anumita epidemie.
Din puncte de vedere medical "epidemia" apare, daci numirul de bacterii pe cm?® depéseste o anumita limita.
Din acest motiv este de interes sa stim dupd cat timp de la observarea unei singure bacterii, cregterea numarul
de bacterii determind o epidemie.
Desigur calculul nu ia in seama durata de viata a unei bacterii.
Este usor de observat cd are loc tot o "crestere exponentiald" , exact ca pentru jocul de sah
Deci pornind de la o singur bacterie, dupa 24 ore numérul de bacterii este 224 .
Aceste exemple aratd modul "natural" in care apare functia exponentiala.

Revenim acum la .... matematica.
Definim functia exponentiald ca suma seriei de puteri

=1 z? 23 x? 2P
exp( Z—l :—+1,+—+§+ 71+1‘+7+§+

unde 0! =1 este doar simpld conventie de notatie, altfel nu are sens " 0! " zero factorial”
Suma unei serii de puteri este limita girului sumelor partiale

P 2 3 —1
1 xP xP
Sp(ZE):E Eiﬂ *1+1'+§+§+ +ﬁ+7
n=0

Este natural sa se puna problema din ce motiv acest sir este convergent, sau pentru ce valori x € R este acest
§ir convergent.
Un criteriu util este criteriul "raportului".
Mai precis: dacd facem raportul termenilor consecutivi in modul
1 (n+1)

(n-l—l)!aj

1
"

iar girul obtinut are limita si limita este < 1 , atunci neapdrat seria este convergenta.

In cazul de fata
T x(n—‘—l) 1

(n+11 - = x — 0 pentruorice z €R
Prin urmare, seria numita "exponentiald" este convergenta pentru orice z € R .
Notdm cu " exp(z) " suma acestei serii pentru valoarea z € R .

Apare astfel o functie

exp: R—R

care admite ca "semnal de intrare" orice z € R (seria fiind convergentd pentru orice z € R) ,

cu alte cuvinte domeniul de definitie maxim este R .

Nu este deloc clar din ce motiv suma acestei serii de puteri este numita functie exponentiald.

Vom explica acest fapt putin mai tarziu.

Ca pentru orice functie se pune problema de a determina limitele pentru "semnalul de iegire" , adicd multimea
valorilor functiei.

O simpld observatie aratd ci pentru = 0 obtinem exp(0) = 1

p 2 3 —1
. . 1 ., . 0 0 0 op 0P .
eXp(O) = pILH;OSP(O) = lim < Eio EO ) = pli}l’glo <1 + = 1 + — + ? + ...+ W + p'> = lim (1) =1
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Pentru alte valori  # 0 nu e deloc clar cum putem calcula suma seriei, adica limita sirului sumelor partiale

corespunzator.
Ce putem face ?
Sa folosim .... teoria. Poate fi utila.

Suma unei serii de puteri este o functie derivabild, iar derivata se calculeazi derivind "termen cu termen" astfel

/ d d > 1 n > 1d n - 1 n—1
,d > 1 ey 1ooxo2? 2l 1,
[exp(x)] = Eexp(m) = Zl mw =0 + T + o + 37 +..= ZO = exp(z)
deci pe scurt derivata este aceasi functie
d
[exp(z)] = 7, exp(2)] = exp(z)

Acum o proprietate fundamentald pentru seria exponentiala.
exp(z 4+ y) = exp(z) - exp(y) pentru orice z,y € R

scris in detaliu
= 1 1 — 1
Z ﬁ(x +y)" = (Z p!33p> : (Z q!yq>
p=0 q=0
cu alte cuvinte :
suma seriei calculatd pentru (z + y) este egald cu produsul dintre suma seriei calculatd pentru z si suma
seriei calculata pentru y
Demonstratia nu este chiar elementard. Nu o prezentam aici.
Din punct de vedere pur "tehnic" , ar trebui sa fie destul de clar ca acel "n" din suma unei serii ,
este doar un "contor" care porneste de la 0 si creste din 1 in 1. Deci este nerelevant cu ce este notat contorul n

, p sauq
prin urmare putem scrie la fel de bine

S (G4 (5)

n=0

In fine, s& observam c&
1 =exp(0) = exp(z — x) = exp(x) - exp(—x) pentru orice z € R

deci exp(—z) este inversul (la inmultire) pentru exp(x) , deci in particular exp(x) # 0 pentru orice z € R
Cu alte cuvinte functia exponentiala nu ia valoarea zero.

Aparent acest fapt nu este deosebit de relevant. Dorim s& determindm ce valori ia functia exponentiala.

Suma unei serii de puteri este o functie derivabila, deci este si functie continua.

Prin urmare, daci ar lua atat valori pozitive (strict >0) cat si valori negative (strict <0) atunci neaparat ar lua
orice valoare intermediara

in particular ar lua gi valoarea zero.

Tocmai am observat cd functia exponentiald nu ia valoarea zero !

Deci fiind functie continud (ca suma unei serii de puteri)

- ori ia numai valori strict pozitive,

- ori ia numai valori strict negative.

Este suficient sd cunoagtem o singurd valoare a functiei , pentru a gti dacd ia numai valori pozitive sau numai
valori negative.

Am observat deja cd exp(0) = 1 care este valoare strict pozitiva, deci exponentiala ia numai valori pozitive

exp(z) >0 pentru orice z € R
Putem scrie deci

exp : R — (0, +00)
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Este deja un mare pas "inainte"

Dar ia orice valoare pozitiva 7
Cu alte cuvinte, ecuatia ( cu necunoscuta "x")

exp(z) =y unde y € (0,+00)

are solutii pentru orice y € (0,4+00) 7
Am demonstrat deja ci derivata functiei exponentiale este

d
[exp(@)]" = —— [exp(w)] = exp(x)
x
Prin urmare derivata ia doar valori strict pozitive
[exp(z)] >0 pentru orice = € R

deci functia exponentiald este strict crescatoare.

X - 00 0 + 00

exp(X) /

[exp(x)]’ + + +

Abia acum incercdm si justificim denumirea de functie "exponentiald" pentru suma seriei de puteri.
Pentru xz =1 obtinem seria numericd (convergenta)

=1 1 1 12 13 1 1 1
exp(l)zzal TR R TR R TR TR R E e’
n=0

n

Notam suma acestei serii cu " e " , adica limita sirului sumelor partiale

<1 1
e=exp(l) =) 51" = lim (Z ml“)
n=0 n=0

n n n

e ", notatie "istoricd" , numdarul lui Euler.
Folosim proprietatea "fundamentald"

exp(z 4+ y) = exp(z) - exp(y) pentru orice z,y € R
Pentruxz =1 siy =1 obtinem
exp(l 4+ 1) = exp(1) - exp(1)

deci

In mod inductiv obtinem

exp(n) =exp(l1+1+1+..4+1) =exp(l)-exp(l) -...-exp(l) ="

n ori n ori
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In mod aseméanator

deci )
exp () = e/
n

Prin urmare, pentru numere rationale z = p/q obtinem

exp (p) — ePla
q

Din continuitate ( folosind limita ) putem extinde notatia pentru orice numér real z € R

exp(z) "2 e”

Ceea ce justificd denumirea de functie exponentiald pentru suma seriei de puteri
[ee] 1 N
exp(z) = g —x
n!
n=0

si anume ci este functia exponentiald cu "baza" e .
Din faptul c& e > 2 , rezultd ca pentru x > 0 avem

1 1
— < — sau e *<27°
2.L

xT xr M
2T < e’ sl o
prin urmare
lim 2* =400 = lim e* = 400
r—+00 T—+00
lim 27 =0 = lim e * =0
xr——+00 r——400
In concluzie, pentru functia exponentiald am obtinut limitele la +o0co0 gila —oo
lim e* =400 | lim e =0
r— 400 T— —00
X - 00 0 + 00
+ 00

exp(x)
i /

[exp(] + + +

Din cauzd ci este functie continud, functia exponentia exponentiald ia orice valoare "intermediard" y € (0, +00)
xr

cu alte cuvinte : pentru orice y € (0,+00) existd x € R aga incat exp(z) =y sau e =y
Pe de altd parte am ardtat cd functia exponentiald este strict crescitoare, deci ia orice valoare intr-un singur

punct.
Prin urmare am rezolvat ecuatia :
pentru orice y € (0,+00) existd un unic x € R aga incat exp(z) =y sau e* =y
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sau :
ecuatia exp(x) =y are solutie unicd z € R , pentru orice y € (0,400) .

Aceastd unica solutie se numegte : " logaritmul lui y " sau "logaritmul lui y in baza e

Revenind la functia exponentiald

" notat "lny".

R = (0,+00) R> z — € €(0,4+00)
~ ~~
Iny Y

Diagrama arata clar ci ceea ce am definit ca "logaritm" este inversa functiei exponentiale.

"Povestea" pare relativ lungs.
Totusi dac& rezuméam, fiecare pas este destul de simplu si "natural".
- seria de puteri

este convergentd pentru orice z € R
- suma seriei exp este o functie derivabila si

exp(@)] = - fexp(a)] = exp(z)

- proprietatea "fundamentald" e singurul fapt mai greu de demonstrat.

exp(z +y) = exp(x) - exp(y) pentru orice z,y € R

proprietate care justificd denumirea de "exponentiald"
- notdnd e = exp(1l) putem folosi notatia "exponentiald" exp(z) = e*
- din continuitatea functiei gi din exp(0) =1 rezultd ca functia ia numai valori strict pozitive

exp(z) € (0,400)

- rezultd ca derivata este strict pozitiva, deci functia este strict cresciatoare
- limitele la "capete" , adicd la +oco gila —oo sunt

lim e =400 , lim e =0
T—+00 T— —00
- deci tot din continuitate, functia exponentiald ia orice valoare "intermediard" din intervalul (0, +00)
- fiind strict crescdtoare, functia exponentiald ia orice valoare y € (0, +00) doar intr-un singur punct = € R
- notdm acest unic punct cu x =Iny
Astfel am aritat ca functia exponentiald are inversd gi am numit aceastd inversd functia "logaritm" .

Trecem acum si definim (in mod analog) functia logaritm pentru numere complexe.
Vom schita doar pasii care au fost prezentati in detaliu pentru numere reale.
Definim functia exponentiald ca suma seriei de puteri

=1 " 1 z 22 23 z 22 23
eXp(Z)ZZ)aZ :a ﬁ+§+§+:1+ﬁ+§+§+

Pentru a determina convergenta seriei, folosim tot criteriul "raportului", care functioneaza la fel si pentru serii
de numere complexe.
Facem raportul termenilor consecutivi gi obtinem
1 (n+1)
(1)1 7 1 ;

0 pentru orice z € C

Prin urmare, seria numita "exponentiald" este convergents pentru orice z € C .
Notdm cu " exp(z) " suma acestei serii pentru valoarea z € C .
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Apare astfel o functie (de variabild complexa, cu valori complexe)
exp:C—C

In mod analog cu cazul pentru numere reale, observiim cd pentru z = 0 obtinem exp(0) = 1

p 2 3 —1
. . 1 . . 0 0 0 op 0P .
eXP(O) :pli)m Sp(o) = lim < E EO ) ZPILIlolo ( 1' —|-+3'—|—...+(p_1)!+p!) = lim (1) =

Are loc proprietatea "fundamentali"
exp(z + w) = exp(xz - exp(w) pentru orice z,w € C

scris in detaliu
oo

S feve(£4) (517

Pentru serii de puteri cu numere complexe are loc aceeasi teoremé de derivare.
Suma unei serii de puteri este o functie derivabild, iar derivata se calculeaza derivind "termen cu termen" astfel

/ d d - = 1 n—1
[exp(2)] = —exp(z) = |1+ Z fz =0+ Z = dz Z::l —nz
d >~ 1 ., 1 22 28 =1
[exp(2)]" = i exp(z) = Z WZ b= =0 + T ? + . Z W exp(2)
n=1 n=0

deci pe scurt derivata este aceasi functie

[exp(2)]" = di,lz [exp(z)] = exp(z)

In mod analog cu cazul pentru numere reale, se justific notatia "exponentiald" exp(z) = e?
Pentru xz =1 obtinem seria numericd (convergents) - este exact aceeasi serie ca pentru numere reale.

_°° 11218 _1111 Li1—o
exp(1 _Z —+1,+ TR T T T

Notdm suma acestei serii cu " e " , adica limita girului sumelor partiale

21 . SN .
e =exp(1l Zn— :plirgo Zﬁl

n=0

Folosim proprietatea "fundamentald"
exp(z + w) = exp(z) - exp(w) pentru orice z,w € C

si exact aceleagi calcule ca pentru numere reale duc la
1
exp(n) =¢€" , exp <) =el/m
n
Prin urmare, pentru numere rationale z = p/q obtinem

exp (p> — eP/a
q

Analogia cu cazul de la numere reale se opreste aici.
Sa calculdm exponentiala in z =z 44y cu z,y € R

exp(z) = exp(z + iy) = exp(z) - exp(iy)
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& 1 2 3
_ - _ - - $
exp(x)—zn!x 1—1—1 + —1—3'—1—
n=0
este in mod evident exact exponentiala pentru numere reale pe care am definit-o mai inainte.
pentru exp(iy) separdm partea reald gi partea imaginard

o0 oo

. 1
o) = 3 i = 3 Ko+ 3 Lo
n:O n=0
n par = 2k n impar=2k+1
_ — 1 2k — 2k+1
_;)(%) (iy +kz_: k1Y)

exp(iy) — Z %( k 2k +i- Z Qk — 1 )ky2k+1

k=0
Re(exp(iy)) Im(exp(iy))
Au aparut astfel doua serii de puteri
o0 o0 1
) o2k k2k+1
(-1

Z 2 oY
k:O k=0

Folosind criteriul raportului se arata cad cele doua serii de puteri sunt convergente pentru orice z € C

Sumele acestor serii de puteri le numim "cos" respectiv "sin" , deocamdata fira o motivatie rezonabila.

(din punct de vedere "istoric" insd, au fost recunoscute seriile de puteri corespunzitoare functiilor reale "sin"
respectiv "cos" )

X (_1)k 1 2 4 6 2 4 6
cosz_z(@k; sz:—fiJri z +...:172—+Zf*i+...

! TR TIRATI] STRRAT
k=0
. > (—1)F oky1 2 23 25 L7
sz_;) CE T VAT TR

Deci
exp(z) = exp(z + iy) = exp(x) - exp(iy) = €” (cosy + isiny)

Este ugor de arfitat ¢ cosO0=1 gi sin0=0 , exact la fel ca gi pentru exp(0) =1
Apoi folosind teorema de derivare a seriilor de puteri , derivim "termen cu termen" ,
derivatele acestor functii sunt

oo

COS Z

— (—1)* 2k—1 — —1)k 2k—1
:Z(%)! (20 = 2(k7>1!'zk -
= (2k) = ( )

pentru kdelallaoo, expresia (2k — 1) ia toate valorile impare 1,3,5,7, ... lafel cagi (2p+ 1) dar pentru p
delaOlacosip=k—1,k=p+1
deci putem scrie

c- o (=t 2(p+1)—1 T G Vi -
(cos 2) =y ———~ =—) —— 2 = —sinz
; 2k—1 1;)(2(])4—1)—1)! ;::O(QzH—l)!

sau in detaliu

(cosz) =
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- z 23 25 Z7 N e
= — F_§+§ 7'+ = —SIn=z

In mod analog obtinem

1

k! (=1)*2% = cos z

NE

o0 (o] 1
2k+1 _ DF(2k + 1)22F —
(sinz)’ Z 2k+1 )( ZQk—i—l( D2k +1)2
0 =0

~
Il

0

Prin urmare am obtinut o exprimare a exponentialei in functie de alte doud functii sin , cos

exp(z) = exp(z + iy) = exp(x) - exp(iy) = e”(cosy + isiny)

La fel ca pentru numere reale avem

1 =exp(0) = exp(z — z) = exp(z) - exp(—=z)

deci exp(z) # 0 pentru orice z € C
Sa demonstram ca
(sin2)? + (cos z)®> = 1 pentru orice z € C

Aceastd relatie aratd cd expresia din stanga este constantd. Deci "viteza de variatie" este zero, sau echivalent
derivata este zero.
Putem calcula derivata (folosind preprietitile derivirii)

% [(sinz)® + (cosz)?] =2sinz - (sinz) +2cosz - (cosz) = 2sinz-cosz +2cos z - (—sinz) =0
2

Prin urmare expresia este constanta
(sin 2) + (cos 2)* = ¢t pentru orice z € C

Pentru a determina valoarea constantei este suficient si "méasurdm" , adicd s& calculdm expresia intr-un punct
oarecare,

evident acolo unde ne este la indeméana. Singura valoare cunoscutd acum este pentru z = 0

(sin0)? 4 (cos0)* = 0%+ 12 =1

deci valoarea constantei este 1 si am obtinut relatia anuntata
(sin2)? + (cos z)®> = 1 pentru orice z € C

Revenim la exponentiala.
Sa calculdm partea reald, partea imaginara si modulul.

exp(z) = exp(z + iy) = €”(cosy + isiny) = e*cosy + i - e*siny
~—— Im
Re ~——
deci
Relexp(z + iy)] = e cosy si  Imlexp(z + iy)] = e®siny

Modulul este

lexp(z + iy)| = v/(Re)2 4+ (Im)2 = /(e® cos y)2 + (e*siny)2 = |e2@ |(cosy)? + (siny)?| = Ver = ¢*

1

in particular am obtinut

lexp(iy)| = [¢"| = V[(cosy)? + (siny)2] =1 pentru orice y € R
Se aratd cd functiile sin gi cos sunt functii periodice (nu prezentdm demonstratia) .

Din cauza relatiilor de derivare
(cosz) = —sinz , (sinz) =cosz
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cele doud functii au aceeasi perioada.

Fiind functii continue, periodice si neconstante, rezultd ci au o cea mai mica perioadd strict pozitiva.(nu demon-
stram acest fapt)

Notam aceastd perioada cu " 27 " |

astfel apare numarul "7" definit ca jumatate din cea mai micd perioada a functiilor sin si cos.

Apoi se aratd cd pentru valori reale x € R regédsim toate proprietitile cunoscute ale functiilor sinx , cosz
definite in mod "traditional" trigonometric.

In fine revenim la rezolvarea ecuatiei

exp(z) =w , cu z,weC

De vreme ce exponentiala nu ia valoarea zero ( exp(z) # 0 ) inseamnd c& ecuatia poate avea solutii numai pentru

w#0
Rescriem
exp(z) =exp(z+iy) =w=u+1iv cu z,y,u,v ER

Modulele celor doud numere complexe sunt de asemena egale
lexp(z +iy)| = [w| <
or
e = lu]
Ultima relatie este o ecuatie pentru numere reale cu solutie unica aga cum am aratat mai inainte
xz = In|w|

Deci am determinat partea reald Rez =z = In |w|
Revenim la ecuatia initiald
exp(z) =w , cu z,2weC gi w#0

Rescriem ecuatia
. . . . u v
exp(x +iy) =w &  €e“(cosy+isiny) =u+iv=|w- m—&-zm
simplificdm cu e® = |w| gi obtinem
. w o
COSYy + 1SNy = — + 1 —
lw| *Jwl

deci doud numere complexe egale,
sau echivalent : sunt egale partile reale gi partile imaginare, adica

u
cosy = m
. v
smy = m

Din proprietdtile functiilor sin, cos pentru numere reale, existd un singur "unghi" « € [0,27) astfel incat

U
cosa = —
|w
) v
sihaa = —
|w]

ceea ce duce la
y=a+2kr cu keZ

Astfel am determinat si partea imaginara.
Prin urmare ecuatia
exp(z)=w , cu z,2w€e€C cu w#0
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are solutiile
z=zx+iy=Injw|+i (a«+2kr) cu keZ

unde o este unicul o € [—m,7) cu

U
cosay = —
|wl
. v
sihae = —
|w]

In concluzie, pentru numere complexe functia exponentiala
- ia orice valoare complexd diferitd de zero,
- este o functie periodica cu perioada 273

exp(z + 2mi) = exp(x + iy + 27mi) = exp(x +i(y + 27)) = e[cos(y + 27) + isin(y + 27)] = e®[cosy + i siny| = exp(2)

prin urmare functia exponentiald nu este injectiva, deci nu este inversabild si nu se poate defini in mod unic o
functie "logaritm".

In aceste conditii se definegte logaritmul nu ca o functie ci ca multimea tuturor solutiilor ecuatiei exp(z) = w ,
pentru w # 0

Log(w) "2 {In |w| +i - (0 + 2kx) cu k€ Z}

sau se poate defini o functie "logaritm" prin alegerea uneia din solutiile posibile.
De exemplu

log(w) = In|lw|+i-(a+2kr) cu k€Z , pentru w#0

unde unde « este unicul o € [—7,7) cu

u
cosa = —
|wl
. v
sina = —
|wl
Exemplu.
Solutiile ecuatiei
exp(z) =141

sunt
Log(1+i) "2 {In[1 +i| +i- (a+2kn) cu keZ}

in acest caz |1 +4| = V12 + 12 = /2
iar unghiul a € [0,27) este definit de

cosax =

sinae =

Sl Sl

deci o = §
obtinem

Log(1 + 1) ot {ln\[Jrz ( +2km) cu kGZ}

Teorema. Fie seria de puteri %z” numitd seria exponentiala.
n>0

1) seria are raza de convergentd R = +oco , deci are sens definirea functiei

> 22 3

exp(z Z *1—|— +§—|—§+ .., pentru orice z € C

2) exp(0) =1
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3) exp(z + w) = exp(z) - exp(w) sau echivalent

> )= (i ;!Zp> <i ql'wq>

n=0

(oo} o0
4) notdm cu e = exp(l) = > -, dupa care se arati ci >
n=0 n=0
prin urmare obtinem exp(n) = (exp(1))" = €™ , ceea ce justificd denumirea de functie exponential.
. not . . . <
putem nota atunci exp(z) = e* , deoarece pentru z € R functia coincide cu exponentiala reala.
5) exp(z) - exp(—z) = 1, pentru orice z € C , deci exp(z) # 0 pentru orice z € C
6) (exp(2))" = exp(2)
7) pentru orice € R avem exp(z) =e* >0
Demonstratie.
1) folosim criteriul raportului

1 n+1

le’~|z|:0<1 pentru orice z € C
n

n—oo

deci seria este absolut convergenta pentru orice z € C

2)
[e.e]
1 0o 0% 03

exp(O):nz:;JaO —1+1'+*+§+ =1
3) nu ddm demonstratia
4)

exp(n) =exp(l1+ 1+ ...+ 1) =exp(l) - exp(1) - ... - exp(1) = (exp(1))" = "
—_————
n- ori n-ori

5)

exp(z) - exp(—z) = exp(z — z) = exp(0) =1

deci exp(z) # 0 pentru orice z € C si
1

exp(2)

6) derivim functia exponentiald ca suma unei serii de puteri

1 / . n 1 z 22 28
! n . n—1 __ n—1 __ .
(exp(z)) = <§ 17 ) = E A= g 7(11_1)!2 =1+ 1'—&—*—#*3' + ... = exp(z)

n=0

exp(—=z) =

sau putem scrie mai clar

22 23 ! 1 2z 322 428 22 28
(exp(z)) 1+1|+*+§+ :0+1'+§+?+T+ _1+1'+*+§+ —exp(z)

Sa calculdm functia exponentiald pundnd in evidentd partea reald si partea imaginara
Fie z =z + 1y
exp(z) = exp(x + iy) = exp(x) - exp(iy) =

exp()
oo 1 oo 00 S
D )" =3 i =Y i ) iy =
n=0 n=0 n=0 n=0
n-par n-impar
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oo

_ 1 2k: 2k 2k¢+1 2k+1 __ = 1 k 2k k, 2k+1
’Z(zk +Z 2k+1) =3 +22k+1 D%

k=0 k=0 (Qk)

COSs

in care se recunosc seriile corespunzatoare functiilor reale sin si cos, deci

sin

exp(z + iy) = exp(x)(cosy + isiny)

Consideram acum seriile de puteri

Aceste serii apar refacand calculele anterioare, dar pentru numere complexe

exp(iz) ini i—z *Z ""JrZ—zz
n=0 n=0

n-par n-impar

ISR | TREP AR N (DR 1 kL 2k+1
=D Gt +k§:%(21c+1)!Z : _’;(Qk)!( 1)z “,;)(Qkﬂ)!( 1)z

= (1 22 2t 8 [z B P
exp(iz) = Sto et Tl gy oyt

Se poate spune ci aceste serii sunt "parti" din seria exponentiald, partea cu puteri pare, respectiv partea cu
puteri impare, in plus cu semne alternate

Se aratd usor c& au raza de convergentd R = +00

, deci definesc functii definite pentru orice z € C notate
(o]

COS

_1)n
I respectiv sin(z) = g Mzznﬂ
n !

n=0 n>0

Demonstratie.
Folosim criteriul raportului

(-1t »2(n+1) 9
roT et om)!
i | 20D ~ lim (2n)!z

2

i
T ’ 2n+2)2n + 1)

':O<1

seria este deci convergentd pentru orice z € C si are raza de convergentd R = 400 .

Analog
(D™ a(n41)+1
lim |CECEDFD ( _ @n+1)22) 2 —0<1

seria este deci convergentd pentru orice z € C i are raza de convergentd R = 400 .
Proprietati.

1) sin(0) =0, cos(0) =1
2) (sin(z)) = Cos(z) , (cos(z))" = —sin(z)
; (sin(z))? + (cos(z))? = 1 pentru orice z € C

exp(iz) = cosz +isinz , sin(z) = ————— , cos(z) =
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5) pentru z =z + iy , cu xz,y € R | avem

exp(z) = T = ¢% . e | |eiy| = |cosy +isiny| = \/cos?y +sin*y =1 |e$+iy| =e"

6) pentru numere reale, functiile astfel definite sin , cos coincid cu functiile trigonometrice reale sin , cos
7) exp(2mi) =1 , exp(im) = —1 , exp(z + 27mi) = exp(z) deci exponentiala complexd este periodici.
8) se aratd cd functia exponentiald exp : C — C\{0} este surjectivi,
in plus ia orice valoare de pe cercul de raza 1, adica {e'* , cu z € R} = {|z| = 1}
Demonstratie.

1)
| P
sin(0)=) —————0"""'=——-——-—+..=0
nZz;J (2n +1)! 1! 3! 5!
02 o0* o0f
COS(O)Zl_i—i—E a—F =1

2) derivdm sumele de puteri

o L —1)(2n+1) ,, 1",
(sin(2))” = nz(z(nJr)l)!Z2 ' _;)( (gn(—f— 1)! Lz _Z(@nilzg = cos(z)

. N 23 5 LT ! 1 322 5zt 726 _1 22 gt S

o=\ s mtat)Tu w ow Tt BT TR T

) r 22 24 6 ! _ 2z 423 62° _ z P
(s =(1=g+g-at~ ) =0+ & FTRCTRT i

3) pentru a demonstra relatia
(sin(2))? + (cos(z))? = 1 pentru orice z € C
folosim un principiu simplu.
In stadnga avem o expresie - o functie, care depinde de un parametru z , iar in dreapta avem o constantd 1

ceea ce inseamnd cd functia este constantd, deci nu variaza, are deci derivata zero,
putem calcula aceasta derivata

((sin(z))? + (cos(z))z)' =2sinz-(sinz) +2cosz - (cosz) =2sinzcosz —2coszsinz =0
prin urmare functie este constanta
(sin(2))? + (cos(z))? = ct pentru orice z € C

determindm constanta, calculand valoarea functiei (constante) intr-un punct.
Singurul punct in care cunoastem valorile functilor sin si cos este z =0
obtinem

(sin(0))? + (cos(0)?* =041 =1

valoarea constantei este deci 1, deci

(sin(2))? + (cos(z))? = ct = 1 pentru orice z € C
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4) am ardtat deja cd exp(iz) = cosz +isinz , deci
exp(iz) =cosz+isinz , exp(—iz) = cos(—z) + isin(—z2)

adunéand cele doua relatii obtinem

iz —iz
exp(iz) + exp(—iz) =2cosz =  cos(z) = %
scadem cele doua relatii gi obtinem
eizie—iz
exp(iz) —exp(—iz) =i2sinz =  sin(z) = 5
i

5)
exp(z) = exp(z + iy) = exp(x) exp(iy) = e’ = e*(cosy + isiny)

deoarece e”,cosy,siny sunt reale, pentru modul obtinem
) ) b

lexp(iy)| = |e"| = |cosy + isiny| = V/(cosy)? + (siny)? =1

lexp(z)| = |exp(z + iy)| = |ew+iy| = |e"(cosy + isiny)| = " |cosy + isiny| = e”

Sau

|€Z| — eRez

7) calculdm
exp(27i) = cos(2m) + isin(27) =1

exp(im) = cosm + isinm = —1

exp(z + 2mi) = exp(z) - exp(27i) = exp(z)
O
Comentariu. Aceste fapte aratd ci functiile cunoscute in mod traditional ca functii trigonometrice, sunt

definite in mod natural nu pentru numere reale, ci in contextul numerelor complexe.
Orice numar complex z € C, z #2 0, z = z + iy se poate scrie

+1 . .
2=z == 2] | ——= | = ¢ i — |2| (a + ib)
\z| /x2+y2 \/x2+y2 \/x2+y2
a b

unde

2 2
. X Yy
atibl=|| —/—— | +|—=—x=] =1
o (m) (m)
existd un unic numdr real ¢ € (—m, 7] astfel incat

T . ) .
4= —F———— =C0st §1 4= ————— =sint

sau

a=-2 =cost si b= 2 —sint
|| ||

deci
Rez=2=|z|cost ¢i Imz=y=|z|sint cu té€ (—m,n]
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sau ‘
z=1y+iy = |z|(cost +isint) = |z] e

Definitie. Orice numir complex z € C, z # 0 se poate scrie z = |z| - €* | unde t € (-7, 7] .
Definim functia argument ca unica functie pe care o notdm cu arg : C\{0} — (—m, 7| cu proprietatea

z=|z|- "2 pentru orice z € C,z # 0

Se aratd cd functia argument nu este continug pe C\{0}.

Exemple. Pentru orice z € R, z > 0 avem argx = 0, pentru < 0 avem argx = 7 . Pentru z = ¢ , arg(i) =

5 arg(—z) = _g

jus
2

Rezolvarea unor ecuatii cu functii elementare.

Exemplul 1. Ecuatia
exp(z) = e =w , pentru w # 0

Solutie. S& notim z = x + iy si w = |w| e**#*) | Doud numere complex egale au acelasi modul, deci

e’ =|e"™| = |e*| = |w| , deci & =In|w| , In este functia logaritm natural

apoi revenind la ecuatia initiald obtinem
e = eerzy — e . e — |’UJ‘ et arg(w) = W — ¢! arg(w) PN
cosy + isiny = cos(argw) + isin(argw) <

cosy = cos(arg w) & y=argw+2nm ,n e
siny = sin(arg w) ’
In final multimea solutiilor ecuatiei este

{In|w| +i(argw + 2n7) , n € Z}

Definitie. Putem defini functia logaritm ca inversa restrictiei functiei exponentiale la ”banda” orizontala
exp:{z2€C,culmzée (- x|} — C\{0}

log : C\{0} — {z€C,cuImz € (—m, 7|}

definitd prin
def .
logw = In|w|+iargw

Se arata cd aceasta functie nu este continua pe domeniul maxim de definitie.

Folosind o variantd a teoremei functiei inverse in complex se aratd cd functia logaritm astfel definita este
derivabila pe multimea

1
C\{zeC,culmz=0 gi Rez <0} giin plus (logz)’:;

Definitie. Putem defini functia putere, pentru exponent real o € R\{0} si pentru z € C\{0} astfel

P def

= |z|a .exp(iaargz) — |z|a eiaargz

In particular se defineste functia radical,

% déf T\L/mei(arg z)/n
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Pe de alta parte sunt cunoscute solutiile ecuatiei 2" = w , gi anume cele n radacini complexe

2k 2k 2k
= O/l (COS (argwwr) +isin (Mgvf“f)) — /f]exp (zargwwr) pentru k= 0,1, ... (n—1)
n n

n

Exemplul 2. Consideram ecuatiile de tip

sinz=w , cosz=w , undew € C
Solutie. Scriem
eiz _ 672’2
sin z = — Y ceeace duce la o ecuatie de grad II
i

¢ —e—2iw=0 & (%)’ =2iw(e*)—1=0
care se rezolvd in mod standard cu A = (—2iw)? + 4 , apoi

g% 2iw + VA
=

si problema s-a redus la dou& ecuatii de tipul studiat in exemplul 1. Aici

\/* rgt \/KE#

Pentru functia cosinus se procedeaza in mod analog

eiz _|_e—iz
cosz = — = w , ceea ce duce la o ecuatie de grad II

e te ™ 2u=0 & (eiz)Z—Qw(eiz)—&-l:O

care se rezolvd in mod standard cu A = (—2w)? — 4 , apoi

eiZ_ij:\/E
===

si problema s-a redus la doud ecuatii de tipul studiat in exemplul 1.
1 Integrala complexa

In cele ce urmeaza introducem integrala complexa gi cAteva consecinte relevante.

Definitie. Se numeste drum parametrizat de clasda C*, o functie 7y : [a,b] — C, a < b € R derivabild pe
[a,b] cu derivata continud.
Notam (parametrizarea) cu

V() =) +iy(t) , () =2"(t)+iy'(t) , te€ab]
. N . dy dr dy
sau in altd notatie FTilT +1 i

deci functiile reale x(t),y(t) sunt de clasa C*, x,y : [a,b] — R. (derivatele x'(t),y'(t) lor sunt functii continue)

Punctele v(a), v(b) € C se numesc capetele drumului, punctul de start v(a) si punctul final v(b).

Multimea valorilor v([a,b]) se poate numi urma sau imaginea drumului,

aceasta se poate gandi ca o "traiectorie”, iar parametrizarea ca un ﬂ)od de parcurgere” al traiectoriei.

"Vectorul”  +'(t) = 2'(t) + iy’ (t) sau in scriere vectoriala ~'(t) = (2'(t),y'(¢)) , reprezinta  viteza
"tangentiala"”

(care este efectiv tangentd la traiectorie)

43



o) o(b)

v

Daca ~v(a) = ~v(b) atunci drumul este tnchis.

Drumul este injectiv (sau simplu) daca functia v este injectivd, adica y(t1) # v(t2) pentru orice ti # to
(cu exceptia capetelor in cazul unui drum nchis pentru care v(a) = v(b) ).

Cu alte cuvinte, un drum injectiv nu se "autointersecteaza".

Exemple.
Tatd cateva exemple de drumuri inchise.
De fapt in figura apar doar "imaginile" unor drumuri inchise, nu si parametrizarile corespunzatoare.
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v

8 |

Drumuri inchise

Drumuri, (imaginile unor drumuri) care nu sunt injective, indiferent de parametrizare, deoarece se autointer-

secteaza.
A
J, -7
-
- -
- -
- -

\<
IN
~

~

N

><V

otl) = 'g(tz)

Drumuri care nu sunt injective

Definitie. Numim opusul lui vy, drumul definit

Y :ila,b] = C , 4 (t) =v(a+b—1)
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acesta parcurge traiectoria in sens opus, dar in acelagi mod (cu acceagi vitezd) ca §i drumul -y
(se poate asocia cu ideea de a proiecta un cadrele unui film "inapoi", sau o banda video "play" inapoi).
Se schimba capetele drumului, punctul de start v(b) si punctul final v(a).

Este clar ca derivata opusului are aceeasi directie dar sens contrar

@) T =hla+b-t)] =9 (a+b-1t)-(a+b-1t)'=—v(a+b-1)

-

g® ob)

¥

Exemple.
1. Segmentul ce uneste punctele 0 si 1+ ¢ in complex (sau (0,0) si (1,1) in planul R? ) se poate parametriza in
mai multe moduri
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Yty =t+it , t€[0,1] , v(t)=t*+it? , t€[0,1] , v3(t) =sint+isint , t€[0,7/2]
sa remarcam derivatele acestor drumuri si opusele lor
yi)y=1+1i , te€[0,1] , ~4{t)=2t+42t , t€[0,1] , ~4(t) =cost+cost , t€[0,7/2]
) =1—t+i(l—t) , te[0,1] , v t)=10—-t)2+i(1—-1t)* , te]0,1]
v3 (t) =sin(w/2 —t) + isin(n/2 —¢t) , ¢t €[0,7/2]

2. Cercul {|z| = r} (cu centrul in 0 gi razd r) parcurs o datd in sens trigonometric.
Acesta este un drum inchis si injectiv
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v(t) = re' = r(cost +isint) , t €[0,2n] si v (t) = rie

Pe "scurt" acest cerc se noteazd " |z| =71 "

~ _—
In acest caz putem verifica usor c& vectorii (t) = r(cost,sint) , +'(¢t) = r(—sint, cost) sunt perpendiculari

W L A0 e <ADA0H>=0 &

y(t)-~'(t) = rcost-(—rsint) +rsint-rcost =0

2. Cercul {|z| =7} (cu centrul in 0 i razd r) parcurs de doud ori in sens trigonometric.
Acesta este un drum inchis dar nu injectiv

y(t) = re’* = r(cost +isint) , t € [0,2-2n] = [0,4n]

3. Cercul {|z — 20| = r} (cu centrul in zq gi razd r) parcurs o datd in sens trigonometric, zo = a + ib
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Y(t) = 20 + e’ = 29 + r(cost +isint) , t€[0,27] , sau t€ [, 7]
7' (t) = rie" = ri(—sint +icost) , t € [0,27]

Pe "scurt" acest cerc se noteazd " |z —zo| =17 ".

Definitie. Dacd doud drumuri v, : [a,b] — C §i 75 : [¢,d] — C sunt astfel tncdt v, (b) = v4(c) , adicd punctul de
sosire al unuia coincide cu punctul de plecare al celuilalt drum, atunci drumurile se pot reuni (inlantui, jurtapune)
formand drumul v, U7, , (Sau v5 Uy, dacd v4(d) = v4(a) ) numit reuniunea drumurilor v, si v, .

(nu este necesard scrierea efectivd a unei parametriziri pentru v, U7y, )

ol
q(a) e

//®

/

gl(b) = g2(c) (d)

><V
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Exemplu. Drumul format din conturul unui dreptunghi ABC'D se poate scrie ca reuniunea celor patru laturi
v=ABUBCUCDUDA , conturul fiind astfel parcurs in sens trigonometric. Este evident cd reuniunea nu mai
este un drum de clasd C*, ci doar continuu.

y A
DC = t+ip
p B ¢
%
AD = att T BC = bt

ol ] —>

Al 'B

i AB = t+ia E
a b x'

Definitie. Un drum parametrizat v : [a,b] — C este de clasa C* pe portiuni, dacd drumul este o reuniune
finita de drumuri de clasa C* , v =y, Uy U... U7 .

In cele ce urmeazi toate drumurile considerate vor fi de clasi C' sau de clasi C' pe portiuni, fapt ce nu va mai
fi mentionat explicit pentru a nu incarca in mod inutil textul.

Drumul v = ABU BC UCD U DA descris mai inainte, este un exemplu de drum de clasi C! pe portiuni. Este
format din reuniunea a 4 segmente, AB, BC,CD, DA care sunt de clasi C'. In punctele A, B,C, D nu existi o
unicd tangentd la drum, deci drumul 7 nu este de clasi C' in ansamblu, ci doar de clasd C! pe portiuni.

Nu este necesara o parametrizare a drumului v 1in intregime. Sunt suficiente parametrizarile fiecarui segment
in parte

- pentru AB, z(t)=t+ia ,t € [a,b]

- pentru BC', z(t)=b+it , t€ o, f]

- pentru CD  folosim opusul DC |, z(t) =t+i8 , t € [a,b]

- pentru DA folosim opusul AD , , z(t)=a+it , t € [a,pf]

Definitie. Doud drumuri v, : [a,b] — C gi 74 : [¢,d] — C sunt echivalente (sau parametrizarile sunt
echivalente) v, ~ v, dacd existd o functie h : [a,b] — [c,d] de clasa C* strict crescatoare, bijectivi asa incat

Yy =70h , sau y(t) =v4(h(t)) pentru orice t € [a,b]

sG observam ca doud drumuri echivalente au aceleasi capete si aceeasi urmd.

Aceasta definitie nu este foarte utild pentru a verifica practic echivalenta a doud drumuri. Urmé&toarea consecinta
este suficientd in cazul unor drumuri injective.

Consecintd. Daci 7, : [a,b] — C si 7y : [¢,d] — C sunt drumuri de clasa C' injective cu aceleasi capete

Y1(a) = v2(c) si v1(b) = 72(d)

§t aceeasgi urmd (imagine) v ([a,b]) = v5([¢,d]) , atunci v, $i 75 sunt echivalente.
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Demonstratie. Se alege functia h : [a,b] — [c,d] astfel h = v5 ! o7,, despre care se arata ca este strict crescatoare
si de clasa C!.
|

Exemple. Drumurile mentionate mai inainte, -y, 74, v5 ce parcurg segmentul 0 , (1 + ¢) sunt echivalente.

Definitie.
O multime D C C se numegte deschisi dacd pentru orice zg € D existd un disc deschis {|z — z9 < 7|} C D.

Definitie. Fie o functie f: D C C — C, continua pe D C C multime deschisd, si 7 : [a,b] — D ,a<beR
drum de clasa C'. Se defineste integrala functiei f pe drumul ~y astfel

b

[ [ 1@t /b F(8) - (W)t /b (ReE)dt +i [ (1m E)di
¥ ¥ a -

a a

Comentariu. Cele doud integrale Riemann au sens, deoarece Re F gi Im F sunt functii continue.

Aceasta pentru ci f este functie continui, v este de clasi C! deci v si 4/ sunt continue, si astfel functia
F(y(@®) -+ (t) este functie continud. Prin urmare partea reald si partea imaginard (Re E gi Im E) sunt de asemenea
functii continue.

Unele texte folosesc pentru parametrizare notatia

. . dz dxr dy
_ _ !/ _ / / _
z=z(t) =xt) +iy(t) , 2'(t) =2'(t) +iy'(t) sau prin + i

[ 1= 1= / e0)

Observatie. Integrala nu depinde de parametrizare, in sensul ca pentru drumuri echivalente v, ~ v5 se obtine
aceeasi valoare a integralei
e~ = [1=[1
Y1 V2

Demonstratie. Conform definitiei avem v, = v 0 h si deci v} () = v5(h(t))h' ()

b b
/ ;= / () -4 ()t = / Fra () - 7 (h(£) R(t)dt = / F(2(5)) - 7a(s)ds = / f

cu schimbarea de variabild s = h(t) , s € [¢c,d]. B

Exemple.
i) Considerdm drumul v(t) =¢+it , t€[0,1], v'(t) =1+4-1 si calculdm integrala

1 1 1 1 1
/z2dz = /(*y(t))2~'y’(t)dt = /(t+it)2~(1+i)dt = /t2(1+i)2-(1+z’)dt = (1+i)3/t2dt = (1 +z’)3§ i

¥ 0

(141i)°
3

ii) Consideram drumul y(¢) =t +it> , t€[0,1], 7/(t) =2t +i-2t , si calculim aceeasi integrala
observdm drumul ci este echivalent cu drumul definit la i)

1 1 1 1
/z2dz:/(fy(t))2~ /t2 +it?)? - (2t + i2t)d :/t4 (1+1)% - 2t(1 +i)dt 1+z3/2
0 0 0 0

v

1_ (1+4)°

0 3

3 2t0

= 1+
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Remarcam faptul ca in ambele exemple obtinem acceasi valoare a integralei, folosind parametrizari diferite.

iii) Consideram drumul ~(t) =¢(1—14), t€[0,2] , 7' (t) =(1—1)

2 2 2 2
/Zdz:/’y(t)- /t (1—i)d /t (1—i)d /1+1tdt—t2]0:4
v 0 0 0 0

Proprietati (ale integralei complexe)

1) liniaritate
[rea=[r+[o i) [ar=als
g ¥ Bl ¥

pentru orice functii continue f,g gi orice numar o € C.

’ [ o= fse )

Y1U72

3) integrand de-a lungul drumului opus v~ obtinem
[
Yo 2l

4) ”Newton - Leibniz”, daca existd g : D — C derivabila cu ¢'(t) = E(t) (notatia din definitie) atunci

IR ECCE / f0) A0t = [ (0t = g(6) - gla)
¥ ¥ a .

4’) dacd functia f are primitive F' = f | atunci

b
/ f= / f(2)dz = / FOv(®) - (t)dt = / F/(y(1)) -+ (£)dt = F(y(b)) — F((a))

5) daca functia f are primitive F' = f | atunci integrala pe orice drum inchis este zero

§ )z =

/f dz</\f )l di = /|f (1) dt = /\f )+ iy(8)] - |2 () + iy’ (1) dt

aici "dl"  desemmneazi integrala curbilinie de "primul tip”.

Demonstratie. (1) si (2) se deduc ugor ca si pentru integrala Riemann, sau integrale curbilinii.
Pentru (3), opusul unui drum este —y(t) = y(a +b —t) si deci derivand obtinem [—y(t)]' = 7/ (a+b—1) - (1) si

b b a
_/ J= / () - [ )] dt = / Fatb—1) -+ (a+b—t)dt = b/ FO1(8)) - (8)(~1)(~db) = — / !

~

cu schimbarea de variabild s =a+b—1, ds = —dt .
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Pentru 4) observidm cd g = Reg +iImg deci derivand obtinem

g'(t) = Reg(t)]" +i[lmg(t)]" = E(t)

si deci
/f(z)dfz:/bfﬁ(t))"/( / /bReg | +i[Im g(¢))'dt =
v a 5

b
— [IRegv)at +i [ lmg(o)'de = [Re g(b) ~ Reg(a)] + fimg(t) - Img(a)] = gb) - 9(a)

a

Pentru 4’) observiam cid [F(y(t))] = F'(y(t)) -7/ (t) si aplicim 4)
Pentru (5) avem

b b b
;f f(2)dz = / FO () (B)dt = / F(4(t) (t)dt = / [Fy()] dt = (F(y(t)]', = F(y(b)) — F(y(a)) =0

deoarece drumul fiind inchis v(b) = v(a) .

Pentru (6), sd remarcim
b
JECERAL:

[ e / 2)ldi = /|f DI 1 ()] dt
0 = arg (/f(z)dz) deci /f(z)dz:e“’/f(z)dz
[tz = [ gz = [ s -

Yy Y

b b
~ Re ( / e‘wf(Z)dZ) = [Re(e sty ) de < [ e 500 0] di = / )] 1 ()] db

vy a

notam

si atunci putem scrie

Exemple.
1) Calculdm integrala urméatoarelor functii, pe cercul de raza r cu centrul in origine " |z| =r
in sens trigonometric.

", parcurs o data

1
2"dz pentrun€Z , n# —1 , respectiv j{ —dz
z
|z|=r |z|=r
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o) o0) =92p) =t

X

Notdm § pentru a indica integrala pe un drum inchis.
Consideram parametrizarea cercului

v(t) = re’ = r(cost +isint) , t€[0,2n] si v (t) = rie’

n,nn

are primitive (5 L") = 2" i deci conform proprietitii 5)

1
7{ 2"dz =0

|z|=r

Pentru n > 0 sau n < —2 , functia
integrala pe un cerc (drum inchis)

z

Ca simplu exercitiu, putem sa calculdm si "direct" folosind definitia integralei complexe :

2T 2m 2m 2m

27
?{ 2"dz = / [Y(@®)]" + (t)dt = /(re”)"me”dt = /(T)”Hz(e”)”ﬂdt =t /ze”("ﬂ)dt =t (+ le”("+1)> =
n
|z|=7" 0 0 0 0 0
= pntl L cos(n + 1)2m +dsin(n + 1)27 | — [ cosQ+4sinQ | | =0
n+1 N =~
-1 0 1 0
Pentru n = —1, calculdm folosind definitia (deoarece functia "%" nu are primitive definite pe C\{0} )
2 2
1
j{ —dz = / —~'(t)dt = / —rze”dt /idt = 2mi
oM
|z|=r 0 0
in concluzie )
Z2"dz=0 pentrun€Z , n#—1 si —dz = 2mi
z
|z|=r |z|=r

indiferent de raza cercului r.
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Observatie. Daca cercul este parcurs in sens trigonometric de mai multe ori, de 3 ori de exemplu, parametrizarea
este

y(t) = re’ = r(cost +isint) , t€[0,3-27] si /' (t) = rie”

6m
Valoarea integralei se modificd corespunzator
1 67 1 67
j{ —dz = / —riettdt = /idt = 671
z rett
|z|=r 0 0

Pentru o parcurgere de n-ori obtinem

y(t) = re’ = r(cost +isint) , t€[0,n-2n] si /() = rie

2nm
2nm 2nm
1 Lo . .
—dz = —rie'tdt = idt = 2nmi
z rett
|z|=r 0 0

Nu existd un mod "consacrat" de a nota de céte ori este parcurs un cerc. Acest fapt este mentionat separat in
mod explicit.

2) Integram functii "similare", pe cercul de razi r cu centrul in zg " |z — 29| = r ", parcurs o datd in sens
trigonometric, obtinem:
n : 1 :
(z—2)"dz=0 pentrun €Z , n#—1 , respectiv dz = 271
Z— 20

|z—zo|=T lz—zo|=r

Demonstratia este identica cu cea precedenta.
1

Pentrun > 0sau n < -2, functia "(z—20)"" are primitive (537

proprietdtii 5) integrala pe un cerc (drum inchis)

(2 —20)" ™) = (2 — 29)™ si deci conform

(z—20)"dz=0
|z—20|=r
n

Pentru n = —1 folosim parametrizarea cercului " |z — zg| = r

Y(t) = 20 + et = 2o +r(cost +isint) , t€[0,2n] si A/ (t) =rie?t |, z—zp =re”

calculand obtinem

27 2 27
1 1 1 -
-7{ dz = /77’(15) = /—.m’e”dt = /idt: 2mi
z — 2 V() — 20 rett
|z—z0|=r 0 0 0

Pentru a intelege ideea de "interior" al unui drum inchis gi notiunea de "simplu conex", este nevoie de urmatoarea
teoremd (in versiune simplificatd).

Teorema.(Jordan) Fie v : [a,b] — C (sau echivalent v : [a,b] — R? ) drum de clasa C' pe portiuni, inchis gi
mjectiv.

Complementara imaginii drumului C\y([a,b]) este formata din doud multimi deschise conexe disjuncte.

Una din ele este

- madrginita numitda "intertorul drumului v” se noteaza cu int -y,

- cealalta este nemarginita numita ”exteriorul drumului v”7 se noteazd cu exty

. o o . . inchis si injectiv . -

In particular teorema afirma faptul ca interiorul unui drum inchis si injectiv este simplu cone

Cu alte cuvinte, "planul complex" ("planul" R?) se "imparte" in dou# multimi deschise disjuncte, una este
marginitd numita ”interiorul drumului «” | cealaltd este nemdarginita numitd ”exteriorul drumului v” , iar frontiera
lor comuna este imaginea drumului ~.

In plus putem observa cé orice drum continuu ce uneste un punct din "interior" cu un punct din "exterior"
intersecteaza in mod necesar drumul 7.
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Desi enuntul este extrem de simplu si intuitiv evident, demonstratia nu este elementard. Enuntul se formuleaza
pentru dumuri continue "rectificabile". Notiunea de drum rectificabil nu face obiectul cursului de fatd, motiv pentru
care am prezentat un enunt simplificat.

Reamintim defnitia unei multimi conexe.

Definitie. O multime deschisa D C C este conexd (sau conexd prin arce) daci orice doud puncte z,w € D
se pot "uni” printr-un drum v : [a,b] — D (inclus in D), adicd v(a) =z , ~(b) = w.

Definitie. O multime deschisi D C C este simplu conexd, daca orice drum inchis, injectiv 7 : [a,b] — D are
interiorul inty C D. Se mai numeste §i "domeniu simplu conex”.

Nu este o proprietate usor de verificat. Urmatoarele observatii oferd versiuni mai simple.

Observatie.
O multime deschisa D C C gi marginita, este simplu conexd dacd atdt multimea D cdt i complementara sa
C\D , sunt conexe.

Observatie.
Reamintim cd o multime "stelata" este simplu conexa. De asemenea orice multime convexa este conexa.

Teorema.(Cauchy) Fie D C C domeniu simplu conex gi o functie f: D — C, olomorfa (derivabila) pe D.
Atunci pentru orice drum inchis v : [a,b] — D (inclus tn D) avem

ff(z)dz =0

Demonstratia, nu este elementara, nu o prezentam.

Comentariu.

Se poate renunta la conditia "domeniu simplu conex", dar atunci teorema se aplicd numai pentru drumuri
inchise, injective cu interiorul inclus in domeniu, ceea ce este un dezavantaj.

In versiunea de mai inainte, este nevoie de notiunea "simplu conex", dar teorema se aplici pentru orice drum
inchis inclus in domeniu.

Consecinta 1. In conditiile teoremei, D C C domeniu simplu conex gi o functie f : D — C, olomorfd pe D,
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integrala functiei nu depinde de drum ci numai de capetele drumului, mai precis
fr-]s
Y1 Y2

dacd drumurile v, : [a,b] = D §i vy : [¢,d] — D au aceleasgi capete: v,(a) = v5(c) si v1(b) = v5(d).

Demonstratie. Considerdm drumul I" = 7, U (75 ) format din +; si opusul drumului ~,.

gl(t)

N,

y gl(b) = g(d)
l(8 = (o) N

(1)

X
v

I' este un drum inchis in D gi conform teoremei lui Cauchy

o=dr= [ i=[re[i=[r-[raa [1=]s
r ) g vy M1 V2 M 72

Y1U (o
||

Consecinta 2. O functie f : D — C, olomorfa pe D C C domeniu simplu conex are primitive pe D. Mai
precis o primitiva este definita astfel
z
Fe) = [ f
20

Demonstratie. Fie zg € D un punct oarecare. Conform consecintei 1, integrala nu depinde de drum ci numai de
capete.

Deci pentru orice alt punct z € D integrala f f are aceeasi valoare pentru orice drum ~ ce unesgte punctul zg
¥
cu punctul z,

(v:la,b] = D ,~(a) =2 ,7(b) =2).
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z
Prin urmare se poate defini functia F': D — C prin F(z) = [ f . Integrala "de la zy la z ” inseamnd pe orice
Z0

drum care uneste punctul zy cu punctul z si care este inclus in domeniul D. Conform consecintei 1, indiferent de
drum, valoarea integralei este aceeasi.

In figurd se vede ci pentru anumitd alegere a punctelor zg si z , segmentul ce unegte punctele zq si z (aparent
cel mai "simplu" drum) nu este in interiorul domeniului D. Conform consecintei 1, integrala se face de-a lungul
oricdrui (alt) drum inclus in domeniul D, care uneste z cu z.

Folosind definitia derivatei se aratd cd functia F este derivabild pe D si c& F'(z) = f(2).

|

Consecinta 3. Pentru orice drum = injectiv, inchis, de clasd C* pe portiuni, cu y(t) # zo (v nu trece prin
20), parcurs o datd in sens trigonometric:

1 ds — 2mi , dacd zp € inty
z—20 | 0 , dacd 2z ¢inty

Y

Demonstratie.

1

Daci 2 ¢ int~y , atunci functia P

conform teoremei lui Cauchy

este olomorfd (derivabild) pe interiorul int v (care este simplu conex), deci

1
7{ dz=0
zZ— 20

v

Daci zp € int+y , considerdm un disc {|z — zp| < r} inclus in interiorul drumului 7 si alegem punctele A si B
aga incat segmentul AB si fie inclus in interiorul lui 4 dar in exteriorul discului.
Consideram drumul inchis ' =y UABU {|z — 2| =r} UBA |,
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I" este format din reuniunea a 4 drumuri :

- drumul v parcurs in sens trigonometric pornind din punctul A, (si inapoi in A)

- segmentul AB |, dela Ala B

- cercul {|z — 20| = r} parcurs in sens invers trigonometric, pornind din B (si inapoi in B)

- segmentul BA , dela Bla A

S& observam ci zp ¢ intT' | deci rationdm exact ca mai inainte:

functia ﬁ este olomorfd (derivabild) pe interiorul intT' (care este simplu conex), deci conform teoremei lui

Cauchy
1
dz=0
]{Z_ZO :

r

ftgefe [ f o ffe [ f [

v AB  |z—zo|=r BA Y AB  |z—z0|=r AB |z—z0|=r

Deci

Reamintim c& f simbolizeaza integrala pe drum inchis parcurs in sens trigonometric.

Folosim faptul cé integrala pe opusul unui drum § este / =— /
-5 s

Cercul fiind parcurs in sens invers trigonometric, integrala pe aceastd portiune este — j{

|z—w|=r

Integrala pe segmentul BA este — /

AB
In final folosim calculul din exemplul 2) si obtinem

0:%— ]{ & 7{ 1 dz = 7{ 1 dz = 27i
zZ— 20 Z— 20
v y

[z—zo|=T |z—z0|="
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Observatii. Teorema lui Cauchy oferd un criteriu de a ardta cd un domeniu nu este simplu conex, sau o functie
nu este olomorfa.
i) Dacd o functie f : D — C, olomorfd pe D C C are integrala nenuld pe un drum inchis inclus in D (exista

astfel de drum)
ff#o
y

atunci in mod necesar domeniul nu este simplu conex.

i) Dacd o functie f : D — C, are integrala nenuld pe un drum inchis inclus in D (existd astfel de drum) si
este D simplu conex
frzo0
v

atunci in mod necesar functia nu este olomorfa pe D

Exemple.
i) Functia % este olomorfd pe D = C\{0} , dar pentru cercul de razi r cu centrul in 0 , parcurs o datd in sens
trigonometric y(t) = re' | ¢ € [0,2n] , integrala este nenuld

27 27 2m
1 1, 1, _ .
— = _— g _— ? = e 2
7{ Zdz /'y(t)v (t)dt /re”me dt /zdt i # 0
|z|=r 0 0 0

deci in mod necesar domeniul D = C\{0} nu este simplu conex.

ii) Functia f(z) = Z este definitd pe C care este evident simplu conex. Dar integrala pe drumul (cercul)
definit mai inainte

27 27 27 27
/Zdz = /W.'y’(t)dt = /@m’e“dt = /re*“m’e”dt = /7"2z'dt = 722710 # 0
5 0 0 0 0

deci in mod necesar functia nu este olomorfa pe C.
Teorema. (Formula integrald Cauchy) Fie D C C multime deschisa si o functie f : D — C, olomorfa

(deriwabila) pe D. Atunci pentru orice drum inchis, injectiv «y : [a,b] — D cu inty C D §i orice zy € inty avem

1
1[G,
2m | z— 2z

¥

f(z0) =
Nu prezentam demonstratia. Se foloseste aceeasi idee ca la consecinta 3.
1.1 Functii analitice.

Definitie. O functie f: D — C, ( D C C multime deschisi), se numegte analiticd pe D, dacd pentru orice

punct zg € D existd o serie de puteri Z an(z —20)"™ i un disc centrat in zp inclus {|w — 29| < r} C D asa incat
n>0

oo
flz)= Z an(z — 29)" , pentru orice z € {Jw — z| < r}
n=0

Seriile sunt diferite pentru fiecare punct zq , la fel difera si razele discurilor.
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Observatie. Este evident ci orice functie analiticd este olomorfs (filnd suma unei serii de puteri) si c&

ap, = Ef(")(zo) , pentru orice n >0

Deci functiile analitice sunt dezvoltabile in serie Taylor in orice punct din domeniul de definitie.

Teorema. (Weierstrass-Riemann-Cauchy)
O functie f: D — C, ( D C C multime deschisd), este olomorfa pe D daca si numai dacd f este analitici pe

Nu prezentdm demonstratia. Aceasta folosegte in mod esential proprietatile integralei complexe.

Consecinte.

1) o functie olomorfd este indefinit derivabild (fiilnd suma unei serii de puteri) si

dezvoltabild in serie Taylor in orice punct zy pe cel mai mare disc centrat in zy si inclus in domeniul de definitie
2) dacd f = u + iv este olomorfs, atunci functiile u, v sunt de clasd C* (au derivate partiale de orice ordin)

Exemplu.
Functia
1
J(z) = 7 :C\{1} = C
—z
se dezvoltd in serie Taylor astfel
) £ = =32 e pentruorice o <1
i z) = = z entru orice |z
-2z n=0 P
N 1 1 11 1z +1, o= 1 N .
ii)  f(z)= = " 1) = 37 G = Zi( 5 )t = Z 2n+1(z+1) , pentru orice |z +1| <2
- 2 n=0 n=0
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Sa observam c4 intr-adevar cel mai mare disc inclus in domeniul de definitie D = C\{1}
i) centrat in 0 are raza 1, respectiv
ii) centrat in —1 are raza 2

1.2 "Zerouri" si Puncte Singulare
Definitie. Un punct zy € D pentru care f(z9) = 0 se numegte "zerou” (rddédcind) pentru functia f: D — C.

Sau "zero" ("zerou" elimind eventuala confuzie cu 0 "zero" ca element neutru fatd de adunare), plural "zerouri".
Sunt familiare rddécinile (zerourile) polinoamelor cu coeficienti numere complexe.
Mai precis orice polinom cu coeficienti numere complexe ( ag, a1, az,...,ap € C )

p(2) = ap + arz + ag2® + ... + apz?

de grad p (a, # 0) are exact p rdd&cini numere complexe 21, 29, ..., 2, € C.

Exemple.
1) 2?2+ 1 are doud radicini distincte 210 = +i
2) 2341 are trei radicini distincte

C1+iV3

z1=—-1, 29 5 e's | z3 5 '3
4) z*+1 are 4 radacini distincte
_ iZ _ i _ isr _ —i3r
Z1 =€ , k2 =E€ , k3 =E€ , 24 =€ s

5) 23 =522+ T72z—3=(2—1)%(2—3) aretreirddicini 2z =1, z2=1, 23=3 ,
una din ele este radacind "dubla" , sau radécing de ordin 2.

Rid&cinile unui polinom fiind in numér finit, este evident c& pot fi separate ("izolate") prin discuri disjuncte
centrate in acele radacini care sunt distincte z1, 2g, ..., 2p

{le—zl<r} ,{lz—2zl<r} , .. ,{lz— 2| <r}
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|z-z1| <r [z-z3| < r
\ -

v

_ z2 |z-z4| <r
|z-z2| <t -=-"~

In acest mod se poate spune ci riadécinile unui polinom sunt "izolate", in sensul c4 in fiecare din aceste discuri
polinomul are doar o singura rad&cina.
In plus este ugor de verificat urmatoarea caracterizare a unei radacini de ordin k

Observatie. Un numéar complex zg este radédcina de ordin k£ pentru polinomul
P(2) = ap + a1z + ax2® + ... + apz?f

dacd gi numai daca

- 29 este rdd&cind pentru P ( P(z9) =0)

- toate derivatele de ordin mai mic decat k sunt nule in zq , iar
- derivata de ordin k este nenula in zq,

adica

P(z0)=0 , PW(z)#0, Pl(2)=0 , P’(2)=0 , ..., P*2(z)=0 , P*V(zx)=0

Pentru functii olomorfe situatia este aseméanatoare.
Reamintim c& olomorfs inseamn4 derivabild, dar si analitici (dezvoltabild in serie Taylor).

Fie zp un zerou pentru functia olomorfa f , deci f(z9) = 0 (f : D — C functie olomorfa pe multimea deschisa
DcCQ
S4 considerdm dezvoltarea in serie Taylor in punctul 2 si discul de convergenta corespunzitor {|z — zg| < r} C D
Mai precis
o0
F™ (z0) :
flz) = Z T(z —zp)" , pentruorice z cu |z—zo| <7

n=0

sau scriind explicit primii termeni

0
(s ar (k=1)(, (B)(
7 =Tl + 2 5!0) (2= 20) + 2 5!0) (2= 20)* + - + W(z — z9)F ! + f(k()!o)(z — 20)" + ..

Dar f(z0) =0 . Cum sunt derivatele functiei in punctul zo , £ (z) =?

£ (20)

n!

i) ori sunt toate zero, dar in acest caz toti coeficientii seriei Taylor sunt zero ,
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deci suma seriei Taylor este zero pentru orice z cu |z — zg| <7 , adicd

0

> £(n)
flz)= Z fi('zo)(z —20)" =0 , pentruorice z cu |z—z| <rT
n!
n=0

In acest caz functia este nuld (constantd) f(z) =0 pentru orice z cu |z — zp| < r ¢l nu rdméne nimic de
studiat.

ii) ori existd o derivatd (cel putin una) nenuls.

0 0 0 #0
— 75 m 2 F*0 (0) k m k
f(z) = f(z0) + 1 (z — 20) + o1 (z — 20) +...+W(2—zo) +W(z—zo) +
S& consideram_k cel mai mic ordin de derivata care nu este nuld in punctul zg
F®(z20) #0
aceasta inseamnd c& primele (k — 1) derivate sunt nule in punctul z
Fz0) =0, f'(20)=0 , . fEP(0)=0 , [E V() =0
Dezvoltarea in serie Taylor devine
f(z) = ic %(2 —z)" = %(z — )k + m(z —20)** + ..., pentruorice z cu |z —z| <7
f(z) = (z — 2)* f(k;(!z()) + fé:j_)g;?) (2 — 20) + m(z —20)2+ .| = (2= 20)k9(2)
9(2)

Functia g este suma unei serii de puteri (cu acceasi razi de convergentd ca si seria Taylor), deci derivabild
(olomorfd) pe discul {|z — 2| < r}
In plus

(k)
o) = T2 g

In particular functia g este continud, deci existi o vecinidtate a punctului z , un disc {|z = 20| < 71 < r} pentru
care
g(z) #0 pentru orice z cu |z — zo| <1y

Aceste simple observatii pot fi reunite in urmétoarea teorema.

Teoremd. Fie f : D — C o functie olomorfd pe multimea deschisa D C C si zg € D un zerou al functiei.
Atunci:

i) ori functia este identic nuld (constantd) pe un disc {|z — zo| < r} C D

ii) ori existd k cel mai mic ordin de derivatd care nu este nuld in zg, adica

FP20) #£0 . f20)=0 , f'(20)=0 , .o, fED(z)=0 , fED(z)=0

si putem scrie

¥ (z0) | OV (2)

(z —20) + 70(2 — 20)2 +..| =(z—20)"g(2)

9(2)
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Functia g este suma unei serii de puteri, deci olomorfd (derivabild ). In plus
F ™ (20)
k!

Din continuitatea functiei g , existd o vecinitate a punctului zg , un disc {|z — zg| < r} pentru care

9(20) = #0
g(z) #0 pentruorice z cu |z —zp| <7

Prin urmare functia f nu are alte zerouri in vecindtatea lui zg, deci zeroul unei functii olomorfe este "izolat".
Numadrul k se numegte ordinul zeroului (cel mai mic ordin de derivatd care nu este nuld in zg)

Comentariu. Ordinul zeroului este definit in mod echivalent
- fie de k cel mai mic ordin de derivatd nenuld (ii)
- fie de puterea k ce permite scrierea f(z) = (z — 20)"g(2) si g(z0) #0 .

Exemple.
1) Orice zerou al functiilor sin si cos este de ordin 1.

i) Fie zp zerou al functiei sinz , sinzp =0 . Pentru derivatd obtinem (sinz)’ = cosz .

Datorita relatiei sin? zg 4+ cos? zp = 1 obtinem cos? zy = 1, deci derivata nu este nuld in z; si prin urmare zg
este zerou de ordin 1.

ii) Fie zp zerou al functiei cosz , coszgp =0 . Pentru derivatd obtinem (cosz) = —sinz .

Datorita relatiei sin? 29 + cos? zg = 1 obtinem sin? zop = 1, deci derivata nu este nuld in zy si prin urmare zj
este zerou de ordin 1.

2) Pentru functia f(z) =sinz —z, 0 este zerou de ordin 3.

Este clar ¢ f(0) =sin0 —0=0, deci 0 este zerou pentru functia f
Folosim dezvoltarea in serie Taylor

T T G ) L R A
51n2—7§(2n+1)!z =173 + 50 + ...
deci 3 5 3 5 2 4
L Lz oz z oz z 3, 1z z
f(z)_smz_z_(ﬂ_§+§+"')_z__§+ﬁ+"'_z(_§+5_ﬁ+"')
9(2)
0) = ! 0
9()——575

ceea ce aratd ca 0 este zerou de ordin 3.
Sau putem calcula derivatele

fl(z)=(sinz—2) =cosz—1 , f'(0)=cos0—1=0
" (z)=(sinz —z2)" = (cosz—1) = —sinz , f’(0)=—sin0=0
f"(z) = (sinz — 2)"” = (cos 2 — 1) = (=sinz) = —cosz , f"(0)=—cos0=-1+#0

ceea ce arata ca 0 este zerou de ordin 3.

1.3 Puncte singulare

S& considerdm cateva exemple familiare de functii olomorfe care sunt derivabile pe multimi deschise, cu exceptia
unor puncte izolate.

1. f(z) =1 derivabild pe C\{0} , f(z)= ZtL derivabild pe C\{2} ,

z z

In general orice functie rationald, ( p,q polinoame) f(z) = 5 Ez; derivabild pe C mai putin rid#cinile lui ¢
2. f(z) = #2= este evident derivabild pe C\{0} , dar de fapt este derivabild pe C , deoarece folosind dezvoltarea
in serie Taylor obtinem

_sinz 1 — (D" 5 IRV 122
1@ == _Z<Z(2n+l)!z A TR TR R TR TR T

n=0
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Functia g este suma unei serii de puteri (cu aceeasi razi de convergentd ca seria functiei sin), deci convergenta

pentru orice z € C la fel ca si seria functiei sin .
Deci functia f(z) = *2% doar "aparent" nu este definita in punctul 0 . De fapt ea se prelungeste in mod natural

sz hentru z #£ 0 1 22z
Fo={ T e 270~

1 pentruz=0 11 31 5!

g(2)

gi este olomorfa (derivabild) pe C fiind suma unei serii de puteri convergente pentru orice z € C .

Definitie. Daci o functie f este olomorfd (derivabild) pe multimea {0 < |z — zg| < r} (un disc fird centrul siu)
atunci punctul zg este un punct singular izolat pentru functia f .
(in mod implicit se presupune cd nu se stie dacd functia este derivabild gi in punctul zp)

><V

Comentarii.
Cu alte cuvinte, dacd o functie este olomorfd (derivabild) in vecindtatea unui punct zg si nu gtim dacd poate fi

definitd si in punctul z astfel incat si obtinem o functie olomorfd pe intregul disc {|z — 29| < r} , spunem c& zg

este un punct singular izolat pentru functie.
Punctul zy este "izolat" prin faptul ca functia este derivabild in vecindtatea punctului zy , eventual nu si in

punctul zp.

In mod "traditional" definitia nu contine si precizarea din final.

Fara acea precizare, dacd o functie este derivabild pe un disc, atunci orice punct din interiorul discului este
punct singular izolat pentru acea functie.Ceea nu ce este foarte natural.

Nu este "natural" s& spunem c& pentru un polinom (derivabil in orice punct din C) orice punct este "punct
singular izolat".

Dar are sens s spunem ci 0 este punct singular izolat pentru functia f(z) = S“% .

Aga cum am constatat in exemplul 2) acest fapt este doar "aparent".

Exista functii care au puncte singulare, dar acestea nu sunt si izolate.
Exemplu.
Pentru functia

f(Z): 1



punctul 0 este punct singular, dar nu este "izolat", deoarece nu existd un disc {0 < |z| < r} pe care functia si
fie derivabila.

Fractia nu are sens in nici unul din punctele in care se anuleaza numitorul z, = # si orice disc centrat in 0
contine astfel de puncte,

IR N — i lim -+~ =
deoarece sin £~ = sin(nm) =0 si lim 2= = 0.

Tata clasificarea punctelor singulare izolate.
Definitie. Fie zp punct singular izolat pentru functia f: {0 < |z — 29| <r} = C.
i) punctul singular este punct singular aparent, daca

existd lim f(z) = finitd

z—20
ii) punctul singular este punct singular de tip pol, dacd

existd lim |f(2)] = o0

z—20
iii) punctul singular este punct singular esential, daci

nu existd  lim f(z) sl nu existd nici lim |f(2)]
zZ—20 zZ—20

Exemple.

1.Pentru functia
z+2

22 -4
punctele 2 gi —2 sunt puncte singulare deoarece functia este olomorfs (derivabild) pe intreg domeniul de definitie
C\{2,-2} .

Punctul —2 este punct singular aparent, iar punctul 2 este punct singular de tip pol deoarece

z2+2 z+2 1
224 (24+2)(2—-2) z-2
Si deci
. 1 1 1
lim = =—-
z——2z—2 —=2-2 4
li 1 ! ! +
im =lim—— =— =400
z—2 2—2 z—>2|2—2| +O
Pentru functiile
sin 2 1—cos?z
z 22

punctul 0 este punct singular deoarece functiile sunt olomorfe (derivabile) pe intreg domeniul de definitie C\{0}
In plus 0 este punct singular aparent deoarece
folosind dezvoltarea in serie Taylor pentru functia sin obtinem

_osinzg o I~ (D" aupq . 1z 22020 I - B

pe de alta parte

l1—cos?z 1—12ge22 9 (14cos2z) 1-—cos2z

22 22 222 222

folosind dezvoltarea in serie Taylor pentru functia cos obtinem

1 —cos2z 1 = (=", 1 2 2t 48 1/1 22 44
o 1 e — (114> - ) =2 (-t
222 222 ( Z::O @2n)! 222 BT TR AT
I 1—cos2z y 1/1 22+44+ 11 1
m-———s = 11m — - — — - = —— =
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2. Pentru functiile
1 1 z+1
2 0 T B
punctul 0 este punct singular deoarece functiile sunt olomorfe (derivabile) pe intreg domeniul de definitie C\{0}
In plus 0 este punct singular de tip pol deoarece z — 0 < |z| — 0 si deci

1 1
lim |- =lim— = — = +00
z—0 |z Z—>0|Z| +0
I - 1 1 4
zl—% Z2 z—>O|Z|2 B +0 o
z 4+ z4+1 1
i = = — =
zl—r% 25 ’ 2z—0 ‘Z|5 +0 oo
3. Pentru functia
sin —
z

punctul 0 este punct singular deoarece functia este olomorfd (derivabild) pe intreg domeniul de definitie C\{0} .
In plus 0 este punct singular esential deoarece nu exists lim sin -

z

z—0
_ 1 . _ . 1 _ .
Pentru z, = 5 avem nangO Zn = nan;O —- =0 si
. .1 .1 . - .1
(i) sin— =sin —— =sin(n27) =0 deci lim sin — =0
Zn — n—oo zn
n2mw

_ 1 . _ . 1 _ .
Tar pentru w,, = nongz avem nlirréown = 7};11207n%+% =0 si
.. 1 . . T T
(i) sin— =sin —5— =sin(n27 + <) =1 deci lim sin — =1
Wn, 2 n— o0 Wn,

n27r+%

Relatiile (i) si (ii) aratd cd nu existd limO sin% si nici lirr%) |sin %| , deci 0 este punct singular esential.
z— zZ—
Pentru functia
)
=exp(—
P

1
z

e

punctul 0 este punct singular deoarece functia este olomorfd (derivabild) pe intreg domeniul de definitie C\{0} .
In plus 0 este punct singular esential deoarece nu exista lin%) exp(%)
zZ—>

_ . 1 _ .
—lim - =0 5

=0 deoarece
T

avem lim z, = lim

Pentru z, = —— L lim ||
n2mi 00 n— oo 2T oo | M2T

1 1 , . - 1
(a) exp(z—) = exp ( - ) = exp(in27) = cos(n2m) + isin(n27) =1 deci lim exp — =1

n oo N—_—— —— n—00 Zn
1 0
_ 1 . _ . 1 _ . 1 _ 1 1

Pentru w,, = 7(n2w+%)i avem nlirr;own = nhérr;o (n2n3)i 0 deoarece nh_)rrgo 7(n2#+%)i ;ilorgl T = 0 si
1 1 ) m ™ . T . - 1 )
(b)  exp(—)=exp | —5— | = expi(n27 + 5) = cos(n2m + 5) + isin(n2m + 5) =i deci nlirr;o exp - =1

n (n27r+%)i n

0 1

_ 1 . _ . 1 _ .
lar pentru u, = -~ avem lim u, = lim -~ =0 si

n—oo n—oo

1 1 1
(ii)  exp(—) = exp <1> =expn deci lim exp — = 400
w L
n

n n—oo 'U,n

Relatiile (a) , (b) si (c) aratd cd nu existd hn%) exp L sinici lir% ’eXp% , deci 0 este punct singular esential.
zZ— zZ—
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1.4 Serii Laurent
Definitie. Se numegte serie Laurent (centratd in z;), o serie de forma
Z en(z — 20)"
neE”Z
mai precis este vorba de o pereche de serii

ch(z—ZO)” si Zc_nﬁ

n>0 n>1

partea Taylor partea principald

Definitie. O serie Laurent este convergenta in punctul z # zg
dacd atat partea Taylor cat si partea principala sunt serii convergente.

Partea Taylor si partea principald sunt serii de puteri, deci au raze de convergenta.
Fie R raza de convergentad pentru partea Taylor.
Conform teoremei Cauchy-Hadamard raza de convergenta se calculeazi astfel

1

R= ——m+—
lim sup {/|cy|

n—oo

Deci partea Taylor este convergentd pentru orice z € C cu |z — 29| < R
Fie % raza de convergentd pentru partea principala,

pe care o calculam in mod similar

1

1
7 limsup /|c_y|
n—oo

Deci partea principald este deci convergenta pentru orice z € C cu ‘Z 1

—20

1
p

< & r<|z— 2

In concluzie seria Laurent este convergentd pentru orice numere complexe z € C cu 7 < |z — 2| < R,

Aceasta presupune ca r < R

Sa remarcam faptul ca o serie Laurent este practic o pereche de doud serii, ce pot avea orice numere complexe
drept coeficienti ¢,, € C

In cele ce urmeazi vom considera numai serii Laurent pentru care razele de convergents verifici r < R

Seria Laurent este divergentd pentru z € C cu |z — 29| > R sau r > |z — 2|
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Coroanade convergenta 0<r <|z-zo|<R

Definitie. Fie o serie Laurent Z cn(z — 20)™ cur < R. Se numeste coroana de convergentd multimea
nez
{r < |z — 20| < R}
In mod natural se defineste suma seriei Laurent s:{r < |z — 2| < R} — C , pe coroana de convergents

oo o0 1
S(Z) = ZC"('Z _ Zo)n —+ Zc_n,m pentru r < |Z — ZO‘ <R

n=0 n=1

este o functie olomorfd (ca sumé a unor serii de puteri).
Seria Laurent este divergentd pentru z € C cu |z — 29| > R sau r > |z — z| , adicdl in "afara coroanei de
convergenta".

Exemple.
1) pentru 0 <7 < R < o0 obtinem o coroand de convergentd ca in figura anterioars
2) pentru 0 =7 < R < 0o coroana de convergentd este de fapt un disc f&r& centrul zg
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3) pentru 0 < r < R = oo coroana de convergentd este intreg C , din care se scade discul {|z — zo| < r}

N
b
—

[N X >
/ N

4) pentru 0 =r < R=o00 coroana de convergentd este de fapt intreg C , eventual fard zg

5)
n>1

o serie Laurent poate sd aibe numai parte Taylor, daca toti coeficientii partii principale sunt zero ¢_, =0
o0
n
s(z) = g en(z — 20)
n=0



o serie Laurent poate sd aibe numai parte principala, daca toti coeficientii partii Taylor sunt zero ¢, =0 ,

6)
n>0
- 1
s(z) = Z Cep——
n=1 <Z - Z())”
7) o serie Laurent poate si aibe un numdr finit de coeficienti nenuli atat in partea Taylor cat si in partea
principala

p q

1 1 1
s(z) = Z en(z — 20)" + Z Cinm = c,qm +..+ 071(3—72'0) +eot+c(z—20)+ ... +cp(z —20)°
n=0 n=1 partea Taylor
partea principala
Exemple.
o
i) Zz”:1+z+z2+z3+...
n=0

nu are parte principald (coeficientii partii principale sunt toti nuli),
iar coroana de convergentd este {|z| < 1} deoarece seria geometricd este convergentd numai pentru z cu |z| < 1

o0

.. 1 1 1 1
11) 27=1+;+;+;+

z
n=0

nu are parte Taylor (coeficientii partii Taylor sunt toti nuli),
iar coroana de convergentd este {1 < |z|} deoarece seria geometrica este convergents numai pentru 1| <1

1 3 2 22 22 A
P ;*;+Z+§+§+E+

are parte principald finitd (toti coeficientii partii principale sunt nuli, cu exceptia unui numér finit),

iar coroana de convergentd este C\{0} deoarece partea principald este finitd (deci convergentd pentru orice
z # 0, iar partea Taylor este seria exponentialg.

iii)

1
(z+1)3 Cz+1
seria Laurent este centrata in punctul —1 ,
partea Taylor gi partea principald au un numar finit de coeficienti nenuli,
deci ambele sunt convergente pentru orice z # —1
iar coroana de convergentd este C\{—1}

iv) +(z+1) = (z+1)*+ (z+ 1)+ (z+ 1)*

Teorema (de existentd gi unicitate)
Orice functie olomorf& pe o coroand, are dezvoltare in serie Laurent (centratd in acea coroand).
Mai precis.
Fie f: {r < |z — 20| < R} — C o functie olomorfd pe coroana {r < |z — 29| < R} .
Atunci existd o unica serie Laurent
Z en(z — 20)"

nez
astfel incat

o0 (oo} 1
*) f(2) = Z en(z — 20)" + ZC—”ﬁ pentru orice z € {r < |z — 2| < R}
z—z)"

n=0 n=1

Este clar cé seria Laurent are coroana de convergentd "mai mare" decat coroana pe care functia f este olomorfa.
( dac r < R; sunt razele de convergentd pentru seria Laurent, atunci m <r < R < Ry)
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coroana{r < |z-zo| < R} (marcata) inclusa in coroana {rl < |z-zo| <R1} (punctat)

Definitie. Relatia (*) aratd ci functia f este suma seriei Laurent pentru orice z € {r < |z — 29| < R} ,
acest fapt se numegte "dezvoltarea in serie Laurent a functiei f pentru coroana {r < |z — zo| < R} "

Demonstratie. Nu prezentam demonstratia. Iata insa calculul coeficientilor seriei Laurent, aga cum reies din

demonstratie
1
Cn = — 7{ 1(z) dz  pentru orice p € (r,R) sin€Z

271 zZ— 2

|z—z0=p|

Observatie.
Pentru a determina dezvoltarea in serie Laurent a unei functii, practic se determind coeficientii seriei. Formula

anterioara este insd mult prea dificil de aplicat.
In probleme simple se folosesc dezvoltarile in serie Taylor ale functiilor elementare cunoscute:

seria geometrica, exponentiald, sin , cos

si faptul c& dezvoltarea in serie Laurent este unica.
Este esential punctul "zp" , centrul coroanei (in care este centratd seria Laurent
b
Este posibil ca o functie sd aibe serie Laurent fira parte principald pentru o coroana, dar fard parte Taylor

pentru altd coroand.

Exemple.
1) Functia f : C\{0} — C , f(z) =1 (olomorfd pe intreg domeniul de definitie)
i) pentru coroana C\{0} , (aici r =0gi R = +oco ) are dezvoltarea in serie Laurent
1
flz) =~

Toti coeficientii sunt nuli cu exceptia c¢_; =1
il) pentru coroana {0 < |z —2| < 2} are dezvoltarea in serie Laurent

1 & (z—-2)"
f(z):;:z%W pentru |z —2| <2
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Iatd cum se determind dezvoltarea in serie Laurent.
Folosim seria geometrica si schimbarea de variabila w=2—-2 = z=w+2

1 1 1

1
IE) == w2~ 2178 2

1 n
272(%) pentru ‘%‘<1 & |w<2 & |z-2|<2

deci

1 & w” 2 (z—2)"
f(z):;:ZQ'rH»l :Z ST pentru |z — 2| < 2
n=0

n=0
in acest caz seria Laurent nu are parte principala.
2) Functia f: C\{1,2} — C (olomorfs pe intreg domeniul de definitie)
1
(z—=1)(z-2)

i) pentru coroana {1 < |z| < 2} functia are dezvoltarea in serie Laurent

f(z) =

oo

1 13 -1, 1 1 3 -1 -1,

n=1 n=1

o0
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Tatd cum se determind aceasta

£(z) = 1 _ 1 1

(z=1)(z—-2) z—-2 =z-1

Deoarece 1 < |z| < || <1 , folosim 1
scrie

" iall 3 S : 1
ca "ratie" pentru seria geometrica, deci pentru };‘ <1 putem

1 1 1 1 71\ X1
p i 1:,22(2) :Zﬁ pentru orice z cu 1< |z]

n=0 n=0

Pe de altd parte |z| <2 < |Z| <1 , folosim 2

5 ca "ratie" pentru seria geometrica, deci pentru }§| <1
putem scrie

1 11 1 o (Z) i -1 .
= =__ Z Z) = ——2" pentru orice z cu |z| <2
_ z _ n+1
-2 2:-1  242\2) T 243
Adunand obtinem
1 1 1
1(z) = z-1(z-2) z2-2 z2-1
oo 1 . oo 1 oo 1 . 1 oo 1
22271—&-12 _Zzn-i—l:ZQn-‘rlz +7_1_ZZTL+1
n=0 n=0 n=1 n=1
> -1 -3 < -1, .
f(z):ZWjL?JFZWZ pentru orice z cu 1 < |z| <2
n=1

n=1

ii) pentru coroana {0 < |z — 3| < 1} aceeasi functie are dezvoltarea in serie Laurent

RIS SRR - VEFICTEL SR A S
0= =g - o (- 3)

n=0 2

Observim ci seria Laurent are numai parte Taylor (coeficientii partii principale sunt toti nuli)
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0 1 2 X
Tata cum se determind aceasta.
1 1 1
f(z) = = -
(z=1)(z—-2) z-2 =z-1
Facem schimbarea de variabila w =z — % ,avem |w| < % <lsi z=w+ %

Deci putem folosi 2w ca ratie pentru seria geometrica

1 1 1 11 = N
272:w+%72:w7%:7—%17210:—22(210) deoarece |2w| <1
n=0

Pe de alta parte

1 -1 -1 -1 1 1 =

— = . = = — = —2 == —2 _2 n d 2 < 1
Py T R T iiow = (—2w) nzo( w) eoarece |2w|
Adunand obtinem
£2) : R ST ) y e
zZ) = = — = — w — —zZW =
(z=1)(z—2) z—-2 =z-1 = —
- _9 Z M y™ — 9 Z(_l)nann _ Z _27l+1wn + Z(_l)n+12n+1wn — [_1 + (_1)n,+1] 27l+1wn
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

Z_;_oo _ _ 1\n+17 on+1 z—§ n:OO _ 2k+1 z—§ *
f()_(%l)(zﬂ)_;[ 1+ (-1)™+1] 2 ( 2) kZ:;( 2)2 ( 2)
deoarece

[_1 + (_1)n+1] _ { —2 , pentru n =2k

0 , pentru n=2k+1

Putem inlocui £ cun si obtinem

n=0 n=0

76



Teorema. Fie zp punct singular izolat pentru functia olomorfs f : {0 < |z — 29| < R} — C si dezvoltarea in
serie Laurent corespunzéitoare acestui caz particular de coroand (r = 0). Atunci
i) zp este punctul singular aparent < dezvoltarea in serie Laurent nu are parte principald

f(z)= Z cn(z — 29)" pentru orice z € {0 < |z — 29| < R}

n=0
(coeficientii partii principale sunt toti nuli c_,, =0, n >1)

ii) zg este punctul singular de tip pol de ordin k¥ < dezvoltarea in serie Laurent are parte principald "finitd"
(are un numdr finit de coeficienti nenuli) mai precis

o0

FE) =3 enlz— )" + ey ——

(Z — ZO) + ...+ c_i

— — pentru orice z€ {0< |z—2z| <R

i (0 <z -2l < B)

n=0

iii) zp este punctul singular esential < dezvoltarea in serie Laurent are parte principald "infinita"
(are o infinitate de coeficienti nenuli)

Nu prezentam demonstratia.

Exemple.
1) Considerdm coroana {0 < |z| < R} si functia

Folosim dezvoltarea in serie Taylor a functiei sin si obtinem dezvoltarea in serie Laurent a functiei f

_sinz—z_ 1 z 23 2P _ 1 23 20 _ 1 22
f(Z)—T—ZfS F—g‘f‘ﬁﬁ-—z —; —y“rgﬁ- ——*+*+

Partea principald nu apare, are deci toti coeficientii nuli si prin urmare 0 este punct singular aparent.

2) Considerdm coroana {0 < |z| < 1} si functia

1
1) 22(z—1)

Folosim seria geometrica

— n 2 1

Zz =1l4+z4+2°+...= 1 pentru |z| <1

n=0
inlocuind obtinem seria Laurent a functiei f

1 1 -1 1 1 1
= = — = —= 1 2 ) — — - 1 2 eee
/) 22(z—1) 221—=z2 22( tetat) 22+z+ tera s

Partea principala are numai doi coeficienti nenuli c_o =1 si ¢_; = 1, prin urmare 0 este pol de ordin 2 .
3) Considerdm coroana {0 < |z| < R} si functia
1
z) = sin —
f(2) =sin -

Folosim dezvoltarea in serie Taylor a functiei sin gi obtinem dezvoltarea in serie Laurent a functiei f

f() 1 11 11+251
Z)=sin-=—- —
z 1z 3123 5125

Partea principald are o infinitate de coeficienti nenului, prin urmare 0 este punct singular esential.
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1.5 Reziduuri

Fie zp punct singular izolat pentru functia olomorfs f : {0 < |z — 29| < R} — C i dezvoltarea in serie Laurent
corespunzitoare acestui caz particular de coroand (r = 0)

f(z) = E en(z —20)" + E c,nﬁ pentru orice z € {0 < |z — 2| < R}
z—2zo)"
n=0 n=1

S& calculdm integrala pe un cerc {|z — 29| = p} cu p < R, parcurs o datd in sens trigonometric

n=0

|z—z0]=p |z—z0]=p

v

Nu prezentdm motivatia, dar se poate integra "termen cu termen", adica

f(z)dz = i j{ en(z — 20)"dz + ni % c,nﬁdz =

n=0 =1
|2—z0l=p |2=z0l=p |2=20l=p
o0 oo 1
= E Cn % (z — 20)"dz + E C_p 7{ —-dz
n=0 n=1 (Z - ZO)

|z—z0|=p |z—z0|=p

conform unui calcul efectuat anterior

1 ds — 2mi pentru n = —1
(z—2z)" | 0 pentru n# -1
[z2—20|=p

deci toate integralele sunt nule cu exceptia uneia

% f(z)dz=c_1 ]{ (Z_ilzo)dz = c_127i

|z—zo|=p |[z2—z0|=p
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sau echivalent

!

, coeficientul lui Zf din

Prin urmare valoarea unei astfel de integrale depinde numai de coeficientul "c_;' =

dezvoltarea in serie Laurent a functiei.

Definitie. Pentru 2y punct singular izolat pentru functia olomorfa f : {0 < |z — 29| < R} — C
se definegte reziduul functiei in punctul zy astfel

1
Res(f,20) = o j{ f(x)dz=c_1 , 0<p<R

lz—zol=p

unde "c_1" este coeficientul lui ﬁ din dezvoltarea in serie Laurent a functiei pentru coroana {0 < |z — 2| < R}
Conform calculului anterior, integrala nu depinde de "p" raza cercului.

Comentariu.
In mod "traditional" textele mai vechi in limba romani au folosit notatia Rez(f, zg) , justificatd de pronuntia
"z" a notiunii de "residue" (din englezd, francezd). Notatiile sunt insd independente de contextul lingvistic, din

acest motiv am optat pentru notatia "Res" , unanim folositd in textele moderne.

Observatie.

Daci 2 este punct singular aparent, atunci Res(f, z9) =0

Demonstratie.

Folosim caracterizarea enuntatd in teorema anterioard, conform céreia dacd zy este punct singular aparent,
atunci dezvoltarea in serie Laurent nu are parte principald, mai precis toti coeficientii partii principale sunt nuli, in
particular c_; = 0 gi deci Res(f,z9) =c_1 = 0.

Observatie.
Daca zy este punctul singular de tip pol de ordin k , atunci reziduul se calculeaza

1

Res(f,20) = Gy im /) = =0)')

(k—1) 1 -
RRCEIAG

Am notat g(z) = f(2)(z — 20)* si folosim conventia " 0! =1 ".

Demonstratie.
Folosim dezvoltarea in serie Laurent conform caracterizarii din teorema anterioara

o0

FE) =3 enlz— )" + ey ——

(Z — Zo) + ... +c_k

———— pentru orice z € {0 < |z — 29| < R}
— Ok
n=0 (Z ZO)

Apoi calculam reziduul, prin determinarea coeficientului c_q

Res(f, z0) = % j{ f(z)dz =c_4

Un calcul simplu :

*Zk*ooczfz"z—zkcw CM
f(2)(z 0) *"go n( 0)"( 0)"+c_1 (Z—zo) + ...+ _k(z_zo)k
g(Z) = f(Z)(Z - Zo)k = ch(z - Z())n-i-k + 071(2 — Zo)k—l 4o+ C,k+1(z B Zo) by
n=0

Derivam de (k — 1) ori si obtinem

g5 V() = [f(2)z — )] * T = ZcHMQ — 20)™ 4 ey (k — 1)!
n=0 :
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Deci
_ - n+k)!
g(k 1)(z0) — ZC”M(‘ZO _ zO)n-‘rl +C,1(k _ 1)! = Cfl(k — 1)[
n=0 :

0
De unde rezulta
1 _ 1 . (k—1)
. _ _ (k—1) - - _ k
Reb(f? ZO) =C-1= (k _ 1)'9 (ZO) - (k _ 1)[211_{210 [f(z)(z ZO) ]
[ |
Comentariu.

Calculul nu este diferit in cele doud forme

(k—1)

lim [f(z)(z — zo)k}

z— 20
Observatie.
Pentru zg pol de ordin 1 si f(2) = ggz; , P,Q polinoame,
(deci zg este zerou de ordin 1 pentru @ si P(z) # 0 ) avem

P(20)

Resth 20 = Qi)

Demonstratie.
Din faptul ci 2y este zerou de ordin 1 pentru @ , obtinem Q(z9) =0 si Q(z) = (z — 20)5(z) , S(z0) #0
Deci Q'(2) = [(z — 20)S(2)] = S(2) + (2 — 20)S"(2) = Q'(20) = S(20)

Calculand reziduul obtinem

Resf.0) = 1 B, =0l = gl [ G55 )] = i - S
_ i |G _ P(20) _ P(20)
Res(f. z0) = lim [s@} SGo) ~ Q(x0)
[ |
Comentariu.

Desi reziduul este definit ca o integrala, foarte rar se determind reziduul calculand efectiv aceastd integrala.
Singurul caz in care se "calculeazd" reziduul este punct singular de tip pol (cu metoda prezentatd mai inainte)
Pentru puncte singulare aparente reziduul este nul.
(stabilirea faptului ci este punct singular aparent se face fie calculdm limita in zg, fie folosim dezvoltarea in
serie Laurent)
Pentru puncte singulare esentiale se foloseste dezvoltarea in serie Laurent,

sau dacé aceast fapt este dificil, se determiné doar c_; coeficientul lui ZEZO

Exemple.
1) Consideram functia

fe)=—2F2 _o\123-C

G-D(-2)
Este clar c8 functia este olomorfd pe C\{1,2}. Deci punctele 1 si 2 sunt puncte singulare izolate.
Punctul 1 este pol de ordin 1, iar punctul 2 este pol de ordin 2 , deci

B (0)
Res(f,1) = ﬁ;{q [f(2)(z— 1)) = %;{% {(2:_1)—&2_2)2(2 -1
Res(f,1) = lim [(jfj)z} = =3
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sau folosind observatia de mai inainte

= 242 _ P@) "(2)=[(z = 1)(z =22 = (2 — 2)? z—1)(z —
= o = P8 Q)= (- 1- 27 = (-2 42— -
Res(f.1) = £O) 142 3,

Q) (1—27+20-1(1-2) 1

2) Considerdm functia
sinz —

7o) =222 o~ C

Este clar c& functia este olomorfd pe C\{0} , deci 0 este punct singular izolat.
Folosim dezvoltarea in serie Laurent, de fapt dezvoltarea in serie Taylor a functiei sin

. = (D" oy 2z 2 2 .
sinz = Z%mz nt+l — TR pentru orice z

inlocuind obtinem
_sinz—2z 1 z 23 2P 1 23 25 oz 22 A
f(Z)—T—ng ﬁ—g‘kﬁﬁ-...—z = — —*4—7—*4- ——gﬁ-a_ﬁ-f—...

aceasta este seria Laurent pentru f(z) si coroana C\{0} , nu are parte principald, deci 0 este punct singular
aparent si
Res(f,0) = 0
3) Considerdm functia
f(z) =z exp( ) C\{0} = C

Este clar c8 functia este olomorfd pe C\{0} , deci 0 este punct singular izolat.
Folosim dezvoltarea in serie Laurent, de fapt dezvoltarea in serie Taylor a functiei exponentiale

exp Z —'— pentru orice z # 0
inlocuind obtinem
1 =11 1 1 1 1 1
_ A _ A _ A
f(z) =2 eXP(;)*Z Za;*z <1+ +2; 2 +3123+4|Z4+5|25 + )
n=0

1 z 1
_ .4
f(z)==2 exp(z)—z + 2° +—2'+3+4+5 + ...

aceasta este seria Laurent pentru f(z) si coroana C\{0} , coaficientul lui 1 este c_; = & , deci
Res(f,0) = !
eb(fv ) - a

Teorema (reziduurilor)

Fie f o functie olomorfa pe multimea deschisa D C C , cu exceptia unor puncte singulare izolate.

Atunci pentru orice v : [a,b] — D drum inchis, injectiv, de clasi C! pe portiuni, care nu trece prin punctele
singulare, cu interiorul inclus in D avem

j{f(z)dz = QFiZReS(f, ;)

z; sunt punctele singulare din interiorul drumului v, parcurs in sens trigonometric
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Nu prezentam demonstratia.

Comentarii.

Sa remarcam elementele esentiale din teorema.

1) functia este olomorfd pe interiorul drumului cu exceptia unui numér finit de puncte singulare
2) drumul este inchis, injectiv, de clasd C! pe portiuni

Exemplu.
Sa se calculeze integrala , pe drumul I' format din segmentele ce unesc in ordine
punctele zy =i—1, 2 =341, 20=3-3t, zp=—1—-3i, z4=1i—1,
eZ
————dz =7
% 2(22 +4) :
r
A
y
—1 2i
. +i
A (i-1) S > B (3+)
N |
1 }
1 [}
N ]
. 1 >
) ]
] 0 | X
! \4
I
1
'
' .
—4 -2
D (-1-3)) C (3-3i)
P
Solutie.

Folosim teorema reziduurilor. Este clar cd functia

eZ

m . C\{O7 21, —27,} — C

este olomorfad pe C\{0,2i,—2i} , deci punctele {0, 2, —2i} sunt puncte singulare izolate.

Drumul I este reuniunea segmentelor ABUBC UCDU DA rezultatul fiind un drum inchis, injectiv, de clasg C*
pe portiuni, parcurs in sens invers trigonometric. S& observam ci doar punctele 0 gi —2¢ sunt in interiorul drumului,
adica in interiorul dreptunghiului.

Conform teoremei reziduurilor integrala pe drumul I" (parcurs in sens invers trigonometric)

]fz(z:;zl)dz = _27”;‘;“ Res(f, z;) = —2mi [Res(f,0) + Res(f, —2i)]

Punctele 0 gi —2¢ sunt poli de ordin 1 , deci reziduurile sunt
Res(f,0) = lim [£(z)2] = lim | % =) = lim | 7 | = 1
U = VA T I et T 2] T
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Res(f, =2i) = lim [f(2)(z+20)] = lim (2e+4)(2 +20)| = lim L(ze_zz) ] =

(2—21)(2+21)
e % ~ cos(2) —isin(2)

Res(f, =20 = oy — 8

in final obtinem

j{z(zjiitél)dz = —27i [Res(f,0) + Res(f, —2i)] = —2mi % - w
r

1.5.1 Singularitate la "oo"

Definitie. Spunem ci "z — 00" (z "tinde" la c0) dacd |z| — 400 . Cu alte cuvinte distanta de la z la 0 cregte
oricat de mult (tinde la 00)

S4 observim,cd |z| - 0 < ﬁ — 400 .

Exemple.

z "tinde" la co poate avea loc in diverse moduri:

1. Dupa o dreaptd: z=x+2¢ gsiz — 400 sau z=—-34iysi y — 400 sau z=x+ 22t i + — —00

2. Dup# o parabold z =z + 2% si =z — Foo

3 sau orice altd "traiectorie" care se indeparteaza de 0 oricat de mult: spirala, sinusoida, ...

Z=X+X3 ::
)

_______,4-------------.>

Comentariu.

Totusi ideea de "punct la co" este justificatd de urmatorul fapt.

Considerdm o sferd (de razd 1) cu centrul pe axa Oz tangentd la planul zOy in punctul O (0,0,0) .

Apoi considerdm toate dreptele ce unesc punctul N (0,0,2) (polul "nord") cu toate punctele din planul zOy.
Aceste drepte intersecteaza sfera in cate un singur punct "P".

Deci stabilesc o corespondenta bijectiva intre punctele din plan si punctele de pe sfera, cu exceptia punctului N
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Cu cat punctele din plan sunt mai departate de O , cu atat intersectia dreptei corespunzitoare cu sfera se
"apropie" de punctul N .

Identificim punctele din plan (z,y) cu numere complexe z = x + iy .

Atunci putem spune cd z — oo in plan corespunde pe sferd cu " P — N "

Cu alte cuvinte punctul N (polul nord) corespunde cu "punctul la co" din planul 2Oy

Aceastd "proiectie" a punctelor de pe sferd pe planul zOy

se numeste proiectia stereografica, iar sfera se numeste "sfera lui Riemann"

zZ A

N (0,0,2)

Definitie. Daci o functie f este olomorfd pe o coroand de tipul {r < |z|} , atunci spunem ci "oo" este punct singular
(izolat) pentru acea functie.
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Definitie. Pentru o functie f : {r < |z|} — C olomorfa pe coroana {r < |z|}
i) "oo" este punct singular aparent, daci

existd lim f(z) = finita

Z—00

ii) "oo" este punct singular de tip pol, daci
existd lim |f(2)| = 400
Zz2—00
iii) "oco" este punct singular esential, daci

nu existd  lim f(z) gi nu existd nici lim |f(2)]
Z— 00

Observatie.
S& observim cd |z| = 0 < ﬁ — 400 . Deci putem inlocui
. . 1
lim f(z) cu limf(-)
Z—00 z—0 z
Si putem reformula clasificarea singularitétii astfel:
i) "oo" este punct singular aparent pentru f(z) < 0 este punct singular aparent pentru f(1)

ii) "oo" este punct singular de tip pol pentru f(z) < 0 este punct singular de tip pol pentru f(%)
iii) "oo" este punct singular esential pentru f(z) < 0 este punct singular esential pentru f(%)

Observatie.

Putem reformula clasificarea folosind dezvoltarea in serie Laurent pentru functia f (%)
Putem inlocui r < [z| cu r<|i| & |2/ <1 . Prin urmare

pentru functia f(z) avem coroana {r < |z|} , iar pentru functia f(1) avem coroana {|z| < 1}

1 1 1
-) = n " -n t < —=
f(z) E ez + E ¢—n—_, pentru K -

n=0 n=1
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i) "oo" este punctul singular aparent < dezvoltarea in serie Laurent nu are parte principald

1 . . 1
-) = t S < -
f(z) nE:Ocnz pentru orice z € {|z| 7ﬂ}

(coeficientii partii principale sunt toti nulic_,, =0,n > 1)

ii) "oo" este punctul singular de tip pol de ordin k < dezvoltarea in serie Laurent are parte principald "finita"
(are un numadr finit de coeficienti nenuli) mai precis

N 1 1 1
f(;) = nz::ocnz” —|—c,1; + .. +c,k; pentru orice z € {|z| < ;}

iii) "oo" este punctul singular esential < dezvoltarea in serie Laurent are parte principald "infinita"
(are o infinitate de coeficienti nenuli)
Exemple.
1. Pentru f(z) = ez = exp(%) , "oo" este punctul singular aparent , deoarece
1 + 1 . w1, z 22
—)=ez =exp(=) =¢€° = —2" =14+ =+ =+ ...
1) p(1) ;n! TR

ceea ce aratd ca 0 este punct singular aparent pentru f (%) < "oo" este punctul singular aparent pentru f(z)

2. Pentru un polinom de grad &k , "oo" este punct singular de tip pol de ordin & .
Fie f(z) =ap+ a1z +..+apz® , avem

1 1 1 1
f(*):a0+a1*—|—..—|—ak—k pentru |z| < —
z z z r

ceea ce aratd cd 0 este pol de ordin k pentru f(%) < "oo" este pol de ordin k pentru f(z)

3. Pentru f(z) = e* = exp(1) , "oo" este punctul singular esential , deoarece
1 ] I, 11 11
—)=ez = —) = — =1 — —_—
f(z) ‘ exp(z) ng() nl zm + z + 2122 +

ceea ce aratd ca 0 este punct singular esential pentru f (%) < "oo" este punctul singular esential pentru f(z)

Definitie. Dacd "oo" este punct singular pentru f , atunci

Res(f, ) = —% 7{ f(z)dz = —c_
lz|=p

Comentarii..
Integrala se calculeaza pe cerul de razd p > r , parcurs o datd in sens invers trigonometric.
b
(astfel apare semnul "—")

Valoarea intergalei nu depinde de p raza cercului.
"c_1" este coeficientul lui 1 din seria Laurent pentru coroana {r < |z[}
Sensul invers trigonometric este justificat de "orientare". Mai precis:
Pentru reziduul unui punct singular zy cercul este parcurs in sens trigonometric.
Astfel interiorul drumului si punctul singular zq se afli la "stanga" in sensul de parcurgere (sens trigonometric)
Cercul |z| = p "inconjoard" punctul singular zg
Pentru reziduul la "oo" cercul este parcurs in sens invers trigonometric.
Astfel "oo" se afld la "stanga" in sensul de parcurgere.(sens invers trigonometric)

Cercul |z| = p "inconjoard" punctul singular "oo"
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yl

v

sensin “jurul” punctului O

Observatie.

Demonstratie.

Res(f,00) = — Res(

yA

v

sensin “jurul” lui “?”

22

L 1(2).0)

Folosim dezvoltarea in serie Laurent a functiei f(z) pentru coroana {r < |z|}

o0 oo 1
f(z) = nzzocnzn _~_nzlc,n; pentru 7 < |z

Pentru f(1) obtinem dezvoltarea in serie Laurent

Deci c_; este coeficientul lui z .

1

1 .1
S0 ==

(

De unde rezulta clar

o0

>

n=0

=Y e

n=0

1 o0
cnz—n + Zl cnz">
n—=

Res(f,0) = —¢

1 o0
P + Z c_n,2" pentru
n=1

Nu trebuie decat sa inmultim cu Z%

1
2| < =
r

pentru ca c_q sd devind coeficientul lui %

= 1 1 1 = _2
=) e teisteaz +) cnd”
n=0 n=3
1,1
1= —ReS(;f(;),O)

Utilitatea reziduului la "oco" rezultd din urmatoarea teorems.

Teorema. Fie f functie olomorfd pe C cu exceptia unui numér finit de puncte singulare {z1, 22, ..., 2 } , atunci

Demonstratie.

k
ZRes(f, z;) + Res(f,00) =0

Jj=1

S4 considerdm un cerc |z| = r care contine toate punctele singulare {z1, 22, ..., 21 }.
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Aplicdm teorema reziduurilor
E

jl{ f(z)dz = 2mi ZRes(f, ;)
Jzl=r =t

Pe de altd parte "oo" este punct singular pentru f deoarece functia este olomorfd pe orice coroand {p < |z|}
care nu contine punctele singulare si deci

Res(f, 00) = —5 74 e

Adunand obtinem

k
ZRes(f,zj)—&—Res(f,oo):% 74 f(z)dz — — f f(z
|z|=r |z|

j=1

Comentariu.

Prin urmare:

daca folosind teorema reziduurilor se ajunge la calculul sumei reziduurilor in toate punctele singulare ale unei
functii,

atunci este mai simplu de calculat un singur reziduu la "oo".

Desigur este nevoie ca functia si fie olomorfa spre "oo", adica "oo" si fie punct singular.

Exemplu.
S& se calculeze integrala pe un cerc parcurs odatd in sens trigonometric

23 23
a) 7{ Z4+1dz ! b) f Z4+1dz 7

|z|=3/2 lz|=1/2
Solutie.
S5 observim ci toate cele 4 puncte singulare zi, 22, 23, 24 sunt ridécinile ecuatiei 2* +1=0= 2z* = -1 =
2| =1

Deci toate cele 4 puncte singulare se afld in interiorul cercului |z| = 3/2 ( de raza 3/2)
Aplicdm teorema reziduurilor si teorema de mai inainte

3 k
]{ 4Z7+1dz = 2mi ZRes(f, ;) = —2mi Res(f, )
z

|2|=3/2 =1

Pentru a determina reziduul la oo folosim

Res(f,0) = — Res(zizf(l)ﬂ)

z
Lol 1 = 1
27020 2541 224 +1)

Rezultd ci 0 este pol de ordin 1 pentru 2 f(1) si

1 1 . 1 1 . 1 . 1
Res(7/(2),0) = limy sz(z)z] = fimy [z(z‘*—ﬁ—l)z} =l =

Si in final obtinem

23
% o ldz = 2mZRes f,2;) = —2miRes(f,00) = —2mi

|2|=3/2
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Pentru cercul |z| =1/2, raza este 1/2 deci toate punctele singulare sunt in exteriorul acestui cerc.
Functia este olomorfa pe interiorul cercului gi conform teoremei lui Caucy

3
z
2 dz=0
7{ A +1 *
|z|=1/2
|

1.6 Aplicatii la calculul unor integrale

In aceastd parte prezentfm cateva tipuri de integrale reale ce pot fi calculate folosind rezultate din analiza complexs.
I. Integrale de tipul

27
/ R(sint, cost)dt
0

unde R(z,y) este o functie rationald R(x,y)

= gg;zg , P, @ sunt polinoame,
definitd in vecinitatea cercului 22 + y? = 1, Q(z,y) nu se anuleaza in puncte de pe cerc.
Consideram cercul unitate in planul complex {z € C | |z| = 1} parametrizat

2(t) = e = cost +isint , t€[0,2n] , 2/(t) =ie" | e =

1 1
et z(t)
] ezt _ e—it it e—zt
sint = , cost =
23
2(t) — 2(t) + 75
_Z(t) =sint , 20 st
24 2
Prin urmare integrala complexi pe cercul |z| =1 parcurs o datd in sens trigonometric se calculeazd astfel
27 2w
1 1 - it
z—< 2+ .1 !
% ( % z, Tz)gdz = /R(sint,cos t) ZZ“ dt = /R(Sint,cos t)dt
|z|=1 0 0
f(2)
Pe de alta parte, conform teoremei reziduurilor obtinem
§rCoE I e = f e =omi Y Res(ra
—dz = z)dz = 2mi es(f, z
2 2 iz o
|z|=1 |z|=1
f(2)
|Zk| <1

[z <1

unde 2z sunt punctele singulare ale functiei f din interiorul cercului |z| = 1, mai precis punctele singulare cu
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>

z3
X
1 z1
-1
Deci in final
27
s 1 l 1
/R(smt,cost % 57 2 )zz 2z = 2mi Z Res(f, zx)
0 :1 |Zk<1‘

Comentariu. Tinand seama de periodicitate functiilor sin, cos la fel se pot calcula si integrale de tipul

27 A+2m
/ R(sint, cost)dt = / R(sint,cost)dt = / R(sint, cost)dt
0 A

sau dacd functiile sunt pare
s

1 s
/R(sin t,cost)dt = 3 / R(sint, cost)dt

0
Exemplu.
Sa se calculeze integrala
2
1
—dt
/ 5 —4cost
0
Solutie.
Conform calculelor de mai inainte
z+1 1, 5z—222-2
5dcost=5-4° 2 =5 9(z4 )= 2 "2
z z
27 27
1 1 1 1 1
——dt = dz = - —d
/5—4cost /5 4costze” f 5z—222—21zz i ?{ bz—2:2—2
0 0 =1 |z|=1
Determinam punctele singulare
—5+3 1
52-222-2=0 = z15= T = a=5,2=2
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Doar z; = % este in interiorul cercului |z| =1, prin urmare

27

—dt=...= - dz = =271 - R -
/574cost i ]{ 72(272)(27%) z = e es(f72)
0 |z|=1

f(2)

Este clar ca punctul % este pol de ordin 1 , deci

in final obtinem
27

1 1 1 2w

74 ~dz = =27 Res(f, =) = =~

/5 4cost 52—222—212 ;T es(f,Q) 3
0 =1

II. Integrale improprii convergente de tipul

P(z)

J Q@

unde P, @ sunt polinoame din R[X] , Q(z) # 0 , pentru orice z € R. (Q nu are rad&cini reale)
Faptul ca integrala este convergentd se poate caracteriza prin

=0 , sau echivalent degP +2 <deg@

In aceste conditii

72&;@:% 3 Res (g,zj>

oo Imz;>0

unde z; sunt punctele singulare (rfd&cinile lui @) din semiplanul superior Im z; > 0.

Comentariu.

Nu putem folosi notatia "grad" pentru gradul unui polinom, deoarece "grad" in mod universal desemneaza
"gradientul"

Din acest motiv folosim notatia "deg" de la "degree", unanim folosita in textele de matematica.

Demonstratie.

Considerdm drumul inchis I' = [—r, 7] U {|z| = r} format din

segmentul (intervalul) [—r,7] si semicercul de razd r cu centrul in 0, |z| = r , parcurs in sens trigonometric.
Folosim parametrizarile

pentru segmentul [—r,r] , z(z) =z € [-rr] , Z(z)= ( )Y =1 si

pentru semicercul |z| —r, 2(t) = r(cost +isint) =re | te[0,n] , 2/(t) =ire"
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Polinomul @ are coeficienti reali gi nu are radacini reale, prin urmare toate radacinile sale sunt numere complexe
(conjugate doud cate doud).

(in particular rezultd ci in mod necesar gradul lui @) este par)

Alegem r aga incat toate rédécinile lui @ , 21,22, ..., zx s& fie in interiorul cercului |z| =7 , adicd |z;| < r ,
j=1k

Interiorul drumului I' este interiorul semicercului.

Doar radacinile cu partea imaginard pozitivd Im z; > 0 se afld in interiorul semicercului

Aplicam teorema reziduurilor drumului inchis I" si obtinem

fggdz =2mi Y Res <gzj>

Imz; >0

Pe de alta parte

P(z P(z) (2) P(x) P(r it
e | e / ="~ ) aw" / Qrem)

Sa observam ca trecand la limitd pentru r — 400 obtinem in mod natural

+oo
P(zx) , P(z)

) e ) aw

Pe de alta parte trecand la limita pentru r — +o00 obtinem

'e”dt =0

7—>+oo Q

Demonstratia este elementara din punct de vedere tehnic, dar nu face obiectul prezentarii de fata.
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In final obtinem

T A it ' too T
i 3w () - f e - e | e [ bt [ G

Imz;>0 Zr
—0
Exemplu.
Sa se calculeze integrala improprie
“+o0
1
———d
/ (1+22)2 z
0
Solutie
Sa observam mai intéi cd functia m este functie pard. Deci
0 1 +o0 1 +o0 1 0 1 +o0 1
———dz = ———dz i ———dz = ——d ——d
[ ammte= [ et s | et | areet [ o
—o0 0 —o0 —o00 0
Prin urmare
T T
———dr == ———d
/<1+x2>2 * 2/<1+x2>2 *
0 —o00

Nu avem decat sa aplicim rezultatul de mai inainte.
In acest caz particular P = 1 si are gradul 0 , Q = (1 +2%)? , are gradul 4 , deci deg P + 1 < deg@Q = 4
si @ nu are radacini reale.

Qz)=0 & (1+2)?=0 & z1=1,2 =—i

Ambele radacini sunt de ordin 2 , deci sunt poli de ordin 2 pentru functia ﬁ sinumaiz; =¢ are Im¢=1>0
Deci conform rezultatului de mai inainte
+oo
1 . 1 ,
/ mdl‘ = 27i Res <(14»22)27,L)
— 00
Pentru un pol de ordin 2 calculdm reziduul astfel

(2-1)

Res ! i) = ! lim é(z —i)? = lim ! l
(1—|—Z2)27 a (2—1)!z~>i (]_+z2)2 T 25 (Z+Z)2
————
(2—1)2(2+4)?

e (en) 22 2] -

In final obtinem

T 7T 1 2

— ™
/ 1+222" "2 / 1r222" " 2™ 23 ~ 1
0 —00

ITI. Integrale improprii convergente de tipul (IIT A)

T P@) T P@)
4Q(m)cosxda: , 4Q(x)smmdx
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Folosind €' = cosx + ¢sinx obtinem integrala

P(z) P(z) cosxda:—i—z P(z) Sln:cdx
Q ) Q ) Q )

Unde P, @ sunt polinoame din R[X] , Q(z) # 0, pentru orice € R. (Q nu are rddécini reale)
Faptul ca integralele reale sunt ambele convergente se poate caracteriza prin

lim P(z)
AP Q)

=0 , sau echivalent degP +1<deg@

In aceste conditii

[ iga=en X e (35

Im z;>0

unde z; sunt punctele singulare (rddécinile lui @) din semiplanul superior: Im z; > 0.
Integralele reale se calculeazi (se "recupereazi") astfel

+o00 +oo +o0 +oo
—~ cosxzdx = Re —~e"dx , ——~sinzdr = Im —Ze"dx
/ Q) J ow J ow J ow
Demonstratie.
Folosim un argument similar celui prezentat anterior.
Considerdm drumul inchis I' = [—r,7] U {|z| = r} format din

segmentul (intervalul) [—r,r] si semicercul de raza r cu centrul in 0, |z| = 7 , parcurs in sens trigonometric.
Folosim parametrizarile

pentru segmentul [—r,r] , z(z) =z € [-r7r] , Z(z) = ( )Y =1 si _
pentru semicercul |z| —r, z(t) =r(cost+isint) =re’* | t€[0,7] , 2/(t) =ire’

A

Y

I

: I

Imz >0 !

\\ ]

. L ir
I
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Polinomul @) are coeficienti reali si nu are radécini reale, prin urmare toate radéacinile sale sunt numere complexe
(conjugate doud cate doud).

(in particular rezultd cd in mod necesar gradul lui @ este par)

Alegem r aga incat toate rddécinile lui @ , z1, 22, ..., 2x si fie in interiorul cercului |z| =7 , adicd |z;| < r ,
j=1k

Interiorul drumului I este interiorul semicercului.

Doar radacinile cu partea imaginara pozitiva Im z; > 0 se afld in interiorul semicercului

Aplicdm teorema reziduurilor drumului inchis I" si obtinem

Z

Q ) 2y = i Z Res <e >

Im 2;>0

Pe de alta parte

SEZ / Qi s / ggi e**dz /Qi e'dz + / ol elt ) gire' ety

[—r,r] |z|=r |z|=r

Sa observam ca trecand la limitd pentru r — 400 obtinem in mod natural

T “+o0
TEIEOi Q(m)e dz/ Q(m)e dzr

Pe de alta parte trecand la limitd pentru » — +o0o obtinem

it .
e riettdt = 0
r~>+oo Q e”

Demonstratia este mai complicata din punct de vedere tehnic decét cea din cazul anterior. Nu prezentam aceasta
demonstratie.
In final obtinem

Ig e . —+oo
- Z iz _ : P(l‘) i : P(relt) ire't . it _ P(‘T) T
27i Z Res ( ) j{ @ dz = 7’22100 Q(x)e dx + rl{r—‘,r-loo/ Q(re“)e rie"'dt = / Q(m)e dx
T —r 0 — 00

Imz;>0
—0
Exemplu.
Sa se calculeza integrala
+oo
cos T
——dx
/ 1+ 22
0
Solutie.
S& observam ca functia %% este functie pard, deci
0 +oo +oo 0 +o0
cos T cos T cos T cos T cos T
——dr = dr si dex = ——dx ——dzx
/1—|—x2 /1—|—x2 8 /1—l—av2 /1—|—x2 Jr/1—1—9L‘2
—o0 0 —o0 —o00 0
A A
Prin urmare
+oo +oo +o00 .
cos T 1 cos T 1 e
——dr == ——dxr = =Re ——dzx
/1+x2 2/1+x2 2 /1+x2
0 —o00 —0o0
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Aplicdm rezultatul de mai inainte (pentru tipul IIT A).
In acest caz particular P =1 si are gradul 0, Q = 1+ 22 , are gradul 2 , deci deg P + 1 < degQ = 2
si nu are radacini reale.

R(2)=0 & 1+22=0 & 2z =i,z =—i

ot

Ambele rddécini sunt de ordin 1, deci sun tpoli de ordin 1 pentru functia 1

Deci conform rezultatului de mai inainte

sinumai z; =¢ are Iméi=1>0

+oo

el ) et? '
/ md.’l] = 27i Res (M’l>

— 00

Reziduul pentru pol de ordin 1 se calculeaza

iz iz iz —1
Res(e i)zlim ©  (z-1) :nm[e }:e,

14 22’ 2—i | 1422 2—i |z 41 2
——
(z—1)(z+1)
In final obtinem
tee 1 tee X 1 1z 1 —1
Ccos T e” e e T
——=dxr==-R ———dx| = = Re |27 R — )| ==Re|2mi— | = —
/1+x2x 5 e /1+x2x 5 e[m es(1+2272>} 5 e[m 22,} 9%
0 — 00

ITI. Integrale improprii convergente de tipul (III B) ("semireziduuri")

+00
/ ggg sin zdx

Unde P, @ sunt polinoame din R[X] , @ are si r8dé&cini reale de tip x = kn , k € Z , dar acestea sunt radécini
de ordin 1
Faptul cd integrala este convergentd "la +oc0" se poate caracteriza prin

lim P(z)
—Fe Q)

=0 , sau echivalent degP +1<degQ

In aceste conditii ( formula este numitd in "folclor" : formula "semireziduurilor" )

+o0
/ggg sinwdr =2mi Y Res(gg;e”,zj>+m 6RRes<gZ§eiz,xk)

oo Im2j>0 Tk

unde z; sunt punctele singulare (rdédcinilecomplexe ale lui @)) din semiplanul superior: Imz; >0,
iar x; sunt punctele singulare de pe axa reald Oz (rddacinile reale ale lui Q).
Trebuie observat cd in acest caz, integrala improprie este definitd in mod cu totul "special"

+o0 T1—e oye .
P(z) . _ : P(z) | P(z) . P(z) .
_Zo 0(z) sin xdx = Tﬁ+hor§’16\0 _[ Q) sin xdx +w ZE O(x) sin xdx + / oW sin zdx

xo+e
am descris doar cazul in care polinomul ) are 2 radécini reale 1 < x5
Demonstratie.

Consideram cazul particular in care ) are o singura radacind reald de ordin 1 , si anume z = 0.
Aceast caz este suficient pentru a intelege ideea demonstratiei.
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Considerdm drumul inchis I' = [—r, —e] U {|z| = e} U [e,r] U {|z| = r} format din

- segmentul [—r, —¢]  parametrizat z(z) =z € [-r,—¢] , Z'(x)=1

- semicercul centrat in 0 de razd € , {|z| =} parametrizat z2(t) =ee® |, t€[0,n] , 2/(t) = ice’
(parcurs in sens invers trigonometric)

- segmentul [e,r] parametrizat z(z)==x € [e,7] , 2/ (z) =1

- semicercul centrat in 0 de razd r , {|z| = r} parametrizat z(t) =re® | t€[0,7] , 2/(t) = ire'

(parcurs in sens trigonometric)

Alegem 7 aga incat toate rddécinile complexe ale lui @ , z; s8 fie in interiorul cercului |z| = r , adicd |z;| <7
si alegem ¢ aga incat toate rddécinile complexe ale lui @ si fie in exteriorul cercului |z| = ¢ , adicd |z;| > ¢
Interiorul drumului I' este domeniul cuprins intre cele doud semicercuri.

Doar radécinile cu partea imaginara pozitiva Im z; > 0 se afla in interiorul drumului I

Aplicdm teorema reziduurilor si obtinem

7528 ¢dz=2ri Y Res (ggj;ezj)

Im z;>0

e [ <)+ ]

—r—el  lzl=e [er] |zl=r

Pe de alta parte

e =cosx +isinx

Pe segmentele de pe axa reald avem
[P@) ., _ [ P@ [ P@) [P@) o, _ [ P@ [ P@)
_/Q(x)e dx—_/rQ(m) cosxdm—i—z_/ ) sinzdx e/Q(x)e dm_/Q(x) cosxdm—l—z/Q(a:) sin xdx

€ €
Aici trebuie remarcat faptul cé este convergentd doar integrala improprie
+ooP
z) .
/ L sin xdzx
Q(z)
— 00
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cealalta integrald improprie este divergenta

“+o00
P
/ (z) cos xdx
Q(z)
Dar datoritd faptului ca radacinile reale ale lui @ sunt doar de ordin 1, se arata ca suma integralelor ce contin
"cos" este nul
[ P(x) [ P()
/ cos xdr + / coszdr =0
J Q@) Q)

Trecem la limita dupa € \,0 si 7 — +00 si obtinem in mod natural

0
€ 0, r~>+oo Q Z d a eN\o0 71HTn*>+OO/ Q(-T)e du __/ Q(l')

[=r,—¢€] -r

T +oo
hm / (2) e*dz = lim / P(z) ey = / P(z) sin xdx
, r—-4o0 Q Z eN0, r—+oo (.’b) Q(.’E)
le,r] € 0

Demonstrarea celorlalte doua limite este mai complicatd. Omitem demonstratia lor.
Integralele au loc de-a lungul semicercurilor, acest fapt nu este marcat explicit.

. P(Z) iz _ : : P(Z) iz s P(Z) iz
Tl{r_&o / Q(z)e dz=0 si 21{%/ Q(z)e dZ—mReS(Q(Z)e ,0)

sin zdx

|z|=r |z|=¢
In final obtinem
271 Res | —=€'*,z; | = e*dz = hm + +
I Z (Q(Z) J Q(Z) eN0, r—+4oo
m z; >0 T —r,—€] [esr]  |zl=
= 1 Pdz| —1 ——e"*d li ”d 1 ’zd =
N0 oo / 75 R R AT RN e Q DN +Hu+n (2)
[—7r,—e] |z|=e [e,7] |=r

0
/ g i sin zdx — 7i Res (ng; iz O) Q i sin xdx

si rearanjand termenii

omi Y Res (G5

Im z;>0

zj> +7m'Res( i e O) / / / Qi sin zdx

In cazul in care @) are mai multe radacini reale x1, xo, 3, ...,
se procedeaza in mod similar "ocolind" aceste radécini cu semicercuri cu raza ¢ \, 0
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Trecand la limita dupd € \,0 si r — +oo0
“+o0
- integralele pe segmente tind la integrala improprie f
hade o}

- integrala pe semicercul |z| = r tinde la 0 , iar

. . . N . . . . . P .
- integralele pe semicercurile centrate in radacinile reale x1, z2, 23, ... tind la "semireziduuri" 7i Res (%elﬁ :rk)
Aplicdm teorema reziduurilor si adunim rezultatele tindnd seama de sensul de parcurgere al semicercurilor.
|
Exemplu.

Sa se calculeze integrala improprie
+o00

sin x
dzx
T
0

Se aratd ca aceastd integrald improprie este convergenta, iar integrala ce contine "cos" este divergents

+oo
cosx
dz
x
0

Solutie.

Sa observam ca functia ** este para, deci

0 “+o00 +oo 0 “+o0
sin sin x . sin x sin x sin x
dx = dr i dx = dx + dx
x T x x x
—o0 0 —o00 —o00 0
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Prin urmare

—+oo —+oo
sin x 1 sinx
dr = = dz
x 2 x
0 —00

Aplicdm rezultatul de mai inainte (pentru tipul 11T B).
In acest caz particular P =1 si are gradul 0, Q = = , are gradul 1, deci deg P + 1 < degQ
si @ are o singurd radécina reald de ordin 1 , x = 0 si nici o rddacina complexa.
Deci conform rezultatului de mai inainte

+oo

/ e—mdm = 7iRes <€,0>
T z

In final obtinem

+oo 1 +oo 1 +oo . 1
sinx sinx err T
dr = — dr = =1 —d =-1 | = —
/ ——de =g / ——dz =5 Im —de 5 Im [i] 5
0 —00 —00

IV. Integrale improprii convergente de tipul

—+oo

[ 1200 e
0

z® Q(x)

unde P, @ sunt polinoame din R[X] , Q(x) # 0 , pentru orice x > 0. (Q nu are ridicini reale pozitive)
Faptul cd integrala este convergentd "la 400" se poate caracteriza prin

P
121 ESE; =0 , sau echivalent degP +1 <deg@
xr——+00 €T

In aceste conditii

[ b= = S (53 )

unde z; sunt toate punctele singulare pentru % , adicd toate radacinile lui @) .

Demonstratie.

Considerdm drumul inchis I' = [e, 7] U {|z| = r} U [e,r]” U {|z| = ¢} format din

- segmentul [e,r] parametrizat z(z) =z € [e,r] , Z/(z)=1

- cercul {|z| =7} centrat in 0 de razi r parametrizat z(t) =ret | t€[0,2n] , 2/(t) = ire’
(parcurs in sens trigonometric)

- segmentul [, r] parcurs de la r la ¢ parametrizat z(z) =z € [g,7] , 2/(z) =1

- cercul {|z| = €} centrat in 0 de razi ¢ parametrizat z(t) =ee’’ | t € [0,27] , 2/(t) =ice®

(parcurs in sens invers trigonometric)
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Alegem r aga incat toate radacinile lui @ , s fie in interiorul cercului |z| = r , adicd |z;| <r
si alegem ¢ aga incat toate rddécinile lui @ sd fie in exteriorul cercului |z| =€ , adicd |z;| > ¢
Interiorul drumului I' este domeniul cuprins intre cele doua cercuri.

Aplicdm teorema reziduurilor si obtinem

fza ggg dz = 2mi zj: Res <za 58 : zj)

unde z; sunt toate punctele singulare ale functiei % .

Pe de alta parte P(z)
_.P(z
e )

lz|=r [er] |z|=e
In acest caz apare problema evaluiri corecte a functiei "putere” (de fapt a functiei argument)

—« —alog z

Py —e —_ ‘z|ae—aiargz

Pentru acest caz considerdm functia argument arg : C\{0} — [0, 27)
i) Pentru segmentul [e,7] , 2(z) =z are argz =0 si deci 2z~ GeTatargz —

= [2]%e
[t b

[e.r] €

‘,Efaeo —

Reamintim cad un drum parametrizat reprezintd in un mod continuu de parcurgere a traiectorie.

S& urméarim cum se modificd argumentul atunci cand parcurgem drumul I’

Pornim cu argumentul 0 pe segmentul [e, 7] si agument 0 in punctul de start al cercului {|z| = r}

apoi de-a lungul cercului {|z| = r} (parcurs in sens trigonometric) argumentul argz creste de la 0 pand la 27
Prin wrmare argumentul ajunge 27 la punctul final al cercului {|z| = r}

deci argumentul este 27 segmentul [e, 7] parcurs de la r la e , parametrizat :
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ii) z(z) =2 areargz=2m sideci 27 = |z|" e MABZ = g XemA2M — pap—almi

integrala devine

- / P ggzgdz - [xaeazmgg;dx - eo‘%i[xa gg; dz

e.r]
Trecem la limita dupa € \(0 si r — 400 si obtinem in mod natural
“+oo

L [owP@, [ 1 P@)
ol e gy / = Q)"

€

Demonstrarea celorlalte doua limite este mai complicatd. Omitem demonstratia lor.

, P, - PR,
TEI-"{IOO z Q(z)dz—O si il{r(l) / z Q(z)dz_o

[z]=r |z|=¢

In final obtinem

fz—agggdzi\oﬁhr&m /+ / —/—/

ler]  lzl=r [er]  |zl=e
P(2) P(z), [ 1P 1P
i 7017’2 . _ —« Z _ - x a2t - T
2 z;Res <z Q(z)’zj> fz Q(z)dz O/ o Q(m)dw e 0/ por Q(m)dm
+oo
1 P(x) B 274 ] 7(1® 4
0/ 7 O() dx = = Zj:Reb <z Q(z)’zj)
[ |
Exemplu.

Sa se calculeze integrala improprie

+oo 1
—d
/ Y1 +a3) ™
0

Solutie.

In acest caz o = % , P=1siare gradul 0, Q = 1+ 2?2 , are gradul 2 si nu are ridscini reale.
Punctele singulare sunt radécinile polinomului 1+ 2% | deci poli de ordin 1 , z; 9 = +i
Calculele de mai inainte oferd o formula clara

“+oo 2
1 211 z~ L3
dr = - R — 2
/ Jx(1+ x2) . 1—6*2”’”; es(l—i—zz’zj)
o =

Raman de calculat reziduurile gi de explicitat functia putere.
Pe de-o parte avem

6727“11 _ 6727”,/3

—or . -2 .. =27 1 V3
——i) =cos—— +isin— = —— —{—
3 3 2

= exp( 3

211 211 211

1_6—27rai 1_"_%_’_2? %—‘rlﬁ

Pe de alta parte pentru poli de ordin 1
—-1/3 -1/3 —-1/3 \—1/3
Res 2772_ = lim Zi(z —4)| =lim = = ®) -
14 22 =i | (z —1)(z 4 1) z—i| 241 2
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Res<z_1/3 _i) = Jim [(z_l/g(zﬂ)} — lim [Z_l/j _ (=)

].+212’ z——1 Z—Z)(Z+Z) z——1 | 2 —1 —21
Argumentul pentru i este argi = 7 si arg(—i) = 37” , deci
-1 -1 — 3 1
i3 = il exp(?iargi) = exp(?ig) = exp(%i) = cos% - isin% = % - 25

. . -1 , —1 37 -7 T .7 .
(—i)7Y3 = /|- eXp(?z arg(—i)) = exp(?z7) = eXp(Tz) =cos 5 —ising = —i

In final obtinem

V. Integrale improprii convergente de tipul

+oop( )
/Q(:C) In zdzx
0

unde P, @ sunt polinoame din R[X] , Q(x) # 0 , pentru orice x > 0. (Q nu are rid4cini reale pozitive)
Faptul ci integrala este convergentd "la 400" se poate caracteriza prin

lim P(z)

=0 , sau echivalent degP +1 <deg(@
T—+00 Q(:r,)

In aceste conditii
“+o00
P(z) -1 P(z) 2
{ mlnxdw =5 Re ;Res (Q(z) (log 2) 7'2])

unde z; sunt toate punctele singulare pentru % , adica toate radacinile lui @) .

Demonstratie.
Proceddm exact ca mai inainte, considerand acelagi drum I, integram alta functie gi aplicim teorema reziduurilor.
Consideram drumul inchis T' = [e,r] U {|z| = r} U [e,r]” U{|z| = ¢} format din

- segmentul [e,7] parametrizat z(z) =z € [e,r] , 2/(z)=1

- cercul {|z| = r} centrat in 0 de razd r parametrizat z(t) = ret | t€[0,2n] , 2/(t) = ire®
(parcurs in sens trigonometric)

- segmentul [, r] parcurs de la r la ¢ parametrizat z(z) =z € [e,7] , 2/(z) =1

- cercul {|z| = €} centrat in 0 de razi ¢ parametrizat z(t) = ee* | t €[0,27] , 2/(t) = ice

(parcurs in sens invers trigonometric)
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Alegem 1 aga incat toate rddécinile lui @ , s& fie in interiorul cercului |z| =, adicd |z;| <7
si alegem ¢ aga incat toate radéacinile lui @ s& fie in exteriorul cercului |z| = ¢ , adicd |z;| > ¢

Interiorul drumului I' este domeniul cuprins intre cele doua cercuri.

Aplicdm teorema reziduurilor pentru functia % (log z)2 si obtinem

fgz; (log 2)° dz = Qm‘zj:Res (gz; (log 2)” dz, Zj)

unde z; sunt toate punctele singulare ale functiei gg; .

Pe de alta parte
]{gz; (1ogz)2dz=/—|— / —/—/
r ] lzl=r | |z|=¢

e &,r]
Apare in acest caz problema evaludrii corecte a functiei logaritm (de fapt a functiei argument)

logz =1In|z| +iarg 2

Pentru acest caz considerdm functia argument arg : C\{0} — [0, 27)
i) Pentru segmentul [e,r] , z(z) =z areargz=0 gideci logz=Inz+i-0=Inzx

P() oo [P@, o
/]Q(z)(logz) dz-[ )(l )*d.

Qz

[e,r

Reamintim cad un drum parametrizat reprezintd in un mod continuu de parcurgere a traiectorie.

S& urméarim cum se modificd argumentul atunci parcurgem drumul I'

Pornim cu argumentul 0 pe segmentul [e, 7] si agument 0 in punctul de start al cercului {|z| = r}

apoi de-a lungul cercului {|z| = r} (parcurs in sens trigonometric) argumentul argz creste de la 0 pand la 27
Prin wrmare argumentul ajunge 27 la punctul final al cercului {|z| = r}

deci argumentul este 27 segmentul [e, 7] parcurs de la r la ¢ , parametrizat :
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ii) z(z)=x areargz =27 gideci logz=1Inz+i27
integrala devine

— P(2) oz2z:—TP(x) nx i) 2dx
[ ]Q(z)(lg ) d [Q(m)(l + 2mi)“d

Trecem la limita dupa € \,0 si r — 400 si obtinem in mod natural

T +
L TP@, o TP@ L
0 7hr7{1_>+OO / 00 (Inz)*dx = [ 00 (Inz)“d

0 ,liITrL+oo [ ol i (Inz + 27i)%d ] Q i (Inz + 27i)%dx

Demonstrarea celorlalte doua limite este mai complicata. Omltem demonstragla lor.

7é+oo / %) logz) dz=0 si 7»11»2100 / o0 ogz =0

|z|=r |z|=¢

In final obtinem

2m';Res<gEz§ (log 2)* dz zj> IZ{ z (log 2)* z:g\o,lirglﬂﬂ)o /+ / —/7/

[er] lzl=r [er]  |zl=e
+oo
) P(z) P(x) P(z) 9
2 1 (1 — 1 2 =
mZRes (Q(z)(ng dz zj> / 00 (Inz)*dx / 0w (Inz + 27i)* dx
J 0 (Inz)?24+47iln z—4n>

—+o00 —+o00 —+00
P(z) / (x) / (x) 5 / P(x)
= (Inz) 2dx — lnx 2dx — 4mi ln xdx + 47 d
[ Q(x) Q) / (z) / Q(x)

+o0o
_ P(2) 2 (x) x
QMZJ_:RGS<Q(Z) (log 2) dz,zj> 4m/ Q) In xdx + 47 2/

P(x)
o™

_71 Z;Res (gg; (log 2)* dz, Zj) = 7 ggi Indz + mi Zo i

Deci
{ i In zdx —1 Re ;Res <g§2 (logz)2,2j>]
/Oo i = ;—;Im ZRes (g(i; (logz)2,2j>]
|
Exemplu.

Sa se calculeze integrala improprie
+o00

Inz
—d
/ 1422 v
Solutie.
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In acest caz P = 1 i are gradul 0, Q@ = 1 + 22 , are gradul 2 si nu are radicini reale.
Punctele singulare sunt radécinile polinomului 1+ 2% | deci poli de ordin 1 , z; 9 = +i
Putem folosi direct formulele demonstrate mai inainte.

—+o0

Inz —1 1 9
/ Wdl’ = ? Re ;RGS <H—Z2 (logz) ,Zj)

Reziduurile in poli de ordin 1 sunt

1
Res ( (log 2)* ,i) = lim

T+ i | ey (o8 G -9 = im |

Res <1 (log z)°, z) = lim

lim [(z_z)l(zﬂ) (log 2)? (= + i)} — lim [

1+ 22 z——i |z —1 —27
Argumentul pentru i este argi = 7 si arg(—i) = 37” , deci
2
(logi)? = (Ini| +iargi)®> = (In1+ iz)2 = (iz)2 =T
2 2 4
3 3 92
(log(—4))? = (In|—i| +iarg —i)? = (In1 + 27”)2 - (ig)Q - —%
In final obtinem
T 1 1 1 1 Lo L
nr . - , 2 . ‘ 2\ _— T 1
/ mdﬂf = 7 Re |:Reb (1_’_22 (log Z) ,Z) + Res (1_'_2:2 (lOg Z) ,—Z):l = 7Re % — _221 =

0

si

+oo 2 2
1 -1 1 9 -1 A= -1 Lo
—dr=—1 — =1 iAo oy ] ==
/1—|—x2 R ;Res<1+z2(°gz) ’ZJ> o m[ 2i —22'] 5y [ =5
0

Comentariu.
Putem observa si direct faptul ca integrala improprie este nula. Descompunem astfel

T T o
nr nr nr
" de= | —/——(d —d
/1+:E2 v /1+z2 $+/1+x2 v
0 0 1

1

Facem schimbarea de variabila x = m si obtinem z\ 0=y —+oc0,2 1=y \/1,dr= ;—zldy , deci

1 1 1 1 +o00 +oo

/lnxd_/ny ;ld_/flnyid_/lnyd

01+$2m_ 1+(l)2y2 " 1 yz—;l v - 1+y2y
y

400 1

In final obtinem

o i o T o
nr nr nr ny nr
O = [ Ry M d dz =
/1+w2 v /1+x2 er/l—l—xQ v /1—|—y2 y+/1—|—w2 z=0
0 0 1 1 1

Analizd Complexs - Intreb#ri "test"

Tata cateva intrebari simple, cu care puteti "verifica" capacitatea de a vd "orienta" in analiza complexa.

106



Puteti adduga si alte intrebari ce vi se par relevante.

. Cum determinati partea reald, partea imaginara a unui numar complex ?

. Cum calculati modulul unui numar complex 7 ce reprezintd modulul din punct de vedere geometric ?

. Cum se aduna, inmultesc, impart numerele complexe 7

. Doua numere complexe sunt egale daca ..... ?

. Din ce motive o functie este derivabild ? Ce optiuni aveti pentru a demonstra ca o functie este derivabila ?
. Ce inseamna o functie "olomorfg" ?

. Cum se deriveazad o sumé de functii, un produs, un raport, o compunere ?

. Polinoamele sunt functii complexe derivabile pe domeniul .... ?

Functiile rationale (raport de polinoame) sunt functii complexe derivabile pe domeniul ... ?

. Ce fel de functii pot fi partea reald, sau partea imaginara a unei functii olomorfe ?

© 00 O U i W N+~

[y
=

11. Cum folosim relatiile Cauchy-Riemann pentru a stabili dacd o functie este olomorfa ?

12. Cum folosim relatiile Cauchy-Riemann pentru a determina o functie olomorfs, stiind partea sa reala 7
13. Ce legatura are raza de convergentd cu convergenta unei serii de puteri 7

14. Cum se calculeazé derivata sumei unei serii de puteri ?

15. Cum se determina seria Taylor asociata unei functii ?

16. Va puteti aminti cele doud serii "remarcabile" :  geometricd, exponentiald, (sin , cos) ?

17. Puteti gasi rapid definitia si proprietatile functiilor exp, sin, cos 7

18. Cum se definesc functiile : argument, logaritm, putere ?

19. Ce valori nu ia functia exponentiald ? dar functiile sin, cos 7

20. Puteti calcula o integrala folosind definitia ?

Puteti parametriza un cerc 7 un semicerc ? sfert de cerc ? conteaza centrul ? conteaza raza ?
Integrala pe un drum inchis este 0 dacd functia este .... 7

Puteti determina o primitiva pentru o functie elementars ? de exemplu exp, sin, cos, polinom, .... ?
Cum se calculeaza o integrala folosind o primitiva 7

Cum sunt zerourile unei functii olomorfe ?

Ce puncte singulare are un polinom ? dar o functie rationald ?

Cate exemple de coroane cunoasteti ?

Puteti distinge partea Taylor de partea principald pentru o serie Laurent ?

Cate dezvoltari in serie Laurent are o functie pentru o coroana ?

Cate dezvoltari in serie Taylor are o functie intr-un punct ?

Cum puteti calcula reziduul intr-un punct singular ?

Cum stabiliti dacd un punct singular este pol si de ce ordin ?

Puteti folosi teorema reziduurilor ?

Puteti distinge o functie pard ? o functie impara ? cum 7

In ce misurd conteazd pentru anumite integrale (reale), dacd o functie este pard sau impara ?
O functie care nu este impard este neaparat para ?

O functie care nu este pard este neaparat impara ?

Ce posibilitati de calcul exista pentru integrale pe drumuri inchise ?

Conteaza sensul in care este parcurs un drum, pentru calculul integralei ? cum ?

Cum se modificd valoarea integralei dacd drumul inchis este parcurs de mai multe ori 7

Puteti determina argumentul unui numér complex ? cum procedati ?

Puteti determina argumentul unui num#r complex relativ "simplu" : 3,2, =5, 14+i, V3 —i, ... ?
Cum calculati limitele unor functii complexe ? puteti folosi dezvoltari in serie Taylor ?
Cum stabiliti dacd o functie este armonica ?

O functie complexa derivabila, poate fi partea reala a altei functii complexe derivabile ?
Functia exponentiald este periodici 7 care este perioada ?

Cum determinati (calculati) reziduul unei functii intr-un punct singular esential ?
Puteti da un exemplu de punct singular aparent 7

Puteti da un exemplu de functie complexa care nu este derivabila in nici un punct ?
Puteti da un exemplu de functie complexa care nu este derivabild doar in trei puncte ?
Puteti da un exemplu de functie care are un pol de ordin 3 ?
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Puteti da un exemplu de functie care are un punct singular esential 7

Indicatii (Ind) - Raspunsuri (R)
Unele intrebari nu fac decat s aminteascé, cd anumite elemente sunt importante.
Raspunsul la astfel de intrebari se obtine direct din textul cursului. Le notdm cu " OO "

1.0 2.0 3. O4. O5. R - verificd definitia, este o "compunere de functii elementare", verifica criteriul
Cauchy-Riemann

6.00 7.0 8.00 9.00 10.0 R - Functii armonice.

11. verificati faptul ci pareta reals si partea imaginar sunt functii de clasd C', apoi verificati relatiile Cauchy-
Riemann

Ecuatii Diferentiale Ordinare

Introducere

Ecuatiile diferentiale sunt un model matematic pentru majoritatea fenomenelor din lumea reala.
Strict formal, o ecuatie diferentiald "ordinard" este o egalitate verificatd de o functie x = x(¥)
(care depinde de un singur parametru - variabild) gi de derivata sa z’(t) :

*) E(t,z(t),2'(t)) = 0 pentru orice ¢t intr-un anumit domeniu

Se poate numi si ecuatie diferentiald de ordin 1.

Ecuatiile diferentiale liniare de ordin superior, precum gi sistemele liniare de ecuatii diferentiale

se pot si ele pune intr-o astfel de forma.

Putem considera gi ecuatii diferentiale de ordin 2, adic& ecuatii in care apare gi derivata de ordin 2

E(t,z(t),2'(t),2” (t)) = 0 pentru orice ¢ intr-un anumit domeniu
Ecuatii diferentiale de ordin 3, adicé ecuatii in care apare si derivata de ordin 3

E(t,z(t),z'(t),z"(t), 2" (t)) = 0 pentru orice ¢ intr-un anumit domeniu

n n

sau ecuatii diferentiale de orice alt ordin, adica ecuatii in care apare gi derivata de un ordin oarecare " n

Definitie. Se numegte solutie a ecuatiei diferentiale o functie derivabild "z = x(t)” care verificd ecuatia (*).
Determinarea tuturor solutiilor unei ecuatii diferentiale se numeste uneori "integrarea" ecuatiei.

Denumirea este justificatd de modul de rezolvare a celei mai simple ecuatii diferentiale z’'(t) = f(¢) ,

sl anume se integreaza sau se calculeazd "integrala" ( de fapt antiderivata) [ f(t)dt

obtinand astfel solutia z(¢t) = [ f(¢t)dt+C , C € R.

Notatia = z(¢) inseamnd ” x ” este functie de ” ¢ ” sau "depinde de parametrul ¢ ".

Notam derivata functiei 7z = x(¢)” cu

dx

!/
t —_
z'(t) sau o

sau  z(t)
Este preferabil si citim " derivata (functiei) lui  in raport cu ¢ " marcand astfel cum gandim,
evitand si citim ad literam " z prim " sau " de x lade t " sau " z punct "
Derivata unei functii (unei méarimi fizice) reprezintd (numeric) viteza de variatie,
cat de repede variaza marimea fizica in timp.
Notatia ‘fi—”t” este justificatd de modul de calcul al derivatei unei functii (unei mérimi fizice).
Variatia functiei in intervalul de timp (t —¢9) este (z(t) — z(to)) ,
iar raportul

z(t) — x(to)

t—to

reprezintd viteza de variatie in acest interval de timp, sau "viteza medie"
diferenta (z(t) — z(tg)) se poate nota Az = x(t) — z(tg) sau dx = z(t) — z(tog) ,

108



respectiv. At =t —1tg sau dt =t —tg
atunci raportul devine
x(t) —x(to) Az  dx
t—to At dt
viteza "instantanee" la momentul ¢y se obtine ca limitd a raportului, adici
. x(t) — z(to) not not d
lim ————> "= 2'(ty) = —(¢t
t—to  t—to (o) = ¢ (o)
Solutia explicitd x = x(t) reprezintd variatia efectivd a marimii in timp,
cu alte cuvinte predictia valorilor marimii la orice moment de timp t.

Exemplu. Cea mai simpla ecuatie diferentiala este de forma

Cu alte cuvinte, si se determine functiile (derivabile) = = z(t) a cdror derivatd este f(t).
In analiza matematicd studiatd in liceu, aceeasi problem4 este formulata astfel
"Sd se determine (primitivele) antiderivatele functiei f = f(¢) " sau

[tmi=1 = fo=(2) & f0=30
Solutiile se scriu in forma "traditionala"
z(t) = /f(t)dt+C , CeR.

unde [ f(t)dt desemneazd o (primitivd) antiderivatd oarecare.

Constanta C' € R se poate determina dacd se cunoagte valoarea functiei z(to) = b intr-un punct oarecare tg ,
numitd si ”conditie initiald”

In acest caz solutia se poate scrie in forma

Mw=]f+b:]ﬂ$®+b=]f@%+x%)

Denumirea ”conditie initiald” este inspiratd din fizicd, unde folosind notatia x = x(t)

se spune ci méirimea fizicd ”x” ia valoarea b la momentul initial ¢ , atunci cand ¢ semnifica timpul.

Aceasta corespunde situatiei in care gtiind viteza z'(t) = f(¥)

(viteza de variatie a méarimii z in raport cu parametrul ¢ )

putem determina explicit variatia marimii = z(¢) in functie de parametrul ¢ ,

atunci cand putem determina explicit antiderivata [ f(¢)dt ,

altfel tot ce obtinem este doar o reprezentare "integrald" a solutiei (adicd sub forma unei integrale).

Conditia initiald, reprezinta valoarea marimii masurata la un moment % ,

Cu alte cuvinte, misuridnd (cunoscind) valoarea marimii la un moment ¢ ,

putem prezice valorile la orice moment ulterior ¢ > tg

Sau, cunoscand valoarea marimii la un moment "final"

putem determina valorile "evolutiei" mé&rimii, la orice moment anterior ¢ < tg.

Concret, in balisticd, dacd se cunoaste pozitia initiald (pozitia de start) si viteza, se pot prezice pozitiile ulterioare
ale unui proiectil sau unde va ajunge, adica pozitia finala.

Sau, invers, dacd se cunoagte unde a ajuns un proiectil (pozitia finald) si viteza de impact, atunci se poate
determina pozitia de start, sau pozitia initiala, locul de unde a fost lansat acel proiectil. Sau dorind ca proiectilul
sd ajung intr-un anumit loc, determinam pozitia initiald de unde trebuie lansat ca sa ajunga in locul dorit.

La fel pentru orice alt sistem fizic, de exemplu un circuit electric, cunoscand valoarea initiald a intensitatii, putem
prezice valorile viitoare ale intensitdtii, ceea ce este evident o informatie deosebit de utila, sau temperatura unei
componente electrice, electronice, este foarte important de cunoscut cum va evolua in viitor pentru a preintAmpina
eventuale accidente sau a cunoagte necesarul de ricire al componentei respective.

In matematicd, pentru ecuatii diferentiale, vom numi conditie initiala, indiferent de o eventuald semnificatie
fizica.

109



Definitie. Se numesgte problema Cauchy , o ecuatie diferentiala tmpreund cu o conditie initiala:

{ E(t,z(t),2'(t)) = 0 (ED)
x(to) =b (CI)

Se numegte solutie a problemei Cauchy ,
o functie derivabila x = x(t) care verifica ecuatia diferentiala (ED) si conditia initiala (CI) si este definita in
vecinatatea lui tg.

In cele ce urmeazi vom ciuta doar solutii "locale", adicd definite intr-o vecindtate a "conditiei initiale" g,

mai precis solutii definite pe un interval («, 8) care contine tq , tg € («, 3)

sau un interval simetric to € (tg — r,to + 1)

Pentru rezolvarea ecuatiilor diferentiale care nu au specificate o conditie initiald, vomproceda in md aseméanator,
cautand doar solutii pe anumite intervale intervale.

Augustin Louis Cauchy (1789 — 1857) matematician francez. A initiat proiectul formuldrii si demonstrarii
riguroase a teoremelor din calculul diferential gi integral, un "pionier" al analizei matematice. Are contributii
importante in analiza complexa gi lucrari ce acopera majoritatea problemelor din matematica gi fizicd matematica.

Sunt foarte multe notiuni matematice gir Cauchy, Criteriul lui Cauchy, teorema Cauchy, formula Cauchy, inegal-
itdti Cauchy, care poartd numele lui Cauchy. Sunt denumiri rdmase "istoric" , nu neapdarat utile, deoarece a eticheta
0 teorema doar cu un nume propriu, nu spune nimic despre continutul acelei teoreme, dar au rdmas consacrate aga
deocamdata.

Comentariu.

Doud probleme fundamentale nu vor fi prezentate in detaliu.

Mai precis

(I) problema "existentei" solutiilor (pentru ecuatii diferentiale) si

(IT) problema "existentei si unicitdtii" solutiei (pentru problema Cauchy).

Prezentdm pe scurt teoremele care asigurd conditii suficiente ca o ecuatie diferentiald s aibe solutii. (teoreme
de existents)

gl teoremele care asigurd conditii suficiente ca o problem& Cauchy si aibe solutie unicd. (teoreme de existent
sl unicitate)

O problem& Cauchy este "corect pusd" (corect formulatd), daci ecuatia diferentiald are solutii care verifici
conditiile initiale.

In caz contrar, problema Cauchy este "incorect pusi" si deci nu are solutii.

Are mare importanta si o a treia problema fundamentala.

(ITII) Cum se modifica solutiile problemei Cauchy atunci cand se modificd conditiile initiale.

Altfel formulat: "dependenta solutiilor de conditiile initiale" | numita si stabilitatea solutiilor, nu o prezentam
in detaliu.

Definitie.
Ecuatiile diferentiale scrise in forma

(* E(t,z(t),2'(t)) = 0 pentru orice ¢t intr-un anumit domeniu

sunt in mod traditional numite in forma canonicd, sau aduse la forma canonica,
Ecuatiile diferentiale scrise in forma

2'(t) = G(t,z(t)) pentru orice ¢ intr-un anumit domeniu

2" (t) = G(t,x(t),2'(t)) pentru orice ¢ intr-un anumit domeniu
2" (t) = G(t,z(t),2'(t), 2" (t)) pentru orice ¢ intr-un anumit domeniu

sunt in mod traditional numite in forma normala, sau aduse la forma normala.

Aceste denumiri sunt traditionale, "istorice", nu tocmai fericit alese, deoarece nu exprimé clar ce anume reprez-
inta.

Forma canonici, este folositd doar pentru a scrie in modul cat mai general posibil o ecuatie diferentiala.

De fapt este numitd ecuatie "implicita" , deoarece relatia E(t,z(t),2'(t)) =0

reprezintd o relatie care descrie in mod implicit derivata 2’(¢) in functie de ¢ si de x(¢) .

Forma normald 2'(t) = G(t, z(t)) reprezintd de fapt o relatie care
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descrie explicit cum depinde derivata «’(t) in functie de ¢ gi de z(¢) .
Sunt frecvent folosite denumirile de - solutie generala - solutie particulara - solutie singulara.

Definitie. Solutie generald sau solutia generald a unei ecualii diferentiale, denumeste multimea tuturor
solutiilor obtinute printr-o anumitd metoda.
De exemplu, pentru ecuatia diferentiald
o' (t) = t?
solutia generald este multimea tuturor functiilor z = x(¢) de forma

1
mﬂ=§ﬁ+c, CeR
Poate fi oarecum derutant faptul ci "solutia generald" nu este o solutie ( o singurd functie) ci o multime de
solutii (de functii) care verificd ecuatia diferentiald.

Definitie. Solutie particulara a unei ecuatii diferentiale, denumegte o solutie oarecare x = x(t) , sau

orice solutie obtinuta din solutia generala prin "particularizare” , de exemplu pentru o anumita valoare a unei
constante de integrare.

De exemplu, o solutie particulara pentru ecuatia diferentiala

o' (t) = t?

se obtine din solutia generald ddnd o anumita valoare constantei de integrare C € R |
de exemplu pentru C' = 0 obtinem solutia particulara

pentru C = 4 obtinem solutia particulard

pentru C' = —57 obtinem solutia particulara

L3
x(t) = 3t 5w
Definitie. Solutie singulard a unei ecuatii diferentiale, denumeste o solufie care nu se ob{ine prin particu-
larizare din solutia generala.
Aceasta definitie nu este foarte precisa, dar este simplu exprimata.
De exemplu, pentru ecuatia diferentiald
2/ (t) = 13- 23(t)

se pot determina solutiile nenule ( z(t) # 0 pentru orice ¢ ) astfel

integram si obtinem

/igﬁ:/ﬂﬁﬁ

11,
—_—_—_—_—_— = - ]R =
&= w0 4xt +C,CeR & z(t)

-1
1
it +C
Obtinem solutia generald
-1

TF—— » CeR
i+ C

a(t) =

S& observam ci ecuatia diferentiald are si solutia nuld, adicd functia z(¢) = 0 pentru orice ¢
deoarece in acest caz 2’(t) = 0 pentru orice ¢ i inlocuind in ecuatia diferentiald, obtinem o identitate

2'(t) =t>-2%(t) & 0=1-0 pentru orice ¢
~— NI
0 0
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Dar, aceastd solutie - solutia nuld - nu se poate obtine din solutia generala prin particularizare,
deoarece pentru orice C' € R avem

-1
4+ C
In acest caz numim solutia nuld z(t) = 0 pentru orice ¢ , solutie singulard a ecuatiei diferentiale.
Pot exista ecuatii diferentiale care nu au solutii singulare.
Nu existd o metoda generald prin care se determind solutiile singulare, daca acestea exista.
Pentru fiecare tip de ecuatie diferentiald se folosesc tehnici specifice.

a(t) = £0

Interpretare geometrica.

Reprezentarea graficad a unei functii de o variabild, este consideratd o interpretare geometricd sau vizualizare
geometrica a modului in care variaza acea functie.

De exemplu graficul evolutiei temperaturii de-a lungul unei perioade de timp, sau graficul evolutiei precipitatiilor
sau graficul de evolutie al schimbului valutar.

Am inceput cu notatia E(t, z(t),2’(t)) = 0 pentru forma canonica si 2’(¢t) = G(t,«(¢)) pentru forma normali,

pentru a sugera mai clar legdtura cu fenomene fizice care evolueaza in timp.

In cele ce urmeazi schimbam notatia, cdutand functii y = y(x) prin asociere cu puncte din plan de coordonate
(z,y).

Sa consideram o ecuatie diferentiald in forma normals

y' () = E(z,y(x))

in acest caz se cautd solutii y = y(x) ,

asociem in mod natural un "plan" cu reper cartezian de coordonate xOy cu puncte de coordonate carteziene
(z,y)

presupunem ci pentru orice punct de coordonate (a,b) ecuatia diferentiald are solutie unicd y = y(x)

adicd verificd ecuatia diferentiald y'(z) = E(z,y(z)) si trece prin punctul (a,b) , adicd y(a) =b

Tangenta la graficul functiei y = y(z) in punctul (a,b) are ecuatia

y—b=y(a)(z—a)

cu alte cuvinte, "panta" dreptei tangente la grafic este y'(a) = tga , unde « este unghiul ficut de dreapta
tangenta cu axa Ox

By (a)o@m) 7

7
7
7
7

ol /
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Vectorul director al tangentei la grafic este v = (a,y'(a)) = (a, E(a,y(a)) deoarece y'(a) = E(a,y(a))

Prin urmare, se poate spune cé ecuatia diferentiald descrie un "camp vectorial" in plan sau "camp de directii".

O solutie a ecuatiei diferentiale y = y(x) reprezintd o curbd in plan, cu proprietatea cg in fiecare punct al curbei
(a,y(a)) adicd (a,b),

vectorul campului ¥ = (a,3’(a)) este tangent la curba.

Aveste curbe se numesc "curbe integrale" deoarece sunt obtinute prin rezolvarea (integrarea) ecuatiei diferentiale,

sau "linii de cAmp" , denumire justificatd de exemplul concret al caAmpului vitezelor unui lichid care curge,

curbele reprezinta exact traiectoriile moleculelor acelui lichid, sau pentru un cAmp magnetic, curbele sunt excat
liniile dupé care se orienteaza particulele magnetizate.

Solutia problemei Cauchy
{ y'(z) = E(z,y(x))  (ED)
y(a) =0 (CI)

reprezintd acea curbd care trece prin punctul (a,b) si este tangentd la vectorii cAmpului in fiecare punct al siu.
De exemplu, ecuatia diferentiald
22+ 2y() - ¢/ (2) = 0

se "integreaza"

/[2$ +2y(z) -y (z)]de=C & /Qxdx + /2y(x) <y (z)dz =C
gi duce la solutiile (curbele integrale)
Pt yP@)=C , C20

aceste curbe integrale, reprezinta cercuri concentrice, cu centrul in origine O si de razd r = VC
de exemplu
pentru C =1 cercul 2?2 +y?> =1 razd r=1

pentru C' =2 cercul z? + 4% =2 razi r =2
pentru C =4 cercul 22 +194?> =1 razi r=2
pentru C' =5 cercul 22 +9? =1 razi r= V5

iatd cum aratd aceste curbe integrale in plan (schitd aproximativi)
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g iatd cum aratd "campul vectorial" sau "campul de directii" asociat ecuatiei diferentiale (schitd aproximativa)
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Considerand campul vectorial asociat ecuatiei diferentiale ca un cAmp in 3 dimensiuni,
in coordonate (z,y, z) obtinem campul vectorial

2
v(x,y,z) = ((E, _%70)

expresia are sens pentru cadranul I, adicd pentru z,y > 0
atunci rotorul acestui cAmp este

- = >
i j k
fo— | 2 B 8|
rotv = ox 8y2 0z -
_z?
x m 0

— | 0 0 x? — | 0 0 — | 0 z2 0
=1 8@/(0)_82<_y> =] %(0)—$($) + k &C(—y> —5@(37)
—— ———— —— = ——

0 0 0 0 0

2 2
rotv = (0,0,—$> = <_m> ¥
Y Y

ceea ce poate avea ca interpretare fizicd - rotatia in sens invers trigonometric induce inaintarea unui "burghiu
—
drept" in sensul — &

Interpretare fizica.

Valoarea (mirimea) x(t) reprezintd starea unui sistem fizic la momentul ¢ ,

Ecuatia diferentiald 2/(t) = E(t,x(t)) reprezintd viteza de schimbare a stirii « la momentul ¢

O solutie = = z(t) a ecuatiei diferentiale reprezintd traiectoria sau orbita de evolutie a sistemului.

Exemple de fenomene a ciror evolutie poate fi descrisd folosind ecuatii diferentiale - oscilatorul armonic (pendul
elastic) , pendulul gravitational, un circuit RLC, un model demografic, dezintegrarea unei substante radioactive,
propagarea unei epidemii, un model pentru sinteza autocatalitica.
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Ecuatiile direntiale sunt folosite intens pentru a descrie fenomene din fizicd, astronomie (mecanicd cereascd),
geologie (modelarea meteorologicd), chimie (viteze de reactie), biologie (boli infectioase, variatii genetice), ecologie
i modele de populatie, economie ( evolutia bursei, variatia dobanzilor, echilibrul pietei, variatia preurilor).

Din punct de vedere istoric, se considera cd primele ecuatii diferentiale au fost numite astfel si rezolvate de
Leibniz si Newton 1675-1676, evolutia ulterioard a implicat aproape toti matematicienii indiferent de domeniul
specific din matematicd in care au lucrat, aceasta deoarece orice problem& sau notiune ce implicd "variatie" a unuia
sau mai multor parametri, conduce in mod natural la utilizarea ecuatiilor diferentiale. Chiar gi pentru variatii
discrete (semnale digitizate) sunt folosite ecuatii diferentiale asociind parametri cu variatie "continug".

1. Ecuatii diferentiale ”Elementare”

De fapt este vorba despre ecuatii diferentiale care pot fi integrate prin metode elementare, metode relativ simple,
care nu necesita o pregatire teoretica speciala.

Prezentam doar metoda prin care se rezolva ecuatia diferentiald. Conditia initiald este adidugatd numai la
ecuatii cu variabile separabile. In toate celelalte cazuri am addugat o conditie initiald numai in exemplele numerice
rezolvate.

1.1 Ecuatii diferentiale cu ”variabile separabile”

Ecuatiile diferentiale cu "variabile separabile" sunt ecuatii diferentiale de forma

_dr A(t)- B(z(t)) saupescurt 2’ = A(t)  B(x)

(1.1.1)  2'(t) = ==

unde A: I - R, B: I — R, sunt functii continue pe intervalele Iy, I5 si B(x) # 0 pentru orice z € Is.

Denumirea este justificatd de "separarea" intr-un produs de doud functii care depind

una de "t" A = A(t) , iar cealaltd de "2" B = B(z) ,

Scrisd in forma 2’ = A(t) - B(xz) ecuatia creazd impresia cd ¢ si z sunt "variabile" separate in produs de
functii.

Problema Cauchy corespunzitoare este

d
2 (t) = dit” = A(z) - B(z(t)) , cuconditia intiald w(to) = b, to € Iy

Ecuatia diferentiald (1.1.1) se rescrie
x'(¢
20 g
B(x(t))

si prin integrare obtinem

G(m(t)):/];z;((tt)))dt:/A(t)dt N

sau cu schimbarea de variabild x(t) =y se obtine ’'(t)dt = dy si deci

1
G(y) :/mdy

Gla(t)) = /A(t)dt +C,CeR

care este o ecuatie implicitd din care se obtine functia in mod explicit z(t) = ... , atunci cand se poate efectiv
explicita.
Constanta "de integrare" C' € R se determing punand conditia ca solutia sa verifice conditia intiald x(to) = b.

G(xz(to)) = b

Comentariu. ,

Conditia (ipoteza) B(x) # 0 pentru orice x € I, asigurd existenta fractiei % si corectitudinea algoritmului
de rezolvare.

Considerand cd functia B(x) poate lua si valoarea 0 in diverse puncte, problema se complicd mult.

caz (i) dacd B(x) = 0 pentru orice = € I ,
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atunci din ecuatia diferentiald rezultd ci z'(t) = 0 pentru orice ¢ € I si deci solutia este o functie constantd
x(t) = C pentru orice t € I

o functie constantd descrie un fenomen care nu variaza, nu evolueaza in timp, deci nu prezinta interes.

caz (ii) existd un punct J in intervalul I; pentru care B(d) = 0 si B(z) # 0 pentru orice z # §

atunci intervalul Iyse poate scrie I3 = (o, d) U {0} U (d, 8) ca o reuniune de doud intervale

pe care functia B(x) # 0 pentru orice x € (a,d) U (4, 5)

folosind exact algoritmul descris mai inainte, se determind solutiile pentru fiecare inetrval in parte («, §) respectiv
(5, 8)

se pune problema daca solutiile astfle gasite au limite laterale egale in punctul t =9 ,

deasemenea gi derivatele acestora sa aibe limite laterale 0 in punctul ¢ = ¢

atunci problema Cauchy admite si astfel de solutii.

Dacd insd aceste conditii nu sunt verificate de solutiile gsite pentru intervalele («, d) respectiv (4, 5)

atunci problema nu admite astfel de solutii.

Se observa astfel ca o ecuatie diferentiald relativ simpla implicd o discutie extrem de complicatd pentru a o

rezolva complet.

In majoritatea cazurilor, ne vom limita la a descrie metode care determini doar solutii in cazuri simple, farg a
analiza in detaliu toate cazurile posbile.

Algoritm de rezolvare.
Pasul I se separd ”variabilele” (x gi y sunt considerate "variabile")

Pasul IT  se integreaza

/ B”E;(g))dt - / A(t)dt

(dacd se pot calcula primitivele-antiderivatele corespunzitoare)
Pasul III  se obtine z(t) = ... din ecuatia implicitd (dacd este posibil) prin "explicitare" , adicd rezolvarea
ecuatiei.

Exemplu 1.1a. Si se rezolve problema Cauchy

(1.1.2) 2'(t) = -22(t) , cu conditia initials z(0) = 1

Solutie. Proceddm conform algoritmului. Separam "variabilele"

2'() _ 3
z2(t)
integram si obtinem
"(t
/x()dt:/tht &
z2(t)
1 1., -1
& - — = C,CeR & z(t) = ——
) 1 TeCE 2(t) i c
Apoi din conditia intiald obtinem 1 = z(0) = —% = C=-1
Deci solutia problemei Cauchy este
-1
a(t) = 77—
=1

Este evident ca apare o restrictie asupra domeniului parametrului ¢ ,

1
Zt4_ 140 & t#£4+V2 | deci te (=00, —V2)U(—V2,v2) U (V2,+0)
Deoarece conditia initiald se referd la valoarea marimii x pentru ¢ = 0 , alegem acel interval care contine 0 , deci
t € (—v/2,v/2) , deci solutia problemei Cauchy este

-1
(E(t) = ’ te (_\/i \/5)

1
1t 1

117



|

Observatie 1. Solutia efectivd a unei probleme Cauchy, poate duce la restrictii aparent neagteptate daca se
considera doar ecuatia diferential.

Nu vom insista asupra acestui aspect in continuare, dar este de mare importanta in orice problema practica.

Observatie 2. Este usor de observat cd functia 2 = 2:(t) = 0 pentru orice ¢ , este solutie a ecuatiei diferentiale
(1.1.2).
Deci problema Cauchy corespunzitoare are conditia initiald x(0) = 0.
Folosind acesta conditie initiala pentru solutia determinatd mai inainte obtinem
-1 1
0=2x(0) = iy C - C
ecuatie ce nu are solutii oricare ar fi C' € R
Prin urmare, modul de rezolvare descris nu include si solutia "nuld" z = z(¢) = 0 pentru orice ¢ .
Aparent se "pierde" o posibild solutie si prin urmare ar trebui addugata.
Totusi, din punct de vedere fizic, solutia "nuld" nu prezintd interes. Ea corespunde situatiei in care mérimea x
este constanta, deci nu variaza in raport cu parametrul ¢.
Interesante sunt solutiile pentru care marimea z variaza in raport cu ¢ .
O asemenea situatie se intalnegte la multe ecuatii diferentiale sau probleme Cauchy.
De cele mai multe ori, modul de rezolvare prezentat nu ia in considerare solutia "nuld".
Nu vom mai insista asupra mentionarii existentei unei solutii "nule", dar trebuie avut in vedere ci aceastd
posibilitate exista.

Familia de solutii pentru ecuatia diferentiald se numeste "solutia generald" a ecuatiei.

Solutia (care nu se obtine prin algoritmul "standard") se numegte solutie "singulard".

Din punct de vedere fizic,

- solutia generald descrie o familie de solutii care depind de unul sau mai multi parametri

- solutia singulard descrie o situatie speciald (singulard), dar care este totusi solutie a ecuatiei diferentiale

Nu vom insista in mod deosebit asupra acestor aspecte.

Doar in cazul ecuatiilor de tip Clairaut si de tip Lagrange am insistat sa precizam notiunile de solutie generald,
solutie singulara, pentru a justifica aceste denumiri gi a nu le folosi doar in mod pur formal.

Exemplu 1.1b. Viteza de crestere a populatiei.

Un model pentru cregterea populatiei (considerand natalitatea gi mortalitatea) este reprezentat de ecuatia difer-
entiala

P'(t)=kP(t) , unde P = P(t) reprezintd populatia la momentul ¢ , k>0

Populatia este o functie cu valori pozitive, deci P(t) > 0 pentru orice .

Solutie. Procedam conform algoritmului. Separdm "variabilele"

P(t)
P "

integram si obtinem

P'(t
/P((t))dt = /kdt & In(Pt)=kt+C <& Pt)=e"T0=¢% M
confom acestui model cresterea populatiei este "exponentiala" sau ritmul de crestere al populatiei este expo-
nential.
Considerand strict doar ecuatia diferentiald P’(t) = kP(t) , acesta admite si solutia nuld P(¢t) = 0 pentru orice
t.

Dar aceasta nu este o solutie ce poate reprezenta populatia, care este nenula.
|

1.2 Ecuatii diferentiale ”omogene”
Ecuatiile diferentiale omogene sunt ecuatii diferentiale de forma:

(1.2.1) 2/(t) = fl—f = A(

T

t) , unde A:R — R este functie continud, ¢ =#0
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Prin urmare, se cauta solutii
fie pentru t > 0 adicd solutii definte pe un interval (0,0) ,
fie pentru t > 0 adicd solutii definte pe un interval (—§,0) unde § > 0 sau § = +00

Rezolvare
Se procedeaza astfel: facem schimbarea de functie

inlocuind in ecuatia (1.2.1) obtinem

Aly(1) —y(t)

ty (1) +yt) = Ay(t) & ¥ (t) = t

care este o ecuatie cu variabile separabile si se rezolva conform algoritmului prezentat anterior.
Solutiile obtinute sunt definite pe intervale ce nu contin punctul ¢ = 0, deci fie (0,4) , fie (=4, 0)

Algoritm de rezolvare.
PasulI notam

Pasul IT  rezolvdm ecuatia cu variabile separabile obtinuta

integram .

[ ——

si obtinem o solutie explicita, dacd este posibila expllcltarea

y(t) =
sau solutia raméane in formd implicita.
Apoi obtinem solutia
z(t) = ty(t)
Exemplu 1.2 Si se rezolve problema Cauchy
, z? PSR
(1.2.2a) x'(t) = = + R conditia iniiald (1) =2

Solutie. Rescriem ecuatia, pentru a observa ci este o ecuatie omogena

0= (43

notam

v0=29 o 2y =ty = 0 =190 + 90
inlocuim si obtinem . )

ty' () +yt) =y () +yt) & z/(t)yz(t) =7 =
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deci solutia generald a ecuatiei (1.2.2a) este

—t
t) = , K eR
= TR
punand si conditia initiald obtinem
-1 1
2=2(l))=——%+ =K =——
) = TR 2

Dar cautam solutii doar intr-un interval ce contine conditia initiala,
adicd in vecindtatea luit =1 ,decit >0 gi [t| =1

)= ———
z(?) lnt—%

in plus apare in mod natural si conditia
1 1
lnt—§5£0 & lnt;éi o t#e2=\/e
Din faptul c& 0<1<+/e

solutia problemei Cauchy este definitd pe intervalul 0 < t < /e

_ —t
~Inlt| — 1

a(t) , te(0,Ve)

Observatie. Desgi algoritmul de rezolvare functioneaza doar pentru t # 0 , totusi solutia obtinuta are limita in
t=0

. . —t 0
i) =t () = = =

deci solutia se poate prelungi gi int =0

_ =t , t#0
.T(t) = { 1n|t‘a’K f—0

Ecuatia se poate rescrie
22 (t) = 2% (t) + ta(t)
o conditie initiala in ¢ = 0 verifica
02-2'(0) = 2%(0) +0-2(0) = 2(0)=0
Problema Cauchy corespunzitoare, cu conditie initiald in ¢ = 0 este
(1.2.2b) t22/(t) = 2®(t) + tz(t) , cu conditia initiald x(0) =0

care are ca solutie prelungirea definitd mai inainte

=t , t#0
.’E(t) = { lnlt‘a‘K f—0

Totusi ecuatia 1.2.2b are ca solutie gi functia nuld z(t) = 0 pentru orice ¢ , solutie considerats "singulara" .
Prin urmare, algoritmul de rezolvare nu produce si solutia singulara. Fapt observat si in exemplul 1.1b.

1.3 Ecuatii diferentiale liniare (de ordin 1)
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Ecuatiile diferentiale liniare sunt ecuatii diferentiale de formas:

_dzx

(L31) @)= =

A(t)-x(t)+ B(t) , unde A,B: I — R sunt functii continue

sau pe scurt 2’ = A(t) -z + B(t)

unde I reprezintd un interval.
Unele prezentdri, numesc ecuatie afind (ecuatia 1.3.1) si ecuatie liniara (ecuatia 1.3.1%)

Uneori, rezolvarea intr-un caz particular, poate fi utila.
In acest cazul acestei ecuatii, pentru B(t) = 0 obtinem ecuatia diferentiald liniars, numits ecuatia liniara
omogena asociata
(1.3.1%) 2/ (t) = A(t) - x(t)

care este o ecuatie cu variabile separabile.
Putem si determina precis toate solutiile acestei ecuatii diferentiale, folosind algoritmul deja prezentat.
Deci integram ecuatia

si obtinem

l'/(t) = n\|xr =
/m(t)dt/A(t)dt@I |z (t)] /A(t)dtJrK,KeR o

()] = eABdt+K _ K [ A(t)dt JKeR o at) =X . P IOT N
z(t) =C- e AWt , unde =+ eK=CeR
Ultima relatie reprezinta solutia generala a ecuatiei diferentiale liniare omogene.

Observatie 1. Si remarcam faptul ca in acest caz pentru C' = 0 obtinem si solutia nula, desi aparent modul
de rezolvare exclude cazul z(¢) = 0.

Observatie 2. In plus, multimea acestor solutii formeaz& un spatiu vectorial,
deoarece pentru orice doud solutii z = x(t) si y = y(t) care verficd ecuatia liniard omogend

suma lor z(t) + y(¢t) si az(t) « € R, sunt de asemenea solutii ale ecuatiei liniare omogene
a'(t) +y'(t) = A@t) - 2(t) + A) - y(t) = A()(x(t) +y(t) & (z+y) =Alt)(z+y)
(az(t)) = ax'(t) = aA(t)z(t) = At)(ax(t)) < (az) = A(t)(ax)
|
Observatie 3. Dacd z i y sunt doud solutii ale ecuatiei diferentiale (1.3.1) ( ecuatia "neomogeni")
a'(t) = A(t)-x(t) + B(t) ,  y'(t) =At) y(t) + B(t)

atunci diferenta lor verifici ecuatia diferentiald omogens asociaté

Observatie 4.
i) Dac& z(t) este solutie a ecuatiei liniare omogene (1.3.1%)
gi xo(t) este o solutie particulard a ecuatiei liniare (1.3.1) atunci suma lor

2(t) = 2(t) + wo(t)

este solutie a ecuatiei liniare (1.3.1).
ii) orice solutie a ecuatiei liniare (1.3.1) este de aceastd forma z(t) = z(¢t) 4+ zo(t)

Demonstratie.
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i) Intr-adevér, dacd derivdm obtinem

' (t) =2 (t) + xy(t) = A(t) - 2(t) + A(t) - mo(t) + B(t) = A(t) - | 2(t) + zo(t)| + B(t)

z(t)

deci
2/ (t) = A(t) - x(t) + B(t)

adicd x(t) = z(t) + xo(t) este solutie a ecuatiei liniare.
ii) deoarece diferenta a doud solutii z(t) —xo(t) = z(t) este solutie a ecuatiei liniare omogene conform Observatiei

In concluzie, dacg se cunoaste o solutie particulars xo(t) a ecuatiei liniare (solutie obtinutd prin orice mijloace),
iar z(t) este solutia generald a ecuatiei omogene,

solutiile ecuatiei liniare (1.3.1) sunt exact functiile de forma,

sau cu alte cuvinte, solutia generald a ecuatiei liniare este

w(t) = 2(t) + o(t)

Nu este insd ugor de gisit o solutie particulard zo(t), nu existd o metodd "universali" pentru asa ceva.

Din acest motiv, pentru rezolvarea ecuatiilor liniare folosim o altd metoda, numitd metoda variatiei constan-
telor.
Tata etapele algoritmului de rezolvare a unei ecuatii diferentiale liniare.

Pasul I. Se rezolva ecuatia liniard omogena asociata:

obtinem solutia generald de forma

z(t)=C-e AW ynde CeR

Pasul II. Folosim metoda variatiei constantelor.
Aceasta constd in a cduta solutia generald a ecuatiei liniare, de forma

2(t) = O(t) - el AV

inlocuind in (1.3.1) obtinem
x'(t) = A(t) - z(t) + B(t)

!/
(C(t) el AW“) = A(t)- C(t) - e/ A 4 B(p)
C'(t) - el AW L O(t) . el AW A = A(t) - C(1) - e/ A L B(t) &
C'(t) = B(t) - e~/ AW
de unde rezulta prin integrare
Clt) = / (B)- eI AO*) ar + K

Pentru a nu crea ambiguitéti, putem inlocui (primitiva) antiderivata arbitrard [ A(¢)dt cu forma ceva mai precisi
¢
[ A(uw)du .
to

Atunci solutia generald a ecuatiei liniare este

j - f A(u)du ftA(u)du
x(t) = /B(s) e o ds+ K | €' , KeR
to
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Algoritm de rezolvare.
Pasul I  se rezolva ecuatia liniard omogena asociata
Pasul IT  se aplicd metoda variatiei constantelor pentru a determina solutia ecuatiei liniare (neomogene)

Exemplu 1.3 Si se rezolve problema Cauchy

(1.3.2) 2'(t) - cost =1 —x(t) -sint , cu conditia initiald z(7) =1

Solutie. Ecuatia se rescrie (pentru a pune in evidentd faptul cd este o ecuatie liniara)

—sint 1

7' (t) = z(t)

Pasul I. Rezolvam ecuatia liniard omogena asociata

cost cost

2/ (t) = z(t) _Czlsr;t = z/((:)) = —tgt = / Ji((f))dt = —/tgtdt =

In|z(t)) =Injcost| + K , K €R < |z(t)| = |cost| - e < x(t) = £e cost
z(t) =Ccost ,C eR

Pasul II. Aplicim metoda variatiei constantelor:
ciutdm solutia generald a ecuatiei liniare de forma z(t) = C(t) - cost
inlocuind in ecuatie si derivind obtinem

’ v . (=91 = .
x'(t) = C'(t) - cost + C(t) - (—sint) = C(t) - cost cost cost

1 1

Deci solutia generald a ecuatiei liniare este
x(t) = (tgt + K)cost =sint + Kcost , K €R
Din conditia initiala obtinem
l=a(r)=sinm+ Kcosm = K = -1
si deci solutia problemei Cauchy este
z(t) =sint —cost , teR

S& remarcam faptul cd desi in pasii intermediari apare restrictia cost # 0 , acestd restrictie dispare in forma
finala, deci t € R.
|

1.4 Ecuatii diferentiale de tip Bernoulli

Pe scurt ecuatii diferentiale Bernoulli, acestea sunt ecuatii diferentiale de forma:

d
== A(t) - x(t) + B(t) -z , unde A, B: I — R sunt functii continue, iar o € R\{0, 1}

(141)  2'(t)=— =

pescurt ' = A(t) -z + B(t) - 2

Pentru a@ = 1 sau a = 0 se obtine o ecuatie liniara, a cirei rezolvare este deja cunoscuta.

Expresia " 2 " reprezintd functia putere, deci in mod implicit se presupune cd x(t) > 0 pentru orice t € I
Daca insd « este numar intreg, atunci se face o alegere intre cazurile

i) z(t) > 0 pentru orice t € I sau

ii) (¢t) < 0 pentru orice t € I, peste tot I reprezintd un interval.

Denumirea este asociata cu Jacob Bernoulli
Jacob Bernoulli (sau James , Jacques) (1654 — 1705) matematician elevetian, membru al familiei Bernoulli.
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Sunt asociate de asemenea "testul Bernoulli" in teoria probabilitatilor i "numerele Bernoulli"

Rezolvare
Se face schimbarea de functie
y(t) = (2(t))' ™", pescurt y=a'""
care duce la o ecuatie liniara.
Intr-adevar avem

Inlocuind in ecuatia (1.4.1) obtinem

Ly ™y (1) = AW - ()T + BO) - ()

l—«

-y (1) = A(t) - y(t) + B(t)

care este in mod evident o ecuatie liniard si se rezolva conform algoritmului corespunzator.

11—«

Algoritm de rezolvare.
Pasul I se face schimbarea de functie y = z
Pasul IT  se rezolva ecuatia liniara obtinuta
Pasul III  solutia este

e’

2t 2x(t)

Solutie. Putem rescrie ecuatia

1 2 ,
= %x(t) + —z(t)” , deci "a" = -1

a'(t) 5

Din conditia initiald 2(1) =1 , deducem c& z(¢t) > 0 pentru orice ¢
Facem schimbarea de functie

1/2 2
o) =5 o)y = YD Ty e
s yt)= @ + 2

care este o ecuatie liniard si se rezolva conform algoritmului prezentat.
Pasul I. Rezolvam ecuatia liniard omogena asociata

n Y Y@ 1 y@ ., [1 0 :n
v =l etd =0 /y(t)dt—/tdt<:> ly(t) =t + K , K € R

s |yt =t|- X, KeR & yt)=+eft=C-t,CecR

Pasul II. Aplicim metoda variatiei constantelor.
Solutia generald a ecuatiei liniare este de forma y(t) = C(¢) - t , obtinem

t)-t t2
C(t) A= C’(t):t:>0(t)=5+K,KeR

y'(t) =C'(t) - t+ Ct) =
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solutia generald a ecuatiei liniare este

iar solutia ecuatiei Bernoulli este

u
1.5 Ecuatii diferentiale de tip Riccati

Pe scurt ecuatii diferentiale Riccati, acestea sunt ecuatii diferentiale de forma:
(1.5.1)  2/(t) = A(t) - 2(t) + B(t) - o(t) + C(t)
unde A, B,C : I — R sunt functii continue pe intervalul I .

pescurt ' = A(t)-2® + B(t) -z + C(t)

Jacopo Francesco Riccati (1676 - 1754) matematician italian, in prezent cunoscut pentru acest tip de ecuatii.

Daci se cunoagte o solutie particulard () a ecuatiei (1.5.1), atunci schimbarea de functie

y(t) = 2(t) = zo()

duce la o ecuatie Bernoulli cu a = 2 care se rezolva dupa algoritmul corespunzator.
Demonstratie.

Intr-adevir
a(t) = y(t) +xo(t) si 2'(t) =y'(t) + x5(t)

inlocuind obtinem
y'(t) + zp(t) = At) - [y(t) + zo(t)]* + B(t) - [y(t) + zo(t)] + C(2)

tinand cont de faptul c& z((¢) este solutie, adici

rezultd ecuatia de tip Bernoulli
y'(t) = A(t) - y*(t) + 2A(1) - wo(1) - y(t) + B(t) - y(t)

Y (t) = A(t) - y* (1) + [2A(8) - wo(t) + B(8)] - (1)

unde se face schimbarea de functie pentru o = 2
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Pe scurt, putem indica direct schimbarea de functie

1
t) =xo(t) + —=
x(t) = zo(t) + 1)
care duce la o ecuatie liniara. Derivand rezulta
Z'(t)
xl(t) = x{)(t) - 22(t)

gi inlocuind in ecuatia (1.5.1) obtinem

z'(t) = z((t) — j;(é)) = A(t) - (mo(t) + z(t)) + B(t) - <m0(t) + Z(lt)> + h(t)

dar zo(t) este solutie, adicd

si dupa simplificiri obtinem

Z'(t) 1 1 1
~(y = 240w S+ AW e+ By @
& —2(t) = [2A(t) - xo(t) + B(t)] - 2(t) + A(t)

care este o ecuatie liniard ce se rezolva conform cu algoritmul corespunzator.

Exemplu 1.5. Sa se rezolve problema Cauchy
(1.5.2) o' (t) = tx?(t) — 2t%x(t) +t* + 1 , cu conditia initiald 2(0) = 3

stiind cd o solutie particulard este zo(t) = ¢ .

Solutie. Este ugor de verificat faptul ci xo(t) =t este solutie:
1= =t-t* =2t t+ 13+ 1

Facem schimbarea de functie

si obtinem

inlocuind in ecuatie rezulta

2t 4 5 1 t . 2t
1-— =t 27— -2t — — + 1t 1
20 T TR0 B
(:)z'(t)——t(:)z(t)——ﬁ—f—K iz(t)=t+ 2 KeR
- ) 5 2+ 2K
Din conditia initiala
2 2
—2(0) =0+ ——— 2K = =
3=2(0)=0+ 012K = 3

si deci solutia problemei Cauchy (1.5.2) este

)=t 42 te(—y/2 \F
z(t) = — —/ =1/ =
—24+2 7’ 3"V 3
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Din conditia —t2 + % # 0 rezulta t # —\/g , % , deci solutiile pot fi definite pe intervalele
J3) = (V33) s (V3
—00,—4/ = | sau | —1/=,4/ = | sau =, +00
3 3'V3 3

alegem intervalul de definitie pentru solutie t € (—\/% , \/g) , deoarece acesta contine t = 0 din conditia initiala.
Considerand conditia initiald x(3) = 2 , obtinem

9 — -
x(3) 3+3—|—2K

si deci solutia problemei Cauchy (1.5.2) este

2 2

te (\/g , +oo) , deoarece acesta contine ¢ = 3 din conditia initiala.

= 2K+3=-2 = K:fg

In mod aseminitor, pentru conditia initiald x(—2) =1, obtinem o solutie definitd pe intervalul (—oo7 —\/g)
|

1.6 Ecuatii diferentiale de tip Clairaut

Pe scurt ecuatii diferentiale Clairaut, acestea sunt ecuatii diferentiale de forma:

(1.6.1) z(t) =t-2'(t) + B(z'(t))

unde B : I — R este o functie de clasd C!. Se cautd solutii = z(¢) de clasd C?.

Alexis Claude de Clairault (sau Clairaut) (1713 — 1765) matematician gi astronom francez.

Proceddm astfel: derivim ecuatia (1.6.1) si obtinem

() =2'(t) +t-2"(t)+ B'(2'(t)) - 2" (t) &

[t+ B'(2")]-2"(t) =0

Avem de a face cu functii continue, deci daci nu sunt nule intr-un punct ¢y , atunci nu sunt nule pe o intreagi
vecindtate a lui %,

adicd pe un intreg interval, in acest caz [

Prin urmare: ori [t+ B'(z")] # 0 pentru orice t € I si atunci z”(¢) =0 pentru orice t € I

ori z'(t) # 0 pentru orice t € I i atunci ¢t + B’(2/(t)) = 0 pentru orice ¢t € [
i) In primul caz obtinem
2'(t)=0 = 2'(t)=a = z{t)=at+b cu a,beR

inlocuind in ecuatia (1.6.1) rezultd
at+b=t-a+ B(a) = b= B(a)

Se obtine astfel solutia generala a ecuatiei Clairaut = z(t) de forma unei familii de functii ce depind de un
parametru a € R

z(t)=at+ B(a) cu a €R
i) In al doilea caz obtinem
t+ B'(2'(t)) =0
tindnd seama de ecuatia initiala

(t) =t-2'(t) + B(2'(t))
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se obtine astfel solutia singulara a ecuatiei Clairaut @ = x(t) , care se scrie sub form# de ecuatii parametrice:

{ t=—B'(p)
z(t)=t-p+ B(p)

unde am notat p "2 x'(t) , ¢l decip este "parametrul".

Prezentam in continuare o definitie "geometricad" pentru ceea ce am numit solutie singulara, pentru a justifica
denumirile folosite (solutie generald, solutie singulard) si a nu le folosi doar in mod formal.

Definitie. O solutie a unei ecuatii diferentiale se numeste "singulara",

dacd aceasta solutie este "tangenta" la orice altd solutie din familia solutiilor "generale".

Mai precis: xg(t) este solutie singulard,

dacd pentru orice x = x(t) solutie generald,

existd un punct "to" astfel incat graficele celor doud solutii xg(t) si x(¢) au aceeasi dreaptd tangents

zs(to) = x(to) st xs(to) = 2'(to)

In cazul ecuatiei Clairaut aceste relatii sunt verificate, ceea ce justifici denumirile de solutie generals, solutie
singulars.

Demonstratie

Pentru o solutie "generald" z(t) = at+ B(a) cu a € R, alegem ¢t = —B’(a) , decip=a

avem z's(to) =p = a = 2'(tg) , urmeaza xg(to) = to - 5(to) + Bla) = to - a + B(a) = z(to)

Deci solutia singulara

t=—B'(p)
zs(t) =t-p+ B(p)
este tangentd la solutia "generald" x(t) = at + B(a) .

Exemplu 1.6. Sa se rezolve ecuatia diferentiala
(1.6.2) x(t) = ta' (t) + 3(2)?

Solutie.
Derivam si obtinem

2/ (t) = 2'(t) + ta" (t) + 62/ (t) - 2" (t) &
2 (t) - [t+62'(t)] =0

deci ori 2 (t)

= 0 si rezultd solutia generald x(t) =at+bcub=3a>,acR,
ori [t+ 62'(t)] =

0 si solutia singulard sub formi parametrici (cu p parametru p = a/(t) ) este

t=—6p
r=t-p+ 3p?
[

1.7 Ecuatii diferentiale de tip Lagrange

Pe scurt ecuatii diferentiale Lagrange, acestea sunt ecuatii diferentiale de forma:
(1.7.1) x(t) =t A(2'(t)) + B(z'(t))

unde A, B : I — R sunt functii de clasi C'. Se cauta solutii z = () de clasd C2.

Joseph-Louis Lagrange (1736 — 1813) matematician si astronom italian-francez. Contributii fundamentale in
analizd, mecanica clasicd si mecanica cereasca. Lui i se datoreaza metoda "variatiei constantelor", metoda "multi-
plicatorilor lui Lagrange", a aplicat calculul diferential in teoria probabilitéatilor, a transformat mecanica newtoniand
intr-o ramura a mecanicii "lagrangiene".
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Proceddm astfel: derivim ecuatia (1.7.1) si obtinem o ecuatie diferentiald de ordin 2 (apare derivata de ordin 2

, x// )
7' (t) = A(z") +tA'(z") - 2" (t) + B'(z') - 2" (t)

notdm z’(t) = p(¢t) , deci z”(t) = p'(t) si obtinem o ecuatie diferentiald de ordin 1

(L7.1%) p(t) = A(p(1) +tA'(p(1) - p'(£) + B'(p(t)) - ' (t)

Cazul 1) Daci p/(t) = 0 pentru orice ¢ , obtinem solutia singulari
Pit)=0 & 2"(t)=0 =2 (t)=a = z(t)=at+b
Pe care o inlocuim in ecuatia (1.7.1) si obtinem

at+b=t-A(a)+ B(a) pentru orice t

ceea ce duce la a = A(a) si b= B(a) .
Deci in final obtinem solutia z(t) = at + B(a) , cu a = A(a) .
Aceastd solutie existd numai daci ecuatia algebricd a = A(a) are solutii reale.

Cazul 2) Dacd p/(t) # 0, pentru orice ¢ (intr-un anumit interval)

atunci p’(t) are semn constant (deoarece este functie continud) si deci functia p(t) este strict monotona.
Rezulta ca este si inversabila cu inversa de asemenea derivabila.

Notdm aceastd inversd cu ¢t = t(p) , atunci

YRR S
L L
P'(t) dp &

deoarece top =1id ( id este functia identicd id(t) =t ) , avem t(p(t)) =t . Derivind obtinem

te@®)) =@ < @) rEt)=1

Deci practic in ecuatia (1.7.1%) ”schimb&m rolul variabilelor” psi¢ (dinp=p(t) int=1¢(p)) si obtinem

p=Alp) +t(p)- A'(p) t,(lp) + B'(p)

-

t'(p)
_tp)- A(p) + B'(p)
p— A(p)
A'(p) n B'(p)
p—A(p)  p—Ap)

=

care este o ecuatie liniara.
Se rezolva aceastd ecuatie gi rezultd t(p) = ... in functie de cel putin un parametru (constanta de integrare)

Solutia generald a ecuatiei Lagrange se scrie sub formi parametricd (cu p parametru)

{ z(t) =t- A(p) + B(p)
t =t(p)

In cazul ecuatiei Lagrange denumirile de solutie generali, solutie singulard sunt justificate.

Demonstratie

Pentru o solutie generala
{ w(t) =t- A(p) + B(p)
t=1t(p)

alegem tg =t(a) ,decip=a si a= A(a
urmeazd xs(to) = ato + B(a) = tgA(a) + B(a) = z(tg) si zL(to) =a=p=2'(to)
Deci solutia singulard zg(t) = at + B(a)
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este "tangentd" la solutia generald
{ a(t) =t- Alp) + B(p)
t=t(p)

Exemplu 1.7. Si se rezolve ecuatia diferentiald

(1.7.2) z(t) + 22’ (t) + (2'(t))

Solutie.
Ecuatia se rescrie

x(t) = t[-22'(1)] - (2'(¢))”
derivam si obtinem
z'(t) = —22'(t) — t - 22" (t) — 22/ (t) - 2" (¢)

notdm z’(t) = p(t) , z”(t) = p/(¢) si obtinem ecuatia
p=—2p—2tp —2pp &

(1.7.3)  3p+2(t+p)-p =0
cazul 1)
p'(t) =0
rezulta solutia singulara
z(t)y=at+b

Inlocuind in ecuatia (1.7.2) obtinem
at + b+ 2ta + (a)’ =0

din care rezulta a =0gi b =0
deci solutia singulard este solutia nuld x(t) = 0 pentru orice ¢

cazul 2) p'(t) # 0 . "Schimbdm rolul variabilelor" ¢ si p , avem

1
/
pt) =
2 t'(p)
inlocuim gi obtinem ecuatia
tp) +p / 2 2
3p+2 =0 <t =——t(p)— =
P20 (p) 3 (») -3

ecuatie liniara care se rezolva in mod ”standard”:
Pasul 1) se rezolvi ecuatia liniard omogend asociata

') = — 24t /t/(p) __3/1 __2
t'(p) = 3t(p)p = t(p)dp_ 3 pdp = In|t(p)| = 3ln|p|+K,K€R

& Jtm) =Ipl "7 X = tp) = +K|p| S =Clp| F , CeR

Solutiile sunt functiiderivabile, deci continue, s& presupunem c& p(t) = p are semn constant, de exemplu p > 0
Pasul 2) aplicim metoda variatiei constantelor, cidutand solutii de forma

si inlocuind in ecuatie obtinem



rezultd )
5 _s
t(p) = (—5p3 + K> p3
si solutia generald a ecuatiei Lagrange in forma parametrica este

{ x = —2tp — p?
5
t= —%p+Kp‘3

Constanta " K " se poate determina dacd se cunoagte ( putem mé#sura ) mérimea ¢t = z(¢) la un "moment" o
, z(to) = b (o conditie "initiald" )

prin rezolvarea sistemului algebric

2(ty) = b= —2ty-p— p?
{ to = —%p—FK-p’%

Din prima ecuatie se determina solutiile reale p = ... | care se inlocuiesc in a doua ecuatie , din care apoi se
determina K = ...

De exemplu, pentru conditia initiald x(0) =1 obtinem sistemul

= 1= —p? care nu are solutii reale

Deci nu orice conditie initiald admite solutii. Este un fapt la care merita reflectat.
Considerdm altd conditie initiald x(0) = —1 obtinem sistemul

{ z(0)=-1=-2-0-p—p?

0:—%p+K-p’% = —1=—p? care are solutiile p; =1 , py = —1

Acceptam doar solutia pozitivd p; = 1 , deoarece am determinat solutii pentru cazul p > 0 .
Inlocuind in a doua ecuatie obtinem
2 5 2
0=——1+K-173 = K=-
5 5
gi deci in final obtinem solutia problemei Cauchy ( ecuatia diferentiald plus conditia initiald ) , sub form&
parametrica
{ x = —2tp — p?
t=—2p+2p-

wlen

|
1.8 Ecuatii diferentiale cu diferentiale totale

Definitie. Ecuatia diferentiala de forma

P(z,y)dx + Q(z,y)dy =0

se numeste ecuatie cu diferentiale totale sau ecuatie Pfaff,

unde P,Q:D C R?> - R sunt functii de clasd C' pe domeniul D.

O ecuatie de forma mai stranie, nici in forma canonica, nici in forma normala.
O functie y = y(z) este solutie pentru ecuatia Pfaff daci verifica

P(z,y(z)) + Q(x,y(z)) - ¥'(x) = 0 pentru orice z
sau o functie x = z(y) care verificd

P(z(y),y) - 2'(y) + Q(z(y),y) = 0 pentru orice y
Ecuatia Pfaff se numeste exacta daci existd o functie F : D C R?> — R asa incat

OF OF

grad '=(P,Q) < (5):6’83/) =(P,Q)
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Comentariu.
Ecuatia Pfaff este doar o scriere formald, care inlocuieste cele doua situatii

) Pl + Q)Y =0 & Pley() + Q) o (@) =0

i) P(m)ﬁj—iw(m,y):o & Pl)y) 2'y) + Qaly),y) =0

Observatie

O ecuatie Pfaff exacta se rescrie

oF oF

prin urmare y = y(x) este solutie inseamna

) + 5@y Y@ =0 & LRy =0 & ) -d

la fel x = z(y) este solutie inseamns

oF oF d

%(x(y),y)‘x’(y)+afy(w(y),y)=0 & @[F(x(y),y]=0 & F(x(y),y) =ct

In ambele cazuri constatim ci functia F defineste in mod implicit solutiile ecuatiei Pfaff exacte, prin relatia
F(z,y)=ct

Aici "ct" desemneazi o constantd reald.

Se pune problema

- cum determindm daca o ecuatie Pfaff este exactd sau nu si
- cum determindm o functie ' cu grad F = (P, Q)

Comentariu.

Solutiile nu apar in form& explicitd y = y(x) = ... aga cum se Intdmpld la foarte multe ecuatii diferentiale,

ci doar in forma implicitd F(z,y) = ct .

Totusi se considers cd ecuatia implicitd F(z,y) = ct este mai ”simpld” decat ecuatia diferentiald Pdx+ Qdy =0

Observatie.
Daca ecuatia Pfaff este exactd, atunci

0P _0Q
oy Oz

Demonstratie.

Ecuatia este exacta, deci grad F' = (%, %—5) = (P,Q) , deci

oP _ 0 (OF\_@F . 9Q_ 0 (0F\ _ &F
oy Oy \ox ) Oyox 5 or 0z \dy ) 0xzdy

Functiile P,Q sunt de clasd C! deci functia F este de clasi C? si conform teoremei lui Schwarz

aj . azF T Schwarz aQF 7@
oy  Oyox N oxdy Oz

Sa observam ca problema este echivalentd cu problema pentru cAmpuri vectoriale.
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Ecuatia Pfaff exactd , este echivalent cu campul vectorial v = (P, Q) este camp de gradienti.

OF OF
dF=|—,— ) = (P, =
or— (2.50) )
Sunt folositi in mod echivalent termenii
- forma diferentiald P(z,y)dz + Q(z,y)dy este exactd
- ecuatia Pfaff P(z,y)dx + Q(z,y)dy = 0 este_exactd
- campul vectorial v(z,y) = (P(z,y), Q(x,y)) este cAmp de gradienti

pentru a exprima faptul ca

OF OF
gradF— (310’83/) - (PvQ) =v
sau

- forma diferentiald P(z,y)dz + Q(x,y)dy este inchisd

- ecuatia Pfaff P(z,y)dx + Q(z,y)dy = 0 verificd ‘?T]; = ?T(f

- campul vectorial v(z,y) = (P(z,y),Q(z,y)) este un cAmp conservativ
pentru a exprima faptul ci

or _0Q
oy Oz

Are loc aceeagi teorema ca gi pentru cAmpuri vectoriale.

Teorema.

Daci P,Q:D C R? — R sunt functii de clasd C' pe un domeniu simplu conex D, atunci
i) ecuatia Pfaff P(x,y)dz + Q(x,y)dy = 0 este exactd

& i) 5y = 72

Functioneazi aceleasgi metode de a determina o functie ' cu grad F = (P,Q) (un potential scalar).

(z,y) (z,y)
F(z,y) = / Pdzx + Qdy = / T-dr
A A

Integrala curbilinie nu depinde de drum ci numai de capetele drumului (deoarece D este simplu conex),
deci putem alege orice punct A = (xg,yo) € D

Cazuri particulare.

1. D este un dreptunghi
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23 S —>

v

Xo X X

Pentru astfel de domeniu putem alege doua tipuri de drumuri, care eventual pot simplifica calcularea integralei
curbilinii.
i) segmentul AB reunit cu segmentul BC

x Yy
Hmw=/Pme+/Qmﬂﬁ
o Yo

ii) segmentul AD reunit cu segmentul DC

y z
Fa.g) = [ Qan e+ [ Ple.yi
Yo xo

Demonstratie.
i) segmentul AB se parametrizeazd : z(t) =t € [xo,2] , y(t)=wo , 2'(t)=1 , y'(#)=0
segmentul BC' se parametrizeazd : z(t) =z , y(t) =1t € [yo,y] , ') =0, y({t)=1
deci integrala curbilinie devine
AB BC
(z,y) x x
Flog) = [ PdotQdy= [ [Pan)s'(t)+ Qt.)y ()it + [ [P(r.02'(8) + QLo )y () =
0 1
xo o

1 0
x Yy

Flo) = [ Pltaie+ [ Qe
xo Yo

ii) segmentul AD se parametrizeazd : z(t) =x¢ , y(t) =t € [yo,y] , 2’(t) =0 , () =1
segmentul DC se parametrizeazd : x(t) =t € [xo,2] , y@t) =y , ') =1, y'(t)=0
deci integrala curbilinie devine

AD DC
(z,y) y x
F(z,y) = / Pdz + Qdy = /[P(ﬂioi)x'(t) + Q(zo, 1)y’ (t)]dt + / [P(t,y)2'(t) + Q(t,y)y' (t)]dt =
A Yo \\0,-/ \1,-/ To \T/ Y
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Yy T
F(x,y) = /Q(m(),t)dt+/P(t,y)dt
Yo xo

2. D este convex sau stelat, deci existd un punct (xg,yo) € D asa incat
segmentul ce uneste (zo,y0) cu (z,y) este inclus in domeniul D (pentru orice punct (x,y) € D)
segmentul ce uneste (zo,y0) cu (z,y) se parametrizeazd ¢ € [0,1]
a(t) =z +t(x —x0) , yt)=yo+tly—wo) , 2'({t)=(—z0) , ¥(t)=(y—vo)
integrala curbilinie devine

(z,y) 1
F(z,y) = / Pdz + Ody — / P((t), 9(t) 2'(5) +Qa(t), y(t)) v/ (t) Jdt
A 0 (::/.;:) (;:’,l;)

Exemplu.
Sa se determine solutiile ecuatiei diferentiale

(z+y+1)de+ (x —y* +3)dy =0

Solutie.
In acest caz P(z,y) =z +y+1 si Qz,y)=z—y>+3
Calculdm op 9
9y~ oy (+y+1)
0Q 0

2
o "o TV =]

Pe de alti parte functiile P si @ sunt definite pe R3 , un domeniu simplu conex, deci ecuatia Pfaff este exacti.

Putem integra pe drumuri de tip "dreptunghi" , alege orice punct (zg,yo) = (0,0) si obtinem

Yy x
Fo) = [ Qeotid+ [ Pl

x

Yy
Q(0, t)dt+/P(t,y)dt=/( t* +3) dt+/t+y—|—1

0 0 0

F(x,y) =

o\@

3 e
F(z,y) = (—= + 3t) +(—+yt+t) =
3 t=0 2 t=0
3 x2
Floy)=—% +3y+ 5 +ya+a

deci solutiile sunt definite in mod implicit de relatia
2 3
T
?+xyfy§+x+3y:0

Ecuatii diferentiale complet integrabile

Ecuatiile Pfaff care nu verifica %—}; = % , nu sunt exacte. In anumite conditii, pot fi rezolvate la fel ca si

ecuatiile exacte.

Definitie. O ecuatie Pfaff P(xz,y)dz + Q(z,y)dy = 0 se numeste complet integrabila, dacd
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exista o functie p: D — R, numita factor integrant, astfel incat

55 (uP) = 5 (1)

sau astfel incat ecuatia Pfaff sa fie exacta

w(x,y) Pz, y)dr + p(z,y)Q(z,y)dy =0

S5 observiam ci dacd domeniul D C R? este simplu conex, atunci ultimele dous conditii sunt echivalente.
Este apoi evident ca cele doud ecuatii Pfaff au aceleasi solutii.

Pdr+Qdy=0 si pPdz+ pQdy =0
Functia g = p(x,y) este intr-adevir doar un factor, care nu influenteazi solutiile.
Ecuatia Pfaff pPdx 4+ pQdy = 0 fiind exactd, existd o functie I’ astfel incat
OF OF
dF ={(—,— | = (uP.
gra (ax’ ay> (nP, p@Q)
Deci ecuatia Pfaff se poate rescrie

OF OF
+ "#)=0 &

pl, y(@) Pz, y(2)) + po, y(2)Q(z, y(x))y'(x) = 0 o "oV @

QlQ
i
Qo
<

L@@ =0 & Fly@) =

Prin urmare solutiile ecuatiei Pfaff Pdz + Qdy =0 sunt definite in mod implicit de F(z,y) = ct

Ecuatiile Pfaff care nu sunt exacte dar sunt complet integrabile se rezolva astfel.
Nu existd o "reteta" pentru
- a determina daca o ecuatie Pfaff admite factor integrant sau
- cum anume aratd un asemenea factor integrant.
Tot ce se poate face este sd incercam daca ecuatia Pfaff admite ca factor integrant o functie
de anumitd forma: pu(z +y) , ulry) , p(z? +y2) ...
Odatd determinat un factor integrant, se determind o functie F'(z,y) (un potential scalar) astfel incat

OF OF
gradF = (8.13, 8y> = (IU’P’ /“LQ)

Exemplu.
Sa se determine solutiile ecuatiei
(zy — 2)dy — y*dx =0
stiind ca admite un factor integrant
-1
Wz, y) = %
Solutie.
In acest caz P(z,y) = —y? si Q(z,y) =ay —=x
Sa verificam acest factor integrant.

2

e PN = DA
(%(MQ)_&v<m2y($y_x)>_8x(:c+y)_m2



Deci intr-adevér ecuatia Pfaff adimite factorul integrant p(z,y) =
S& determindm o functie F(z,y) cu

_(OF OF\ _ (y -1 1
gradF— ((‘9:6’834) _(MPHU/Q)_ <.’b27 x +y)

Sa remarcam faptul cd x #0 si y # 0 deci domeniul de definitie este unul din cele patru cadrane,
de exemplu cadranul I = >0,y > 0, care este domeniu simplu conex.
Putem alege (xo,yo) = (1,1) si folosind drum de tip "dreptunghi" obtinem

=1
2y

x

F(z,y) = / (0, £)Q (o, £)dt + / (k) Pt y)dt =

Yo

- 7u(1,t)Q(1,t)dt +7u(t,y)P(t,y)dt - 7 <_11 + 1) dt + 7 (t%) dt =

1

= (—t+1nt)|=Y + (—%)\:T = —y+lny— (-1 -1+ (-L) - (-2

F(z,y) =—y+lny+1—%+y
Solutiile sunt definite in mod implicit de relatia

Iny — % =C
]
1.9 Ecuatii Reductibile la ordinul 1 / Ecuatii implicite

IklklkIk
1.10 Exemple Rezolvate

E 1.10.1 S& se determine z = xz(t) solutia problemei Cauchy
2/ (t)=tgt-z(t) , cu conditia initiald z(0) =3
Solutie.

Ecuatia diferentiald 2/(t) = tgt - x(t) , este o ecuatie cu variabile separabile.
Se rezolvd conform algoritmului corespunzator :

/ , .
) =tgtoat) o Doty o /x(t)dt:/tgtdt:/zmtdt

x(t) x(t) ost
; , 1
In|z(t)] = —Injcost| + K &  |z(t)| = e WleostITE — g=Infeost] [ K _ K. _— __
eln|cost\
1 C
o) =4l — =~
——~ |cost| |cost]
c

Conditia initiald este z(0) =3 > 0, deci solutia problemei Cauchy este definitd in vecindtatea lui ¢ =0,
functia cos este pozitiva in vecindtatea lui t = 0 , de exemplu pe intervalul (—g, g)

prin urmare pe acest interval [cost|=cost>0 , t€ (-%,%)

solutia problemei Cauchy este

x(t):% cu z(0)=3 = 3=z(0)= & C=
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In final obtinem solutia

E 1.10.2 Si se determine functiile x = z(t) respectiv, y = y(z) , care sunt solutiile problemelor Cauchy :

d
c% =sintcos’z , z(0) =2
Solutie.
d
d—f =sintcos’z , x(0)=2 , x==x(t)

Este o ecuatie diferentiald cu variabile separabile. Folosim algoritmul corespunzétor.

d "(t
Z'(t) = d—f =sintcos®z(t) < cor;(a:)(t) =sint

Apoi integram

ZONP - ) |

Apoi folosim conditia initiald x(0) = 2

2 = z(0) = arctg | cosQ+ C & 2=arctg(l+C) o 1+C=tg(2) & C=tg2)-1
1

si obtinem solutia problemei Cauchy
x(t) = arctg (cost + tg(2) — 1)
|

E 1.10.3 Si se determine solutiile = = x(¢) , ale problemelor Cauchy

dx x a3
=T 1)=2
w it oW
Solutie.
d 3
T T 2)=2 , z=a()

dt—t 3
Este o ecuatie de tip Bernoulli cu "o = 3" Folosim algoritmul corespunzitor, cu schimbarea de functie
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Inlocuind in ecuatia diferentiald obtinem

3
-1 9'(¥) 111 1 1 -1, 11y(t)3/2 1 1 ,
RO l@] = 205 e 0
%y'(t):%% (t)th% & y/(t)zfiy(t)ft%

Am obtinut o ecuatie diferentiala liniara.
Pas I Se rezolva ecuatia liniard omogena asociata

y(t) t y(t)
—Inft|+K 1 g
Injyt)=-lnlt|+K & |yit)=e R
1
y(t) =C- 7
Pas II Folosim metoda "variatiei constantelor" ; cdut8m solutii pentru ecuatia liniard neomogend 3’ (¢)

1 2
-3yt — 5

de forma

Calculam derivata J ) . .
‘W)= — [C{t)-=| =C"(t)- =+ Ct) - | —
V=5 [co-3] =cw-g+co-(F)
Inlocuim in ecuatia liniard neomogens si obtinem

2 1 2 2
3 t 3

c)-+00- (5 ) =-500 - -

2 t

Integram si obtinem

deci L 1/9
t)y=C_ —=—-|-4+K
v =ct)- =3 (3+x)
Revenim la schimbarea de functie
1 1
x(t) = =z(t) =
y(t) 1(3+K)
Folosim conditia initiald z(1) = 2
1 1 1 7
2—g(l)= — & 4= & 24K=- = K=—=
HG+K) 510 ' '
Solutia problemei Cauchy este
1
x(t) =
1(2_71
t (? o Z)

E 1.10.4 Si se determine functiile z = x(¢) care verificd problema Cauchy

o (t) =x(t) +1 , 2(1) =2
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Solutie
Este o ecuatie liniarda neomogena.

Pas 1. Se rezolva ecuatia liniara omogend asociata

S e L B e

= |zt) = =e el o at)=tef =0 ¢

Pas 2. Folosim metode "variatiei constantelor" , ciutam solutii pentru ecuatia liniard neomogend, de forma

Derivata este

_4
Cdt
Inlocuim in ecuatia diferentiald

x'(t) [Ct)-e']=C"(t)-e"+Ct) —e' =C'(t)- e+ C(¢) - €

o' (t) = x(t) +

obtinem
C't)-e'+Ct)-et=Ct)- e+ o C'{t)-e=t* & Ot)=t> e

Integram pentru a determina functia C|(t)

C(t) = / C'(t)dt = / 12 ety PR 2 et / 9t - etdt P2

=t2el — 2 [t-et—/1~etdt] =t —2el + e + K
Deci solutiile sunt de forma
z(t) =C(t) - e = [t?e' —2te’ + €' + K] ¢’
Apoi folosim conditia initiala
2
2=z(1)=[1""-2-1-e'+e' +K|]e'! & 2=Ke' = K==
e
Solutia problemei Cauchy este
2
x(t) = |t?et — 2te' +e' + =] el =% — 2 4 42
e
|

E 1.10.5 Sa se determine solutia problemei Cauchy

W @) smatyle) oz yO)=2 y=y)
Solutie.
Avem o ecuatie de tip Bernoulli, cu "a = 2". Deci facem schimbarea de functie
I 1 L 1 R R
y(x) z(x)

Calculam derivata
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Inlocuind in ecuatie ob{inem

A _ L(lx)r.sinx_klnosx

[2(2))” #(2)
—2'(x) =sinz + z(z) - cosx &  Z'(r) = —2(z) cosx —sinw

Am obtinut o ecuatie liniard neomogena.
Pas I Se rezolva ecuatia liniard omogena asociata

/ /
Z(x) = —z(x) -cosz & () — —cosz = /Z(x)dJU:/—cosmda:
integram
1D|Z(LE)| = —sinz + K RN |Z(.’E)| — e—sinw-{-K — e—sinx . €K o Z(QL') _ :|:€K . e—sinz

obtinem solutia ecuatiei liniare omogene
Z(.’E) — C . e*San

Pas II Folosim metoda "variatiei constantelor" , ciutdm solutii pentru ecuatia liniard neomogens z'(z) =
—z(z) - cosx —sinx
de forma

Calculam derivata

d ) . )
2 () o (C(z)-e™¥*) =C'(z) - e + C(x) - e ™*(—cosx)
T
Inlocuim in ecuatia liniard neomogend 2'(x) = —z(x) - cosz — sinz si obtinem
C'(z)-e 5% 4 C(z) - e M%(—cosz) = —C - e 5" . cosz — sinx

C'(x) e "% = —sinz & (C'(z)=—sinz " = (Cz)= /C’(az)dm =- /sinx N et

Solutia ecuatiei liniare neomogene este

z(z) = eS0T ( /sinx . eSinzdx>

Revenind la schimbarea de functie obtinem solutia ecuatiei de tip Bernoulli

1 : , -
y(r) = 2@ =ene </Sinx : esmxdm>

sau folosind forma de integrala definita pentru antiderivata

. -1

_ _ psinz [ _ int- sin tdt K
y(x) @) e / sint - e +
0

Folosim conditia initiald y(0) = 2

92— y(O) _ % — 6sin() _

sint - et + K & 2== & K==

o\o
x|~
N~

Solutia problemei Cauchy este

xr
1 . : 1
ylx) = — =" —/sint et 4 3

0
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si rdmane in acestd forma integrald, deoarece nu se poate calcula antiderivata.
|

E 1.10.6 Si se arate cd y(x) = = este solutie pentru ecuatia diferentiald

d
T=awf@) -2+l y=yl)

apoi si se rezolve aceasta ecuatie diferentiala.

Solutie.
Calculam derivata

d d
Z=y@) =@ =1
inlocuim in ecuatie

l=x-(2)*—2%+1
Deci y(x) = = este solutie (particulard) pentru ecuatia diferentiald, care este o ecuatie diferentiald de tip Riccati.
Aplicam algoritmul corespunzitor.
Facem schimbarea de functie, unde solutia particulard este yo(z) =«

1
y(@) =vo(@) + o5 =T+ 15
Calculam derivata d d 1 /(2)
, dy _d U S N 2 (x
(@) = de dx ( * Z(l“)) ! [2(x)]?

A CO N G- SNPS SIS S S
- (+2mﬁkmﬁ
Z'(x) 1 1

- =2z + & Z(z)=—2xz2(z) -1
[2(x)]? 2(x) - [2(@)]?

Am obtinut o ecuatie liniara care se rezolva conform algoritmului standard.

Pas I Mai intai ecuatia omogena

2(z) = —222(z) <& ) -2z = /j((j))dx—/Qxdx

In|z(z)| = -2+ K = |z2(z)| = e K ot K
z(x)=C"- e
Pas IT II Folosim metoda "variatiei constantelor" , ciutdm solutii pentru ecuatia liniard neomogend z'(z) =
-2z z(x) —1
de forma

Calculam derivata

d
Y(@) = — (C@) ™) = C'(a)- e + Cla) - ' (~20)
Inlocuim in ecuatia liniard neomogend 2z’(x) = —2z - z(z) — 1 si obtinem

2

C'(z) e +C(x)- e (—2z) = —22C(z) - e " —1

2

C'(z)- e =—-1 & (C'(z)=—¢"

2

N sz/d@mzf/ﬁm
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Solutia ecuatiei liniare neomogene este

2z)=e " <— / eg”zdm)

Revenind la schimbarea de functie ontinem solutia ecuatiei Riccati

y(z) = yolz) + (i =+ a4 </e“’2d:c>1

Solutie.
Este o ecuatie de tip Clairaut. Folosim algoritmul corespunzator.
Derivam ecuatia

! _lx x'//x_ 5 //aj ::L,'l/x_ 5
y(z)=y'(z) + 2y (2) r,(x)]gy() = 0 v'(z) =

)

1

y(z) |z ———5| =0

@ |- o]

i) pentruy”’(z) =0 = y'(r) =a = y(x) =ax +b obtinem solutia generald a ecuatiei Clairaut,
Inlocuind in ecuatie obtinem

5 5 5
& axr+b=ar+- = b=-—
a a

ax+b a
Deci solutia generald este
5
y(z) = ax + — pentruorice a € R , a#0
a

ii) pentru

- L =0 & «x= 5
(@) [y (2))?

obtinem solutia singulars sub formi parametricd , p 2 3’ (x)

—ap+
Ty
p
|
2 Teoreme de existenta gi unicitate, Teoreme de Stabilitate
Tkjlkilki

3 Ecuatii diferentiale liniare de ordin superior

Ecuatiile diferentiale de ordin superior sunt ecuatii in care apar si derivate de ordin mai mare ca 1. Ordinul
unei astfel de ecuatii este cel mai mare ordin de derivatd care apare in expresia ecuatiei. In forma cea mai generald
sau canonicd (sau implicita)

E(t, z(t), 2" (t), 2" (t), ...,2™(t)) = 0

n n

unde z(")(t) reprezintd derivata de ordin " n " a functiei = = x(t)
Ecuatiile de ordin 2 sunt cele mai des folosite in aplicatii, deoarece pot descrie cu destuld acuratete majoritatea
fenomenelor reale.
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Functia @ = x(t) reprezintd evolutia marimii "z" , derivata z’(t) reprezintd viteza de evolutie, iar derivata a 2a
reprezinta acceleratia.
In forma normal4 (sau explicitd) ecuatiile de ordin 2 se scriu

a'(t) = E(t,z(t), 2/ (t))

relatie ce descrie cum variazd acceleratia in functie de ¢, z(t) si 2/(t)
De exemplu pentru oscilatorul armonic (pendul elastic) avem ecuatia (de ordin 2)

2'(t) = =k - x(t)

unde k > 0 este o constanta de elasticitate, specifici materialului din care este confectionat pendulul elastic.

In cele ce urmeazs prezentim metode de rezolvare a unor ecuatii diferentiale in care derivata de ordin n se scrie
ca o combinatie liniara a derivatelor sale de ordin mai mic.

Pentru a nu creea obignuinta cu un singur mod de notatie, in aceasta sectiune vom folosi notatia

y:y(x) ’ y/(m) 7y”($) ) e ’y(n)(m)

Definitie. O ecuatie diferentiald de forma
an(@)y™ + an1 @)y b ar(@)y” + (@) +aolz)y = f(z) (3.11)

se numegte ecuatie diferentiald liniard de ordin n, ( a, # 0 ), unde ”coeficientii” a,,a,_1,...a1,a9 sunt
functii de clasd C?, iar functia f este continui (cel putin).

O solutie este o functie y = y(z) de clasi C™ care (impreund cu derivatele sale ¢/, y", ...,y 1, y(™ ) verificd
ecuatia (3.1.1).

Definitie. O functie y = y(x) se numeste

- de clasi C' dacs functia este derivabild si are derivata continu,

- de clasi C? daci este de doud ori derivabild si derivata de ordin 2 este continui,

- de clasa C"™ daci este de n-ori derivabila si derivata de ordin n este continué

(toate derivatele de ordin mai mic ale functiei sunt si acestea continue deoarece sunt functii derivabile).

Ne limitam la a descrie algoritmul de rezolvare a ecuatiilor diferentiale liniare cu coeficienti constanti
(functiile a,,, ay—1, ...a1, ap sunt constante). Prezentdm doar motivatiile cele mai simple care justifica acest algoritm.

Consideram deci ecuatii de forma

QA - y(n) +ap—1- y(nil) + .. taz- y” +a- yl +ao-y= f(l‘) (312)
unde a,, a,_1,..-a41, a9 € R si coeficientul a, # 0 .

Mai intai consideram ecuatiile ”omogene” | adica cele pentru care functia f este nuld

an Y™ +an1 -y V4 Fay-y +a-y +ag-y=0 (3.1.3)

3.1 Exemple ...

Pentru a intelege mai bine situatia sa consideram céteva cazuri particulare mai simple, in care se pot observa
mai usor anumite fapte.

Iatd un exemplu din mecanicd: oscilatorul armonic are ecuatia de miscare z(t) + kz(t) =0, k>0,

unde z = z(t) reprezintd elongatia fatd de pozitia de repaus, 4(t) reprezintd viteza, iar Z(t) acceleratia, ¢ timpul.

Exemple.
Prezentam rezolvarea a trei exemple de ecuatii diferentiale de ordin 2.

Ex1 ¢'(z)—4y(z)=0  Ex2 ¢"(z)—6y'(z)+9y(x) =0 Ex3 3y'(z)+4y(z)=0

Solutii.
Sa observam mai intai cd multimea solutiilor acestor ecuatii diferentiale este in fiecare din cazuri un spatiu vectorial.
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i) Functia nuld y(z) = 0 pentru orice x , este o solutie, deoarece y'(z) = 0 , y”(x) = 0 si este evident ci
acestea verifica ecuatiile diferentiale Ex 1, Ex 2, Ex 3.

Solutia nuld, nu este foarte interesantd din puncte de vedere fizic, deoarece corespunde situatiei in care functia
Y nu variaza.

Totusi este o solutie importanta. Este elementul neutru fatd de adunarea functiilor.

ii) Dacd y1 = yi(z) si y2 = yo(x) sunt doud solutii ale ecuatiei diferentiale Ex 1, adicd verificd ecuatia
diferentiala

yi () —dyi(z) =0 si y5(x) — dyz(z) =0

atunci si suma lor y; + - este solutie a ecuatiei diferentiale, deoarece

(y1 +y2)" — 4(yr +y2) = yi + o5 — 4y — dyo = v (z) — 4y (z) + y5 (z) — 4y2(2) =0
0 0

La fel si pentru ecuatiile diferentiale Ex 2 si Ex 3
- Dacd y1 = y1(z) si y2 = ya2(x) sunt doud solutii ale ecuatiei diferentiale Ex 2, adicd verificd ecuatia
diferentiala
yi (z) = 6y1(2) +9y1(x) =0 st yy(x) — 6ys(x) + y2(w) =0

atunci si suma lor y; + o este solutie a ecuatiei diferentiale, deoarece
(Y1 +y2)" = 6(y1 +12)" + 91 +y2) =i + 12" —6(y1 +v2) +9(y1 +12) =

=y (z) — 6y (2) + 9y1(x) + 5 (x) — 6y5(x) + Iy2(x) =0
0 0

- Dacd 11 = yi(z) si y2 = ya2(x) sunt doud solutii ale ecuatiei diferentiale Ex 3, adicd verificd ecuatia
diferentiala
yi(@) +4y(z) =0 s yy(@) +4y2(2) =0

atunci si suma lor y; + o este solutie a ecuatiei diferentiale, deoarece

(1 +v2)" + 4 +y2) =yl + 2" +4(y1 +v5) = vi () + 4y () + yo (2) + dya(x) =0
0 0

iii) In fne, daci y = y(x) este o solutie a ecuatiei diferentiale Ex 1, atunci gsi ay(xz) este solutie, pentru orice
a € R, deoarece

(ay)"(x) — 4(ay) () = ay”(z) — day(z) = a |y"(z) —4y(z)| =0
0

si exact la fel gi pentru ecuatiile din Ex 2 gi Ex 3

()" (z) — 6(ay) (z) + Yoy)(2) = ay”(x) — 6oy’ (z) + Yoy (z) = o |y (x) — 6y (x) + Iy(x)| =0
0

(o)’ (z) + 4(ay)(x) = ay” (z) + day(z) = a |y'(z) +4y(z)| =0
0

Se aratd cd aceste spatii vectoriale au dimensiune 2 (exact cat este ordinul acestor ecuatii diferentiale)

Deci existd baze ale acestor spatii vectoriale, cu cate doud elemente (2 functii liniar independente si care sunt
solutii).

Prin urmare este suficient s& determindm in fiecare din cazuri, doud solutii liniar independente ¥; , y2 pentru
a scrie orice altd solutie ca o combinatie liniard a acestora

y(@) =C1-y1(x) + C1 - y2(x) , unde C1,Cr € R

Cautam solutii de tip "exponential", de forma  y(z) = e** | derivatele sunt

yl(iIJ) — (6)\9:)/ _ )\ex\w , y”(m) _ (ex\z)/l _ (}\6/\1:)/ _ A)\e)\:v — )\26)@
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Pentru Ex 1 inlocuind derivatele in ecuatie obtinem
Y (z) —dy(z) = N2 —4eM =MWV -4 =0 & (M -4)=0

(deoarece e** # 0 pentru orice z si orice \)
Ecuatia algebrica ()\2 —4) =0 are doud solutii Ay =2 , Ay = —2, deci obtinem doud solutii pentru ecuatia
diferentiala

M= (n)=e

yi(z) =e
Acestea sunt liniar independente.
Atunci, conform observatiei de mai inainte, orice solutie pentru Ex 1 este o combinatie liniard a acestor doud
solutii
cu alte cuvinte, solutia generald a ecuatiei din Ex1. este

y(x) = C1 - y1(x) + Co - yo(x) = C1€*" + Cre™?® |, unde C;,Cy €R
Pentru Ex 2 inlocuind derivatele in ecuatie obtinem
y'(x) — 6y (z) + 9y(x) = N2e* —6Ae* +9e* =e*( NV —6A+9) =0 <«
& M-6A+9=0 & (-3?%=0

(deoarece e** # 0 )
Ecuatia algebricg (A — 3)2 = 0 are doud solutii A\; = Aa =3 (sau o solutie dubla),
deci obtinem doar o solutie pentru ecuatia diferentiala

yl(x) — e)\lz —_ 631
o alta solutie, liniar independenta de aceasta este
yo(x) = 2e3®

Sa verificam faptul ca aceasta este solutie a ecuatiei diferentiale
Derivatele sunt
yé(z) _ (xeiiz)/ _ 631 Lo 3631 _ 31(1 + 31,)

yy (z) = (ze**)" = [**(1 + 333)]I =3 .3+ 36’ (1+ 3z) = (6 + 92)
Inlocuind obtinem

v (z) — 6y5(x) + Iy (x) = €36 4 9z) — 63} (1 + 3z) + 9ze®* = (6 4+ 92 — 6 — 182 + 9z) = 0
0

Atunci, conform observatiei de mai inainte, orice solutie pentru Ex 2 este o combinatie liniara a acestor doud
solutii
cu alte cuvinte, solutia generald a ecuatiei din Ex2. este

y(x) =Cr-y1(x) + Co - ya(x) = C1e3* + Coze®® | unde C1,Ch € R
Pentru Ex 3 inlocuind derivatele in ecuatie obtinem
Y () + dy(z) = N2 + 4N = MNP 4 4) =0

(deoarece e * #£0 )
Ecuatia algebrica M +4=0 are doud solutii complexe Ay =2¢ , Ao = —21
deci obtinem doud "solutii" pentru ecuatia diferentiald, dar acestea au valori complexe

Aoz —2x1

Az 2xi —e

y(x) =" =" 5 ylz)=e

deci aparent fara interes, de vreme ce cautam in mod evident ca solutii, functii cu valori reale.
Sd separim partea reald gi partea imaginard gi s derivim o astfel de solutie cu valori complexe y = y(x)

y(x) = A(x) + iB(x)
—  —~—

Re Im
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Y(@) = A@) +iB'(2) § y"(2) = A"(z) +iB"(2)
inlocuind in ecuatia diferentiald obtinem
0=19y"(z) +4y(x) = A" (z) +iB"(z) + 4[A(x) + iB(z)] &

& A'(z)+4A(z)+i[B"(z) +4B(z)] =0 &
Re Im

A'(z)+4A(x) =0
< { B"(z) + 4B(z) = 0

Deci atat partea reald A = Rey cét si partea imaginard B = Imy a solutiei complexe, sunt solutii ale ecuatiei
diferentiale.
Pentru y(z) = €% = cos2x + isin2z obtinem

{ y1(z) = A(z) = Re(y(x)) = Re(ez"“:) = cos2x
yo(z) = B(z) = Im(y(z)) = Im(e?*) = sin 2z

Prin urmare functiile cos2z si sin2z sunt solutii ale ecuatiei diferentiale (Ex 3),
de asemenea liniar independente, deci formeaza o bazé pentru spatiul vectorial al solutiilor.
Putem deci scrie orice solutie in forma

y(x) =C1-y1(x) + Oy - ya(z) = Crcos2z + Cysin2z  , unde Cp,C € R

sau
y(z) = C1 - Re(e*) 4 Cy ~Im(62m) =Cicos2x + Cysin2z , unde Cq,Cr € R

cu alte cuvinte, solutia generald a ecuatiei din Ex3. este
y(x) = Cypcos2x 4+ Cysin2x , unde Cp,C3 € R
Sa observam ca solutia corespunzitoare pentru radécina conjugatd Ao = —24 , produce si ea doud solutii liniar

independente .
Pentru y(z) = e~ 2% = cos(—2x) + i sin(—2x) = cos 2z — isin2z obtinem

Functiile cos2x si —sin2z sunt de asemenea solutii liniar independente
Dar folosindu-le pe acestea, obtinem exact acelagi mod de descriere a solutiei generale gi anume

y(z) = Cycos2z + Cy(—sin2z) = Cycos2z + Cssin2z , unde C5=—-Cy, C1,C3€R

Aceste trei exemple aratd cd putem obtine solutiile liniar independente necesare, dar in mod diferit in functie
de natura radacinilor ecuatiilor algebrice obtinute.

3.3 Ecuatii diferentiale liniare de ordin 2 cu coeficienti variabili

se poate si pt pt ordin mai mare

3.4 Ecuatii diferentiale liniare cu coeficienti constanti, omogene si neomogene.
Metoda variatiei constantelor

Revenim acum la cazul general.

Observatie.

O functie de forma y(z) = e’*

este solutie a ecuatiei diferentiale omogene
(n) (n—1) " ! —
U Y Fan_1 -y +..tay tar-y +a-y=0

dacd gi numai dacd A este ridicind reald a polinomului asociat ecuatiei diferentiale (polinom numit "polinom
carateristic")
an N 4 an1 - A"+ Hay- N +a - Atag=0 (2.4)
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In plus solutiile corespunzitoare la radicini distincte sunt liniar independente.

Deci daca toate cele n radacini A1, Ao, ..., A, sunt reale si distincte,

atunci intr-adevar cele n solutii asociate (de tip exponential) e*1% e*2% .. e*»® sunt liniar independente si

deci formeaza o baza pentru spatiul vectorial al tuturor solutiilor.

Daci insd unele rddécini sunt multiple, sau nu sunt reale (ci complexe) , atunci trebuie folositd altd modalitate
de a gasi n solutii liniar independente.

Suntem acum in masura sa prezentam algoritmul de rezolvare a ecuatiilor diferentiale liniare de ordin superior
cu coeficienti constanti.

Pasul 1.
Se rezolva ecuatia omogena asociata

an Y™t an y" TVt tary tary tagoy=0 , a, #0  (2.3)

Teorema. Multimea solutiilor unei ecuatii diferentiale liniare de ordin n omogene, este un spatiu vectorial de
dimensiune n.

Demonstratie. Fie y = y(z) si z = z(z) doud solutii ale ecuatiei diferentiale (3), adica
an Y™ a1y V4 dasy 4ar-y +ag-y=0

an 2™ tap_y 2" D+ tas 2 +ar- 2 Fag-z=0

Derivam
+2) =y +2 , +2)" =y +2" . (y+2)" =y 42"

Apoi
an(y + z)(") +an—1(y + z)("*l) +ota(y+2) +ar(y+2) +aoly+z2) =

= anly™ + 2+ an [y 2V 4L aoly” 4+ 2 aly + 2]+ aoly + 2] =
= [any™ + an 1y ™Y 4 agy + ary + aoy] + [0z + an_ 127D 4 an2” +dlz +ag2] =0

0 0

Deci suma celor doud solutii este de asemenea solutie a ecuatiei diferentiale omogene.
In plus, pentru orice o € R functia « - y(z) este de asemenea solutie deoarece

lay(2)] = ay/ () , lay(@)])" = ay’(x) , ... [ay(2)]"™ = ay™(2)
Inlocuind in ecuatie obtinem
anloy(@)]™ + ap oy (@) + .+ aslay(@)]” + ai[ay(@)] + aolay(z)] =
= anay(”)(z) + an_lay(”fl)(x) + o+ asay’ () + a1/ (x) + agay(z) =

= afany™ + an_1y" Y + 4 asy” + ary + agy] =0

0

In concluzie multimea tuturor solutiilor unei ecutii diferentiale omogene este un spatiu vectorial.
Nu demonstram faptul ¢ acest spatiu vectorial are dimensiune n (egald cu ordinul ecuatiei).
[ |

Deci sunt suficiente n solutii liniar independente pentru a descrie toate solutiile ecuatiei omogene.
Tatd algoritmul care produce astfel de solutii.

Pasul I.1 Se considera polinomul carateristic asociat, care are grad P = n , deoarece a,, # 0
PA) =an - N"4an_1- N4 . 4ay- A +a-A+ap
Se rezolvd ecuatia caracteristica asociata

an')\n—l_an—l'>\n_1+~-~+a2'>\2+a1'>\+a020
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Fie A1, Ag, ...\, cele n riddécini (reale sau complexe). Coeficientii sunt numere reale a,, an,—1,...a1,a0 € R, deci
radacinile complexe sunt conjugate doua cate doua.

Teorema.

i) Daci A € R, este ridicina reald de ordin 1 (simpls) , atunci functia y = y(z) = e
diferentiale omogene (2.3)

ii) Dacd A € R, este rad&cind reald multipld de ordin & , atunci cele k functii y1,ya, ...yk

* este solutie a ecuatiei

m (.%') — ea®
yo(x) = xe™®
y3($) — IQBOLCE
yk(x) — xkfleax

sunt k solutii liniar independente pentru ecuatia diferentiald omogend (2.3)
ili) Dacd A = a+if , (8 # 0) este rdddcind complexd de ordin 1 (simpld) , atunci functiile z gi w

z(z) = Re(eM) = e*@cos Bz, w(z) =Im(e*) = e sin Bz

sunt solutii liniar independente pentru ecuatia diferentiald omogend (2.3)
iv) Dacd A = a+i8 , (8 # 0) este rddicind complexd multipld de ordin k , atunci cele 2k functii 21, 29, ...2x,
w1, W2, ... Wk

z1(z) = Re(e?) = e* cos Bz wy(z) = Im(e) = e sin Bx

z2(z) = Re(zer™) = 2 cos Sz wo(z) = Im(xe®) = 2% sin Bz

z3(z) = Re(z%e’*) = 22 cos Bz ws(z) = Im(2?e?*) = 22 sin Bz
2p(7) = Re(zF~1er®) = 2F~1e® cos Bz wy(x) = Im(zF~1e ) = 2k~ 1e sin B

sunt solutii liniar independente pentru ecuatia diferentiald omogena (3).

Demonstratie.
i) Calculdm mai intai derivatele succesive

y(x) = e |y (x) =AM |y (x) = NNy (@) = N Ly (z) = A"
prin urmare inlocuind in ecuatia diferentiald (3) obtinem
tn -y ™+ an_1 -y Y+ tary dar-y fagry=
= ap A€M 4 ap AN £ 4 a N2 4 ag A + qpe =

= e)‘z(an)\" Fay AT L a N a )+ ap) =0

0

deorece \ este ridddcind a polinomului caracteristic. Deci functia y(z) = e** este solutie a ecuatiei diferentiale

omogene.
iii) Calculul derivatelor este identic cu cel pentru cazul i)

y(z) _ eAz , y’(:c) _ /\e)\z , y”(z) _ )\26)\1 , y///(x) _ )\36)\a: y(n)(x) _ )\ne)\a:
si deci inlocuind in ecuatia diferentiald obtinem

(n)

an -y ™ +an_1 y" Y+ trary tary tagy=

=M (an A"+ an A"+ e Fad+ag) =0

Separam partea reald si partea imaginara



derivam
yIZA/—I—iBI 7 y//:AII+iB/l 7 y//I:AI//—‘l_Z'BII/ o y(n) :A(n)+iB(TL)

si obtinem .,
an Yy a1y + i tary +ar-y +agy=0 &

an(A™ +iB™) £ a, (A" 1 iBODy 4 4 ay(A" +iB") + a1 (A +iB) +ap(A+iB) =0 &
(anA™ +ap 1 A" 4 4 a3 A” + a1 A + agA) +i(an B™ + ap_1B™Y 4 4 ayB” + a1 B 4 agB) =0

Re Im

De unde rezulta
anA™ +a, JAD 4 f g A" day A+ agA=0
anB™ 4+ a,_ 1BV + L+ ayB”" +a1B 4+ agB =0

Ceea ce aratd cd atat partea reald z = A = Rey = Re(e’*) = ¢ cos Bz

cat gi partea imaginarg w= B =1Imy = Im(e?) = e** sin Bz

sunt solutii pentru ecuatia diferentiald omogena.

Atentie coeficientii ay,, ay—1,...a1, a0 € R (sunt reali). Altfel nu are loc descompunerea in parte reald si imaginara
aga cum apare mai inainte (separand functiile A gi B ).

ii) , iv) omitem demonstratia acestora.

Practic proceddm astfel.
- Pentru fiecare radécing reald simpld (de ordin 1) A € R se asociazd solutia

y=y(z)=e"

- Pentru fiecare radacina reald A € R multipld de ordin £ , se asociaza k solutii liniar independente y1, y2, ...yx

2 Az

yi(z) =, ya(x) = 2™, ys(x) = 2%, L yp(z) = 2N

- Pentru fiecare ridicind complexi simpli (de ordin 1) A\ = a +i8 , (3 # 0) si conjugata ei A = o — i3 se
asociazd 2 solutii liniar independente z si w

z(z) = Re(eM) = e cos fzr , w(z) =Im(e?) = e sin Bz

- Pentru fiecare radicind complexd multipld de ordin & , A = a+ i , (8 # 0) si conjugata ei A = a —if3 , se
asociaza 2k solutii liniar independente

z1(z) = Re(e*®) = % cos Bz wy(z) = Im(e) = e sin Ba

23(z) = Re(zer?) = 2e®® cos B wo(z) = Im(xe®) = 2% sin Bz

z3(z) = Re(z2e’*) = 22 cos Bz ws(z) = Im(22e*) = 22e2% sin B
2p(7) = Re(2F~1eM) = 2+~ 1 cos Bz wy(z) = Im(z*~1er®) = 2k ~1e® sin B

Teoremd. Dacd Aj, Ao, ...\ sunt rad&cinile reale sau complexe distincte, (fiecare cu ordinul sdu de multiplici-
tate), atunci cele n solutii asociate conform procedeului descris mai inainte sunt liniar independente.
Omitem demonstratia.

Pasul 1.2 In final orice solutie a ecuatiei omogene se scrie sub forma

y(z) =) Cjy;(@)
j=1

unde y1, Y2, ...y, sunt cele n solutii liniar independente asociate conform algoritmului descris.
Altfel spus aceasta este forma "solutiei generale" pentru ecuatia diferentiald omogena (2.3).

Pasul II. Se rezolvd ecuatia neomogend initiald (2.2) folosind metoda variatiei constantelor.
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si anume se cautd solutii de forma
n

y(x) =Y Cj(x) - yj(x)

j=1

Se demonstreaza ci derivatele functiilor necunoscute Cy(z), Ca(x), .., Cp () verificd sistemul liniar algebric
2, (@) (@) =0
J:
>, (@) (@) =0
5=

i Ci(x) - yj(r) =0 (2.4)

> Ci@) 3" @) = @)

Acesta este un sistem liniar cu necunoscute functiile C1 (z), C4(x), .., C} (z) . Are determinantul diferit de zero, deci
are solutie unica. Se rezolva sistemul, apoi se integreaza functiile C;(x) , j=1,n gi obtinem

C’j(x):/Cj’-(x)da:—&—Kj , j=1n

In final se obtin solutiile ecuatiei diferentiale neomogene (2) de forma
y(m):Z(/Cé(m)daﬁﬁ-Kj)yj(x) , Ki,Ks,...K,€R
j=1

Comentariu. Intreg algoritmul porneste de la ipoteza ci ridicinile polinomului caracteristic se pot determina
foarte usor. In caz contrar se apeleaza la algoritmi de calcul numeric.

Exemple. (ecuatii liniare omogene)
Sa se rezolve ecuatiile diferentiale

a) y"(x) — 3y’ (x) + 2y(x) =0 b) y"(x) +3y"(x) + 3y’ (z) + y(x) =0
¢) y'(x) +y'(z) +y(x) =0 d) y"(z) +y(x) =0
Solutii.
a) y'(x) — 3y’ (x) 4+ 2y(x) = 0

Aceasta este o ecuatie diferentiald liniard omogena de ordin 2, deci multimea solutiilor este un spatiu vectorial
de dimensiune 2.

Este deci suficient si determinam 2 solutii liniar independente, pentru a descrie toate solutiile.

Pasul 1.1 Rezolvam ecuatia caracteristica asociata

A —3X+2=0
3++(-3)2—-4-2 ,\1:%1:2

ALz = 2 - ho =25 =1

Pasul 1.2 Asociem 2 solutii liniar independente corespunzéitoare
yi(w) =€ s yo(x) =
Orice solutie se scrie ca o combinatie liniara a acestor 2 solutii.
Deci solutia "generala" este
y(z) = Ciyi (z) + Caya(x) = C1e®* + Coe® , C1,C2 €R
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b) y" (@) + 3y" (x) + 3y (z) + y(z) =0

Aceasta este o ecuatie diferentiald liniard omogend de ordin 3, deci multimea solutiilor este un spatiu vectorial
de dimensiune 3.

Este deci suficient s determindm 3 solutii liniar independente, pentru a descrie toate solutiile.

Pasul 1.1 Rezolvam ecuatia caracteristica asociata

N3N +30+1=0

& AF1DP=0 A=X=X=-1

Pasul 1.2 Asociem 3 solutii liniar independente corespunzatoare

yi@) =€ . ylr)=ze™ st yp(z)=a"e"
Orice solutie se scrie ca o combinatie liniara a acestor 3 solutii.
Deci solutia "generala" este
y(z) = Cry1(x) + Coya(z) + y3(x) = Cre™* + Come™ ™ + Csz?e™® | C1,05,C3€R
|
c) y' (@) +y'(z) +y(z) =0

Aceasta este o ecuatie diferentiald liniard omogend de ordin 2, deci multimea solutiilor este un spatiu vectorial
de dimensiune 2.

Este deci suficient si determinam 2 solutii liniar independente, pentru a descrie toate solutiile.

Pasul I.1 Rezolvam ecuatia caracteristicd asociata

MAA+1=0
“14++12 — 4 A 7—1-51\/5 %1+z§
A1,2 - 2 )\2 _ 71721‘\/5 _ %1 —Z?

Folosim Re(‘T1 —|—z§) = _71 si Im(‘71 —H@) = @

Pasul 1.2 Asociem 2 solutii liniar independente corespunzatoare

_1g . 1, . V3
y1(z) = e 2 COS(7$) i yo(x)=e"2 sm(T:r)

Orice solutie se scrie ca o combinatie liniara a acestor 2 solutii.
Deci solutia "generald" este

1 3 1 3
y(z) = Cry1(x) + Coya(z) = Cre™ 27 cos(%x) 4 Coe™ 27 sin(gz) , C1,CeR

d) y" (@) +y(z) =0

Aceasta este o ecuatie diferentiald liniard omogena de ordin 3, deci multimea solutiilor este un spatiu vectorial
de dimensiune 3.

Este deci suficient si determinam 3 solutii liniar independente, pentru a descrie toate solutiile.

Pasul 1.1 Rezolvam ecuatia caracteristica asociata

AN +1=0
NMr1=0 & A+ )N -A+1)=0
C1+4V3 C1-iV3

A =1 A A
1 5 2 2 §l 3 2
Folosim Re(% +z§) = % si Im(; +z§) = @



Pasul 1.2 Asociem 3 solutii liniar independente corespunzatoare

S

yi(x)=e™* | yafx)= e cos(Tx) si y1(x) = 2 sin(Tx)

Orice solutie se scrie ca o combinatie liniara a acestor 3 solutii.
Deci solutia "generala" este

1 3 1 3
y(z) = Cry1(x) + Coya(x) + y3(x) = Cre™* + Care2® cos(%az) + Czez” sin(%x) , C1,05,C3eR
[ |

Exemplu. (ecuatii neomogene)
Sa se rezolve ecuatia diferentiald

y'(x) =5y (z) + 6y(z) = > ()

Solutie.
Pasul I. Rezolvam mai intai ecuatia diferentiald omogena.

y" () + 5y (x) + 6y(z) = 0

Multimea solutiilor este un spatiu vectorial de dimensiune 2.
Ecuatia caracteristica este
M+5A+6=0 = M =-2, Ay =-3

Se asociaza 2 solutii liniar independente

yi(z)=e* | pr)=c

Orice solutie a ecuatiei omogene se scrie
y(z) = Cry1(z) + Caya(z) = Cre > + Coe™ | C1,C2 €R
Pasul II. Folosind metoda variatiei constantelor determindm solutiile ecuatiei neomogene (*)
y" () + 5y (x) + 6y(z) = **

cautandu-le de forma
y(x) = Cy (x)e_zm + C’g(a:)e_‘%’

Derivatele functiilor necunoscute Cy(z) si Ca(x) verificd sistemul liniar (2.4)

O} (2)e2 + Cy(a)e= = 0 o [ Ci@e ™+ Chlaje s =0
Ol (x)(e=2) + Cyla) (=) = 2 50 (@)e 2 — 3Cy(a)e3r — 20

Rezolvam acest sistem liniar. De exemplu inmultim prima ecuatie cu 2 gi adundm la a doua ecuatie, obtinem

2C) (z)e™2 + 204 (x)e™32 =0
—2C1(x)e™2® — 30%(z)e 3% = 2@

—Ch(2)e’” =e** = Ch(x)=—e"

inlocuind in prima ecuatie rezulta
Ci(z)e ™ = —(—e %) = COj(z)=e*

Integrand obtinem

e dy = _716_495 + K3

Co(z) = /fe*“’dx =e "+ Ky
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Solutiile ecuatiei diferentiale (neomogene) sunt deci de forma

-1 f
y(z) = Cy(x)e 2" 4 Cy(x)e 3" = [Te*“ + Ki]e ™ 4 [e7" + Kyle™®

-1
y(l‘) = 7676z =+ I(1€72ac + 674:C + K2€73m R Kl,KQ cR
|

3.5 Problema Cauchy asociata unei ecuatii diferentiale liniare cu coeficienti constanti.

Teorema. (de existentd si unicitate)
Problema Cauchy asociatd undei ecuatii diferentiale liniare cu coeficienti constanti

{ an Y™ Fan 1y 4 tay -y +ary +ag-y=flz) (22)
y(xo) =bo , ¥ (w0) = b1, y"(x0) =b2 , ... , Yy V(xg)=by—1 conditii initiale
are o unica solutie, pentru orice conditii initiale, adica orice g € R si orice by, b1,...,0,—1 € R .

Demonstratie.

Ideea demonstratiei este simpld. Se aratd cd un anume sistem algebric liniar are determinantul diferit de zero,
deci are solutie unica.

Cazul i) dacd f(z) = 0, adici ecuatia diferentiali este omogend. In acest caz solutiile sunt de forma

y(@) =Y Cj-y;(x)
J=1

Conditiile initiale formeaza un sistem algebric liniar

y(xo0) = bo
y'(z0) = b1
"(z0) = b2 (2.5)

Yy (wg) = b,y

cu necunoscute Cy, Cy, ..., C,, € R i care are determinantul diferit de zero (nu demonstram), deci are solutie unici,
ceea ce inseamna ca existd un unic sistem de constante C1, Cy, ..., C), € R cu proprietatea ca solutia corespunzatoare

y(z) = Z Cj - y;(x)

verificd conditiile initiale.
Cazul ii) dacd f(z) # 0, adicd ecuatia diferentiald nu este omogend. In acest caz solutiile sunt de forma

n

o) = ([ Cyladds + Ky) - i)
j=1
Conditiile initiale formeaza un sistem algebric liniar
bo
Y (z0) = by
Yy (wo) = by
Yy (20) = by

cu necunoscute cele n constante (de integrare) Ki, K, ..., K, gi care are determinantul diferit de zero (nu demon-
stram), deci are solutie unicd, ceea ce inseamnd ci existd un unic sistem de constante Ki, Ks,...,K, € R cu
proprietatea ca solutia corespunzitoare

y(x) =3 / Ch(w)da + ;) - ()
j=1
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verificd conditiile initiale.
[

Algoritm de rezolvare a problemei Cauchy.

Se rezolvd mai intai ecuatia diferentiald si apoi se determind constantele de integrare K; , j = 1,n rezolvand
sistemul liniar obtinut din conditiile initiale

y(fﬂo) =bg
y'(x0) = b1
Y (w0) = ba

Yy (z0) = by

Este necesard calcularea derivatelor de ordin 1,2, ...,(n — 1) pentru
o) = Y ( [ Cllado + K5) - yy(a)
j=1

ceea ce necesitd un efort deosebit.le

In principiu se utilizeaza diferite programe de calcul dedicate sau algoritmi de rezolvare numerica aproximativa
a solutiilor.

Comentariu. Pot exista situatii reale in care "conditiile initiale" sa arate complet diferit. Nu mai sunt neaparat
"initiale" ci de exemplu

y(r1) = by
y(w2) = by
y(zz) =ba  (2.6)

adicd se cunosc (se misoara) valorile functiei y = y(z) in n puncte diferite x1, zo, ..., x, . Pentru a obtine o unica
solutie care verificd acest tip de conditii, este necesar ca sistemul algebric liniar format (2.6) s& aibe solutie unici,
ceea ce se intAmpld numai dacd are determinantul diferit de zero.

Faptul c& cele n solutii y1, Y2, ..., Yy sunt liniar independente, asigurd ci doar sistemul (2.5) (corespunzdtor unor
conditii initiale "standard") are determinantul diferit de zero.

Pentru sistemul liniar (2.6) nu mai existd o asemenea "garantie", deci nu mai existd neapérat solutie unica.

Pentru alte tipuri de conditii "initiale" este posibil

(a) sd nu existe solutie pentru problema Cauchy

(b) s& existe mai multe solutii

(c) si existe solutie unica.

Exemplu.
1. Si se determine solutia problemei Cauchy (ecuatie liniard omogena)

V@) + @ 0 e { PO
Solutie.

Rezolvam mai intai ecuatia diferentiald. Multimea solutiilor este un spatiu vectorial de dimensiune 2.
Ecuatia caracteristica este

MA3A+2=0 = A =-1, Ao=-2

Se asociaza 2 solutii liniar independente

Orice solutie se scrie

y(z) = Cry1(z) + Coya(x) = Cre™ + Coe™** | 1,02 € R
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care trebuie si verifice si conditiile initiale

Calculdm derivata,
Y (z) = [Cre™™ + Coe™ 2] = C1(—1)e™® + Cy(—2)e ™"

Deci sistemul algebric liniar corespunzator este

y(O) = 0160 + 0260 =1 N Ci+0Cy=1
y'(0) = C1(=1)e® + Ca(—2)e’ = —1 —C1—2C,=-1

adunam cele doud ecuatii gi obtinem Co =0 = C;=1.
Deci solutia problemei Cauchy este
y(z) =e
|

2. S& se determine solutia problemei Cauchy (ecuatie liniard neomogend)

Y (@) — 59/ (z) + 6y(x) = & (), cu { y(0)

Solutie.
Pasul I. Rezolvam mai intai ecuatia diferentiald omogena.

y"(x) — 5y'(x) + 6y(x) =0

Multimea solutiilor este un spatiu vectorial de dimensiune 2.
Ecuatia caracteristica este
M —BA+6=0 = M=2, \=3

Se asociaza 2 solutii liniar independente
yi(z) =€, () =€
Orice solutie a ecuatiei omogene se scrie
y(x) = Ciy1(z) + Caya(x) = C1e® + Coe® , C1,C5 €R
Pasul II. Folosind metoda variatiei constantelor determindm solutiile ecuatiei neomogene (*)
y" () = 5y'(x) + by(z) = e”

cautandu-le de forma
y(z) = Ci(2)e*” + Ca(x)e™

Derivatele functiilor necunoscute Cy(z) si Ca(z) verificd sistemul liniar (6)

Cl(z)e** + Ch(x)e?* =0 - Cl(z)e*® + Ch(z)e3* =0
Cl(z)(e**) + Ch(z)(e3*) = e” 201 (x)e** + 30, (z)e3® = e®

Rezolvam acest sistem liniar. De exemplu inmultim prima ecuatie cu —2 gi adunam la a doua ecuatie, obtinem

=201 (x)e?* — 2C%(z)e3® =0
20" (z)e** + 3ChH(x)e3” = e”

Ch(x)e?* =e* = Chlz)=e 2"

inlocuind in prima ecuatie rezulta

O (2)e*™ = —e 27 = Of(z) = —e "
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Integrand obtinem
Ci(z) = /—e‘”da? =e "+ K
Cy(z) = /e’%dm =17+ K,

Solutiile ecuatiei diferentiale (neomogene) sunt deci de forma

y(x) = C1(x)e* + Cy(x)e®® = [e7® + K;1)e** + [—56_2"L + Ksle3®

y(m):e“—l—Kleh—ie*—i—ng?’“‘ , Ki,Ks eR

1
y(z) = §e$ + K1€** + Kye®® | Ki,K,€eR

In fine, ca si fie solutie a problemei Cauchy, mai trebuie si verifice si conditiile initiale

{ y(0) =1
y'(0) = -1

Calculam derivata

1 1 -
y'(z) = [gex + K% + K63 = 56” + 2K1€* 4 3K,e3®
inlocuind in conditiile initiale obtinem sistemul algebric liniar
1=y(0)=1+K + K, Ki+Ky=1
—1=9/(0) =  + 2K, + 3K> 2K + 3K, = —3
care se rezolva si rezulta
5
Ko=— = K;=3
2
In final solutia problemei Cauchy este
1 T 2x 3z 1 T 2x 9 3x
y(x) = ¢ + Kpe*” + Kqe™® = ¢ +3e** — ¢
1 5 3.
y(z) = 56” + 3¢ — 563”‘
|
3. Sa se determine solutia problemei Cauchy
y(1) = =7
iv 1" " ’ y'(1)=0
y*(z) = 5y" (x) +12y"(z) — 3y’ (z) + y(z) = =7 , cu y"(1) = 0
Y1) =0

Solutie.
Ordinul este 4, relativ mare. Ecuatia carateristica

A BN 1202 =30 +1=0

nu are solutii numere rationale i nici nu pare posibil de rezolvat relativ usor.
Se poate incerca "ghicirea" solutiei, dacd e posibil (si are form& simpli).
Dac4 reugim, atunci conform unei teoreme anterioare aceasta este solutia problemei Cauchy (solutia este unici).
Faptul c& in conditiile initiale derivatele sunt zero in = 1 , poate "sugera" ideea ci solutia este eventual o
functie constantd (sau un polinom de grad mic).

Faptul cd toate derivatele sunt zero doar in punctul z = 1 nu inseamna ca aceste derivate sunt zero si in orice
alt punct.
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Totusi putem incerca si vedem daci ecuatia admite ca solutie o functie constants

y:y(x):K = y/:y//:y///:yivzo
deci inlocuind in ecuatia diferentiald obtinem

Y™ (x) — 5y (x) + 12" (x) = 3y'(z) +y(x) = -7 & 0-0+0—-0+K =7

deci functia constantd y(x) = —7 verificd ecuatia diferentiald si in mod evident verificd si conditiile initiale
y(1) = =7
y'(1) =0
y'(1) =0
Y1) =0

Prin urmare aceasta este solutia problemei Cauchy enuntate.
[ |

Scopul acestui ultim exemplu, este de a remarca unicitatea solutiei unei probleme Cauchy.
3.6 Ecuatii diferentiale liniare de tip Euler

In cele ce urmeaza prezentam un tip special de ecuatii diferentiale liniare cu coeficienti neconstanti.
Definitie. Ecuatiile diferentiale liniare de ordin n de forma

1

an®™ -y ™+ a, 2"y b faga? oy darz-y +ag-y= f(z) (6)

se numesc ecuatii de tip Euler. Aici a, #0 si a1,a2,....,a, € R .

Leonhard Paul Euler (1707 — 1783) matematician gi fizician elevetian si-a petrecut viata in Germania si Rusia.
Cu contributii majore, este considerat unul din marii matematicieni din istorie. Introduce teminologia moderna in
matematicd, in special in analizd matematicd. De exemplu notiunea de "functie", notatia actuald pentru functiile
trigonometrice, simbolurile Z , ™, 4 (numere complexe) e (numdrul lui Euler) Este renumit pentru lucrdri in
mecanicd, dinamica fluidelor, optica, astronomie.

Pentru z > 0, facem schimbarea de variabili = = e’ si de functie 2(t) = y(e') si obtinem o ecuatie diferentiald
liniar& cu coeficienti constanti, care se rezolva conform algoritmului corespunzator.
Pentru x < 0 se procedeaz# analog punand 2z = —e’. Nu determinim solutii definite pe intervale ce contin

punctul 0 .S& facem primele calcule, derivand succesiv (ca functii compuse) obtinem

Z(t)

et

Z(t) = [y(e")) =y (e’ , deci 3y =y/(") =

"1 not it _
e =20 e vene =TI ey = T 57

et

si aga mai departe obtinem derivatele de ordin superior.
Rezolvidm ecuatia diferentiald liniard cu coeficienti constanti cu solutiile z = z(¢) . Apoi revenim la schimbarea
de variabild ¢ = Inx si de functie pentru a obtinem solutia ecuatiei de tip Euler de forma

y = y(z) = =(Inz)

Exemple.

E 1. S4 se rezolve ecuatia diferentiald
2y () — 2y (z) + y(z) = 0

Solutie.
Aceasta este o ecuatie diferentiald liniard omogena de tip Euler.
Pentru z > 0 , facem schimbarea de variabild z = €' si de functie z(t) = y(e') si obtinem
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Z(t) = [y(e")) =y (e’ , deci 3y =y/(e") =

W= 2] e e = FOCZEON oy

Inlocuind in ecuatia diferentiald de tip Euler, obtinem o ecuatie diferentiali liniars de ordin 2

@O0 20

& ') =) W) +=2)=0 & 2"(t)—-2({)+=2()=0

+z(t)=0 <

Rezolvam acestd ecuatie diferentiald conform algoritmului descris mai inainte.
Pasul 1.1 Asociem ecuatia caracteristicd

N=20+1=0 MN=X=1
Pasul 1.2 Asociem 2 solutii liniar independente corespunzitoare
2(t) =e' si z(t) =te

Orice solutie se scrie ca o combinatie liniard a acestor 2 solutii.
Deci solutia "generala" a ecuatiei liniare este

Z(t) = Clzl(t) + CQZg(t) = Clet + Cztet , C,CeR

Solutia ecuatiei de tip Euler se obtine revenind la schimbarea de variabild t =Inz , = =¢!

y(x) =z(lnz) = C1z 4+ Cezlnx ,2>0 , C;,C2€R
[ |

E 2. Sa se rezolve ecuatia diferentiald

a?y’ () = 22y (z) + 2y(2) = o°

Solutie.

Aceasta este o ecuatie diferentiald liniard neomogena de tip Euler.

Pentru z > 0 , facem schimbarea de variabild z = e! si de functie z(t) = y(e?) . Derivatele sunt exact cele deja
calculate la exemplul 1.

Inlocuind in ecuatia diferentiald de tip Euler, obtinem o ecuatie diferential® liniars (neomogend) de ordin 2

(et)QZ"(t)e; zl(t) — 9¢t Z/;tt) + QZ(t) — (et)S o

s 2t) = 2(t) =22 (t) +22(t) =3 & 2(t) =32 (t) +2z2(t) = ¥

Rezolvam acesta ecuatie diferentiald liniara conform algoritmului descris mai inainte.
Pasul I. rezolvam mai intai ecuatia liniard omogena

2"(t) — 32'(t) +22(t) =0
Pasul 1.1 Asociem ecuatia caracteristica

M3\ +2=0 M=1, A=2
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Pasul 1.2 Asociem 2 solutii liniar independente corespunzitoare

Orice solutie se scrie ca o combinatie liniara a acestor 2 solutii.
Deci solutia "generala" a ecuatiei liniare omogene este

Z(t) = Clzl(t) + CQZQ(t) = Clet + 02€2t s Cl, CyeR
Pasul II. Folosind metoda variatiei constantelor determinam solutiile ecuatiei neomogene

2" (t) — 32/ (t) + 22(t) = &3

ciutandu-le de forma

2(t) = C1(t)e’ + Co(t)e*
Derivatele acestor functii necunoscute Cy(z) si Ca(x) verificd sistemul liniar (6)

C(t)el + Cy(t)e? =0 o | Gl +Cyt)e* =0
Ci(t)(e") + Ch(t)(e*) = * Cy(t)et + 205 (1) = 3t

Rezolvam acest sistem liniar. De exemplu inmultind prima ecuatie cu —1 , adunénd la a doua ecuatie obtinem

—Ci(t)et — Ch(t)e? =0
C)(t)e! + 204 (t)e?t = e3t

Cht)e? = e = Ch(t) = ¢

inlocuind in prima ecuatie rezultd
Ci(t)et = —ele? = —e*

Integram si obtinem
Ci(t) = /—thdt = Fe? + Ky

Cg(t) = /etdt =el + K5
Solutiile sunt deci de forma

-1
2(t) = C1(t)e' + Ca(t)e* = [76275 + Kilet + [ef + Kale

-1
z(t) = 76& + Kiel + ¥ + Koe?t | Ki,Ky eR

1
2(t) = Kiet + 5e3t + Kqe?* | KK, €R

t

Solutia ecuatiei de tip Euler se obtine revenind la schimbarea de variabila ¢t =Ilnz , xz=e
A= g3 2= g?
1
y(x) = z(lnzx) = K1z + 5.%'3 + Kyx? , K, Ky€R
[

E 3. S4d se determine solutia problemei Cauchy

2%y (z) — 2zy(z) + 2y(z) = 2® | cu { y’(l)_: 0

Solutie.
Rezolvim mai intai ecuatia diferentiald (de tip Euler)

a?y (x) = 2ay() + 2y(z) = 2
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Conform calculelor din exemplul anterior solutiile sunt de forma
1
y(I):Z(lDI):K1$+§I’3+KQI2 , Ki,K;eR
Apoi mai trebui sa verifice gi conditiile initiale. Calculam derivata

3
y'(m):K1+§x2+K2-2x

Determinam solutia problemei Cachy rezolvand sistemul liniar al conditiilor initiale

2:y(1):K1+§+K2 K1+K2—%
0=y ()=Ki+3+Ky 2 Ky +2K, = -3
9
= Ky=-3 = Kl—5

Deci solutia problemei Cachy este

|
3.7 Exemple Rezolvate
E 3.7.1 Si se determine y = y(x) solutia problemei Cauchy
y® (@) +yW (@) + 7" (2) — y(z) = 0
cu conditiile initiale
y2) =0, y@=0 , y@=0 . y¥P@=0, yW@)=0

Solutie.
Ecuatia diferentiala

y (@) +y W (@) + 7y (2) —y(z) =0

este o ecuatie diferentiald liniard de ordin 5 cu coeficienti constanti.

Daca incercam sa aplicim algoritmul corespunzator, obtinem un polinom caracteristic de grad 5,
iar determinarea radéacinilor acestuia poate fi dificila.

Problema Cauchy are solutie unica.

Prin urmare, daci reugim s gisim o solutie - o functie (indiferent prin ce mijloace)

care verificd atat ecuatia diferentiald cat si conditiile initiale, atunci aceea este solutia cautata.

Solutia problemei Cauchy , din conditiile initiale are toate derivatele nule in punctul x = 2.
Aceasta nu inseamna cé solutia este neapérat o functie constanta.

Totugi meritd incercat dacd o functie constantd y(z) = C' pentru orice x , poate fi solutie.
In mod evident, pentru o functie constants, toate derivatele de orice ordin sunt nule,

deci inlocuind in ecuatia diferentiald obtinem

y (@) +y D (@) + 7y (2) —ylx) =0 & —C=0
—— N—=— ~——
0 0 0 C

Prin urmare functia constantd y = y(z) = 0 pentru orice = verificd ecuatia diferentiald, si in mod evident si
conditiile initiale.

Deci este solutia problemei Cauchy.

|

E 3.7.2 S4 se determine functia z = x(t) care verificd problema Cauchy
2" (t) — 72" (t) +2'(t) — Tz(t) =0, 2(0) =0, 2"(0) =0, 2"(0) =1

Solutie.
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Atagdm ecuatia carateristic
Mot A-T7=0 & MV +1)-7\+1)=0
MN+DA-7)=0 = M +1=0sau A\—=7=0
obtinem radéacinile
A=7=0 = \M=7, N+1=0 = d=i, Ag=—i

Asociem 3 solutii liniar independente
zi(t) =e™

z5(t) = Re (¢") = Re(cost + isint) = cost , xa(t)=1Im (") = Im(cost +isint) = sint
Solutiile ecuatie diferentiale sunt de forma
.Cl?(t) = Cl.’ll‘l(t) + CQZCQ(t) + C3.T3(t)

z(t) = Cre™ + Cycost + Cysint

Folosim conditiile initiale.
Mai intai calculdm derivatele

d
2 (t) = T [Cle” + Cycost + Cssin t] = Cy7e" — Cysint + Cscost

2(t) = [2'(t)] = % [C17e™ — Cysint + Czcost] = C17-7e™ — Cycost — Czsint

Obtinem sistemul liniar
0=x(0) = C1e"% + Cycos0 + C3sin 0

0= .’L‘/(O) = 0176’70 — (C58in0 + Czcos0

=2"(0) = C17-7e™0 — Cycos 0 — C3sin 0
Ci+Cy=0 Cy=-C4
7C1+C3=0 = C3=-7C4 = 49C; —1=-C; =
49C; —Cy =1 Cy=49C; — 1

1 1 7
Ci=— Oy —— Oy
YUk P 50 7 *T k0

Solutia problemei Cauchy este

_ Ll 1 [
x(t) = £5¢ 50 cost 20 sint

|
E 3.7.3 Si se determine mérimile scalare x = x(t) si y = y(¢) care verific problema Cauchy
2 (t) — 42’ (t) + 3z(t) = €' , 2(0) =1, 2/(0) =0

Solutie.

Este o ecuatie liniara de ordin 2. Folosim algoritmul corespunzitor.
Pas I Se rezolva ecuatia liniard omogena asociata

2 (t) — 42’ (t) + 3z(t) = 0

Ecuatia carateristica atasata este
N —4A+3=0
A=(-4)?*-4-3=4

Rad4&cinile sunt
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Asociem doud solutii liniar independente
x1(t) = et si zo(t) = €
Solutiile ecuatiei liniare omogene sunt de forma
z(t) =Cr-21(t) + Co - xa(t) = Cp -3 + Cy - €

Pas IT Folosim metoda variatiei constantelor.
Céautdm solutii pentru ecuatia neomogena " (t) — 4z’ (t) + 3z(t) = €t

de forma
x(t) = Cy(t) - €3 + Co(t) - €
Deivatele functiilor necunoscute C1(t) , C5(t) verificd sistemul liniar
e UL NN - U e R
Ci(1) - () + Cy(1) - (@) = ¢ Cl(1) 36 + O4t) ¢! =
Cy(t) = =Ci(t)- e = C1(t)-3e* + [-C{(t) -] -e' = ¢’
Ci(t)- 23 =et = Cl(t) = %efﬂ
/ 4 (t)dt = / et = 1/ g 2 g o Lo g
il 2 2 2 "1
1 1 1
Cy(t) =—C(t)- ¥ = 7*67% et = fiet = Cit) = )

Calculam derivata
d 1 1 d 1 1
:E/(t) = % [(e% + Kl) et + <2t + K2> . et} = — {46t + K - edt — §t el K - et

1 1 1
7' (t) = [—4et+K1-3e3t - §~et — §t-et +K2~et}

1
1=2x(0) = <4e2'0 +Kl) PO <2 : 0+K2> -e?

0=12'(0)= [—ieO+K1-363'0—;~eO—;-O-eO—I—Kg-eO]

_Z+K1+K2:1 o KQZK%_KI
[T+ Ki-3—3+K]=1 Ki-3+3-K =1
1 1 3 3 1 )
K ) =—> = K =—- = K=--K=°>-(-2)=
T Ty Ty Ty (2) 4



E 3.7.4 S3i se determine solutia y = y(z) problemei Cauchy
22y (z) — xy'(z) —y(x) =0 , cu conditiile initiale y(1) =0 , y/'(1) =2

Solutie.

Avem o ecuatie de tip Euler.

Conditiile initiale sunt in punctul z = 1 , deci cautam solutii in vecindtatea lui 1 .
Putem presupune deci ca = > 0.

Facem schimbarea de variabild =z =¢' | y(z)=y(e') = 2(t)

Calculam derivatele

4
dt

[y =2(t) & Y=t = yl()=
Apoi derivim incid odats

d 1ot _
%[y(e)}—a

)= -Zt)—2t) =0 & Z'(t)—-22(#)—z2()=0

Aceasta este o ecuatie liniard de ordin 2.
Ecuatia caracteristica este
N =2 -1=0

A=(-22*-4-1-(-1)=8

Radacinile sunt
—(=2 —(—2) —
AL = ( )2+\/§:1+‘/§ SPVES ( )2 \/§:1_\/§
Atagdm 2 solutii liniar independente

z1(t) = IV g 4 (t) = e(1-V2)t
Solutiile ecuatiei liniare sunt de forma

2(t) =C1- 21 (t) + Oy - 22(t) = Cre VDt 4 Che1-V2)1
Revenim la schimbarea de variabild z=¢' , t=Inz
si obtinem solutiile ecuatiei diferentiale initiale

y(:z:) _ z(ln:z:) _ Cle(1+\/§) Inz + 026(17\/5) Inz

e(17\/5) Inz __

(V2 Inw _ [elnz}(lJr\/i) [x](u\/i) [elnm](lf\/i) _ m(l,\@)

)

Deci
y(z) = C1aHtV2) 4 Cpp1-V2)

derivata este

_d

y/(x) y [Clx(1+\/§) + CQx(l—\/i) — Cl(l + \/Q)x(1+\/§)_1 + 02(1 _ \/i)cr(l—\/ﬁ)—l
X
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y'(z) = C1(1+V2)aV? + Co(1 — V2)z~ V2
Folosim conditiile initiale y(1) =0 , ¢'(1) =2

0=y(1)=Cy-10+V2 4 ¢, 10-V2)

2=y/(1)=Ci(1+v2) - 1V2 4 Cy(1 - V2) - 17V?

obtinem sistemul

Cl+02:0 o
{01(1+\/§)+02(1_\@>:2 = Cy=-0

1 1

Ci(1+V2) - Ci(1-+V2) =2 O -9V =2 S S

1(+\[) 1( \[) = 1 V2 = | 7 A 5

Solutia problemei Cauchy este
1 1
T (1—&-\/5) (1 \/5)
T) = x - —=T

4 Sisteme de ecuatii diferentiale liniare de ordin 1

Definitie. Prin sistem liniar de ecuatii diferentiale (de ordinul I) se intelege un sistem liniar (scris in
forma "vectoriald" sau "matriciald" )

X'(t) = A(t) - X(t) + B(1) (*)

unde X (t) = (z1(¢), z2(¢), ...z (t)) , X' (t) = (2} (t), 2(¢), ...}, (1)) , B(t) = (b1(¢), b2(),...b,(t)) , iar A(t) este
matrice patrata n x n ,
matricea ” coeficientilor”, coeficientii fiind elementele matricii a;;(t) , 4,7 =1,n

a11(t) a12(t) aln(t)
A= | 0 e® e
an1(t)  apa(t) ... anpn(t)

cu a;j(t) , 4,7 =1,n sib;(t) functii de clasi C', definite pe un domeniu D C R .
Putem scrie sistemul in si forma

(1) 71 (1) b (1)

7 ( e ) 0] )
7, (t)

sau in mod "explicit"

(t) = an(t) . Z‘1(t) + a,lg(t) . 332(75) + ...+ aln(t) . 33”(75) + b1(t
= )+...+a2n(t)~mn(t)+b2(t

~— —

*)

20 () = an1(t) - 21(t) + ana(t) - 22(t) + ... + ann(t) - 2o () + bp(2)

Prin urmare, derivatele de ordin 1, sunt combinatii liniare ale functiilor.

Prin solutie a sistemului se intelege un sistem de functii (marimi scalare) z1(t), x2(t), ...z, (t) de clasd C*,
care verificd sistemul (*).

Problema Cauchy constd in sistemul liniar de ecuatii diferentiale (*) impreund cu conditii initiale :

- X(t)+ B(t) (*

X'(t) = A(t)- X(0)
z1(to) = By
( w3(to) = B (CI)
2(to) = B,
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Prin solutie a Problemei Cauchy se intelege un sistem de functii (marimi scalare) x1(t), z2(t), ...z, (t) de
clasd C1, care verificd sistemul (*) si conditiile initiale (CI).

Din punct de vedere fizic, conditiile initiale reprezintd valori misurate ale marimilor scalare x1(t), x2(t), ..., (t)
in to,

la "momentul "to" daci ¢ reprezintd "timpul". ¢y poate fi efectiv un moment "initial" , sau moment "final" in
evolutia unui sistem.

Esential este faptul c& cele n marimi scalare sunt méasurate toate in acelagi moment, sau acelasi punct .

4.1 Sisteme de ecuatii liniare cu coeficienti constanti omogene si neomogene. Metoda variatiei
constantelor

In cele ce urmeaza ne vom limita la a descrie algoritmul de rezolvare a sistemelor liniare cu coeficienti constantsi.
. .. . N . o .. not
Un sistem liniar are ”coeficienti constanti”, daca functiile a;;(t) = a;; sunt constante.

Fie deci un sistem liniar cu coeficienti constant;i.
X'(t)=A - X(@)+B() (*)

Pasul I. Se rezolva sistemul liniar omogen asociat

X'(t) = A- X(¢t)

S& observam ca aceste solutii sunt de fapt de clasd C*° (adicd indefinit derivabile).
Observatie. Multimea solutiilor pentru un sistem liniar omogen, formeazi un spatiu vectorial de dimensiune

Demonstratie.
S& observam ca X () = 0 pentru orice ¢ este solutie.
Altfel spus sistemul de functii nule

verifica sistemul.

Acest fapt este total nerelevant din punct de vedere fizic, deoarece descrie situatia in care marimile scalare
x1(t), x2(t), .25 () sunt constant nule.

Dar functia nula este elementul neutru pentru un spatiu vectorial de functii.

Consideram doud solutii ale sistemului X = X(¢) siY =Y (¢) , deci

X't)=A-X(t) si Y'(@#)=A-Y()
adunand cele doud relatii obtinem
X'O+Y ) =A-Xt)+A-Y(t) & [XO+Y@) =A-[X(1t) +Y(t)

deci suma solutiilor este de asemenea o solutie a sistemului.
Inmultind cu un scalar obtinem

aX'(t) =ad-X(t) & [oX] (t) = A [aX(t)]

deci si aX (t) este de asemenea solutie a sistemului. Deci multimea solutiilor pentru un sistem liniar omogen
este un spatiu vectorial.

Nu prezentdm si demonstratia faptului ci acest spatiu vectorial are dimensiune n.
|

Prin urmare sunt suficienten solutii liniar independente pentru a descrie toate solutiile unui sistem liniar omogen.
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Forma de scriere "vectoriald" este aseméandtoare cu o ecuatie liniard
2 (t)=a-z(t), cu

ale carei solutii se obtin astfel

;;’((tt)):a = /i((f))dt:/adt o M) —attk o @)=t oo tch

Acest fapt duce la ideea de a cauta solutii pentru sistemul liniar omogen de form& "exponentiald"
X(t) =eMv , v vector din R

Derivand obtinem

inlocuind in sistemul liniar obtinem
X'(t)=A4-X(t) & AMv=A. (M) & Mw=eM(Av) & = (4-v)

deoarece e £ 0 .

Ultima relatie obtinutd A - v = Av reprezinta in algebra liniara, faptul ca
- v este vector propriu pentru matricea A (dacd v #0)

- A este valoare proprie pentru matricea A

Rescriem acesta relatie in forma

(A—=X)v=0 , I este matricea unitate

Reprezinta un sistem liniar algebric, matricea sistemului este A — AI . Discutia unui astfel de sistem algebric
este cunoscuta.

- sistemul algebric are unica solutie v = 0 daci gi numai daci det (A — AI) #0

- sistemul algebric are solutii nenule v # 0 daca si numai dacd det (A — AI) =0

Prin urmare functii de forma X (¢) = e*v sunt solutii pentru sistemul liniar omogen de ecuatii diferentiale (**)
dacd si numai daca

- A este solutie pentru ecuatia det (A —AI) =0

- v este solutie a sistemului liniar algebric (A — A)v =0

In continuare descriem cum se obtin n solutii liniar independente. ( metoda vectorilor si valorilor proprii ).

Tata principalele etape.

1. Se determina valorile proprii ale matricii A rezolvand ecuatia det(A — AI) =0,

det(A — AI) este un polinom de grad n , deci are n rddécini (reale sau complexe).

Polinomul are coeficienti reali, deci rddacinile complexe sunt conjugate doua céate doua.

Fie A1, Ag,...A,, aceste valori proprii (rdd&cini reale sau complexe).

2. Pentru fiecare valoare proprie reald de ordin 1 (simpli) A € R

- se determind o solutie a sistemului algebric (A — A )v =0

adicd un vector propriu v € R™
- se asociaza solutia

X(t) =eMv

3. Pentru fiecare valoare proprie complexi ordin 1 (simpld) A = a + i3 , (8 # 0) si conjugata ei A = o — i3
- se determind o solutie a sistemului algebric (A — A )v =0

adicé un vector propriu complex w € C"
- se asociaza doud solutii

X1(t) = Re(eMw) ,  Xo(t) = Im(eMw)

4. Pentru fiecare valoare proprie reald A\ € R multipld de ordin k , se calculeazd rangul matricii rang(A — A\I)
i) dacd n—rang(A—Al)=k , atunci
- se determind k solutii liniar independente ale sistemului algebric det (A — AI) =0
k vectori proprii liniar independenti vy, va, ...vx € R™ si
- se asociaza k solutii liniar independente corespunzitoare

Xi(t) = My, Xo(t) = eMvy , o, Xp(t) = Moy
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ii) dacd n—rang(A—A) <k , atunci se cautd solutie de forma
X(t) = eMP(t)

unde P(t) este polinom de grad k — 1 cu coeficienti in R™ .
Faptul c& solutia X (t) = eMP(t) verificd sistemul X’(t) = A - X (¢) inseamn#

AMP(t) +MP(t)=eMP(t) & AP+ P(t)=Pt) & (A=1)P@{t)+P'(t)=0

Apoi se identificd coeficientii necunoscuti si se obtine un sistem liniar algebric cu k- n necunoscute reale.
Rangul sistemului este k(n — 1) , deci fie ¢1, ¢a,...,c,  necunoscutele secundare.

Se rezolvd sistemul algebric exprimand necunoscutele principale in functie de cele secundare si

se rescrie solutia X (¢) in forma

X(t) = eMP(t) ch

Functiile X;(¢) obtinute sunt cele k solutii liniar 1ndependente cautate. B
5. Pentru fiecare valoare proprie complexid A = a+if3, (8 # 0) (si conjugata ei A = a—i3) , multiple de ordin k

se calculeazd rangul rang(A — A\I) , apoi
i) dacd n —rang(A — AI) = dim(ker(A — AI) =k , atunci se pot determina k vectori liniari independenti
wy, Wa, ...w € C™ si
se asociaza 2k solutii liniar independente corespunzitoare
X1 (t) = Re(eMwy) , Xo(t) = Re(eMws) , ..., Xp(t) = Re(e o)
Yi(t) = Im(eMwy) , Ya(t) = Im(eMwy) , ..., Yi(t) = Im(eMwy)
ii) dacd dim(ker(A — AI)) <k , atunci se procedeazd exact ca pentru riddcini reale multiple,

adica se cautd solutii de forma
Y (t) = eMP(t)

unde insd P(t) este polinom de grad k — 1 cu coeficieni in C" ,
se identificd coeficientii, se rezolva sistemul liniar algebric rezultat, obtinand & necunoscute secundare complexe,
se rescrie solutia in functie de necunoscutele secundare

k
Y (t) = eMP(t) Z

si in final se obtin 2k solutii liniar independente Re(Y;(t)) , Im(Y;(t)) , i = 1,k
6. In final solutia ”generalda” se scrie ca o combinagie liniard a tuturor solugulor obtinute anterior

t):ch-Xj(t)

Pasul I1. Se aplicd metoda variatiei constantelor pentru a determing solutiile sistemului nemogen (**) initial,
si anume se cautd solutii de forma

care inlocuite in (**) produc sistemul liniar algebric

D) X(0) = B)

cu necunoscute cj(t) , j = 1,n , rescris in forma
by (t)
qm(xﬂ0)+qw(xuﬂ>+M+Q@<XM®): @i
b (t
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se rezolvd sistemul (ca un sistem algebric)
se integreazd functiile ¢/ (t) obtinute

solutia finald se scrie
) => ci(t)- Xt
j=1

Nu mai ramane decat sa mentionam problema Cauchy atasatd unui sistem liniar
X'(t) = A(t)- X(t) + B(t) )
Xi(to) = By, Xa(to) = B2, - s Xnl(to) =B, (CI)

pentru care se rezolva sistemul liniar, iar apoi din conditiile initiale (CI) se determin& constantele (de integrare)
K, j=1n.
J )

Exemple.
1. S& se determine functiile x = z(t) , y = y(t) , z = 2(t) care verifici problema Cauchy, definitd de sistemul
liniar
o' (t) = (t) — 2y(t) — 2(1)
y'(t) = y(t) — (t) + 2(¢)
2'(t) = z(t) — 2(¢)

si de conditiile initiale z(0) =1 , y(0)=-1 , 2(0)=3
Solutie.

Sistemul de ecuatii diferentiale are coeficienti constanti, aplicim algoritmul descris mai inainte.

Matricea sistemului este
1 -2 -1

Se determind valorile proprii ale matricii A rezolvand ecuatia det(A — AI) =0

1-X =2 ~1
det(A—A)=0 < det| -1 1-2X 1 =0 & —A-1D*0+1D)-2-A=1)=2(-1-X)=0
1 0 —1-2X

& —A=-DXA4+D+A+1=0 & A+D(=A+22-14+1)=0

valorile proprii sunt Ay =0 , A2 =2 |, A3 =—1

Determinam 3 solutii liniar independente.

Determinam céate un vector propriu corespunzator fiecirei valori proprii,
adicd un vector v = (z,y,2) € R? care verific Av=XM & (A—-X)v=0
Pentru A = 0 , determindm solutia sistemului liniar algebric (A —0I)v =0 ,
unde v = (x,7,2) € R® | obtinem sistemul

1 -2 -1 T z—2y—2=0
Av=0 & -1 1 1 y | =0 < —x+y+z=0
1 0 -1 z z—2=0

adunind primele doud ecuatii obtinem y = 0 , iar din ultima ecuatie = =2z = «
Deci vectorii proprii sunt v = (z,y,2) = (o,0,) = a(1,0,1) , a €R

in particular, pentru « = 1 obtinem un vector propriu v; = (1,0, 1)

se asociazd solutia ( in acest caz o functie care este constantd )

X, (t) = eMo; = €%(1,0,1) = (1,0,1)

Pentru A = 2 , determindm solutia sistemului liniar algebric (A —2I)v =0 |,
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unde v = (x,7,2) € R® | obtinem sistemul

-1 -2 -1 x —x—2y—2=0
(A-21)=0 < -1 -1 1 y | =0 & —z—y+2=0
1 0 -3 z z—32=0
adunand primele doud ecuatii obtinem —2z — 3y =0= y = f%z, iar din ultima ecuatie = = 3z = 3«

Deci vectorii propri sunt v = (z,y, z) = (3o, =2, @) = (3,-2,1) , a €R
in particular pentru & =1 obtinem un al doilea vector propriu vy = (3, —2,1) si
se asociaza solutia

Xo(t) = eMuy = e?(3,-2,1)

Pentru A = —1 | determin&m solutia sistemului liniar algebric (A — (—-1))v =0 & (A+1)v=0
unde v = (x,y,2) € R® | obtinem sistemul

2 -2 -1 T 20 —2y—2z=0
A+1)=0 < -1 2 1 y | =0 < —z+2y+2=0
1 0 0 z x=0
din ultima ecuatie x = 0 , iar din prima ecuatie obtinem z = -2y , y =«

Deci vectorii propri sunt v = (z,y, 2) = (0,0, —2a) = @(0,1,-2) , « € R
in particular pentru & = 1 obtinem un al treilea vector propriu vz = (0,1, —2) si
se asociaza solutia

X3(t) = eMvz = e74(0,1,-2)

In final solutia ”generald” se scrie ca o combinatie liniard a tuturor solutiilor obtinute anterior

3
X(t) = ch ‘X)) & X)) =c-(1,0,1) +ea-€*(3,-2,1) +c3-e70,1,-2)
j=1

sau scriind vectorii "pe coloand"

x(t) 1 3e?t 0
Xt)=1| y@t) |=ca| 0 | +c| —2¢* | +c3 et
2(t) 1 e?t —2¢t

Deci solutiile sistemului de ecuatii diferentiale sunt
z(t) = ¢; + 3c2e®® +¢3-0 = ¢ + 3cpe?
y(t) = c1- 0+ ca(—2e*) 4 cze™" = co(—2e") + cze™!
2(t) = c1 + cae® + c3(—2e7")
Acum tinand seama de conditiile initiale obtinem sistemul liniar algebric
1 =2(0) = ¢; + 3cpe?®®
—1 =y(0) = ca(—2e*") + cze°
3=2(0) =c1 + c2e*” + c3(—2e7?)

c] + 362 =1
—202 —+ C3 — —].
c1+c—2c3=3
Din prima ecuatie 2c¢; =1 — 3¢y , din a doua ecuatie c3 = —1 4+ 2¢o
inlocuim in ultima eciatie 1—3co+co —2(—142¢2) =3
obtinemca =0 , cg=1 , c3=—1

Solutia problemei Cauchy este



2. S4 se determine functiile © = x(t) , y = y(¢) , care verificd sistemul liniar de ecuatii diferentiale

Solutie.
Pasul I Rezolvam mai intai sistemul liniar omogen asociat

Matricea sistemului este

Se determing valorile proprii ale matricii A rezolvand ecuatia det(A — AI) =0

-1

det(A—A)=0 & det(llA !

_ 2 _ _
)\>_0 & AM-14+41=0

Deci valorile proprii sunt Ay =0, A\a =0 , sau A\ =0 este radacind dublad
In acest caz rang(A —0I)) =rangA=1<2 , unde 2 este ordinul radéacinii.
Deci se cauté solutie de forma

X(t) = " P(t) = (a,b)t + (c,d) = (at,bt) + (c,d) = (at + ¢, bt + d)
unde P(t) este polinom de grad = 2 — 1 cu coeficienti in R? .

Inlocuind in sistem obtinem

X'(1) = AX() < P'(l)= AP() < (a,b)=<} _1)(%;)
< (a,0) =(at+c—bt —d,at +c— bt —d)

Rezulta sistemul liniar algebric

at+c—bt—d=a - (a=bt+c—d=a
at+c—bt—d=5b (a=bt+c—d=0

Identificim coeficientii si obtinem alt sistem liniar algebric

a—b=0
c—d=a
a—b=0
c—d=05b

Rezultdi a=b=a, c—d=a, decisolutilesunt a=b=a,c=06,d=0—-«a,
iar solutiile pentru sistemul de ecuatii diferentiale

X(t) = P(t) = (a,b)t + (¢,d) = (a, )t + (8,8 —a) =« [(1, 1)t + (0, —1)] +5 [(1, 1)}

——

Deci asociem doua solutii
X1(6) =1, Dt+(0,-1)=(t,t=1) , Xa(t)=(1,1)
Solutia generala a sistemului omogen se scrie ca o combinatie liniard

X@t)=a1 X (t)+ X)) =1 [(L, D)t + (0, —1)] + e2(1,1)
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Pasul IT Folosim metoda variatiei constantelor, ciutadm solutii de forma
X(t) = c1(t) - Xa(t) + e2(t) - Xa(2)
care inlocuite in sistemul neomogen produc sistemul liniar algebric

ci(t) - Xa(t) + cy(t) - Xa(t) = B(t) = (t°,1)

Integram gi obtinem

2
co(t) = /(2t2 —t3)dt = §t3 — —t*+ K,
Solutiile sistemului liniar de ecuatii diferentiale sunt

1, 1 2., 1
X(t) = [35’ -5t Kl} X (t) + [3t3 -t K2:| - X (t)

(3 ) =se e em] (5 )+ o= ere (1)

separand z(t) si y(t) obtinem

sau

L1 25 1,4
z(t) = L’)t 2t +K1t]+[3t 4t + Ko

1 1 2 1
H=0-1|=t3-2*+K s R LR ¢
WO =-1) |38 - Je s E |+ 20 T R
]

3. Sa se determine solutia problemei Cauchy

cu conditiile initiale x(0) =3 , y(0) = —4

Solutie.
Matricea sistemului este

1 -1
=2 5)
Se determing valorile proprii ale matricii A rezolvand ecuatia det(A — A) =0

1—A -1

det(A— M) =0 < det( 9 1

):0 s MN-o142=0e MN+1=0

Radécinile sunt complexe Ay =i, Ao = —1
Se determini un vector propriu complex w € C? |, w=u+iv, u,v € R? | w = (a+ ib,c + id)

B 1—i -1 atib\
(A-Aw=0 & ( 2 —1—i><c+z’d>_0
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Obtinem un sistem liniar algebric

{ (1—1d)(a+ib) — (c+id) =0 { a+b—c+i(-a+b—d)=0
2(a+1b) + (=1 —1)(c+1id) =0 20 —c+d+i(2b—c—d) =

a+b—c=0
—a+b—d=0
2a —c+d=0
2b—c—d=0

Rangul sistemului este 2 , folosim doar ultimele doud ecuatii
c—d=2a
c+d=2b
le adundm gi obtinem c=a+b , d=b—a,deci w=(a+ib,a+b+i(b—a))=(a,a+b)+i(bb—a)
Pentrua=1 gib=1 obtinem w = (1,2)+i(1,0) = u + v
si se asociaza doua solutii
X1(t) = Re(eMw) = Re (" (u + iv)) = Re[(cost + isint)(u + iv)] = cost - u —sint - v

X5(t) = Im(eMw) = Im (e (u + iv)) = Im [(cost + isint)(u + iv)] = cost - v +sint - u

. 1 ) 1 cost —sint
Xl(t)—cost.u—smt.v—cost(2)—smt<0)—( 2 cost )

. 1 . 1 cost + sint
Xg(t)—cost-v—i—smt-u—cost(0>+s1nt<2)—( 9 sin t )

Solutia generala a sistemului de ecuatii diferentiale este o combinatie liniara

X(t) = Cle(t) —+ CQXQ(t)

z(t) . cost —sint Lo cost + sint
yt) )~ 7 2cost 2 2sint

separand z(t) si y(¢) obtinem

sau

x(t) = ¢1 (cost — sint) + co(cost + sint)
y(t) = c12cost + ca2sint

Folosind conditiile initiale obtinem sistemul liniar algebric

3 =2(0) = ¢; (cos 0 — sin 0) + c2(cos 0 4 sin 0)
—4 =9y(0) = ¢12c080 + c22sin0

{CI+62:3 = c¢1=—-2 = c=95H

261 =—4

Iar solutia problemei Cauchy este

x(t) = =2 (cost — sint) + 5(cost + sint) = 3cost + 7Tsint

y(t) = —2-2cost+5-2sint = —4cost + 10sint
[
exemplu
Sa se determine solutia problemei Cauchy
z'(t) =2z(t) + y(t
it it B URERURE



Solutie.
Scriem matricea sistemului liniar

N —
N——

calculam valorile proprii

@uA—Anzda(QIA 21A>:42—»2—1=V—4A+3=o

radédcinile sunt reale A =1 si A =3 si de ordinul 1.
Determinam vectorii proprii corespunzatori

Pentru A =1
2—1 1 a 0
(A-1-Ihv=0 < ( 1 21)(1)):(0)

a+b=0 N
atb=0 - ¢

obtinem sistemul liniar

deci vectorii proprii sunt de forma v = (a,—a) , alegem vectorul v; = (1,-1)
Procedam analog si pentru A = 3

(A-3-Nv=0 ¢ (213 2i3><2>::<8>

{a+b—0 = b—ua
(

obtinem sistemul liniar

a—b=

deci vectorii proprii sunt de forma v = (a,a) , alegem vectorul vy = (1,—1)
se asociazd solutiile (liniar independente) scrise vectorial

X1(t) = €t’l}1 y Xg(t) = €3t1}2
solutia sistemul este o combinatie liniara

X(t) = Cle(t) + CQXQ(t) = Cletvl + CQGBt’Ug

(3 )=ew (4 ) re (1)

x(t) = Cret + Cpe®
y(t) = —Cret + Cye?!

sau scris explicit

sSau

constantele C1,Cy se determind din conditiile initiale 2(0) = 2, y(0) = 2

1=2(0) = C1e’ + Cre®? = C) + Oy
2= y(O) = —0160 + 0263'0 =-C1+Cs

deci
Ci1+Cy=1
—C1+Cy=2
care duce la Cy =3/2 g¢i C; =-1/2
deci solutia problemei Cauchy este
1 3
= et 2 Gt
z(?) 2 et 22
1
y(t) = §et + §€3f



4.2 Metoda reducerii la o ecuatie liniara de ordin superior

Observatie.
Orice sistem de ecuatii diferentiale liniare (de ordin 1) cu coeficienti constanti,
se poate "reduce" la o ecuatie liniard de ordin superior cu coeficienti constantsi.

Exemplu. Sa rezolvim problema Cauchy anterioara

Din prima ecuatie y(t) = x(¢ ) x’ (t) inlocuind in a doua ecuatie obtinem
() — /()] = 22(t) — [a(t) — 2/ (1)]
) —2"(t)=z@t)+2'(t) & 2"({t)+z(@t)=0

Care se poate rezolva conform algoritmului corespunzator.

. .. 2 Ol e . .
Polinomul caracteristic este A+ 1 =0, rdd&cinile sunt Ay =i, Ao = —
deci se asociaza doud solutii liniar independente

z1(t) = Re(e) = cost , wo(t) = Im(e) = sint

iar solutia generald este x(t) = ky cost + kasint

rezultd si solutia pentru y(t) = x(t)—a'(t) = k1 cost+kesint—(—ky sint+kg cost) = (k1 —ka) cost+ (k1 +k2)sint

Acum folosim conditiile initiale

3 =1x(0) = k1 cos0 + ko sin0
—4 =y(0) = (k1 — k2) cos0 + (k1 + k2)sin0

/€1=3, —4=3—-ky = k=7

Deci solutia problemei Cauchy este

x(t) = k1 cost+ kgsint = 3cost + Tsint
y(t) = (k1 — ko) cost + (k1 + ko) sint = —4cost + 10sint

Am obtinut deci exact aceeasi solutie ca in exemplul 3.
[ |

4.3 Exemple Rezolvate

3. S& se determine mérimile scalare x = x(t) si y = y(¢) care verificd problema Cauchy

a!(t) = 3x(t) + 2y(t) B -
{ y(t) =x(t) +2y(t) z(0)=1,y(0)=1
Solutie.
Pas 1
Se determing valorile proprii ale matricii A rezolvand ecuatia det(A — AI) =0

3 2 3—-A 2
A:(l 2) , det(A-X)=0 < det< 1 2_)\>:O

B=N2-XN)-2=0 & XN -5A+6-2=0 & AN -5)\4+4=0
A= (-5)2—4-4=9

Valorile proprii sunt




Determindm 3 solutii liniar independente.

Determinam cate un vector propriu corespunzator fiecirei valori proprii,

adicd un vector v = (z,y) € R? care verificd Av =X < (A—X)v=0

Pentru A = 4, determin&m solutia sistemului liniar algebric (A —4I)v =0 , obtinem sistemul

. 3—-4 2 T\ —x+2y=0 _
(A-4lv=0 & ( 1 24)<y)—0<:> { v 2 =0 = =2

Deci vectorii proprii sunt de forma v = (z,y) = (2y,y)
in particular, pentru y = 1 obtinem un vector propriu v; = (2,1)
se asociaza solutia corespunzitoare

X1 (t) = eMU1 = 64t(2, 1)

Pentru A = 1, determindm solutia sistemului liniar algebric (A —1-I)v =0 , obtinem sistemul

- 3—-1 2 T\ 2r+2y=0 _
(A-1-THv=0 & < 1 2—1)(3/)0@{ T4y =0 = T=-y

Deci vectorii proprii sunt de forma v = (z,y) = (—-y,y)
in particular, pentru y = 1 obtinem un vector propriu vy = (—1,1)
se asociaza solutia corespunzitoare

Xo(t) = eMuy = et (—1,1)

In final solutia ”generald” se scrie ca o combinatie liniard a tuturor solutiilor obtinute anterior

Xt =) Ci-X;(t) & X(t)=Cr-e*(2,1)+Cy-e'(-1,1)

j=1
sau scriind vectorii "pe coloand"
x(t 2et —et
X(t) = ( ygt; ) :Cl( et >+Cz( et )

Deci solutiile sistemului de ecuatii diferentiale sunt

Acum tinand seama de conditiile initiale z(0) =1, y(0) =1
obtinem sistemul liniar algebric

1=2(0)=Cy-2e*" —Cy - €°

1 :y(O) :Cl '64'04-02'60
201 —Cy =1 1
{ Cll+022:1 = (Cy=-C; = 201-0Cy=2C1+C1 =1 = 01:§ , Cy=
Solutia problemei Cauchy este
2 1
x(t) = §e4t + get
1 1
y(t) = §e4t §et
|
5. Si se determine mirimile scalare = z(t) si y = y(¢) care verificd problema Cauchy
2/ (t) = 3a(t) + 2y(t) + €
{ Y (t) = z(t) + 2y(t) + et z(0) » y(0)
Solutie.
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Este un sistem liniar neomogen.
Matricial se scrie

Pas I
Se rezolva sistemul liniar omogen asociat.

{ ' (t) = 3x(t) + 2y(t)
y'(t) = =(t) + 2y(t)

Obsevam ca este exact sistemul rezolvat deja la problema 3.
Preluam solutiile deja obtinute.

x(t) = Cy - 2e* — Cy - €
y(t) = Cl . €4t + CQ . et

Pas II
Folosim metoda variatiei constantelor.
Cautam solutii ale sistemului liniar neomogen de forma

z(t) = Cy(t) - 2e* — Co(t) - €'
y(t) = Ci(t) - ' + Co(t) - €

Care inlocuite in sistemul neomogen duc la sistemul algebric,
cu Ci(t) , Cy(t) ca necunoscute

stz )-(4)

Ci(t) - 2e¥ — Ch(t) - et =€t
Ci(t) - et + Ch(t) - el = et

<+

adunand cele doud ecuatii obtinem

Ci(t)-3e" =e +e' = Cit)=2 (e +1)

1
3

Cht) el =e" —Ci(t)- e = Cit)=e"—Ci(t)- ¥ =¥ — = (e +1) - ¢&*

3
2
Cé(t) = §€3t -

W =

Calculdm antiderivatele (integrim)

1 1 1
Ci(t) = /C;(t)dt = / 3 (e +1)dt = —§e—3t +3t+ K

2., 1 2., 1
Cg(t)_/cg(t)dt_/<3e5t3> dtzge‘“—gthKg

Solutia sistemului neomogen este

1 1 2 1
x(t) = (—96_3t + §t + K1> - 2ett — <9€3t — §t + K2> et

1 1 2 1
y(t) = (—96_3t + §t + Kl) et (geSt - §t + K2> e

Folosim conditiile initiale 2(0) =1, y(0) = 2
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obtinem sistemul liniar algebric

1 1 2 1
1=2(0) = (—ge—3°+3 0+K1> - 2e*0 — <9e3'° - 3-0+K2> e?
1 1 2 1
2y(0)<9630+3 0+K1)'64'0+<963'03’0+K2> ¥
2 2
—— 42K — - —-Ky=1
9+ 179 2
1 2
—— 4+ K1 +-+Ky=2
9+ 1+9+ 2
adunand cele doua ecuatii obtinem
3 10 1 10 2 7
—+3K1 =3 = Ki=— = ——-—4+—+-+Ky=2 = Ky=—
g M T g9 Tt 2T

Solutia problemei Cauchy ( sistemul liniar neomogen cu conditiile initiale) este

1 1 10 2 1 7
LU(t) = <—9€_3t + gt + 9> . 2€4t - (9€3t - gt-f- 9) . et

(s Ly 10N e (2 LT
y(t)< o€ +3t+9> e +(96 3t+9) e
. A
Ecuatii Diferentiale - Intrebari "Test"

Tata cateva intrebari simple, cu care puteti "verifica" capacitatea de a v& "orienta" asupra ecuatiilor diferentiale.
Puteti adduga si alte intrebari ce vi se par relevante.

1. Cate solutii distincte poate avea o ecuatie diferentiala ?
. Cate solutii distincte poate avea o problema Cauchy 7
. Ce semnificatie fizicd au conditiile initale ?
. O ecuatie liniard omogena are ca solutie o functie constantd. Ce puteti spune despre acea constanta ?
. O ecuatie liniard de ordin 2. Polinomul caracteristic are doua radacini complexe conjugate.

A=a+ib , \=a—1b cate solutii liniar independente se asociazé acestor radacini ?
. Ce dimensiune are spatiul (vectorial) al solutiilor unei ecuatii liniare omogene de ordin 4 ?
. Ce dimensiune are spatiul (vectorial) al solutiilor unei ecuatii liniare neomogene de ordin 2 ?
8. Puteti determina (fird calcule multe) solutia problemei Cauchy z(V(t) — z(t) = 23

cu conditiile initiale z(1) = =23 , 2®)(1) =0 pentru orice k = 1,20 ?

9. Rezolvand ecuatia diferentiald a”(¢) + 42(t) = 0 prin dous metode diferite obtinem

- prin metoda 1 solutia generald z(t) = ¢j cos2t + cosin2t |, c1,c3 € R

- prin metoda 2 x(t) = kq1(cos 2t + sin 2t) + ka(cos 2t — sin2t) , ki, ks € R

aparent cele doua familii de solutii sunt diferite. Da sau Nu ?

10. Daca un polinom caracteristic are o rddacina complexd A = a + ¢b , atunci are ca radicind si conjugata

U W N

N

A=a—1b

din ce motiv ?

11. De cate ori se folosegte polinomul caracteristic gi rddécinile sale, pentru orice rddacind complexa A = a + b
se asociaza doud solutii liniar independente.
Dar si conjugata A = a —ib este raddcind pentru polinomul caracteristic (care are coeficienti reali)
de ce nu se asociazi doud solutii liniar independente si pentru radicina A\ = a —ib ?
12. Consideram ecuatia diferentiald '(t) = z(t) + cos?(z'(t)) .
Este adevirat cd functiile x(¢) = at + b sunt solutii pentru orice a,b € R ?
13. Consideram sistemul liniar de ecuatii diferentiale



functiile z(t) = #32 4+ cos5t , y(t) =t** —sinbt  pot fi solutii ale sistemului ? (calculati doar derivatele)
14. Forma generald e unei ecuatii de tip Riccati este 2/(t) = A(t) - 22(t) + B(t) - z(t) + C(t)
ce tip de ecuatie obtinem dacd C(¢) =0 pentru orice ¢t 7
15. Considerdm problema Cauchy definitd de ecuatia diferentiald z”(t) + 5z(t) = 0
si conditiile initiale z(0) = 1,2'(0) = 1,2”(0) =5 , cate solutii are aceastd problem& ?

. . . ' (t) = x(t) — y(¢)
16. In curs am rezolvat sistemul liniar
{ y'(t) = 2z(t) —y(t)

i) mai intai cu algoritmul specific sistemelor liniare si am obtinut solutia generald de forma

(%) { x(t) = ¢1 (cost — sint) + cy(cost + sint) cu e ep €R

y(t) = c12cost + ca2sint

ii) apoi am redus sistemul al o ecuatie liniard de ordin 2 si rezolvand-o cu algoritmul spefic acestor ecuatii
am obtinut solutia generald de forma

(+4) { x(t) = ki cost + ko sint e ki ks €R

y(t) = (k1 — k2) cost + (k1 + ko) sint

sunt aceste doud familii de solutii diferite ?
Intrebarea este legitiméa. Ar trebui ca solutiile s nu depinda de metoda de rezolvare.

3.1 Analiza Fourier - Serii Trigonometrice (Serii Fourier)
( Analiza semnalelor periodice folosind metoda lui Fourier )

Cuprins.
1. Introducere istoricd, domenii de aplicatie
2. Ingrediente tehnice - functii
- Functii periodice
- Functii pare, functii impare
- Prelungiri pare, prelungiri impare
3. Prezentarea "traditionald"
- Coeficientii Fourier, seria Fourier asociata unei functii integrabile
- Teorema de reprezentare in serie Fourier - Dirichlet
4. Comparatie intre serii de puteri si serii trigonometrice
5. Interpretari fizice
6. Teoremele de aproximare - Weierstrass
7. Ingrediente tehnice - spatii vectoriale
- Spatii vectoriale cu produs scalar
- Inegalitatea lui Schwarz, norma asociata unui produs scalar
- Vectori ortogonali, familie ortonormats
- Spatii Hilbert finit i infinit dimensionale
8. Prezentarea "moderna" a seriilor Fourier, folosind spatii Hilbert
- Spatiul functiilor periodice, integrabile
- Produsul scalar, norma |||,
- Sistemul trigonometric ortonormat
- Justificarea formulelor de calcul folosind produsul scalar
- Spatiul Hilbert asociat
9. Reprezentare in serie Fourier in norma |[||,
10. Rezultate anexe
- Inegalitatea lui Bessel
- Convergentd punctuald, convergenta uniforms
- Teorema lui Parseval
11. Forma complexa a seriilor Fourier
12. Concluzii finale
Anex3 - Inegalitatea lui Schwarz
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1. Introducere "istorica"

Foarte multe fenomene sunt descrise folosind functii (semnale) periodice: comportamentul particulelor ele-
mentare din fizica cuantica, curentul electric alternativ, toate fenomenele ondulatorii "clasice" (lumina din spectrul
vizibil, ultraviolete, infrarosii, sunete in spectrul audibil, ultrasunete, infrasunete, unde radio), procesarea sem-
nalelor, procesarea imaginilor, analiza vibratiilor.

Oscilatorul armonic are ecuatia de miscare z(t) + kx(t) =0, k> 0.

Aceastd ecuatie diferentiald (rezolvatd in capitolul Ecuatii Diferentiale) are solutiile de forma

z(t) = Cy cos(tVk) + Cysin(tVk) , C1,C €R

Acesta este doar un exemplu care aratd cum functiile "trigonometrice" sin , cos pot descrie un fenomen periodic.
In esentd metoda (ideea) lui Fourier constd in reprezentarea unui semnal periodic ca suma unei serii de functii
trigonometrice.

Jean Baptiste Joseph Fourier (1768 — 1830) matematician gi fizician francez, initiator al studiului seriilor trigono-
metrice. Este creditat si cu descoperirea efectului de serd. In cinstea sa, seriile trigonometrice sunt numite si serii
Fourier, la fel si transformarea "Fourier".

Aceastd metoda este numitd si principiul "suprapunerii efectelor" sau "descompunerii unui semnal in armonice".
Fourier a folosit aceastd metodd pentru a rezolva "ecuatia caldurii”

ou i Pu  *u  O%u _0
ot (a:ﬁ T T 3z2> =

o ecuatie diferentiald cu derivate partiale care descrie distributia caldurii v = u(z,y,t) intr-un domeniu din spatiu
descris de coordonate (x,y, z) si in functie de timp ¢ . Inaintea lucririlor lui Fourier, se cunosteau solutii pentru
ecuatia caldurii doar in cazuri particulare in care sursa de calduréd se comporta ca o unda decrisa de o functie sin sau
cos. Ideea lui Fourier a fost de a descrie o sursd de cildurd complicatd, prin suprapunerea efectelor (o combinatie
linard) produse de unde simple sin gi cos. Aceastd suprapunere sau combinatie liniard a dus la serii trigonometrice
(serii Fourier).

Desi initial ideea a fost conceputd numai pentru rezolvarea ecuatiei cidldurii, s-a putut aplica cu succes la o
mare diversitate de probleme din matematica si fizic, a dus la o adevarata "revolutie" in matematica, determinand
matematicienii si reexamineze fundamentele multor teorii, de exemplu teoria integrarii Lebesgue.

I. Pe de o parte unei functii (semnal continuu) i se asociazi seria Fourier (o serie trigonometrica)

Se pune problema de a determina conditii in care seria Fourier converge (punctual sau uniform) la functia din
care provine.

II. Pe de altd parte se pot considera serii trigonometrice arbitrare (nu neapirat asociate unei functii)

Se pune problema de a determina conditii in care

o serie trigonometricd converge punctual, uniform, in norma |||, de spatiu Hilbert.

Pentru a intelege utilizarea seriilor trigonometrice in studiul semnalelor periodice, este necesara prezentarea
contextului "natural" gi anume spatii Hilbert cu baz& numarabild (sau spatii Hilbert separabile). De asemenea sunt
necesare notiuni elementare despre convergenta punctuald si convergenta uniforma pentru giruri de functii.

Am considerat util si addugdm scurte referinte (sursa: wikipedia) asupra unor matematicieni, al ciror nume
este legat in mod traditional de anumite rezultate mentionate in text. Totusi aceste denumiri au valoare mai mult
"istorica". Am incercat denumiri alternative, care si sugereze mai clar ideea fundamentald a rezultatelor.

In plus fatd de un text "traditional", am adiugat in expunere comentarii pentru a justifica ideile, ca fiind cat
se poate de naturale, practice.

2. Ingrediente tehnice - functii
Functii Periodice
Incepem cu cateva detalii privind functiile periodice.

Definitie. O functie f : D C R — R se numeste periodica, daci existd un numar 7' # 0 astfel incat
flx+T)= f(z) pentruoricex € D si z+T €D

Numaérul T se numeste perioada pentru functie.
Daca existd o cea mai mica perioada 7' > 0 , atunci aceasta se numeste perioada principala.

Observatie.
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In general se considerd T' > 0. O asemenea presupunere nu este insd neapdrat necesara.

3 qa??

Este ugor de observat cd putem inlocui ”"z” cu”z —T” (evident numai dacd (x —T) € D ) si obtinem
f@)y=f(x+xz—-T)=f(x—T) pentruoricex € D si x—T €D

Relatia obtinuta arata ca si numéarul —7 este perioada.
Pentru functii periodice definite fara restrictii semnificative f : R — R se constatd cu ugurintd cd dacd numéarul
T # 0 este perioadd, atunci toti multiplii acestuia {kT , k € Z} sunt de asemenea perioade.

fle+kT) = f(z) pentruoricek €Z si z€R

Observatie.

i) O functie constantd verifici definitia f(z +T) = f(x) pentru orice x gi orice T , deci este consideratd
periodica.

Dar nu exista o cea mai mica perioada , de vreme ce orice numar poate fi perioada. Deci o functie constanta nu
are perioada principala.

ii) O functie periodicd si continud (si neconstants) are o cea mai micd perioads.

Nu demonstram acest fapt.

Consideram functii periodice f : R — R care sunt si integrabile.
De exemplu functii periodice care sunt gi continue.
Se subintelege faptul c&d "integrabild" inseamnd functie integrabild pe orice interval inchis [a,b] C R

Observatie.
Pentru functii f : R — R periodice, cu perioda T > 0, integrabile, avem

T 2T 3T nT+T A+T 37
/f:/f: f=..= / f:/f: f pentruorice neN, AeR
0 T 2T nT A —i7

2

Demonstratie.
Facem schimbarea de variabila y =2 —nT = xz =y -+ nT siobtinem

nT+T T T
f(@)dz = / fly +nT)dy = / )y
(S
nT 0 f(y) 0

Indiferent dacd A > T sau A < T , putem scrie

A+T T A4T

[o=[r+ [

A A T

Facem schimbarea de variabilda y =2 —-7T = x=y+ 7T siobtinem

A+T A
[ t@ido= [ w1y = [ 5wy
—_——
T S A ¢) 0
Adunand obtinem
A+T T A+T T A T
[o=fo=[o=foe]s=]s
A A T A 0 0
in particular pentru A = —%T obtinem
A+T —iT4+T ir
[r= [ =]
A _1ip _1p



Functiile pare gi impare sunt de asemenea importate. Amintim cateva proprietati.

Definitie. O functie f:[—a,a] = R sau f:R — R se numeste functie "para" ,
dacé pentru orice z din domeniu
f(=z) = f(z)
Exemple.
1. Denumirea este justificatd de functiile de tip "putere" f(z) = 22* (29,22, 2% 2%, ... ) cu exponent numar par.
Acestea sunt in mod evident functii pare deoarece (—xz)** = x2*

Deci in particular orice functie constanta este functie para.

2. Orice polinom cu toti coeficientii puterilor impare nuli, este o functie para.
1422 , 2 —zt 4 325 , 2?4 28 — 210 4 212

3. Suma unei serii de puteri cu toti coeficientii puterilor impare nuli, este o functie para.

2 4 6 o n
-1
cosz=1-— % + % - % + .= nE:O ((Qn;! 2" pentru orice z € R
1 (oo}
n,.2n .
— = E (=1)"z“" pentru orice x € (—1,1)
1+ o

Daca un polinom este functie pard, atunci toti coeficientii puterilor impare sunt nuli.
Demonstratie.
Fie p(z) = ao + a17 + a2 + ... + a,2" . Relatia p(x) = p(—x) devine in acest caz
p(z) = ag + a1 + axx® + ... + 4, 3" = ag — a1 + apx® + ... + a,(—2)" = p(—x)
Puterile pare se simplifica si obtinem
2a12 + 2a32> + 2a52° + ... =0
ceea ce duce la
aj :O,a;),:O,a5:O,...

iar polinomul se scrie
2 4
p(x) = ag + a2z + agx™ + ...

Daca suma unei serii de puteri este functie para, atunci toti coeficientii puterilor impare sunt nuli.
Demonstratia este similara cu cea de mai inainte.
S& observam c4 din punct de vedere geometric, relatia f(—xz) = f(x) aratd

o simetrie a graficului functiei f fatd de axa Oy .
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X
Functiepara - simetriefata deaxa Oy
Definitie. O functie f:[—a,a] = R sau f:R — R se numeste functie "imparad" ,
dacéd pentru orice x din domeniu
f(=2) = —f(z)
Exemple.
1. Denumirea este justificatd de functiile de tip "putere" f(z) = x2**1 (2,23, 2°, ... ) cu exponent numir impar.
Acestea sunt in mod evident functii impare deoarece (—x)?k*+1 = —z2k+1

Functia constantd zero (functia nuld) este functie impara. Este singura functie care este gi pard si impara.

2. Orice polinom cu toti coeficientii puterilor pare nuli, este o functie impara.
42,20 —a5+327 | 2P+ —2% 4213

3. Suma unei serii de puteri cu toti coeficientii puterilor pare nuli, este o functie impara.

ne =" A - (=" 2n+1 t : R
smw—ﬁ—g—l—a—ﬁ—k...—;mx pentru orice x €
x (oo}
1522 = Z(_l)n$2n+1 pentru orice = € (—1,1)
n=0

Daca un polinom este functie impara, atunci toti coeficientii puterilor pare sunt nuli.
Daca suma unei serii de puteri este functie impara, atunci toti coeficientii puterilor pare sunt nuli.
Demonstratia este similara ce cea pentru functii pare.
S& observim, ci pentru o functie impard f(0) =0
deoarece f(—0)=—f(0) & f(0)=-f(0) & f(0)=0
S4 observidm c& din punct de vedere geometric, relatia f(—z) = — f(x) aratd
o simetrie a graficului functiei f fata de "origine" .
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— >
X
Functieimpara - simetriefata de origine
Proprietati.
1. Functiile se clasificd in
i) functii pare ii) functii impare iii) functii care nu sunt nici pare, nici impare (sau "else" )

1. Suma a doud functii pare este tot o functie para.

para + pard = para

Suma a doud functii impare este tot o functie para.

imparad + impara = impara

Suma dintre o functie pard si o functie impara nu este nici pard, nici impara

para + impara = "else”
2. Produsul a doud functii
i) para-para = para
ii) dmparad - impara = para
iii) para-impara = impara
Demonstratia foloseste doar definitia functiilor pare, impare.
Consideram acum functii pare sau impare care sunt si integrabile. De exemplu functii continue pare sau impare.
Observatie.
Fie f:[—a,a] = R sau f:R — R functie integrabila.
i) dacd f este functie impard, atunci

A
fr=0
Za
ii) dacd f este functie pard, atunci
A A
[1=2]1
Za 0



Demonstratie.
i) putem descompune integrala

A 0 A
Ji=[r+]1
A ) 0
facem schimbarea de variabild y = —x si obtinem
0 0 A
[ t@ids = [ fp)-dn) =~ [ sy
——
—A A —f(y) 0

adunand obtinem

A 0 A A A
szzy+4} —zf+[f=0

ii) folosim aceeasi descompunere si aceeasi schimbare de variabild, in acest caz obtinem

0 0 A
f(@)dz = | f(-y)(=dy) = [ f(y)dy
—/A Z f(y) [

A 0 A A A A
_/Af:_/AH[f:ZHZfZQ{f

Observatie.
O functie f : [0, A] — R se poate prelungi pe intervalul [—A, A] ca o functie
i) pard astfel

| f(z) , pentru x>0
fle) = f(=z) , pentru = <0

ii) imparg astfel
_ f(z) , pentru x>0
flz) = { —f(—z) , pentru x <0

Exemple.
1. Functia f(z) =z € [—m, 7] este o functie impar4.
Dar restrictia sa f(x) =z € [0,7] se poate prelungi la o functie para astfel

= ||

g(z) = { f(f(m) =z , pentru z € [0,7|

B —z)=—x , pentru zx € [—m,0]

2. Functia f(z) = 2® , o € [—-7,7] este o functie para.
Dar restrictia sa f(x) =22 , z € [0,7] se poate prelungi la o functie impara astfel

— f(z) =2* | pentru z € [0,7]
W) { —f(=x) = —2% , pentru z € [-7,0]

In continuare considerfm functii periodice f : R — R cu perioadd T = 27
(doar din motive de simplitate a calculelor)
Analiza functiilor periodice (semnalelor) cu alte perioade se poate reduce la acestea.
Este suficient sa studiem comportamentul acestor functii pe un interval de lungime 27,
de exemplu intervalul [—m, 7] .
Reducerea la acest interval (si nu altul de exemplu [0, 27] ) este justificatd de faptul cd
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integralele pe un interval simetric [—A, A] sunt "sensibile" la functii pare sau impare.

Functiile f:[—m, 7] — R integrabile formeaz& un spatiu vectorial

(cu operatiile naturale de adunare a functiilor gi inmultire cu scalari)
Astfel de spatii vectoriale sunt numite spatii de functii, deoarece elementele lor sunt functii.
In particular functiile continue si functiile continue pe portiuni fac parte din acest spatiu de functii.
S& notdm acest spatiu cu L[—m, 7] = {f : [-7, 7] — R integrabile Riemann }
S& avem permanent in vedere faptul céd aceste functii provin din functii periodice f : R — R cu perioada T' = 27
Produsul a doud functii integrabile pe un interval ( [—m, 7] ) este de asemenea o functie integrabila.

™

Din acest motiv au sens toate integralele de tip / f(x)g(x)dx care intervin in cele ce urmeaz3.

3. Prezentarea "traditionald" , "istorica" a seriilor Fourier

In mod "traditional", se definesc coeficientii Fourier pentru functii f : [-7, 7] — R , integrabile astfel
1 1 .
an, = — [ f(z)cosnz dx pentru n>0, b,=— [ f(z)sinnz dr pentru n >1
™ T

Deoarece pentru astfel de functii au sens integralele, adica functiile corespunzitoare sunt integrabile.

Observatie.
i) Pentru o functie pard, toti coeficientii b, =0, n>1 si a, = %/f(:z:) cosnrdr , n>0

™

ii) Pentru o functie impara, toti coeficientii a, =0 , n>0 si b, = %/f(x) sinnrdr , n>1

0
Demonstratie.
Trebuie doar s& observam care functii sunt pare sau impare.
i) pentru o functie pard f(z) = f(—x) avem
impara para
,_./\ﬁ /_Aﬁ
f -sinne de =0 si a, = f -cosnx dr = f ) cos nxdx
— ——
— para impara 7r pard para
ii) pentru o functie impard f(z) = —f(—x) avem
zmpara T para T
1 /_/\.— 2 .
f - gos n dr=0 g b, = f(x) -sinnz dr=— | f(x)sinnzdx
™ v e ™
-n zmpara para —T imparg Pmpard 0
|
Seria Fourier asociatd unei functii f : [-m, 7] — R, integrabile, este
agp .
Y + E (an cosnz + by, sinnx)
n>1
In continuare sunt prezentate conditii suficiente ca
seria Fourier s conveargad punctual la functia f din care provine.
Rezultatul "central" este urmétorul.
Teorema (lui Dirichlet de reprezentare in serie Fourier)
Fie o functie f : [-7, 7] — R continud si derivabild pe portiuni (cu derivate laterale in orice punct).
Atunci seria Fourier asociata % + E (an cosnz + by, sin nx) este convergentd punctual pe intervalul [—7, 7] , iar
n>1
suma ei este
* ao N . R
* flx)=—+ E ap cosnx + b, sinnx) pentru orice x € [—m, 7] in care functia este continug .

n=1
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In punctele © € [—m, 7] in care functia nu este continud

fl+0)+ flx -

o0
(%) 5 = ?0 Z ap, cosnx + by sinnz) pentru orice x € [—m, 7]

Aici f(x4+0)si f(z —0) reprezintd limitele laterale ale functiei in punctul € [—7, 7].

Comentarii.
Atentie ! functia este continud in punctul x = 7 dacé limita la stanga in z = 7 este egald cu limita la dreapta
nzx=-m

f(m=0) = f(=7+0)

Aceasta deoarece functia provine dintr-o functie periodica f : R — R cu perioads 27
O astfel de functie este continué in punctul x = 7 daca are limitele laterale egale

flm=0) = f(r+0)

Dar din cauza periodicitétii valorile functiei pe intervalul (7, 37) sunt acelasi cu valorile pe intervalul (—m, )

flm+t) = fr+1t=2m) = f(-7+1)
Deci calculand limitele laterale obtinem

fr+0) = limf(x +) = limf (7 + 1) = f(~7 +0)

In cazul acestei teoreme si_numai in cazul acestei teoreme, o functie poate fi consideratd "continud" intr-un punct x
daca
are limitele laterale egale

fx+0) = f(z—0)

indiferent cat este valoarea functiei in punctul x .

Aceasta deoarece suma seriei Fourier este media (aritmeticd) a limitelor laterale, deci valoarea functiei in punct
"f(z)" nu intervine.

Prima relatie (*) este importantd, deoarece aratd cd functia are dezvoltare in serie Fourier in punctele in care
este continua.

A doua relatie (**) este importanta, deoarece aratd cd suma seriei Fourier este media (aritmetica) a limitelor
laterale.

Consecinti.(reformulare a teoremei in caz particular)
O functie continud (care are limitele laterale egale in fiecare punct) si derivabild f : [-m, 7] — R
are dezvoltare in serie Fourier in fiecare punct

o0
E (an, cosnz + by, sinnzx) pentru orice x € [—7, 7]

n=1

=%
2
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Functie periodica, care nu este continua in X =p
f (p-0) diferit f (-p+0) =f (p+0)

Comentariu.
Demonstratia teoremei lui Dirichlet nu este simpla. Sunt implicate multe "ingrediente" tehnice de calcul.
Din acest motiv omitem demonstratia. Totusi putem mentiona cateva elemente importante.

Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805 - 1859) matematician german cu contributii importante in matem-
aticd (teoria aproximérii, analizd Fourier, analiz& functionald, teoria numerelor,...) Multe teoreme ii poartd numele.

Consecinta. (Principiul localizirii)

Fie o functie f : [-m, 7] — R continud si derivabild pe portiuni (cu derivate laterale in orice punct) si seria
Fourier asociata.

Convergenta acestei seriii Fourier intr-un punct z € [—m, 7]

depinde numai de valorile functiei intr-o vecindtate (z — d,z + §) a punctului z, cu § > 0 si oricat de mic.

Acest fapt se poate vedea numai urméarind demonstratia teoremei "pas cu pas". Convergenta seriei Fourier

depinde de integrala
s

/[f(x_t)_f(x+0)+f(x—0) sin (nt + 5) .

2 27 sin %
-5

Se observa cd integrala depinde numai de valorile functiei in intervalul (z — §,2 + ¢).H
Functia urmétoare (utilizata in demonstratia teoremei)
sin (nt + %)

in t
27 sin 5

D, (t) =

se numeste nucleu Dirichlet.

Sa precizam din nou denumirile.

Serie trigonometrica , o serie de forma %" + E (ay, cosnx + by, sin nx)

n>1
n

Polinom trigonometric % + E (ag cos kx + by sin kz) (practic suma partiald a unei serii trigonometrice)
k=1
(denumire justificatd de faptul cd functiile cosnz , sinnx se pot scrie ca polinoame in cosz , sinx )
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O functie are "dezvoltare in serie Fourier", daci
seria Fourier asociatd converge punctual sau uniform pe intervalul [—m, 7] si

oo
flz) = % + Z(an cosnx + by sinnx) pentru orice x € [—7, 7]

n=1

Se folosegte si denumirea functia are "reprezentare in serie Fourier" sau
"se poate reprezenta ca suma seriei Fourier asociate".
Cu alte cuvinte valorile functiei sunt sumele (limitela sumelor partiale) seriei Fourier asociate.
Teorema lui Dirichlet oferd conditii suficiente ca acest fapt sa fie posibil.
Precizdm aceste denumiri, deoarece in continuare apare si notiunea de "reprezentare" a elementelor spatiului
Hilbert H ca sum4 a unor serii trigonometrice, dar reprezentare in sensul normei ||||,.

Consecinte.
Fie o functie f : [-7, 7] — R continud si derivabild (pe portiuni).
i) Dacd functia este pard, atunci functia are dezvoltare in serie de cosinugi

(o]
f(z) = % + Z an cosnx pentru orice x € [—m, 7|

n=1

ii) Daca functia este impard, atunci functia are dezvoltare in serie de sinugi

o0
flz) = Z by, sinnx pentru orice x € [—7, 7]

n=1

Demonstratie.

Folosim o observatie anterioard, conform careia
i) o functie pard are toti coeficientii b, =0 , iar
ii) o functie impard are toti coeficientii a, =0

[

4. Comparatie intre seriile de puteri si seriile trigonometrice.

1. Seriile de puteri au avantaje deosebite:
- sunt derivabile si integrabile "termen cu termen" pe intreg domeniul de definitie
- suma lor este o functie de clasd C*° |
- suma lor este limitd de polinoame, deci calculabila folosind doar adunari gi inmultiri
- sunt extrem de utile in aproximarea valorilor unor functii, si anume a functiilor analitice
Dar functii cat se poate de simple, nu admit reprezentare (dezvoltare) in serie de puteri pe intreg domeniul de
definitie,
de exemplu functia

1
admite dezvoltare in serie de puteri (centratd in 0 ) numai pe intervalul (—1,1)
Ly 1)z i 1,1
TIa2 T Z(— )*z“" pentru orice x € (—1,1)
n=0

Exista si exceptii: functiile exp,sin,cos au dezvoltare in serie de puteri pe R

2. Seriile trigonometrice sunt mai greu "manevrabile" :
- nu totdeauna sunt derivabile sau integrabile "termen cu termen"
- suma lor este in general doar o functie continud pe portiuni
- sunt dificil de calculat: se calculeazi coeficientii Fourier (prin integrale),
iar sumele lor partiale sunt formate din functii trigonometrice, deci nu usor de calculat
Dar seriile trigonometrice au avantajul ca
- sunt formate cu functii ortogonale
- atunci cand sunt convergente, reprezintd functia pe intreg domeniul de definitie
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- functii simple (doar continue si derivabile) au dezvoltare in serie Fourier

Concluzie
Seriile pe puteri sunt utile in primul rand prin "tehnica" de calcul
(aproximarea valorilor unor functii prin calcule algebrice)
Seriile trigonometrice sunt utile din doud motive:
i) matematic, aratd cum se pot aproxima functiile continue cu polinoame trigonometrice
(teorema lui Dirichlet gi teoremele de aproximare ale lui Weierstrass)
ii) fizic, sunt o metodd de analizd a semnalelor periodice

5. Interpretari fizice.

Dacd f: R — R este un semnal periodic, cu perioadd 2L (in loc de 27 ) L > 0,
continuu si cu derivatd continud (sau conditiile din teorema lui Dirichlet),
atunci se pot asocia coeficientii Fourier

L L
1 1
anzf/f(x)cos? dz pentru n >0, bnzz/f(m)sin$ dx penrtu n>1
—L —L

Iar seria Fourier asociata este
a0+z( n7rx+b . mra:)
— a, COS — sin —
2 " L " L

n>1
Coeficientul %4 reprezintd "media" semnalului pe intervalul [-L, L]
L
ag 1
- =— x) dz
2 =5 [ 1@
—L
Termenul
e + by sin e
a1 cos — —
R T L
reprezintd "oscilatia principald" a semnalului in jurul pozitiei medii
Termenii
nwx b, sin nwx
Gy COS —— —
" L L

reprezintd "armonicele oscilatiei principale"

Dezvoltarea sau reprezentarea semnalului in serie Fourier

J@) =5+

Z (an cos 7:13 + by, sin ?) pentru orice x € [—L, L]

se interpreteaza ca "descompunerea semnalului in armonice"
Coeficientii Fourier ag, a1,b1,as,bs,as,bs3,... formeaza "spectrul semnalului" sau spectrul discret

Se realizeaza astfel o corespondenta intre
- un semnal periodic continuu f: R — R si
- un semnal discret ag, a1, b1, as,bs,as,bs, ... (un sir de numere)

Aceastd corespondentd este bijectiva intre
- semnale periodice (cu perioadd 2L ) de "energie finitd"

L

%/quM<w

—L

SN

- semnale discrete de "energie finitd" | adica siruri de numere (coeficienti Fourier) cu

2 oo
a
?0 + Z |an|2 + |bn|2 <0

n=1
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(acest tip de serii Fourier reprezintd elementele din spatiul Hilbert H definit mai tarziu)
(" < oo " este un mod prescurtat de a spune ci seria este convergents)

Importanta acestei corespondente bijective apare la problema transmiterii unui astfel de semnal.
Cum transmitem la distantd un semnal periodic continuu f : R — R cu fidelitate mare ?

i) O metod4 este aceea de a transforma semnalul continuu intr-unul digital.
Transmiterea unui semnal digital (sir de biti) se face rapid si exact.
Deci se "digitizeazd" semnalul continuu.
Pentru a avea fidelitate mare (rezolutie buni), este nevoie de o ratd mare de egantionare,
ceea ce duce la un volum mare de date de transmis.

Acest fapt afecteazd viteza de transmitere.

ii) O altd metodd este de a calcula coeficientii Fourier ai semnalului continuu

(acest fapt presune vitezd de procesare mare - algoritmi de calcul aproximativ rapid)
(de exemplu algoritmul de transformare Fourier rapidd FFT "Fast Fourier Transform")
Apoi se transmit la distantd doar acesti coeficienti - un semnal discret -

In acest caz volumul de date transmise este mic, deci viteza de transmisie foarte mare.
La "destinatie", se "recompune" semnalul continuu initial folosind reprezentarea in serie Fourier

o0
f(z) = % + ;(an cos ? + by, sin ?) pentru orice z € [—L, L]

Este insd nevoie de vitezd mare de procesare (calcul aproximativ), dar se poate obtine o fideliate oricat de buna.
Sa remarcam diferenta dintre semnal digital si semnal discret.

Not#. In practici nu asa se transmit semnalele. Am dorit doar si exemplificim ideea.
De exemplu un semnal dat de o functie polinom, nu se transmite prin digitizare.

Se transmit numai coeficientii polinomului.

La "destinatie" se calculeazid semnalul prin digitizare obtinand orice rezolutie dorita.

Raman doar cateva intrebari simple, dar "legitime" pentru intelegerea celor prezentate.

- de ce au fost considerate functiile trigonometrice cosx,sinz, cos 2z, sin 2z, ... si nu altele 7
- de ce coeficientii Fourier sunt definiti de acele integrale 7

- de ce acele integrale au factorul 1 (respectiv + ) ?

- de ce primul coeficient % are factorul % ?

- de ce "energia finitd" se calculeaza asa

2 o0
Q,
30 + 3 Jan]? + [bal* <

n=1

Raspunsul necesita prezentarea contextului "natural" : spatii vectoriale cu produs scalar, spatii Hilbert,
dar gi prezentarea convergentei punctuale si a convergentei uniforme pentru siruri de functii.

Incepem cu lucrul cel mai simplu, mentionarea teoremelor de aproximare ale lui Weierstrass (fard demonstratie).

Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815 - 1897) matematician german, adesea numit "périntele analizei mod-
erne". Contributia In matematica este imensd. El enuntd riguros conceptele de limita, functie continui (aga cum se
definesc in prezent). Multe teoreme ii poartd numele. De exemplu celebra teorema Stone-Weierstrass de aproximare.

6. Teoremele de aproximare

Teorema 1 (Weierstrass). Fie f : R — R continud, periodica de perioadd 27 si seria Fourier asociat.
Notam sirul sumelor partiale cu

n
Sy = a0 + Z(ak cos kx + by sin kx) pentru n >0
2
k=1
Atunci girul definit

1
— (S0 + s1 —|—...—|—Sn)

On = n(
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converge uniform la functia f : R — R
Adica pentru orice € > 0 existd un polinom trigonometric o,, astfel incat

| f —onll, = sup |f(x) —on(x)| < € pentru orice z € [—m, 7]
z€la,b]

(teorema aratd cd o functie continui gi periodicd se aproximeaza uniform cu polinoame trigonometrice)

Consecinta.

Daca o functie f : R — R continud, periodica de perioada 27

are toti coeficientii Fourier nuli (a,, =0,n >0 sib,=0,n>1),
atunci functia f este identic nuld ( f(x) =0 pentru orice z € R )

Consecintd. (unicitate a reprezentirii in serie Fourier)
Doua functii f,g: R — R continue, periodice de perioadd 27 cu aceeasi coeficienti Fourier,
sunt neapdrat egale f = g ( f(z) = g(x) pentru orice x € R )

Teorema 2 (Weierstrass)
Orice functie f : [a,b] — R continud, se aproximeazi uniform cu polinoame algebrice.
Adica: pentru orice € > 0 existd un polinom P. astfel incat

| f—P-||,, = sup |f(x) — P-(x)| < € pentru orice z € [a,b]

z€la,b

Acest rezultat aratd cd valorile unei functii continue se pot aproxima cu valorile unor polinoame,
deci numai folosind calcule algebrice (adundri si inmultiri).

7. Ingrediente tehnice - spatii vectoriale

Spatii vectoriale cu produs scalar, spatii Hilbert

Acum incepem prezentarea contextului "natural" pentru serii Fourier: spatii vectoriale cu produs scalar, spatii Hilbert.
Reamintim cateva notiuni despre spatii vectoriale cu produs scalar (spatii vectoriale reale).

Definitie. Fie V' un spatiu vectorial.

Un produs scalar pe spatiul V este o aplicatie biliniara, simetrica, pozitiv definitd <,>:V xV — R .
Mai precis

i) biliniard: pentru orice z,y,z € V siorice «,3 € R avem

<ar+fy,z>=a<z,z>+p<y,z>
<zar+pPy>=a<z,x>+L< z,y >

ii) simetricd: < y,x >=<z,y > pentru orice z,y €V
il) pozitiv definitd: < z,x >> 0 pentru orice x € V
si <z,x>=0 dacd gi numai dacd =z =20

Comentarii.

1. Folosind notatia din fizicd, mecanicd, definitia se rescrie astfel :
produsul a doi vectori z,y € V este un scalar z-y € R

i) produsul scalar este distributiv fatd de adunarea vectorilor

(z+y)z=z-2+y-z sl a(z-y)=(ax) y=2-(a)

pentru orice z,y,z € V siorice a,f5€R
ii) produsul scalar este_ comutativ x -y =y -z pentru orice z,y € V
iii) produsul scalar este pozitiv z-x > 0 pentru orice x € V

si x-x =0 dacd si numai dacd = =0

2. In esentd, notatia < z,y > nu este deosebitd de notatia z -y
(care este mai familiara in fizicd, mecanicd).
- folosim paranteze z-y = (z-y) pentru a separa de alte operatii
- folosim virgula ca separator in loc de - (z-y) = (z,y)
- folosim paranteze "ascutite" in loc de paranteze "rotunde" gi ajungem la < x,y >
Vom folosi ambele notatii, variind in functie de context.
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3. In general o operatie algebrici se numeste "produs" dac# este distributiva fat de o altd operatie algebrici
(numitd adunare)

Exemple.

1. Pe R produsul obignuit este un produs scalar

2.Pe R? produsul scalar "standard" este (z,y)- (a,b) = ax + by

3.Pe R? produsul scalar "standard" este (z,y,z) - (a,b,¢c) = ax + by + cz

Un spatiu vectorial cu produs scalar se numeste in general spatiu euclidian.

Observatie. Un produs scalar verifici inegalitatea lui Schwarz (inegalitatea fundamentald a unui produs scalar)
Pentru orice z,y € V are loc inegalitatea

< a,y > <<z2><yy>

Demonstratia este anexatd la sfagitul capitolului.

Inegalitatea este numita si Cauchy-Schwarz sau Cauchy—Schwarz—Bunyakovsky

Inegalitatea are multiple aplicatii in algebra vectoriald, spatii Hilbert, teoria probabilitatilor. Formularea gener-
ald a principiului de incertitudine al lui Heisenberg, se face folosind aceasta inegalitate in spatiul Hilbert al starilor
cuantice pure.

Augustin Louis Cauchy (1789 — 1857) matematician francez. A initiat priectul formuldrii si demonstrarii rig-
uroase a teoremelor din calculul diferential gi integral, deci un "pionier" al analizei matematice. Are contributii
importante in analiza complexa gi lucrari ce acopera majoritatea problemelor din matematica gi fizicd matematica.

Victor Yakovlevich Bunyakovsky (1804 — 1889) matematician rus, creditat cu demonstratia inegalitatii in caz
infinit dimensional inaintea lui Schwarz.

Karl Hermann Amandus Schwarz (1843 — 1921) matematician german, cunoscut pentru lucréri in analiza com-
plexa.

. Ly . def . o o e 4w .
Consecintd. Relatia ||z|| = /< z,z > definigte 0 normé, numiti norma asociati produsului scalar.
Reamintim proprietéatile ce definesc o norméa pe un spatiu vectorial.

Definitie. O functie scalard ||| : V — R definegte o normé pe spatiul vectorial V' dacd
i) |lz|| >0 pentruoricex €V gi |lz|| =0 dacd si numai dacdi z =0
i) |azx| = |af-||z|| pentru orice z € V i orice & € R

iii) |z +yl < |zl +|ly[| pentru orice z,y € V

Relatia (iii) se numegte inegalitatea normei sau inegalitatea triunghiului.

Denumire justificatd de interpretarea geometricd "intr-un triunghi, suma lungimii a doua laturi este mai mare
ca lungimea celei de-a treia laturi"

In fizic& vectorii de normé 1 se numesc "versori".

Observatie. Orice vector nenul x # 0 are norma strict pozitiva ||z|| > 0, iar vectorul ﬁz are norma 1 i

este coliniar cu vectorul z
Inegalitatea lui Schwarz se poate rescrie

1 1
[<zy > <]yl & |<gETry>| <1
)l llyll

Prin urmare produsul scalar al celor doi vectori de norm& 1 este un numdr real din intervalul [—1,1] ,
deci reprezintd valoarea functiei cos pentru un unic unghi din intervalul [0, 7]

Definitie. Pentru doi vectori nenuli, se definegte unghiul dintre cei doi vectori o € [0, 7] prin relatia

1 1
cosa =< ——&, ——Y >
]l [yl

In particular doi vectori sunt ortogonali "z 1 y" daci produsul lor scalar este nul < z,y >=0 < a=
Norma gi unghiul a doi vectori definesc "geometria" unui spatiu euclidian (cu produs scalar).

(SIE]

Teorema lui Pitagora. Dacd doi vectori sunt ortogonali x L y , atunci

lz -+l = zl|® + |||

193



Demonstratia este un simplu exercitiu de calcul.

lz+y)* =<z+yz+y>=(@+y) (z+y) =

0 0 2 2
=z-z+z-y+y aty-y=z-z+y-y=|zl"+ |y’
—~ ~~

[ |
Pitagora (Pythagoras) (aprox 580-572 BC - aprox 500-490 BC) matematician, filozof grec

Din punct de vedere geometric, « + y si x — y sunt diagonalele dreptunghiului cu laturi x si y
v v 2 2 2 2 RV . .
Se observa ca ||z +y||” = ||z|” + Hy H = ||z — y||” aratd cd diagonalele au aceeagi lungime.
Demonstratia teoremei lui Pitagora este un simplu exercitiu de calcul in contextul spatiilor cu produs scalar,
contextul "natural" al teoremei.

Consecinta. Dacd vectorii z7,za,...,x, sunt ortogonali (oricare doi), atunci

|21+ @+ oot @all* = |+ ol + o+ ea]* sau

n
D> o
k=1

2 n

2
= llal

k=1

O familie de vectori {z;}; se numegste familie ortogonals, daci oricare doi vectori sunt ortogonali

(se subintelege cd vectorii sunt nenuli). Orice familei ortogonald este gi liniar independenta.

O familie de vectori {z;}; se numegte familie ortonormat4, daci oricare doi vectori sunt ortogonali si fiecare
are norma 1

Deci produsului scalar i se asociaza o norma, iar normei i se asociaza o distanta sau metrica

d(z,y) = llz -yl

Definitie.
Prin urmare un spatiu vectorial cu produs scalar este si un spatiu metric.
Daca acest spatiu metric este complet, atunci se numeste spatiu Hilbert.

Daci spatiul vectorial V nu este spatiu metric complet (cu metrica asociatd produsului scalar),
atunci "completatul" siu este spatiu Hilbert, numit si spatiul Hilbert generat de spatiul V.

David Hilbert (1862 — 1943) matematician german, recunoscut ca unul din cei mai influenti gi "universali"
matematicieni ai secolelor 19 gi 20. A descoperit si dezvoltat idei in foarte multe domenii din matematici: axiom-
atizarea geometriei, teoria spatiilor "Hilbert", unul din fondatorii analizei functionale.

Reamintim c& un spatiu metric este complet, daca orice gir fundamental este convergent.
"Completatul" unui spatiu metric V (care nu e complet) este cel mai mic spatiu metric complet ce congine
spatiul V.

Iatd exemplul "standard" de spatiu Hilbert finit dimensional.
Consideram spatiul euclidian "clasic" de dimensiune "n" gi anume R™. Acesta este spatiu metric complet.
Aici se considera produsul scalar "canonic"

n
def
(1,22, oy Tn), (Y1, Y25 oo Un)) = T1Y1 + Ty + oo + Ty = Zwkyk
k=1

i norma asociatd (numitd norma euclidiani)

(@1, 22, s a)ll = o2 + 23+ .. + 22 =
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Baza canonica a acestui spatiu {ey, ea,...,e,}

er = (1,0,0,...,0)
€y = (0,1,0,...,0)
es = (0,0,1,0...,0)
en = (0,0,...,0,1)

este o bazi ortonormatd (fatd de produsul scalar canonic).
Orice vector se scrie in mod unic

n
x=(x1,T2,....,T,) = X161 + Ta€a + ... + Tpe, = E Trek
k=1

Coeficientii =1, x3, ..., x, vectorului z se obtin din produsele scalare
x1 =< x,e1 >= (x1,x2,....,2,) - (1,0,0,...,0)

xo =< x,eq >= (x1,Z2,....,x,) - (0,1,0,...,0)
x3 =< x,e3 >= (L1,%2,...,Ln) - (0,0,1,0,...,0)

Tp =< &, ey >= (1,22, ...,2,) - (0,0,0,...,0,1)

Acest mod relativ simplu de a determina coeficientii unui vector, justificd importanta folosirii unei baze ortonormate.

Observatie.
Daci existd o familie ortonormatd numérabild {e, }n>1 = {e1, €2, ..., €n, ...}
atunci are loc o inegalitatea (numitd traditional - inegalitatea lui Bessel )

o0
Z |< x,e, >> <|lz||> pentru orice =
n=1

Friedrich Wilhelm Bessel (1784 — 1846) matematician gi astronom german. A sistematizat studiul functiilor
introduse de Daniel Bernoulli, functii care ii poartd numele "functii Bessel". Multe alte obiecte matematice ii
poartd numele, de exemplu transformarea Bessel, numita si Fourier-Bessel sau Hankel.

Demonstratie.

Este suficient s& calculdm )

n
Z<m,ek > —x
k=1

n n

<Z<x,ek >ek—f,z<:v,ek >—x> =
k=1 k=1
n n n

<Z<z,ek >6k,z<$,6k>6k> —2<Z<z,ek >ek,x>—|—<x,:c >=

k=1 k=1 k=1

aici folosim in mod esential faptul c& elementele {e1, e, ..., €., ...} sunt ortogonalegi de norm4 1

n n
=Z|<x,ek >? -2 Z<x,ek ><ep, x> | + |z =
k=1 k=1

|<x,ep>|?

n
==Y I<aen >+ |z
k=1
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In final tinand seama de faptul ci norma este pozitivi obtinem

2 n

n
2 2
0< Z<x,ek>—x =—Z|<$;€k>| + |zl
k=1 k=1

deci

n
Yo l<@en > <l
k=1

Trecem la limitd n — 400 gi obtinem (inegalitatea lui Bessel)
oo
Yo I<zen > < laff?
n=1

Sa considerdam acum un spatiu vectorial infinit dimensional Hy, cu bazd numarabila.
Algoritmul Gram-Schmidt produce o bazd ortonormati, si o notdm cu {ey, ea, ..., €y, ... }.
H, este format din toate combinatiile liniare cu vectori din baza ortonormata {e;},

n
Hy = E ager ,orice a, € R ,oricen > 1
k=1

n

Deci orice element x € Hj se scrie in mod unic z = E aiey , iar coeficientii ap sunt ax =< z, e, >

k=1
S& observam c& produsul scalar este
n n n n n
(x,y) = E axek , E brer ) = E ab; <ejej > = E apbp< ep,ep > = E arb
k=1 k=1 i,j=1 0, pentru i%j k=1 1 k=1

z Yy

norma unui vector este

n n 1/2

D lanf* = D lanf”

k=1 k=1

lz|| = vV<,z2 > =

Deci putem identifica un vector x cu setul coeficientilor sdi (a1, ag, ..., a,) sau sirul (ay, ag, ..., an, 0,0, ...)
Astfel spatiul Hy se poate identifica cu multimea girurilor (de coeficienti)
(a1,0a2, ..., a,,0,0,...) in care doar un numér finit de termeni sunt nenuli.

Jorgen Pedersen Gram (1850 - 1916) matematician danez si expert in impactul financiar al fenomenelor de risc
si incertitudine.

Erhard Schmidt (1876 — 1959) matematician german. Impreuns cu David Hilbert are contributii importante in
analiza functionald.

S& notdm cu H patiul Hilbert generat de baza ortonormatd {e, e, ..., €, ...}
Acest spatiu se identificd cu multimea sirurilor (a1, as, ..., an,...) cu proprietatea cd seria corespunzitoare este

convergenta
oo
2
lan|” < oo
n=1
oo
Orice element z € H se scrie in mod unic x = E anén , iar coeficientii a,, sunt a, =< x,e, >
n=1

oo n n

T = E Apen & = lim E ager & T — E agerl|l — O

n—oo n—oo
n=1 k=1 k=1
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Sa observam ca produsul scalar este

[eS) [eS) o)
y> = E Ap€n , E bnen = E aibj < €j, ej § anbn< en; €n > = E arb n
— — P N——
n=1 n=1 i,j=1
——— N—— 0, pentru i#j

z Yy

norma unui vector este

o o 1/2 »
Izl = vV<izz > = |3 Janf* = (Z |a7,,|2> = (|a1|2 +lasf® + |as]” + )
n=1 n=1

Deci spatiul Hilbert generat de o baza ortonormata se poate identifica si
o0

o0
: . . y . 2
cu multimea seriilor E ane, convergente in norm4 sau (echivalent) cu E lan|” < oo

n=1 n=1
Consecintd.  Sirul coeficientilor a, — 0 (conform crtiteriului necesar pentru serii numerice)
oo
Comentariu. Calculul normei unui vector x = E anep scris in functie de o bazd ortonotmata {ey},
n=1
2 oo
. 2
|a:|| anen = |an]
n=1

se poate interpreta ca fiind teorema lui Pitagora in caz infinit dimensional.

8. Prezentarea "moderna" a seriilor Fourier, folosind spatii Hilbert

In continuare considersm functii f : R — R periodice cu perioads T = 27.
Este suficient s& studiem comportamentul acestor functii pe un interval de lungime 27 ,
de exemplu intervalul [—m, 7] .
Functiile f:[—m, 7] — R integrabile formeazi un spatiu vectorial
(cu operatiile naturale de adunare a functiilor gi inmultire cu scalari)
Astfel de spatii vectoriale sunt numite spatii de functii, deoarece elementele lor sunt functii.

In particular functiile continue si functiile continue pe portiuni fac parte din acest spatiu de functii.
S& notdm acest spatiu cu L[—7, 7] = {f : [-7,7] — R integrabile Riemann }

Definitie. Integrala urméatoare defineste un produs scalar pe acest spatiu de functii.

<fg>= [ @y

S8 "vizualiz&m" norma asociatd (in mod obignuit notatd |||, - "norma 2" pentru a o deosebi de alte norme)
1/2

113=1 [lr@lds o =5 [ @

si distanta asociata ("distanta" dintre doud functii)

1/2

I~ glls = / £0) -~ g(a)* do

Comentariu.
Acest spatiu vectorial normat este aparent oarecum "straniu".
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Conform definitiei unei norme,
1 )
If=gll;=0 & — [|f(z) - g(z)]"dz =0

ducela " f=g ", egalitate doar in sensul normei ||||,.

Atentie insd, acest fapt nu inseamn# neapdrat f(z) = g(z) pentru orice x € [—m, 7]

Egalitate in sensul normei [|||, inseamna mai precis f(z) = g(z) "aproape peste tot" pe intervalul [—m, 7]
™

Deci identificim doud functii pentru care X / |f(z) — g(z))*dz =0

Am obtinut astfel nu chiar un spatiu de functii, ci un spatiu de "clase de functii echivalente".
Exemplu.
Consideram functiile f,g : [-7,7] = R

5 in rest ,  g(xz)=>5 pentru orice x € [—7, 7]

3 pentru z € {—m, 0,7
)= { o
Functia f nu este continud in 3 puncte {—m, 0,7} , dar este integrabild pe [—m, 7] , la fel gi functia f — g care

este
—2 pentru z € {—n,0,7}

@) - g(a) = { g7 pen

Calculdm norma tinand seama de faptul cd integrala nu se modifica daca functia este nenula doar intr-un numar
finit de puncte.

s

||f—9||§=%/|f(x)—g(x)|2dx=%/0d:c:0

—T

Deci " f =g ", egalitate doar in sensul normei |||,.
Valorile celor doud functii sunt identice cu exceptia celor 3 puncte {—m, 0,7}

Aceastd situatie este cat se poate de naturala.
Doué semnale audio care diferd numai in cAteva puncte sunt "esential" echivalente, chiar daca nu identice.
La fel doud imagini pe monitor, ce diferd doar intr-un numar mic de pixeli, sunt practic "la fel de bune".

Observatie.

Daca cele doud functii f si g sunt functii continue, atunci da !

|f —gll, =0 inseamnd exact f(x)= g(z) pentru orice z € [—m, 7]
Demonstratia nu este complicata.

Teorema.
Familia de functii {%, cos z, sin x, cos 2z, sin 2z, cos 3z, sin 3z, ...} este o familie ortonormata (fatd de produsul
scalar definit)
S N

Familia de functii este numita "sistemul trigonometric".

Demonstratie.

Mai intai justificim necesitatea factorului % in definirea produsului scalar. Aceasta deoarece si fard acest factor
obtinem un produs scalar.

Am dorit ca functiile trigonometrice sa aibe norma 1. Tatd cum arata calculul fira factorul %

||cos z||* =< cosz, cosz >= /cosa: -cosxdx = /0032 xdx = / wdaz =
1 i i cos 2z 1 1sin2z | " sin 27 — sin(—2)
2/ x+/ p TRty T 1 T

198



Pentru a "corecta" acest calcul se alege factorul % si atunci avem

2 1 1 9 1/1 1sin2z 7"
lcosz||; =< cosx,cosx >= — [ cosz-coszdr = — [ cos“zdr =..=— | 227+ - =1
T T m\ 2 2 2 |,

Factorul % este si el justificat de faptul cd functia constantd 1 nu are norma 1 (nu este versor)

1] 1
||1||§:<1,1>:7/1«1d95:727r:2 o il =2
i ™

Conform unei observatii anterioare, "corectam" alegdnd functia constanta %

In fine pentru a demonstra ci familia este ortonormati calculdm urmitoarele produse scalare (p,geN)

s
1 1 p=q
< cospx,cosqr >= — [ cospx - cosqrdr = ’
P 1 7r/ b 1 {0 , PFQq

—T
s

. . 1 . . 1 =
< sinpzx,singr >= — /smpx - sin qrdx = { 0 » P=4
T

s PFEQ
-7
s impara
. 1 -
< cospz,singr >= — [ cospz - singx dx =0
™ S—— —~—

=T para impara

s
1 1 1 1 1 sinpz|™™" 1 1 sin(pr) 1 1 sin(—pm)
< —,cospr >= — [ —=cosprdr = —— =-— -’ =0
V2 rr w/\/ip TVE P . V2 P TVZ P
— T
s
< L i > L / L d 0
——,sinpx >= — | —=sinpzdx =
VoA BV NS
- impara
Tata calculele ramase.
Pentru p # ¢ avem
1] 1
< COSPL,CoS qr >= — /cospx -cosqrdr = — / [cos(p + q)x + cos(p — q)x] dx =
T T
r -7
1 | sin(p+q)x N sin(p — q)z|*=" | 0
™ p+q p—q r=—mn
Pentru p = ¢ avem
1] 1 [1+cos2pr 1 n2pe|"" | 12
< COoSpT,Ccospr >= — /costxdx = — / Shcosdpr 112 + S =pe _ -7 +0=1
T T 2 |2 2:2p | T
—T —T
Pentru p # ¢ avem
™ s
1 1
< sinpzx,singqr >= — /sinp:c -sinqrdr = — / [cos(p — q)x — cos(p + ¢)z] dx =
T T
—T —T

p—q pP+q

1 lsin(p —qQ)x B sin(p + q)x
T

‘|:0
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Pentru p = ¢ avem

1 1 [1-cos2 1 in2
< sinpz, sinpxr >= —/sin2pxdz:—/ﬂdx:— r_Smepr
T m m |2 2-2p

v=n 127

—T —T

9. Reprezentare in serie Fourier in norma |||,

Definitie.
Notam cu Hy spatiul vectorial generat de familia ortonormati {%, cos x, sin x, cos 2z, sin 2z, cos 3z, sin 3z, ...}

adicd multimea tuturor combinatiilor liniare cu elemente din familie,
combinatii numite "polinoame trigonometrice"

1 n
A— 4+ (agcoskx + by, sin kx)

Acesta este un spatiu vectorial infinit dimensional inclus in
spatiul functiilor integrabile L[—m, 7] = {f : [-7, 7] — R integrabile Riemann }
Ca spatiu metric insd Hy nu este complet.
Notdm cu H "completatul" sdu, adica
spatiul Hilbert generat de familia ortonormata {%, cos x, sin x, cos 2z, sin 2x, cos 3z, sin 3z, ...}

Se demonstreaza ci acest spatiu este un spatiu de "clase de functii echivalente", spatiul functiilor de "patrat" integrabile

H = L?[-n,7] =1 f:[-7,7m] — R, masurabile cu / |f(2)]? < o0

[777)7‘-]

O functie este "masurabila" in sensul masurii Lebesgue, iar integrala este integrala Lebesgue.
Nu prezentam detalii asupra masurii Lebesgue, dar mentiondm faptul ca
functiile integrabile Riemann sunt méasurabile Lebesgue si pentru acestea

s
2 2
[ @ = [1r@ra
[771-77‘—] -

in particular functiile continue sau continue pe portiuni sunt incluse in spatiul L*[—, 7]

Produsul scalar pe acest spatiu este

™
[77‘-77‘-]

< fg>= ! / f(x)g(=)

deci pentru functii integrabile Riemann coincide cu produsul definit mai inainte.

Are loc i in acest caz constructia descrisa mai inainte folosind siruri de coeficientii sau serii formate cu elementele
familiei ortonormate.
Deci spatiul Hilbert H = L?[—n, 7] se poate identifica cu elementele

2

1 = ) A = 9 9
Hi=<¢{A—+ a, cosnx + b,sinnx) cu — + anl” + bn]” < 0
1 {ﬂ > ) eu T S fanl?+ o] }

Numim o astfel de serie, serie trigonometrica sau serie Fourier

n=1 n=1

1
A— + Z(an cosnz + by, sinnx)

\/5 n>1

Numerele A, a, si b, , n > 1 sunt coeficientii seriei, sau coeficientii Fourier.
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Prin urmare identificim un element din spatiul L?[—, «] , adica o functie f : [-m, 7] — R
(de fapt o clasd de functii)

cu o serie Fourier, ai carei coeficientii se obtin calculand produse scalare

(dintre f si elementele bazei ortonormate)

1
A=< f,—> | n =< f,cosnx > , b,=<f,sinnx> n>1
f. % / /
adica .
A=<t /f 5 [ fe
, —= z)dx
2 ~Var
1
a, =< f,cosnr >= an:f/f(m)cosnx dx
™
. NN
b, =< f,sinnz >= bnzf/f(w)smnx dx
T
Comentariu.

Pentru a nu avea o formuld speciald pentru primul coeficient, se noteaza

= % 7 f(z)dx

(care astfel devine un caz particular al formulei generale pentru a,, ).

Primul termen al seriei devine .
1 11 1 aop
A—z——/ )dr - —= = —
—_———

Definitie.
Astfel se justifica forma "standard" a seriei Fourier asociate unei functii f : [—7, 7] — R integrabile Riemann.

24 Z(an cosnx + by, sinnx)
n>1

si definirea coeficientilor Fourier (ca integrale - de fapt produse scalare)

1 1
Op = — / f(z)cosnz dx pentru n >0, b, =— / f(z)sinnz dx pentru n > 1
™ ™

< f,cosnx> <f,sinnz>

Observatie.
Identificarea unei functii f : [-7, 7] — R din spatiul Hilbert H = L?[—7, 7] , cu seria Fourier asociata

oo
ag .
= ? E ap, cos nx + by, sin nzx)

se numeste "reprezentare in serie Fourier" in norma ||[|,.

sl inseamnd convergenta seriei Fourier in norma |||,

— 0
n—oo
2

24 Z(ak coskx + by sinkz) — f
k=1
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Este evident ci pentru orice functie f : [~7, 7] — R din spatiul Hilbert H = L*[—7, 7] ,
(in particular orice functie integrabild Riemann)

norma [|||, se calculeazi ca produs scalar

fie ca integrald

s
2 1 2
913 =< 1.8 =1 [15@)
—T
fie folosind scrierea in baza ortonormats

1 SR
IFI1Z =< f, f >=( A—=+ Y (ancosnz + bysinnz) , A— + > (an cosna + b, sinnz) ) =

n=1
—A2+Za +b2 = Za +b2
Deci "inegalitatea lui Bessel" pentru serii Fourier este de fapt egalitate
o0
Z aZ 4+ b2)

numita gi formula lui Parseval, degi in mod evident nu reprezinta decat teorema lui Pitagora in caz infinit dimensional.
Seriile trigonometrice pentru care

w‘om

I£15 =

2 o0
Q,
5} +;(a3+bi) < o0

reprezintd ceea ce in fizicd sunt numite "semnale discrete de energie finita".
Deci seriile Fourier asociate unor functii integrabile au "energie finita".

Consecinta (Lema lui Riemann)
Coeficientii Fourier asociati unei functii integrabile verifica

lima,=0, limb,=0
n—oo n—oo
Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826 - 1866) matematician german cu contributii importante in analizi
si geometrie diferentiald care au deschis drumul cétre teoria relativitatii generale. A enuntat celebra conjectura
"ipotezd a lui Riemann", incd nesolutionatd definitiv.

Demonstratie.
Reamintim criteriul "necesar" pentru serii numerice. Daca o serie este convergentd atunci termenul "general"
tinde la zero.

oo
(L v .
Pentru orice functie, seria coeficientilor Fourier 3 + g a2 +b2) este convergenti, deci termenul general

(an +b7) — 0
Aceasta implicd imediat
lima,=0, limb,=0

n—oo n—oo

|
Acest rezultat este utilizat in mod esential in demonstrarea teoremei lui Dirichlet. Motiv pentru care il
mentionam.

Sa rezumam rezultatele de pana acum.
Am considerat spatiul functiilor integrabile L[—n, 7| = {f : [-7, 7] — R integrabile Riemann }.
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Pe acest spatiu am definit un produs scalar
1
<fg>=_ [ fla)g(z)dz

Am aritat ca familia de functii {%, cos z, sin x, cos 2z, sin 2x, cos 3z, sin 3z, ...} este o familie ortonormats.
- acest fapt explicd de ce descompunerea unui semnal periodic se face folosind aceste functii trigonometrice si
- de ce produsul scalar are factorul 1/m
Am notat cu Hy spatiul vectorial generat de aceastd familie ortonormatd, spatiu inclus in L[—7, 7]
Am notat cu H spatiul Hilbert generat de Hy . Elementele din H au "reprezentare in serie Fourier" ca limitd
in "norma 2".
- acest fapt explicd definirea coeficientilor Fourier pentru o functie integrabila si
- de ce primul coeficient este %
Pentru orice functie integrabild se poate asocia o serie Fourier.
Seriile Fourier asociate unei functii integrabile au "energie finita".

10. Rezultate anexe

Este necesara precizarea a doud tipuri de convergenta a sirurilor de functii.
Ne limitdm la enuntarea definitiilor gi mentionarea unor proprietati.

Definitie.
Un sir de functii f,, : [-7, 7] = R converge punctual la functia f , pe intervalul [—7, 7] , daci
pentru orice ¢ € [—7, 7| existd limita
lim f(z) "2 f(z)
n—oo
Functia astfel definitd f : [—7, 7] — R se numegte limita girului de functii f,
Definitie.
Pentru o functie marginitd f : [-m, 7] — R relatia

Ifle ™ sup  |f(2)]

T€[—m,7]

definegte o norm4, numitd norma supremum (pe scurt "norma sup") sau norma "infinit".

Definitie.
Un sir de functii f,, : [-7, 7] = R converge uniform la functia f , pe intervalul [—m, 7] , dacd

1o = flle =0

Cu alte cuvinte girul converge in norma supremum.

Observatie.
Daca un sir de functii converge uniform, atunci girul converge si punctual.

Observatie.
Daca un sir de functii continue converge uniform, atunci limita sa este o functie continua.

Observatie.
Pentru orice functie integrabild are loc inegalitatea intre norma supremum si norma |||,

. 1/2
£l <VE il = (5 [lf@Pa)  <VE sw |f@)

T€[—m,7]

Consecinta.
Daca un sir de functii converge in norma supremum,
atunci girul converge si in norma asociatd produsului scalar (norma ||||,)
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Consecinta.
Functiile continue f : [-7, 7] — R sunt elemente ale spatiului Hilbert H

Demonstratie.
Teorema 1 (Weierstrass) aratd cé sirul

1
On = E(SO +81 4+ ..+ 8)

converge uniform la functia continua f , deci converge si in "norma 2".

Sumele partiale s, $1, ..., S, sunt din spatiul Hy (generat de functiile trigonmetrice), la fel si o,
(ca o combinatie liniard de elemente din Hp)

Spatiului Hilbert H fiind spatiu metric complet, functia f este un element al spatiului Hilbert H

ca limitd in "norma 2" a unor elemente din Hy.
|

Putem considera serii trigonometrice arbitrare, nu neaparat asociate unor functii integrabile sau care reprezinta
elementele spatiului Hilbert H.
O serie trigonometrica % + Z(an cosnz + b, sinnz) poate fi
n>1
i) punctual convergentd
ii) uniform convergentd
iii) sau s& nu fie convergenta.
Urmitoarea teorema ofera conditii suficiente ca o serie trigonometricd si defineasca un element al spatiului
Hilbert H

Teorema.(Parseval)
Daca o serie trigonometrica este uniform convergenta, atunci suma acestei serii

f(z) = % + ;(an cos nx + by, sinna)

este o functie continud f : [—m, 7] — R care este inclusd in spatiului Hilbert H ,
seria Fourier asociatd acestei functii este exact seria trigonometrica initiala si evident are loc egalitatea

1 2 &
1 =2 [P ar =2+ Y @ +2)
— n=1

(Formula lui Parseval)
Marc-Antoine Parseval (1755 - 1836) matematician francez, renumit prin teorema care ii poartd numele.

Demonstratie.
Convergenta uniforma inseamna convergenta sirului sumelor partiale in norma supremum

n—0o0
oo

a - .
?O—FI;(akcoskx—&-kaln/m)—f - 0

Conform unei observatii anterioare, convergenta in norma supremum implica convergenta in norma ||||,.

Deci functia f este un element al spatiului Hilbert H (ca limita (suma) unei serii trigonometrice convergente in
norma |[[,)

Deci seria trigonometrica verifica si

s
1 a2 =
2 2 0 2 2
Ifllz == [ If@) de = =+ > (a5 +b7)
m 2
x n=1
Pe de alta parte functia continud f are o serie Fourier asociatd. Coeficientii acesteia se calculeaza

T
1
— / f(z) cosnz de =< f,cosnz >=a, pentru n >0
T

—1T
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1
— /f(x) sinnz dr =< f,sinnz >=0b, pentru n>1

Deci sunt exact coeficientii seriei trigonometrice initiale.ll

Comentariu.
S& analizam ultimele doua rezultate care aparent se "suprapun" afirmand acelagi lucru.
Pe de o parte consecinta la Teorema 1 (Weierstrass) aratd ci functiile continue f : [—m, 7] — R sunt elemente

ale spatiului Hilbert H,
dar nu spune nimic despre convergenta seriei Fourier asociate unei functii continue.
Pe de alta parte teorema anterioard arata ca
seriile trigonometrice uniform convergente sunt dezvoltari Fourier pentru anumite functii continue
(functiile continue care sunt sume ale unor seriii trigonometrice uniform convergente).

Tata in final un criteriu de convergenta uniforma.

Criteriu de convergenta uniforma
Fie o serie trigonometrica % + Z(an cosne + by, sinnx) .
n>1
Daca seria Z |an| + |bn| este convergentd, atunci seria trigonometricd este uniform convergenta.
n>1

12. Concluzii finale.
Pentru functii integrabile f : [-7, 7] — R se asociaza serii Fourier % + E (ayn cosnz + by, sin nx)
n>1

Aceste serii sunt "semnale cu energie finita"

N"ow

i 2102 <

Pentru functii continue i derivabile pe portiuni (cu derivate laterale laterale in fiecare punct)
seria Fourier asociatd converge punctual (teorema lui Dirichlet)

f@+0)+ flz-0) @

o0
— g an cosnx + by, sinnx) pentru orice x € [—m, 7]

2 2
In particular functiile continue si derivabile f : [, 7] — R se dezvoltd in serie Fourier

o0
flx) = ?0 Z (ayn cosnz + b, sinnz) pentru orice x € [—m, 7]
Convergenta seriei Fourier depinde numai de valorile functiei in vecindtatea punctului « € [—m, 7]
(principiul localizarii)
Functiile continue f : [—7, 7] — R se aproximeaza uniform cu polinoame trigonometrice (teorema 1 Weierstrass)
Metoda initiatd de Fourier consta in descompunerea unui semnal periodic dupé o familie ortonormata de functii
trigonometrice

1 . . .
{ﬁ, cos x, sin &, cos 2z, sin 2z, cos 3z, sin 3z, ...}

fatd de produsul scalar ( a doud functii integrabile)

< f,g>= % / f(z)g(w) dx

Au fost folosite trei tipuri fundamenntal deosebite de convergetd pentru giruri de functii f : [-m, 7] — R
- convergenta punctuala
- convergenta uniforma, care corespunde normei supremum ||f|| = sup |[f(z)]

re|—m,
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1/2

s
- convergenta in norma |||, , care corespunde normei asociate produsului scalar || f||, = [ 1 / |f (@) da
—T
Intre aceste convergente au loc relatiile:
- convergenta uniformd implica si convergenta punctuald si convergenta in norma |||, : ||f Hg <V2|fll
- convergenta in norma |||, implicd convergenta punctuald numai pentru "aproape toate punctele".

Inegalitatea lui Schwarz

Din punct de vedere "istoric", inegalitatea a fost cunoscutd pentru numere reale in forma

() <(£4) (27)

pentru orice numere reale aib, € R , k= 1,n si oricen > 1

In aceastd forma inegalitatea este numits "inegalitatea Cauchy-Schwarz" sau "Cauchy-Bunyakovski-
Schwarz".

S& observam cd pentru n = 1 are loc egalitate

(a1b1)” = (a?) (b7)

Sa observam cd pentru n = 2 inegalitatea este relativ simplu de demonstrat.
Este suficient sa efectuam calculele

(a1b1 + a2b2)2 S (af + CL%) (b% + bg) =
(a1b1)2 + (azbg)z +2a1b1azby < a%b% + a?b% + a%b% + a%bg
— == — <~

0< a%b% — 2a1b1asbs + agb% 4 0< (albg — a2b1)2

ultima inegalitate este in mod evident adevaratd, deci este adevarata si inegalitatea Cauchy-Schwarz pentru
n=2.

Aparent ar trebui urmat un procedeu de tip inductie pentru a demonstra cad inegalitatea are loc pentru orice
seturi de numere reale,

mai precis pentru orice n > 3 .

Nu urmam acest drum relativ laborios si nu foarte instructiv.

Consideram un spatiu vectorial V' cu produs scalar <,>:V xV — R .
Produsul scalar definegte o norma, "norma asociata" produsului scalar

o] = vV<z,2>

Oricat de multd "incredere" am avea ci astfel am definit o norma, este necesara verificarea proprietatilor normei

i) |lz|| >0 pentruoricexz €V gi |z|| =0 daci si numai dacd =0
i) |az| = |af-||z|| pentru orice z € V i orice & € R

i) [l +yll < 2l + gl pentru orice .,y € V

propriettile 1) si ii) sunt relativ ugor de verificat

Iz =v<z,xa>>0 , O0=|z]=V<z,2> = <z,o>=0 <& z=0

pentru proprietatea iii) ( "inegalitatea normei" )

le+yl < llzl +1llyll &  V<ztyzty><V<za>+V/<yy> &
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<ztyrty><<zr>+<yy>+2/<ze > /<y y>

<z x>+ <yy>t2<zry><<z,x>+<yy>+2V/<z,r> V/<yy> &

<zyy>a/<x,r>-/<y,y>

Putem alege orice vectori z,y € V . Inlocuind y cu —y obtinem

<z, -y ><za > <y, —y > S

—<zry><x, x> /<y y>

"impreuns in forma

Ultimele doua inegalititi se pot scrie
|<x,y>|2§ <z,r>-<yy>
Prin urmare ceea ce am definit ca ||z|| = /< z,z > verifici "inegalitatea normei",

daca si numai daca este adevaratd inegalitatea lui Schwarz
Tata din ce motiv aceastd inegalitate este importanta.

S& consideram cazul in care spatiul vectorial V' are dimensiune finitd dimV =n
de exemplu V =R" cu produsul scalar "canonic"

< (0,170,27 ...,an) s (bl,bg7 ,bn) >= Zakbk
k=1

Este bine cunoscuta norma asociatéa

n
(a1, a2, ..., an)|| = Za% = \/a% +a3+...+a2
k=1

numitd "norma euclidiangd".
Pare de la sine inteles c& aceasta este o norm4, cel putin in cazul "tri-dimensional" (n = 2)

(a1, a2, a3)|| = y/af + a3 + a3

Totusi calculele anterioare au ardtat cd norma asociatd unui produs scalar verifici "inegalitatea normei"
dacd gi numai daca are loc inegalitatea lui Schwarz, care in caz finit dimensional
pentru z = (a1, az,...,a,) si y= (b1,b2,...,b,) avem

2

n 2
|< z,y >|2 =|< (a1,a9,...;an), (b1,ba,....;bp) >| = <Z akbk>
k=1

x Yy

n
< x,x >=< (a1,a2, oy Qp), (A1, 02, .0y Q) >= <Z ai)

x x

<y,y >=< (b1,ba, ... bp), (b1, b2, ....;b,) >

Il
YR
=
I M:
-

>~
V)
~_

Yy Yy

!

devine inegalitatea in forma "clasica" Cauchy-Schwarz

(Ere) < () (£%)

care nu pare deloc evidentd (pentru n > 3 ), sau cel putin demonstrarea ei pare si implice calcule laborioase.

Teorema.Produsul scalar verifici inegalitatea lui Schwarz (inegalitatea fundamentald a unui produs scalar)
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Pentru orice z,y € V are loc inegalitatea
|<x,y>|2§ <z, x> -<yYy>

Demonstratie.
Sa observam ca inegalitatea implicd doar doi vectori x si y
Prin urmare putem considera cele doud cazuri posibile
i) vectorii x si y sunt "coliniari": y=axr,a€R
ii) vectorii z gi y sunt "necoliniari" , adicd sunt liniar independenti
In cazul i) inlocuind y = az obtinem

|<z,az>*< <z,2>- <oz az> &

2
Al<r,z>"< <z,x>-a® <z,1>

care este de fapt o egalitate.

Rémane deci cazul ii) in care vectorii i y sunt liniar independenti.

Reamintim c& in inegalitate intervin doar cei doi vectori z si y .

Deci inegalitatea are loc in spatiul (vectorial) generat de cei doi vectori, spatiu de dimensiune 2, cei doi vectori
fiind liniar independenti.

Nu este necesar sa notam acest spatiu.

Dar s observam cd algoritmul Gram-Schmidt produce o bazé ortonormata cu doi vectori (spatiul are dimensiune
2)
Sa-i notdm ej, es. In aceastd baza vectorii x i y se scriu

T = aje; + azez si y=bier + bes
iar produsul scalar se scrie
< x,y >=< aje; + azez,bie; + baeg >

folosim scrierea < x,y >= x - y calculele sunt mai clare
<z,y>=z-y=(a1e1 + ages) - (brer + baes) =

= ajey - bier + ajer - baea + ages - biey + ages - baes =
baza eq,es. este ortonormata, deci
= aip, €1 - €1 + arbger - ea + asbies - e1 + asbaes - €2 = arby + azbs
—— —— —— ——
1 0 0 1

la fel obtinem si
<zx>=xz-2=(aje; +azes) - (are; + azez) = aj + a3

<y,y>=y-y=(breg + baes) - (brer + baes) = b? + b%

iar inegalitatea lui Schwarz devine
<zy>’< <za>-<yy>

(a1by + a2b2)2 < (a% + a%) (bf + b%)

exact inegalitatea "clasica" Cauchy-Schwarz pentru n = 2 | pe care am demonstrat-o la inceput.
[ |

Comentarii.

Aceastd demonstratie este destul de "naturald", "constructiva", si

aratd ca inegalitatea lui Schwarz implicd numai doi vectori, degi este adevaratd pentru orice vectori =,y € V
nu conteaza ce dimensiune are spatiul V' , conteazd doar faptul cd sunt implicati numai doi vectori

(care genereazi un spatiu de dimensiune 2).

Sa refacem "firul" logic al demonstratiei.
In mod natural am considerat cazurile
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i) vectorii « si y sunt "coliniari" i) vectoriiz si y sunt "necoliniari" , adicd sunt liniar independenti
In cazul i) avem doar o simpla egalitate.
In cazul ii) inegalitatea lui Schwarz se rescrie in functie de coordonatele vectorilor z gi y intr-o bazi ortonormata
si
obtinem o inegalitate numericd simplu de demonstrat (inegalitatea Cauchy-Schwarz pentru n =2 )

Consecinta.

Norma asociatd unui produs scalar este intr-adevr o normd (verificd inegalitatea normei).

In particular :

Norma "euclidiand" asociatd produsului scalar "canonic" pe R™ este intr-adevir o norma (verificd inegalitatea
normei).

Comentarii.
Folosind contextul spatiilor vectoriale cu produs scalar, rezultd ci este suficient si demonstram "inegalitatea

Cauchy-Schwarz"
n 2 n n
k=1 k=1 k=1

doar pentru n = 2 gi rezulta ca este adevarata pentru orice n > 2

Un fapt aparent destul de straniu. La "prima vedere" nu este deloc evident c& este suficient cazul n = 2
Totusi sa interpretam acest fapt.

Mai intai un argument de "calcul"

2

n n n
o | <|Sa ||
k=1 k=1 k=1
N—— S~—— ~——
B A C

inegalitatea afirmi B2 < A-C
Nu conteazd cum se calculeazd B , A sau C
Al doilea argument, se observa produse scalare in inegalitate

2

n n n

E aby < E aﬁ E bi
k=1 k=1 k=1
N—— —— N——

<z,y> <z,r> <y,y>

Am folosit notatia B2 < A-C , deoarece aceasta sugereazs un calcul de tip "A" pentru o ecuatie de gradul 2.
Astfel ajungem s prezentam si demonstratia "traditionald" pentru inegalitatea lui Schwarz.

Demonstratie (varianta 2)

In mod "traditional" se prezintii o demonstratie destul de "eleganti", dar folosind un "truc tehnic" nu tocmai
evident.

Consideram produsul scalar

<z+4+ay,xr+ay> >0 pentruoricc « €R
<z, x>+ <z,ay>+<ay,zr>+<ayay> >0
<zr>ta<zy>ta<yzr>+ad<yy> >0
<z, x>4+2a<z,y>+4+a’<y,y> >0 pentruorice a €R

avem o functie de gradul 2 (functie de v ) care are semn constant, deci neapdrat A < 0
Adica

0>A=02<zy>)’—d<za> -<yy>=4|<zy>>-—<zo> <yy>
—_———— —— ——

B2 C A
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care este exact inegalitatea lui Schwarz
0> <zy>2—<z,x>-<yy> & <z,y>°< <zax>-<yy>

Comentariu.

Este de inteles motivul pentru aceasta variantd de demonstratie este prezentata in majoritatea textelor.
Simpla, eleganta, scurta.

Are insd dezavantajul cd pare venita de "nicaieri".

Prima variantd de demonstratie pe care am prezentat-o, este doar aparent mai lunga.

Are insd avantaje:

- folosegte elemente fundamentale pentru spatii cu produs scalar (baza ortonormati)

- este "constructivd", sau "naturald" (asa ar face un "incepitor")

- semnaleazd un fapt interesant asupra inegalitdtii numerice Cauchy-Schwarz (cazul n = 2 este suficient)

3.2 Serii Fourier - Aplicatii

Corespunzdtor scurtei prezentari a seriilor Fourier, sunt relativ putine aplicatii ale seriilor Fourier disponibile.

1. Reprezentarea in serie trigonometricd (serie Fourier) a unui semnal periodic.
- calculul coeficientilor Fourier, pentru functii periodice de perioadd 2 , integrabile f : [-m, 7] — R

1] 1]
an:f/f(z)cosnz dx pentru n >0, bn:f/f(:c)sinn:z: dx pentru n > 1
T 7

- folosirea unui argument pentru ca o functie si admitd dezvoltare in serie Fourier, de exemplu teorema lui
Dirichlet
- cazuri extrem de simple, in care functia se poate scrie ca un polinom trigonometric,
si deci polinomul reprezinta exact seria Fourier.
- cazul unei functii pare, sau impare, care se dezvoltd in serie de cosinusi , repsectiv serie de sinugi
- reprezentarea unei functii in serie de cosinusi, sau serie de sinusi,
prin prelungerea functiei la o functie para sau impara.

2. Calculul sumei unor serii numerice, pentru care folosind serii de puteri rezultad calcule ce nu pot fi finalizate.

Am folosite cateva ingrediente tehnice.

i)

9 14 cos2x

cosnm = (—=1)" , sinnmr=0 , cos“z= 5
. nw o 0, n=2k n | -2, n=2k+1
bmz‘{ (-, m=2k41 o D _1]_{ 0, n=2k

ii) o functie periodicd f : R[—m, 7] — R cu perioad& principald 27 , continud pe [—7, 7] are limitele laterale
flm=0)=f(m) , flx+0)=f(-7+0)=f(-m)

- dacé este functie pard, atunci este continud si in punctele 7 si —7 , deoarece

flm=0)=f(m) = f(=m) , flr+0)=f(=m+0)=f(-7)

- dacd este functie impara, atunci este continud si in punctele 7w si —7 doar daca

deoarece in acest caz

flm=0)=f(r)==f(=m) , f(x+0)=[f(-7+0)=f(-m)



gi deci limitele laterale egale f(7) = f(—n) plus f(7) = —f(—7) ducla f(7)=0= f(—m)

Observatie.

Caculul coeficientilor Fourier se face folosind integrale, deci este "liniar" in sensul
daca an,b, i cn,d, sunt coeficientii Fourier ai functiei f respectiv g , atunci
coeficientii Fourier ai functiei f + ¢ sunt «, = (an +¢n) , B, = (bn +dy)

Demonstratie.
1] 1
an =— [ [f(x) + g(z)] cosnx dxf f ) cos nx da:Jr g(z) cosnz de = a, + ¢,
v
7T f(x)cosnz+g(z)cosnw -
1] 1 _
B,=— [ [f(z)+ g(z)]sinnz d:cf f ) sin nx d:ch g(z)sinnx dx = b, + d,
T
—7 f(z)sinnz+g(z)sinnz -r
b, dn
[ |
Exemple.
1.S8 se determine seria Fourier asociatd functiei f : [-m, 7] = R |
f(z) = —2 — cos 5x + 37 sin 7x + (cos )2
2. S4 se dezvolte in serie Fourier functia f : [-m, 7] — R
B 2 , z€[0,n]
flz) = { -5 , z€[-70)
3. S& se dezvolte in serie Fourier functia f: [-7, 7] = R, f(z) =
4. S3 se dezvolte in serie Fourier functia f : [-m, 7] = R, f(z) =
5. S4 se dezvolte in serie de cosinugi functia f: [0,7] = R, f(z) =
6. Sa se dezvolte in serie de sinusi functia f : [0,7] = R, f(z) =
7. Folosind dezvoltarea in serie Fourier a functiei ...

sd se determine suma seriei numerice ...
Solutii.
1. Sa observam ca in caz functia se poate scrie ca o suma finitd de functii trigonometrice

f(z) = =2 — cos 5x + 3msin Tx + (cosz)? =

1 2 3 1
—2 — cosbz + 3wsin Tx + R + - cos2zx + (—1)cosbx + 37 sinTx
2 2 2 ~—— ~~
~— o ar
ag/2 az

adicd un polinom trigonometric, care reprezintd exact seria Fourier a functiei f .

Coeficientii Fourier sunt
ag 3 1
7:**,(1,2:*,115:*1,@7:371',

2 2 2
toti ceilalti coeficienti Fourier sunt nuli

a1 =0,a3=0,a4=0,a6=0, a,=0n>8, b,=0n>1
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2. Calculdm coeficientii Fourier folosind definitia lor
1
an =— [ f(z)cosnz dr pentru n >0
T

pentrun =0

_iZf(x)dx=i7@dx+;Z@dx:

- _5

0 0

1 2 2
:f/( 5) de + — /2dm——5/d:£+ /dx——57r+ —nm=-5+2=-3
T T 7r

r 0
—~—

T ™

pentrun > 1

1 T
/f ) cosnzx dx = /f ) cos nxdx + — / f(z) cosnzdxr =
T )~

-7 -5 0 2

0 T
-5 2 —5 sinnz |
— | cosnxdx + — | cosnzdr = —
T T

. s
2 sinnx
T n T

no

—T

0
=5 (sin0  sin(—nm) n 2 (sinnm sin0) 0
o n n ™ n n )

= l/f(ac)sinnw dzx =
T

1
T

I\o

f(z )smnxdm—&—l/f(x)sinnmdx:
e T~

0 T 0 .
-5 . 2 . —5 —cosnz 2 —cosnx
= — [ sinnzdz + — [ sinnzder = — — -
T s T n

™ n

—T

_ -5 (—coso - —cos(—mr)) L2 <—Cosn7r - —coso) e (—1+ (—1)") L2
b, = % 65— 5(—1)" —2(—1)" + 2] = % [1—(=1)"]

™n

0, n=2k

deci in final, deoarece functia verifica conditiile din teorema lui Dirichlet,
pentru orice & € [—m, 7] in care functia este continud obtinem

i -
bn:{ 2, n=2k+1

flz) =2+ I;)bgkﬂ sin(2k + 1)z + ZO 1 Qk: sm(2k: + 1)z

functia nu este continud in = 0 , limitele laterale sunt f(0—0) = -5, f(0+0) =2,
deci conform teoremei lui Dirichlet pentru z = 0 obtinem

) 0-0 0+0) 3 «—

=S _ + :f( )+ f(0+ —7"‘2 sm(2k—|—1)0=

2 2 2 2 07r2k D—— 7
0

de asemenea functia nu este continud in punctele 7 si —7 , pentru care obtinem

f@—0)+f@+0) _ f(r—-0)+f(=7+0) 2+ (-5 3

2 2 2 2
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2 2

[0+ /x+0) _ -3 +i sin(2k + 1) = _73

m(2k + 1) e—_———
k=0 0

3. S& observam ci functia f(x) =z € [-m, 7] este o functie impari,
deci toti coeficientii Fourier a,, =0 , n >0
Raman de calcultat coeficientii

1] 2 2
bn:f/f(w)sinnx dm:f/f(x)sinnx dm:f/xsinn:r dr = prin parti
T T ™
-7 0 0

T
2 —cosnz|"" — cosnx 2 —(=1)" CcoSNT
=—|lz——— — 1 —— dzx :fﬁ()—i— dx
T n =0 ~~~ n T n n
= 0 (m),a,_/ 0
/sinnx
sinnz|*™" 2
_ +1 _ +1
= —(-1)" 5 = —(-1)"
n n =0 n
0—0

Functia este continud in orice punct « € (—m, ) , deci conform teoremei lui Dirichlet obtinem

o0 oo
2
€T = ) = b 1 — — —]_ n+1 .
flx) Z n SIN N Zn( )" sinnx
n=1 n=1
Functia nu este continua in = 7 , limitele laterale sunt

fr=0)=m, f(r+0)=f(-r+0)=—7

si conform teoremei lui Dirichlet obtinem

ST -|-§—7r) _ f(x-0) —; f(r+0) _ n; 2(_1)”+1sin0n7r =0

|

4. S& observim ci in acest caz functia f(x) = 22 € [~, 7| este o functie pars,
deci toti coeficientii b, =0 , n >0

Raman de calculat coeficientii

™

1] 2
Ay = — / f(gj) cosne dr = — /f(.]j‘) cosnx dr pentru n > 0
™ m

pentru n = 0 obtinem
™

2 / 5 2 23|77 2qa%  2n?
ag=— [ 2°dr=— — =—— = —
s T 3 |, 3 3
A =
pentru n > 1 obtinem
9 77 9 . T B .
L sin nx sin nx
anp = — /x2 cosnz dx = prin parti = — | 22 7/ 2x d =
us T n |0 ~ n
0 S———— 0 (932)'W_/
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4 Wf(fl)" /fcosnxdx I nrt sm;w = _ 4(713"+1
™m n n n n? |, n
————

0-0

Functia este continud in orice punct z € [—m, 7| , deci conform teoremei lui Dirichlet obtinem

oo 2 oo n+1 0 n+1
_ag o 4(-1 ‘ w2 ‘
—?—FZancosnx—?—I—ZTcosnx—? Z CcOsSNx
n=1 n=1 n=1
[ |
5. O functie are dezvoltare in serie de cosinugi numai daca functia este para,
deci in acest caz trebuie s& prelungim functia f: [0,7] — R, f(z) =« la o functie pard f: [-7,7] = R
- x , z€0,7]
10= sea L Sl
Prin urmare coeficientii b,, sunt toti nuli. R&man de calculat coeficientii
s s
1 2
ap, = f(z)cosnz de = = | f(z)cosnz dz pentru n >0
™ 0
pemtru n =0
¥ 2 ] 2 22" 9 g2
ao—f/f(a:)dx:f/xdaszf— =——=7
us T T 2|, T2
0 0
pentrun > 1
™ ™
2 2 VI
an = — [ f(z)cosnx de = = [ zcosnx dx = prin parti =
T T
0 0
. =T
2 sin nx sin nx 2 sinnz 2 —cosnx |
T ~~ n T n ™ n? —0
W—’ 0 (2) —— 0 r=

0-0
cos nx

= ——(cosnm —cos0) = —
7rn2( g ) mn2

—742
an = { 7r(2k:0+1)

Functia este continud in orice punct x € [—m, 7| , deci conform teoremei lui Dirichlet obtinem

e}
™

aon >
f(m):?%-nglancosmc:f Z cos(2k:+1

mm

4 o0
5 - = Z 2l<: cos(2k + 1)z

k=0 O
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6. O functie are dezvoltare in serie de sinusi numai daca functia este impara,
deci in acest caz trebuie si prelungim functia f : [0,7] — R, f(x) = 2 la o functie impard f : [-7, 7] — R

2, x €0,

flz) = { —f(-2) = —(-2)?=—2% |, z¢€[-m0

Prin urmare coeficientii a,, sunt toti nuli. R&man de calculat coeficientii

/f sinnz dr = /f sinnz dr = /LE sinnz dr = prin parti =

2 =v 2 2
— COSNT — CcosSnx —cosnm
=22 — 20 ————dx | = — 7r27+7/$cosnxdx =
™ n =0 ~— n ™ n n
0 (z2)~——~—" 0
sin nx
) . (—1)ntt — i sin nx
= prin parti =2r—— 4 — | xsinn|,_, 1 de | =
n ™ * ~~_n
0—0 0 (z) S~
cosnx
—1)ntt 4 i —1)ntt 4  cosng|T=T
:2WL+—2/7sinnzdx:2ﬂL+—2 =
n ™ n ™ n  lz=0
0
—1)ntl 4 (cos cos0 —1)ntt 4
n ™2 n n n ™3

(-1

4
=27 + —52 pentru n=2k+1
™

Functia este continud in orice punct « € (—m, ) , deci conform teoremei lui Dirichlet obtinem

(_1)2k:1+1 8
= 2 sin(2 1
Zb sinnz = kz;){ Ly} +7T(2k+1)3:| sin(2k + 1)z

o0

2m 8 .
fle) = ;) [Qk 1 Tkt 1)3} sin(2k + o

Functia nu este continua in = 7 , limitele laterale sunt

fr=0)=7*, f(x+0)=f(-7+0)=—77

si conform teoremei lui Dirichlet obttinem

P+ (=m?) fr=0)+ f(r+0) o 8
0=—"5—= 2 kz_o [2k+1 T2k + 1)3 }_Sln(2k_/+ Yr =0
- 0

|
7. Putem folosi rezultatele obtinute pana acum.

In exemplul 3 am obtinut pentru z € (—m,n)



pentru x = 3 obtinem

o 2 T o= 2 T o= 2
= n+1 Z _1 2k+1+41 : Qk 1 o _1 k
Zn sinng = gD sin(2k +1)g =3 5 (1)
n=1 k=0 N———~—— k=0
(=D
deci am obtinut suma seriei
e g
k=0
RS S U S
3 5 7 9 4
In exemplul 4 am obtinut pentru z € [—m, 7]
2 e -1 n+1
x2—7;+47;( n)2 coSNT
pentru =z =20
71_2 & (_1)77,—‘,—1 > ( 1)77,—‘,—1 7.[_2 & (_1)77, 71_2
= — 4 = —— = —
0 3 + 7;1 5—cosnl & nzl 3 B & 2 3 D
1— i + i _ i + — 1 + — lz
32 42 52 12
Rescriem
gy (D 1 =1 w2
D 5= T 12
= n Pt (2k+1) — (2k) 12
si obtinem
i 1 Iem 1w
2 2 7 19
Pt (2k +1) 4 k 12
pe de alta parte
S 1 =~ 1 = 1 I 1
- T SR IR
2 2 2 2 2
—n Pt (2k+1) — (2k) — (2k+1) 4 = k
deci
U
— (2k+1)2 4 —~ n2
de unde rezulta
3w 1 11 72 — 1 x? - 1 w2
S E-itechE » Lacy - -z
2 2 2 2
4 —n 4 = k 12 —n 6 = (2k+1) 8
Putem obtine aceleasi sume folosind
In exemplul 5 am obtinut pentru z € [, 7]
T4 1
=lz|==-—-— 2k +1
$0) =lel = 5 = 2 2. e o2+ s
deci pentru x = 0 obtinem
T4 T 4 1
0=/f0)=+—-- s(2k +1)0 = — —
10 =3 WZ(% zeos@h+ )0 =5 wz::(2k+ 1)2
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rezulta

P
— (2k+1)2 8

k=0
1+1+1+1+ 2
1 32 52 727778

Deci am obtinut o suma unei serii numerice.

Putem obtine si suma seriei
o0

n=1
deoarece
S =Y et m t Y G
an? (k) =2kt 4 = (2k+1)
si deci
S = mt
2 2 3
n=1 n 4k>:1 k k=0 (2k + 1)
——
S S =2
8
rezulta
3 > 1 e © 1 7T2
12w"% Ym=%
n=1 n=1
)3 JLNE NS S I R
— n2 12 922 ' 32 ' 42 6

In exemplul 6 am obtinut, pentru = € (-, )
o0

27 8
2= sin(2k + 1
v kg;} {21@—5—1 * 77(21@—&-1)3} sin(2k + 1)z

deci pentru z = Z obtinem

v = 27 8 . T =2n(-1)F X §(—1)F

=2 | * sy ks 0] =X FE Y S

2 —|2k+1 7(2k+1) 2 &~ 2k+1l m(2k+1)
(=DF

m? — (—DF 8~ (-1
T _9 ° )
1 ”];szﬁwk;(zkﬂﬁ

|

deci

e (e Y _w
—(2k+1)% 8\4  2) 32 16
|

Serii Fourier - Intrebsri Test

Iatd cateva intrebari simple, cu care puteti "verifica" capacitatea de a va "orienta" asupra Seriilor Fourier.
Puteti adduga si alte intrebari ce vi se par relevante.

Este functia f(x) = sin3z — 4sin2x o functie pard ?

Este functia f(x) = cos2z + cos 3z o functie impard ?
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Cum este functia f(z) = cos 3z — 4sin 2z pard sau imparg 7

Cum trebuie prelungitd la [—7,n] functia f(x) = cosx , « € [0, 7] pentru a fi o functie impara ?
Cum trebuie prelungitd la [—m, 7] functia f(z) =sinz , x € [0, 7] pentru a fi o functie pard ?
Care este perioada principald a functiei f(z) = cos2z +sin3z , f:R—R ?

Care este seria Fourier asociatd unui polinom trigonometric ?

Care este seria Fourier asociatd functiei f(z) = 2 —sin2x + 5cos3z ?

Cat este coeficientul Fourier ag pentru functia f(x) = z — 223 + 327 ?

Cat este coeficientul Fourier ag pentru functia f(x) = 2® — 25 4+ 22° ?

Cat este coeficientul Fourier a; pentru functia f(z) =1+ 22 —2* + 225 , 2 € [-7, 7] ?
Cat este coeficientul Fourier ag pentru functia f(z) = 2* — 25 +22% | € [-7, 7] ?

Cum aratd dezvoltarea in serie de sinusi a functiei f(z)=1+2% , 2 € [-7m, 7] ?

3

Cum aratd dezvoltarea in serie de cosinusi a functiei f(z) =2 —2a° |,z € [-m, 7] ?

Cat este norma ||||, a functiei f(z) =1—cosz —sinz + cos2x + 3sin3z , z € [—m, 7] ?

Cat este norma ||||, a functiei f(z) =2 ,z € [-m, 7] ?

Cat sunt limitele laterale ale functiei f(z) = z — 23

Cat sunt limitele laterale ale functiei f(z) = 2% —2* in2z=nm ? Este f continui inxz =7 ?

inx=mn 7 Este f continud nx =7 7

Se prelungegte functia f(x) = cosz , x € [0, 7] la o functie impard pe [—m, 7] .
Este prelungirea continud in x =0 7
Are functia f(z) = 2% dezvoltare in serie Fourier in punctul z = 7= ? Folositi teorema lui Dirichlet.
z+1 ,z€l0,n]
x—1, x€[-m0)
Folositi teorema lui Dirichlet.

Are functia f(z) = { dezvoltare in serie Fourier in punctul z =0 ?

4.1 Tranformata Laplace

Definitie. Se numegte functie (semnal) original sau original Laplace, o functie f = f(t) , care verifica
urmatoarele:

i) f(t) =0 pentrut <0 , ( daca ¢ reprezintd "timpul", se poate interpreta ci nu considerdm "trecutul" )

ii) semnalul este continuu (eventual continuu pe portiuni) pentru ¢ > 0

iii) "nu cregte mai repede ca o exponentiald", sau "este majoratd de o exponentiald cu exponent de grad 1 e

mai precis existd constantele M > 0si b > 0 astfel incat

bt n

(x)  |f(t)] < M -e® pentruoricet >0, unde M >0 si b>0

Comentariu. Constantele M >0 si b> 0, nu sunt unice pentru functia f .

Suntem interesati in alegerea unei valori cAt mai mici pentru b > 0 , chiar dacd aceasta implicd alegerea unei
valori mari pentru M > 0

Vom observa acest fapt in exemplele urmatoare.

Pierre-Simon, marquis de Laplace (1749 — 1827) matematician si astronom francez.
A initiat studiul mecanii clasice pe baza calcului diferential gi integral. Formuleazi ecuatia "Laplace" |
transformarea "Laplace" si operatorul "Laplace" (laplacian) cu largi aplicatii in matematica.

Exemple.
i) functia "treaptd unitate" sau functia lui Heaviside

0, t<O0
u(t) = { 1 ¢>0
Demonstratie.

Putem alege M =1 i b =0, obtinem
lu(t)| <1=1-¢"



ii) functiile putere sau polinomiale

0,t<0 (0, t<0
f(t)_{t"7t20 sau f(t)_{ta,tzo , pentru o >0

Demonstratie.
Folosim limita cunoscutd (se calculeazd folosind I'Hospital in mod succesiv)

tOé
tlim —; =0 pentru oricea >0si b>0
—00 €

Deci pentru orice b > 0 putem alege M > 0 astfel incat
t"] < M - e® pentru orice t > 0 , respectiv |t*| < M - e® pentru orice t > 0
p ) p p
iii) functiile trigonometrice sinat , cosat
Demonstratie.
Putem alege M =1 si b=0, obtinem

|sinat| <1=1-¢"=1, |ecosat|<1=1-e"=1

iv) orice functie marginitd f : [0, +00) — R este original Laplace.
De exemplu

a— arctgt ,

14+t 7 t+1 7 14 et

Demonstratie.
o functie este marginita daca existd M > 0 astfel incat

|f(#)] < M  pentru orice t € [0, +00)
prin urmare putem alege acest M si b= 0 pentru a obtine
If()| < M =M -e®  pentru orice ¢ € [0, +00)

v) functii care nu sunt original Laplace

ro={ o SN e={

et ,1t>0

, t<0
, t>0

*l= O

Demonstratie.

fn mod evident e!” nu este majoratd de M - e | indiferent de alegerea b >0 si M > 0 deoarece

bt

tlim —z =0 pentru orice b >0
—00 e

deci f = f(t) nu este original Laplace.
Functia g = ¢g(t) este marginitd la "infinit", dar are limitd infinitd in ¢ = 0

.1 1 .1 1
lim-—=—=+40c0 , lim -
Not  +0

deci nu poate fi majorata de o exponentiald (care este continug in ¢t =0 )

&+ | =

< M - € nu are loc pentru t € (0,1) , adicd in vecindtatea lui 0

Oliver Heaviside (1850 — 1925) inginer, matematician si fizician englez autodidact. A aplicat numerele complexe
la studiul curentului electric. Inventeaza tehnici matematice pentru rezolvarea ecuatiilor diferentiale - echivalente
cu transformarea Laplace. Reformuleaza ecuatiile lui Maxwell in termeni de forte electrice, magnetice si flux de
energie.

219



Comentariu.
Pratic putem considera cd functiile original sunt definite numai pentru ¢t > 0 .
Astfel orice functie care verificd inegalitatea (*) poate fi consideratd original Laplace, dacd se ignord valorile
pentrut <0 .
Sau putem inmulti cu functia treaptd unitate u(t) si astfel obtinem functii care sunt constante zero pentru ¢t < 0
w(t) - t" , u(t)-sinat , u(t)-cosat , u(t)-e**

0,t<0 0,t<0 0,t<0 0,t<0
n __ ) 2 _ ) . _ ) at __ )
u(t)t” = { ", t>0 u(t) sinat = { sinat ,t >0 u(t) cos at = { cosat ,t >0 (B)e™ = { et >0
Observatie.
Multimea functiilor original este un spatiu vectorial.
Demonstratie.

Fie f,g functii original cu constantele respective M; >0, My >0, by >0 , by >0
Putem alege M = max(M7, Ms) si b= max(by,bs) si obtinem

IF () +g@®)] < |f@)] + |g(t)] < My -t 4 My - et < M - eP* + M - ¥ = 2M - e

ceea ce aratd cd functia f + g este original Laplace.
Pentru orice scalar § € R putem scrie

BF@)] = 18] [f ()] < |B] - My - ™!

deci functia [f este original Laplace.

|
Teorema. Pentru orice functie original f si orice z € C cu Rez > b, urmaétoarea integrald improprie este
convergenta
—+o0
/ f(t)e *tdt
0
Demonstratie.

Demonstram ca integrala improprie este absolut convergenta, deci integrala este convergenta.
Absolut convergentd inseamna integrala improprie

+oo
/ |f(t)e™**|dt  este convergenti
0

Folosim criteriul de convergentd de comparatie cu inegalitati. Pentru z = y + iy € C obtinem
e = =@ — o=te=iut & deci ’e—zt’ _ ’e—xte—iyt| _ |e—$t’ ) ‘e—iyt’ — ot
1
Functia f este original Laplace, deci |f(t)] < M -’ si obtinem
() [F(e ] = [FO] - |e| = 1F@)] - e < M- - emot

iar pentru = = Rez > b obtinem

+oeo +oo t——+oo
1 M M
(i) / M- e e it = / M - b=t = M elb—2)t = lim et _ 0| =
b—z =0 b—z t—400 x—b
0 0 —

0 deoarece (b—z)t<0
Din (i) si (ii) conform criteriului de comparatie cu inegalititi (pentru integrale improprii) rezultd ci integrala

+oo
/ | f(t)e **|dt este convergenta
0
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Comentariu.

Integrala improprie depinde de parametrul " z " | care poate avea valori numere complexe.

Deci este o integrald "cu parametru" si genereaza o functie complexd ( functie de variabild complex4 i cu valori
complexe )

n

+oo
z — / f(t)e *dt
0

Definitie.
Pentru o functie original f cu constante M,b se defineste transformata Laplace a functiei f

+o00
L(f) = /f(t)efz’fdt pentru z€ C cu Rez>b
0

care este o functie cu valori complexe, definitd pentru semiplanul {Rez > b} .

Pentru a nu complica notatiile, uneori notdm L(z) ot L(f) pentru a evidentia c& este o functie complexi de
variabila z € C, Rez > b
Se numeste operatorul Laplace sau transformarea Laplace , notata £ corespondenta

f functie (semnal) original —  L(f) transformati Laplace

imagine

not
[ty —  L(f(#) = L(z)
Transformata Laplace £(f) se mai numeste gi "imaginea" functiei original.

Notatii.

Pornind de la notatia f = f(¢) care inseamnd: marimea numitd " f " depinde de parametrul " ¢ ",

vom folosi:

- f(t) pentru a reprezenta un semnal original (depinde de ¢ )

- L(f(t)) pentru a reprezenta transformata Laplace a semnalului f(t)

- L(z) pentru a reprezenta o transformatd Laplace atunci cAnd nu este important a cui trasnformati este,
dar dorim s& marcam faptul ca transformata Laplace este o functie complexa de variabila complexa " z "

Notatia traditionala folositd in fizicd sau alte domenii tehnice, este "s" in loc de "z" pentru variabila transfor-

matei Laplace.
+oo

L(f) = /f(t)eiStdt pentru s€C cu Res>b
0

Avand in vedere notatia folosita in analiza complexd z = x 4 iy pentru numere complexe,

am considerat ca folosirea acestei notatii poate ugura intelegerea.

Odata intelese diferitele aspecte si proprietéti ale transformatei Laplace, orice altd notatie poate fi urmarita
relativ usor.

Tot in mod traditional, transformata Laplace a unui semnal original f(t) se noteaza F(s) .

Din nefericire si transformata Fourier a unui semnal f(¢) se noteazd F(x)

Am considerat ca este mai sugestiv s notam

- f(t) st L(f(t))=L(z) pentru transformata Laplace

- f(t) st F(f(t)) = F(x) pentru transformata Fourier

Comentariu.
In matematici sunt folosite mai multe denumiri pentru conceptul de " functie
anumite caracteristici.
Pentru a elimina confuzia generatd de denumiri diferite pentru acelagi concept, precizam denumirile frecvent
utilizate.
- functie - aplicatie - corespondentd : pentru orice tip de functie f: A — B
- functie numericd :  pentru functii cu valori numere (naturale, intregi, rationale, reale, complexe)

" pentru a deosebi mai usgor
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functie reald : dacé valorile sunt numere reale
functie complexd : dacd valorile sunt numere complexe
- aplicatie liniard : dacd este "liniar8" (pe un spatiu vectorial = spatiu liniar ) f(z+y) = f(z) + f(y) ,
f(ax) = af (@)
- functionald : dacd asociazd unei functii o valoare numerica,
de exemplu "integrala definitd" (integrala Riemann) asociazd unei functii f (integrabile) valoarea

b
integralei /f(t)dt

a
- operator : dacd asociazd unei functii f o altd functie g
de exemplu
"derivarea" asociaz& unei functii g(t) (derivabile) derivata sa ¢'(t)
transformarea Laplace asociazd unei functii f(¢) (original) transformata sa Laplace L(f(t))
transformarea Fourier asociazd unei functii f(¢) transformata sa Fourier F(f(¢))

Observatie.

Atentie ! fiecare transformatd Laplace are propriul domeniu de definitie, semiplanul corespunzitor {Re z > b}
Prin urmare putem aduna sau inmulti transformate Laplace dar avand in vedere domeniul comun de definitie.
Pentru f,g functii original cu constantele respective M7 >0, My >0, by >0 , by >0

Putem alege b= max(by,b2) si obtinem

L(f)+L(g) si L(f) L(g)

definite pe semiplanul {Rez > b} , cu b= max(by, be)

Observatie.
Operatorul Laplace (transformarea Laplace) este un operator liniar

L(f+9)=L(f)+L(g) , L(af)=aLl(f) pentruorice o €R

Demonstratie.
Transformarea Laplace este definitd de o integrald, care este operator (aplicatie) liniar, deci

+oo +oo +oo +oo
Lf+g)= [ [fO) +gW)]e dt= [ [f(t)e ™ +gt)e*]dt= [ ft)e ™dt+ [ g(t)e *'dt=L(f)+ L(g)
[ / [ ]
+oo +oo
Llaf)= [ af®)e ™ dt=a [ f(t)e *'dt = aL(f)
/ [

In cele ce urmeaza prezentam transformatele Laplace pentru functii original "elementare".

Folosim notatia "strictd" w(¢) - f sau notatia (mai practicd) care omite wu(t) gi subintelege ci functiile sunt
definite numai pentru ¢t > 0

u(t) =1 , M=1 , b=0 , L(1) = % definitd pe semiplanul {Rez > 0}
u(t)-e* =e* a>0, M= , b=« , L(e) = i definitd pe semiplanul {Rez > a}
ut)e = a>0, M= , b=0 , Le ) = . _'1_ - definitd pe semiplanul {Rez > 0}
u(t)-cosat =cosat , M=1 | b=0 L(cosat) = 224_% definitd pe semiplanul {Rez > 0}
u(t)-sinat =sinat M=1 , b=0 , L(sinat)= ﬁ definitd pe semiplanul {Rez > 0}
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|
u(t) " = " , M >0 , b>0 , L") = % definitd pe semiplanul {Rez > 0}
INa+1)

u(t)t* = t* a>0, M >0 , b>0 L(tY) = g

definitd pe semiplanul {Rez > 0}

Pentru functia t" sau t* pentru orice b > 0 putem alege M > 0 suficient de mare, deci domeniul transformatei
Laplace este {Rez > 0}

Functiile complexe obtinute ca transformate Laplace, sunt in mod evident definite pe domenii mai mari din C
Dar ca transformate Laplace, aceste functii complexe sunt definite numai pe semiplanele corespunzatoare.

Demonstratie.
1)
o 1 totoo 1
L(u(t)) =L(1) = 1-e?ldt = —e * = lim e *' — | =
—z 0 z |t—+oo z
0 —
0
deoarece
lim }672t| = lim |e” ¥ = lim }efmt| . |eiiyt| = lime®=e®=0 = lime =0
t——+o00 t——4o0 t——+o00 \ , t——+o00 t——+o00
1
2)
+oo +oo t—+too
Lu(t)-e*) = L(e™) = / e et = / (fo=2)gp — 1 gtta=2) I ]
a—z 0 a—z |t—oo zZ—a«
0 0 —
0
deoarece * =Rez > «
lim [/ 2| = lim |e** W = lim |e(®=2)?|. |e_iyt‘ = lim @@ —e® =0 = lime =0
t—+o0 t——+oo t——+oo t—+o00 t—+o00
1 deoarece (a—z)t<0
Foo +oo 1 t——4o00
L(u(t)-e ) = L(e™ ) = / e et = / etl—o=2)qt = et(=o=2)
—a—z _
) ) t=0
= lim ef(-2=2) — 0| = 1
——Zz |[t—too z+«
—_———
0
3) integram prin parti ambele integrale ca un "sistem liniar"
+oo g totoo] T 1
1 N 6
L(u(t) - cosat) = L(cosat) = / cosat - et PE" lcos at ] - / —asinat—-e " *'dt
-z |,_ —z
0 =0 0
5 2 L(sin at)
+oo gzt t—o0 +oo 1
arti | . € —
L(u(t) -sinat) = L(sinat) = / sinat - e *tdt "= {sm at } - / acosat—e *'dt
-z |,_ —z
0 =0 0
0

— 2 L(cos at)

calculam limitele corespunzitoare, © = Rez >0

lim [cosat-e ™| = lim [cosat| |e”™| < lim |e7*|= lim e ™ =e > =0 = lim cosat-e *" =0
t——+oo t——+oo t——+oo t——+oo t——+oo

lim_[sinat ¢~ = lim_fsinat|-|e 7| < lm_[e"| = lim e =e ¥ =0 > lm_sinat-e =0
t——+oo t——+oo t—+oo t——+oo t——+oo
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deci

L t—t _ _
zt|PTee . cosat-e"# e 0
0| cosat = lim —— —cosal =0+ -
-2 |4—o t——+o00 —z -
pt—t _
. et T . sinat-e # . =0
sin ot = lim —sinal =0-0=0
—Zz =0 t——+oo —Z —

obtinem un sistem liniar

L(cosat) =1 — 2L(sinat)
L(sinat) = < L(cos at)
rezulta
Llcosat) = = @ (cosat) = Llcosat) (1+ %) =L = Llcosat) = -2
cosat) = — — ——L(cosa cos o — | =- cosat) = ——
2 zz 22 2 22 + a?
o a oz e
L(sinat) = —L t) = — =
(sin art) . (cos art) P Rl e
4) integram prin parti
+o00 i 7Zt t—+o0 +o0o . a n+oo
L(u(t) - t") = L(t") = / g emwt gy PR & / nt" "l ——dt = —/ t" et
— z
0 0
— —_———
0 L(tn-1)
calculam limita -
lim ’t" _Zt‘ = hm t"‘e_Zt’ = hm t"e " = lim =0
t—-+oo —+oo —+o0 o0 et
deci -
—zt |t T —zt —z0
gl = lim "5 — —0"S— =0
—Z |10 t—doo —z —z
si in final obtinem o relatie pe care o aplicdm succesiv
ﬁ(tn) — ﬁ E(tn—l) — E’)’L -1 E(tn_2) — QTL —1ln—-2 E(t7t—3) - = n(n - 1>2 ) 1£(tn—n) _ 711 _
N 2 2 mp—— 2 X 2 N — " —_—— "z
£(1)
pentru o > 0 integram prin parti in acelasi mod si obtinem
+o0 drm 672t t—+o0 400 efzt N +oo
L(u(t)-t%) = L(tY) = / e tdt” t*—— - / at* ™t ——dt = — / to te=*dt
—Z |0 —z z
0 . , 0 0
0
apoi scriem aceasta relatie
+oo
L(z) =L@t =2 /t“‘le_tht
x
0
pentru z =z +iy =2 >0 (y=0) si obtinem
+oo
L(z) = e / to e dt =
x
0
apoi facem schimbarea de variabild tx =u, t= %u dt = %du
+o00 1 1 +oo F( 1)
o« 1 — o« 1 — o« _ 1(a+
= / —xailua e “Edu = o / u* e du = xaﬂf(a) = e
0 0
—_——
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Am obtinut L(z) = Fiojill) pentru x > 0

MNa+1
L(z) = % pentru orice z >0
Transformata Laplace L(z) este o functie olomorfs, la fel si functia Fi‘ji} ) ,
aceste functii coincid pentru orice z =z +1¢0 , x > 0, atunci in mod necesar cele doua functii olomorfe
coincid peste tot
T'a+1
L(t*) = L(z) = % penrtu orice z cu Rez >0
[ |
Functia I' "gama" se defineste pentru a > 0
+oo
IN{))] = / to e tdt
0

Teorema.
Transformata Laplace este o functie olomorfs (derivabild) pe semiplanul de definitie. {Rez > b}

Nu prezentam, demonstratia.

Observatie.
Orice transformata Laplace are limita zero la "infinit"

lim L(f)=_lim L(z)=0

Rez—+o0 Rez—+oc0

Demonstratie.
Fie deci f original Laplace cu constantele M >0 si b>0 , z=z+1iy , £ =Rez — 4+

+oo

+o00 +oo +oo
IL(f)| = /f(t)e—zfdt < / |f(t)e ] dt < /M-ebte_””tdt:M/et(b_””)dt:
0 0 0

0

t——+oo
=M Let(l’_”) M lim %) — 0| = M — M 0
b—=x =0 b—x |t—+oo T —b z=Rez—+oco +00
0

|
Proprietati de calcul pentru transformarea Laplace.

Toate proprietétile care urmeaza, sunt folosite pentru a exprima transformata Laplace a unei "perturbari" sau
"modificiri" a semnalului f(t)
in functie de transformata Laplace a semnalului f(t).

Considerdm f = f(¢) functie original, cu constante M >0 si b >0 si
folosim ambele notatii £(f) sau L(z) pentru transformata Laplace a lui f

1. Teorema asemanarii.

L(f(at)) = lL (i) = lE(f) (2) pentru o >0

2. Teorema deplasarii.

3. Teorema intarzierii. Functia (semnalul)

0, t—a<0 0, t<a
fa(t):f(t_a):{ ft—a) , t—a>0 :{ fl—a) , t>a
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este consideratd semnal "intarziat cu o > 0" al semnalului f()

L(falt) = LUt~ 0)) =™ L(s) = - L(=) = —_L(f) pentru >0

4. Teorema derivarii imaginii.

LFD) = 0 (L) "2 L) "2 L L)
L) = (1" [£00) " (1) L(z) pentrn n> 1

LEf(t) = (-1 [L())™ "Z (~1)"L(2) pentru n > 1

unde dd;nL(z) sau L") (z) sunt notatii pentru derivata de ordin n

5. Teorema integrarii originalului.
t
]- sau ]-
| [ rwau) = 1) e
0

6. Teorema integririi imaginii. ( de fapt o rescriere a teoremei de derivare a imaginii)

Daca functia @

L (JCY)) = —/E(f) = —/L(z) & d% [L‘ <fgt)>} =—L(f) 2 —L(2)

unde semnul / (integral) are aici sens de antiderivatd si in plus se alege acea antiderivata care verifica

ENIE

aceastd antiderivatd justifici denumirea "teorema integrarii imaginii".

este functie original , atunci

7. Teorema derivarii originalului.
i) dacd f si derivata sa f ' sunt functii original, atunci

L(f') =2L(f) = f(+0) = z - L(2) — f(+0)
ii) daci f sitoate derivatele sale f, f”, ..., f(") sunt functii original, atunci

L(f ™) =2"L(f) — 2" 1 f(+0) — 2" 2 f/(40) — ... — 2 - fP7D(40) — fV (40)

unde f(40) inseamnd limita la dreapta in ¢ = 0 , se poate folosi orice altd notatie : f(0+) sau f(0-+0)
Acest detaliu este nesemnificativ dacd semnalul f(t) este continuu in 0 adicd

= 1.[[] =
F(+0) = lim () = £(0)
caz in care scriem mai simplu

L(f ") = 2L(f) = £(0) = z- L(z) — f(0)

L(FO)=2"L(f) = 2" (0) = 2" 2f/(0) = — 2 f7D(0) = f77D(0)

In practicd, se considerd semnale continue (deci continue i in 0 ),
dar din demonstratie, in relatie apare limita la dreapta in zero si este bine de marcat acest fapt.
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8. Transformata Laplace pentru semnalelor periodice.
Dacd f(t) este un semnal original gi periodic cu perioada T' > 0 , atunci

1

L(f)= P f(t)e™* dt

o\'ﬂ

9. Teorema valorii initiale.
Dacd f si derivata sa f ’ sunt functii original, atunci

ol 2L (2) = lim () = (+0)

Este consideratd "valoare initiald" - limita la dreapta in 0 a functiei original f(40) = 11{1(1) f@,
—_— t
Pentru semnale continue in 0 , f(0) = %{% f(t) este consideratd valoarea de la care "incepe" semnalul f(t)
(in timp ¢ )

10. Teorema valorii finale.
+oo

Dacd f si derivata sa f ’ sunt functii original , f’ este integrabild | adica / [f(@)|dt < +oo | si
0

existd lim f(¢) , atunci
t——+o0

liir%)zL(z): lim f(t)

t——o0

s n

Este considerata "valoare finald" - limita functiei original la +oco , lig_n f(@)
——+o00

cu alte cuvinte valoarea spre care "tinde" semnalul (in timp ¢ )

Demonstratii.

1. Teorema aseméndrii, facem schimbarea de variabilda at=u , t= éu ,dt = édu

+oo +oo “+oo
1,1 1 z 1 z 1 z
— —zt — —zZou I —Zu —— ~ s%u L2
ciftat) = [ flave = [ fwetizdu= [ fwe i = o) 1)
0 0 0
apoi interpretdm integrala
“+o0
/ f(uw)e =%du
0

ca fiind transformata Laplace a semnalului f(u) , calculatd in

2
«

2. Teorema deplasarii

+o0 +oo
L(f((t)e*) = / f(t)ette *tdt = / F)ee™ Nt = L(f)(z — a) "E' L(z — a)
0 0

3. Teorema intéarzierii, facem schimbarea de variabild t —a=u , t=u+a , dt =du

400 +o0 +0o0 +oo
L(falt)) = / fa(t)e *tdt = / ft—a)e *dt = / f(u)e™ Wt dy = == / f(u)e *%du = e L(f) =" e **L(2)
0 o 0 0
4. Teorema derivarii imaginii, derivata transformatei Laplace revine la derivarea unei integrale cu parametru
d “+o0 “+o0 d +oo d “+o0
) =5 | [ roea) = [ Lo d= [ 05 e a= [ e = -cer)
dz dz dz
0 0 0 0
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& LEf1) =~ (L(f) = ——L(f) = ——L(2)

dz dz
apoi derivdm succesiv gi obtinem
+oo +oo +o0
(L) = [FLEfO) = —% ( / tf(t)e‘”dt) == / tf(t)d% e dt =~ / Lf(6)(=t)e™ " dt =
0 0 0
+00
= (17 [ £ pwe = (C1PLES )
0

s LEfE) = (-1 (L)
si aga mai departe , inductiv, pentru orice n > 1 obtinem
L f(1) = (=1)" (L))"

Trebuie remarcat faptul cd functia ¢" f(¢) este original deoarece produsul a doud functii original este de asemenea
original

t bt
£ f @) = [¢"] - [f(B)] < Mye”- Me”

t
5.Teorema integrérii originalului, aratim mai intai ci functia g(t) 2" / f(u)du este original
0

t t t b=t "
fwdu| < [ |f(u)|du < | Me"“du= M . = — (" —1) < —¢
[t Juenans faae ] =0 <
apoi derivand obtinem
d
J0="1 [ / f(u)du] = f(1)
0
deci
L(g'(t)) = LIf(1))
iar pe de alta parte
+oo ‘ +oo +o0
L) = [ gt "= gt)(=2)e [, = [ gt)(=2)e M dt == | g(t)e*dt = zL(g(1))
/ E /

M M
lim {g(t)e_Zt| < lim ?ebt ce” ™ = lim ?et(b_c”) =0 deoarece x =Rez >b

t——+o00 t—+oo t——+oo
—at|t—+00 . — —2z
g(8)(=z)e [ 2y = lim_g(t)(=z)e”" = g(0)(=2)e™*" =0
—oo ~~
0

In final obtinem

I
o
—~
e}
—~
~~
~—
Il
)
—~
Q
—~
~~
~
Il

L) & LB)=£ ( / f(u)du) = ()

0

6. Teorema integrarii imaginii. Am spus deja cd aceasta este de fapt o simpld rescriere a teoremei de derivare
a imaginii :

d

L(tf(1) =~

[L(f())]
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f(@)

t

(D)=LD) o ey =t [e(12)]

()
t

in care inlocuim f(t) cu gi obtinem

care inseamna cd transformata Laplace £ ( ) este o antiderivatd pentru transformata Laplace L (f(¢)) ,

adica :
L(f() = L 1) = L = L
gey= c(52) =-[cuw)=- 1@
——— ——
transformatd Laplace antiderivata
Singura problema este ca functia @ sd fie un semnal original si se alege acea antiderivata pentru care

ENIE

deoarece otrice transformats Laplace are limita zero la "infinit".

Comentariu.

De exemplu functiile sint si
integrare a imaginii,

dar functiile e® si et—t nu sunt ambele semnale originale, deci pentru acestea nu se poate aplica teorema de
integrare a imaginii.

sint

-~ sunt ambele semnale originale si pentru acestea se poate aplica teorema de

7. Teorema derivarii originalului
i) consideram f semnal original cu constantele M,b >0 si © =Rez >b

+oo o t—>+oo +oo +oo
- [ swetar [f(t) - - [ roLesta= 0L [ e - L0 g
0 0 0
tilfrnoo |f(t)e ] < tlifrnoc [f(t)]-e ™ < tli+mooMebt et = tlgrnooMe(b_w)t =e >®=0
1 fotee 1 L, 0
[f(t)_ze” | e o T = S0
0
In final obtinem

cn=1"00 1o o e =0 - 1r0)

ii) proceddm inductiv, dacd egalitatea are loc pentru k > 1
L(f W) =2PL(f) = 27 (+0) — oo = 2fE2 (40) — fE7D(10)

atunci are loc gi pentru k + 1, deoarece aplicim 1)

£(7 640y = £([ ®)') = 2 #+9) - 70 (40) =

=z [z’%(f) — 2P f(40) — o = 2f D (40) — f<’“*1>(+0)] — f®(40) =

KL = 2P f(H0) — . — 22 fFD(40) — 2fFD (40) — £F)(40)

8. Transformata Laplace pentru semnale periodice
Deoarece functia f este periodica cu perioadd T > 0 putem descompune integrala in serie de integrale

400 0o PTHT
= /f(t)e*“dtzz / f(t)e #tdt =
0 =Y ar
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facem schimbarea de variabilda ¢ = nT 4+ u si obtinem

= f(nT + u)e T+ gy, = /f(u)efzudu e T = /f(u)efzudu e—=nT

f(u) —_———

serie geometrica

i 1
_ /f(u)e_zudu- ——
deoarece suma unei serii geometrice este 0
- - n 2 1
;e—Z"T = T;) ()" =14e T+ () +. =5 pentru [e [ <1
|| = ‘e—(z+iy)T‘ = e e W) = || . oW | = ¢ < 1

deoarece z =Rez>0 = —2T <0.
Semnalul este periodic, deci este justificatd inlocuirea f(nT + u) = f(u) .

9. Teorema valorii initiale.
Folosim teorema derivérii originalului

L(f)y==z2L(f)— f(+0) &  L(f)==z L(z)— f(+0) = zL(z) = L(f") + f(4+0)
si faptul cd o transformatd Laplace are limita 0 pentru Rez — 400

lim 2L(z) = lim [L(f))+ f(+0)] = lim [E(f’)]+f(+0)=f(+0)=tli\ﬂ(1)f(t)

Rez— 400 Re z—+o0 Re z—+o0

10. Teorema valorii finale
Folosim teorema derivarii originalului

L(f)=2L(f) = f(+0) &  L(f) =2z L(z) = f(+0) = zL(z) = L(f') + f(+0)

“+o0
SL(2) = L(f') + F(+0) = / FOedt 4+ £(10)
0

Pe de alta parte pentru x = Rez > 0 avem

[P e [ =1fO [e | = 1f @) e < [f/(1)]

+o00
gi pentru cd din ipotezd f'(t) este integrabild / |f()]dt < +o0 , trecem la limit&
0

z—0 z—0

+00 +oo +oo
limzL(z) = lim / f'te*dt + f(+0)| = ;ll% / f'®e *tdt| + f(+0) = / f/(t)lii% le=**]dt + f(+0)
0 0 0 e

e0=1

“+oo
lim 2 (2) = / POt + F(+0) = [FOIST + F(+0) = Tim_f(t) — () + F(+0) = Tim _f(t)
0

——
f(+0)

deci
limzL(z) = lim f(¢)

z—0 t——+o0
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|
Exemple de semnale intarziate.

0, t<O0 . 0, t<?2
t>0 ’f(t_Q)_{tQ t>2

7

f(t)=t
0 f(t-2)=t-2

2 t
Un semnal f = f(t) siintarziatul lui g = f(¢ — 3) , schitate doar aproximativ
f A
f(t-3)
/'\
f(t) ; N
A ’ S
SN ! \\~*~
it \\ ;T Te=el__
L N r T T e mee e -
, \ )
’ A !
e \\ ’
’ N >
3 t
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_ ) _ 0, t<0 A 0, t<% , t<
F(t) = u(t) COSt{cost , t>0 ’ f(t 2){cos(t—2) , 1> 3 { , t
4 f(t) = cos( t)
5n/2 Tr/2
n/U 3n/2 v
;4
f(t-n/2) = cos(t-n/2)=sin(t)
/2
\;T[ /' \\
| ! | ! | ! | ‘ >
I ' g I \ I ' g
/2 . /2 2n 5n/2 )

Deci semnalul " sin "

este intarziatul cu 7 al semnalului
Produsul de convolutie.

Definitie.

n

COs

n

b b
Fie f,g: R — R functii integrabile in modul pe orice interval inchis ( / lfl < oo, / lgl < o0 ).

a
Dacs pentru orice x € R functia h(t) = f(t)g(z —t) este integrabild pe R

atunci functia f * g definitd de

“+o0
(f*g)(0) / f(g(e — tydt

se numeste convolutia functiilor f , g ( sau convolutia lui f cu g )

sau produsul de convolutie al functiilor f si g

Proprietati.

i) convolutia este comutativd  fxg=gx* f
ii) distributivitate fx*x(g+h)=fxg+ f*h
iii) asociativitate (fxg)*h = f*(gxh)

Demonstratie.
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i) facem schimbarea de variabildi z—t=u , t=2z—u
u — —00 gi obtinem

:70f(t)g(x—t /f:v—u —du) /fx—u u)du = (g * f)(x)

Nu demonstram ii) i iii) sunt doar un exercitiu de rutini. W

, dt=—du , t— —00=>u— 4oco , t— 400 =

Observatie.
Daca f si g sunt functii original, atunci convolutia lor f*g este functie original si pentru orice x > 0 avem

~ [ (e~
0
Demonstratie.

Functiile f, g sunt functii original deci sunt continue pe portiuni.
Integrala ce defineste convolutia, in acest caz are de fapt limite de integrare finite

;/“f(t)g(x_t /f x_m/f Hd_/f

o 0
—_——
f(t)=0 pentru t<0

T —+oo x
— [ #0g(— i+ [ fieygls ~ at = [ f0rg(o - vy
0 x 0 0

g(x—t)=0 penrtu t>z

- deoarece pentru t <0 avem f(t) =0
- si deoarece pentru ¢t > avem z—t <0 gideci g(z— t =0

In plus, dacd = <0 atunci t <0 sideci f(t)=0 = /f (x—t)dt =0,
deci (f*g)(z) =0 pentru = <0
Ca integrald cu parametru "z", integrala /f(t)g(m — t)dt este continud pe portiuni.

In fine f,g sunt functii original cu constante corespunzitoare |f(t)| < Mie®* | |g(t)] < Mae®?t | obtinem

(% 9)(a)| = / F(Hg(x —tydt| < / F(Dgla —t)]dt < / Meht Myeh (@0 gt =
0 0 0

x

= M1M26b2m/€(blib2)tdt = MlMQEbQI |:b

<
1— b2

t=x
e(blbg)t:| _ MMy b2 {e(blbe)x _ eo}

t=0 bl - b2

0

S M1M2 ebzweblw _ M1M2 (b1+b2)w
bl — b2 bl - b2

deoarece by — by < by
xT

Deci functia (f x g)(z) = /f(t)g(x —t)dt este original Laplace.

0
|

Comentariu.
Produsul de convolutie este aparent "straniu" sau mai putin "natural".
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xr
Iatd un exemplu relativ mai simplu ce poate justifica integrala " / f)glxz —t)dt "

0
S& tnmultim doud serii de puteri convergente, obtinem tot o serie de puteri

<§j apa:p> : (i quq> = i cnx”
p=0 q=0 n=0

cum se obtine coeficientul ¢, ? (coeficientul puterii z™ )
de exemplu
co = agby , ¢1 = arbg + apgby , ca = agby + a1by + asby ...

deci si coeficientul ¢, se obtine inmultind coeficientii corespunzitori pentru zPz? = xPT¢ = 2™ si adunand
o0 n
Cp = E apby = E apbp—p = E apbr—p
ptg=n p=0 p=0

deocarece p+qg=n = g=n—p ,darp,gq>0 deci g=n—p>0 = p<n
Se observa acum analogia dintre formule

/f(t)g(x —t)dt < e > > apbnyp
0 p=0

integrala reprezintd sume nenumarabile.

Teorema
Daca f si g sunt functii original, atunci

L(f*g)=L(f) L(g)

Demonstratie.

L(f*g)= 70(f xg)(x)e *Fdr = 70 7f(t)g(m —t)dt | e *¥dx = //f(t)g(x —t)e *dtde = A
0 o \'0o D

ultima integrald fiind integrala dubld pe domeniul D = {(z,t) € R? |0 <t < x}
Pe de alta parte

+oo +oo +00 +oo
e i) = [ swetae| | [ gweran| = [ st | [ gwevau) ar =
/ / [0
+oo [+oo +oo [+oo

:{ [f(t)e_Ztg(u)e_Z“du dt:[ {f(t)g(u)e—z(”“)du dt =

facem schimbarea de variabila u=2—-t , t=u+t , du=dx , u=0=>2x=t, u— 400 = = — 400,

obtinem
—+o0 +o0

= [ [ f@)g(xz —t)e *dx | dt = /E/ f)g(xz —t)e*"dadt = B

integrald dubld pe domeniul plan E = {(x,t) e R? ,0<t <z}

D={(z,t)eR?* 0<t<a}={(z,t) eR* 0<t<z}=F
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Cele doud domenii plane D si E coincid, deci integralele sunt egale A = B gi deci L(f *xg) = L(f)  L(g)
|

Observatie.
Convolutia cu functia treaptd unitate wu(t) duce la

0mm@=/ﬂmm~wﬁ=/ﬂmu

xr
am obtinut / f(t)dt care este acea antiderivatd (primitivd) a functiei f care se anuleazi in x =0

0
Acest fapt are loc numai pentru functii original care au antiderivate (primitive).

Observatie.
Folosind teorema anterioard putem demonstra teorema integrarii originalului.

Ll 0= L) Lla) & £ [ s | =) £y =206)
0

[ |
In final mentiondm "formula lui Duhamel"

Teorema. (Formula lui Duhamel)
Daca f si g sunt functii original si g este derivabila, atunci

t

2L(f) - L(g) = Lf()g(0+) + (f xg)B)] = L [ f(t)g(+0) +/f(U)9’(t*U)du

0

(f*g")(¢)
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unde ¢(4+0) = }%g(t) este limita la dreapta.

Demonstratie.

t
S& observim c& functia (f * g)( / fw)g(t —u)du este derivabild si derivata este
0

(o) 0= /f gt —w)du| = f(t) lamg(t —u) +/f (8~ u)( —l)du=f<t>g(+0>—/f(u)g’<t—u)du
0 0

_,_/
9(40)

fxg'
deci
(f *9)'(t) = F)g(+0) + (f * g')(¢)
aplicadm transformarea Laplace
L[(f*9)®)]=LIf(£)g(+0) + (f *g")(t)]
apoi teorema derivarii originalului
L((fxg)1=2z L[(f*+g)]— (f*9)(+0) =z - L(f) - L(g)
0

si inlocuind obtinem
2L(f) - L(g) = L[(f x9)'] = LIf[)g(+0) + (f * g") ()] = Lf)g(+0)] + LI(f + ) (1)
Deci

t

2L(f) - L(g) = LIf(t)g(+0) + (f xg")(B)] = L | f(t)g(+0) + / f(u)g'(t — u)du

0

(f*g")(t)

4.2 Transformata Laplace - Aplicatii

Transformata Laplace se poate folosi pentru a rezolva :
- ecuatii diferentiale de ordin superior, liniare cu coeficienti constanti, sau unor ecuatii cu coeficienti necon-
stanti.
- sisteme liniare de ecuatii diferentiale (de ordinl) cu coeficienti constanti
- unele ecuatii integrale, sau "integro - diferentiale"
Ideea fundamentald este urmatoarea: aplicAnd transformarea Laplace unor astfel de ecuatii,
(presupunand ci acestea admit ca solutii functii care sunt de tip original Laplace )

. VRN . . A . v not
aceste ecuatii se transformd in ecuatii algebrice avand ca functie necunoscutd transformata Laplace L(z(t)) =

L(z) .
In unele cazuri ecuatia algebrici obtinuti se poate rezolva relativ simplu.
Apoi se folosegte faptul cd transformarea Laplace este inversabild (deci injectivd),
adicd cunoscand L(z) se poate "recupera” (in mod unic) functia original Laplace x(t)
- ( acest fapt este demonstrat folosind transformata Fourier prin teorema Mellin-Fourier )
In cazuri concrete (simple) nu folosim formula (relativ complicat) oferitd de teorema Mellin-Fourier,
ci pur si simplu citim "invers" tabelul cu transformatele Laplace ale functiilor elementare.

De exemplu
z

not
L(COS St) = L(Z) = m

se poate citi
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i) " — " "transformata Laplace a functiei z(t) =cos3t este functia complexd L(z)= z755
sau
ii) "«—" functia complexa L(z)= ;%55 provine prin transformare Laplace din functia z(t) = cos3t

In general algoritmul este urmitorul :

Pasul I.  se calculeaza transformata Laplace a ecuatiei diferentiale, integrale, ...

- folosim tabelul cu transformatele Laplace ale functiilor elementare si teoremele de calcul pentru transformata
Laplace

Pasul II.  rezolviam ecuatia, sistemul algebric obtinut ( atunci cand este posibil ) si obtinem L(z) = ...

Pasul ITI. "inversim" transformarea Laplace, determinand a cui transformatd Laplace este functia L(z) .

In acest scop se incearcii descompunerea functiei complexe L(z) in functii complexe care sunt deja cunoscute
ca fiind transformate Laplace

De exemplu, dacd functia L(z) este o functie rationald se incearcd descompunerea functiei complexe L(z) in
"fractii simple"

adicd in acele functii rationale care sunt transformatele Laplace ale unor functii elementare.

Textul de fata prezinta doar cateva exemple simple in care se aplica transformarea Laplace.
Am inclus numai cateva tehnici de calcul ca exemplu.
Pentru o prezentare in detaliu, recomandam :
- Trandafir T. Balan " Capitole de Matematici Aplicate - Transformata Laplace"
Edit. Universitaria Craiova - 2001

Ingrediente tehnice.

Pasul I necesita tehnici de calcul al transformatei Laplace pentru diferite functii.
Exemple 1.
Sa se calculeze transformata Laplace pentru urmatoarele functii

L) i) L / We~tdu | i) £ / ¢ Usinudu | iv) L[ —2%u(t—2)] v) L[t —2)%u()]
0 0

Pasul II necesita tehnici de calcul pentru "inversarea" transformatei Laplace.

Exemple II.
S4 se determine functia original f(¢) pentru urmatoarele transformate Laplace.
) 1 i) 1 i) 1 iv) z ) 1 0 1
i) ———— i iil) - V) — V) —————— Vi)
Py R R o1 Y 2rey (@ 1P
Solutii. I

i) Folosim teorema derivirii imaginii

L(te') = (=D [£ ()] = (1) { : } =(=1) & :11)2 = (2_11)2

z—1
ii) Folosim teorema integrarii originalului , apoi teorema derivarii imaginii

t
1

c [ wetdu | = 1L (e ) = (-1 [£ ()" = HJ - {@M T

iii) Preciz8m notatiile folosite la teorema deplasérii L(z) ety [f ()]

LIfWe*] =L[f®)](z—a) =L(z —a)

L[f(t)] (z — ) reprezintd transformata Laplace a functiei f(¢) calculatd nu in "z" ci in punctul "z — "
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Folosim teorema deplasarii

t t t
L /et*“sinudu =L et~/e*“sinudu =L /equiIlUdU (z—1)=

0 0 0

transformata calculatd in (z-1)

apoi teorema integrarii originalului si teorema deplasarii

=7 L (e 'sint) (z — 1) =1 L (sint) (z+1) (z—1) =
transformata calculatd in (z-1) transformata calculatd in (z+1)
1 1 ( 1) 1 1 1 1
= z — = =
z—1 [(#4+1)2+1 z—1(z—14+1)24+1 2z—-122+1

transformata calculatd in (z-1)
iv) Mai intai functia (t —2)?u(t —2) este "intarziata" pentru (¢#)?u(t) =t> , deci folosim teorema intarzierii

Lt —22u(t - 2)] = L [(Puln)] = L[] = e 5 =207

v) Descompunem in functii original elementare

Llt—2u®t)]=L[t—-2)?°]=L[t*—4t+4] =L [*] —4L[t] +4L[1] =

[
Solutii II.
i) Descompunem in fractii simple

1 1 P
2(z2+1) =z 2241 L(1) — L(cost) = L(1 — cost)

Deci originalul corespunzéitor este
f(t) =1—cost

i) Descompunem in fractii simple, apoi folosim teorema deplasarii

1 1 B 1[ 1 }_
2-2 -V2)(z+v2) 221(:-v2) (z+v2)]

— 27\1/5 [ﬁ(eﬁt 1) — C(e*ﬂt ) l)} =L (2\1/5 [e\/it _ eﬁt}>

Deci originalul corespunzitor este
I

iii) Folosim produsul de convolutie

t
= L(sint) - L(sint) = L(sint *sint) = L /sinu -sin(t — u)du
0

11 1
(Z+1)?2 (22+1) (2+1)

Deci originalul corespunzator este

t ¢
1

f(t)= [ sinwu-sin(t —u)du = [ = [cos(u —t+u) — cos(u+t — u)] du =
/ [
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1 1 [sin(2u —t)
— _ 2 _ _ 3 _ | == 7 _ Q
= / 3 [cos(2u — t) — cos(t)] du = 5 [ - ucost]

2 21z—1 =z+41

apoi folosim teorema derivarii imaginii

:—1<1{ Ll D/:‘1(c(et.l)_z(e—f.1))’::ll(.c(et—e—t))’z

Deci originalul corespunzator este

v) Folosim produsul de convolutie

t
1 1 1 sin ot sin ot

= . = L( )-L( )= %E(sin atxsin at) = iﬁ /sin au - sin ot — u)du

(224+a2)?2 (224 a?) (24 a?) ! e o?
0

Deci originalul corespunzator este

t t
1 1 1
f(t):?/sinozu&ina(tfu)du:?/i[cosa(ufzﬂru)fcosoz(qutfu)}du:
0 0
1T 1 [sina(2u—t v
= ?/2 cos « 2u—t)—cosa(t)]du:ﬁ [%—ucosat} u:O:

1 (sin(at) sin a(—t)
=_— —teosat — ———2 40
202 ( at con e —ot *

ft) = %02 (t cos at)

vi) Descompunem in fractii simple

1 B R L R S L2
222412 |2(z241)] |z 2+1] 22 Tz241 0 (24172
1 1 z z
= —_— - 2 . = —_ 2 3] S . S
o o) + CES N CES) L(t) —2L(sint) + L(cost) - L(cost)

apoi folosim produsul de convolutie

= L(t) —2L(sint) + L(cost x cost) = L(t — 2sint + cost * cost)

Deci originalul corespunzéitor este

t

f) :t—2sint+cost*cost:t—251nt+/cosu~cos(t—u)du:

0
t ¢
1 1
:t—2sint+/§[cos(u—|—t—u)+cos(u—t+u)]du:t—2sint—|—5/ cos(t) + cos(2u — t)] du =
0 0
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u=t 1 sin(t)

in(—t
=t —2sint+ 5 |tsint + _sin(=)

-t

-0

1 in(2u — ¢
=t —2sint+ 5 usin(t)+sm(u)]

2u—t

u=0
. 1, .
flt)y=t—2sint + itsmt
|

Aplicatii ale transformarii Laplace
Exemple.

1. Ecuatii diferentiale liniare (de ordin superior) cu coeficienti constanti = = z(t) cu

2" (t) — 5z(t) + 62(t) = 0 cu conditiile initiale z(0) =1, 2'(0) = —1

2. Ecuatii diferentiale (de ordin superior) cu coeficienti neconstanti = = x(t)

1
tz'(t) + 22'(t) =t — 1 cu conditiile initiale z(0)=3 , 2'(0) = -5
S& observim ci in acest caz, 2/(0) = —% nu este o conditie initials aleasd arbitrar,
ci este "obligatorie" din insési ecuatia diferentiald | in care pentru ¢ = 0 obtinem
1

0-2"(0)+22'(0)=0—-1 = wl(o):*i

3. Sisteme liniare de ecuatii diferentiale (de ordin 1) cu coeficienti constanti.

4. Ecuatii integrale.

y(t — u) sinudu = cost

<
e~
S~—
I
o
o —

5. Ecuatii "integro-diferentiala".

y'(t) + /u cy(t—uw)du=t cu y(0)=-1
0

6. Integrale improprii care se obtin pentru valori particulare z = a ale unei transformate Laplace

pentru f(t) functie original si L[f(t)] 2" L(z) transformata sa Laplace, in anumite conditii se pot calcula
integralele improprii
+o0 oo oo
f@®) n
A) f(t)dt B) " dt C) t" f(t)dt
0 0 0

Comentarii.

Toate aplicatiile transformarii Laplace functioneaza numai pentru ecuatii ale caror solutii sunt functii original.
De exemplu:

- toate ecuatiile diferentiale de ordin superior, liniare cu coeficienti constanti

E(z, o' 2", ...,x™) = f(t)

numai dacd "termenul" f(t) este original Laplace

o . v . 2
pentru rezolvarea ecuatiei urméatoare nu se poate folosi transformarea Laplace, et

nu este original Laplace

2

2" (t) — z(t) + 22(t) = €'
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- toate sistemele liniare de ecuatii diferentiale (de ordin 1) cu coeficienti constanti

X' = AX + B(t) , X(t) = (21(t), 22(t), ooy 2n(t))

numai dacd functiile B(t) = (b1(t), ba(t), ..., bn(t)) sunt original Laplace
Daca coeficientii nu sunt constanti, atunci doar anumite ecuatii sau sisteme de ecuatii diferentiale pot fi rezolvate
folosind transformarea Laplace.

Solutii.

1. Mai intai cateva consideratii valabile pentru toate exemplele ce urmeaza.

Interpretam egalitatea "/ (t) — 5x(t) + 62(¢t) = 0 ca fiind adeviratd pentru orice t >0,

presupunem ci functiile x(t) , 2'(¢) , ”(t) sunt functii original,

interpretdm conditiile initiale ca limite laterale z(0) = z(40) = tl{r(l)x(t) , 2'(0) =2/ (+0) = th\n(l)x(t) ,
deci z(4+0) =1, 2/(+0) = -1

In "stanga" avem o sumé de functii original " z/(t) — 5x(t) + 6x(t) " , iar

in "dreapta" functia constanta 0

Pasul 1.
Aplic&m transformarea Laplace ecuatiei diferentiale, folosim faptul c& este o aplicatie liniard (operator liniar)

Llx"(t) — b2 (t) +6z(t)] = L[0] & Ll (t)] — L[z (t)] + 6L[z(t)] =0

apoi folosim teorema "derivarii originalului"

L[2'#)] = 2L[x(t)] — x(+0) , Lz"(t)] = 2°L[z(t)] — 2z - 2(+0) — 2’ (+0)

adunand obtinem ecuatia algebrica
2Lx(t)] - z+1—5zL[x(t)] — 1) +6L[x(t)] =0

Pasul II. care se rezolva
(22 =52+6) Llz(t) =2—1-5

)= 3750

Pasul III. "inversdm" transformata Laplace.
Descompunem numitorul in factori 2% — 5z + 6 = (2 — 2)(z — 3)
Descompunem in fractii simple

z—6 z—06 A B
22-524+6 (2-2)(2—-3) 2-2 2z-3

Inmultim cu z — 2 i obtinem

z—6 :A+B(Z_2)
(z—3) z—3
Pentru z — 2 rezulta 5 6
A= =14
2—-3

Inmultim cu z — 3 si obtinem

Pentru z =3 rezulta
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Deci in final obtinem descompunerea

z—6 _ 4 n -3
22—5246 2—2 2-23

Llz(t)] =

Cautand in tabelul cu transformatele Laplace ale functiilor elementare gasim

1 1

_ pro2t _ pr.3t
z—2 =Ll z2—3 £le”]
Folosim faptul ca transformatrea Laplace este liniara si obtinem
Llz(t)] = LI S 4L[e*] — 3L[e3] = L[4e* — 3¢¥
z—2 z-3

Lz(t)] = L[4e* — 3¢

Acum tinem seama de faptul ca transformarea Laplace este injectivd gi obtinem
z(t) = 4e* — 33

care este solutia problemei Cauchy : ecuatia diferentiald z”(t) —5z(t)+6x(t) = 0 cu conditiile initiale x(0) =1

,z'(0)=—1.
[ |
Comentariu.

Ecuatia se poate rezolva gi folosind algoritmul corespunzator descris in capitolul 2 Ecuatii Diferentiale.
Sa rezolvam si in acest mod.
Se asociaza polinomul carateristic

A —5A+6=0
care are riddcinile \y =2 , Ay =3 pentru care asociem solutiile (liniar independente)
zi(t) =e* | ao(t) =€

Solutia generald a ecuatiei diferentiale este o combinatie liniard a acestora
x(t) = Craq (t) + Coxa(t) = Cre?* + Coed!
Folosim si conditiile initiale obtinem
1=2(0) = C1e*° 4+ Coe®’ = Oy + Cs
—1=2/(0) = C12e*° + C23¢*° = 20, + 3C,

deoarece 2'(t) = (C’le?t + CQ@Bt)/ = C12e3 + Cy3e3t
rezolvdm sistemul liniar obtinut
Ci+Cy =1
2C1 +3C5 = —1

Co=1-C; = 201+3(1—Cl):—1 = 20143-3C1=-1 = (Ci1=4 = (Cy=1—-4=-3
In final obtinem solutia

z(t) = 4e** — 3™
|

Este evident ca folosirea transformatei Laplace duce la un volum mai mare de calcule.

Acesta inséd este doar un exemplu simplu in care se pot folosi ambele metode.

Daca insa ecuatia diferentiald nu are coeficienti constanti, atunci folosirea transformatei Laplace este o metoda
de interes real.

2. Ecuatie diferentiald de ordin 2 cu coeficienti neconstanti x = x(t)

te"(t)+22'(t)=t—1 cu x(0)=3 , 2'(0)=—=
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Avem in vedere toate consideratiile mentionate in exemplul 1.
Presupunem ci functia @ = x(¢) gi derivata ei 2’(¢t) sunt continue in 0 , avem

2(+0) = 2(0) =3 si /(+0) = 2/(0) = _%

Aplicam transformarea Laplace si obtinem
Lltz"(t) + 22/ ()] = L[t — 1]

apoi folosim liniaritatea

Lltz"(t)] + 2L[2' (t)] = L[t — 1]

si calculam separat aplicaind teorema derivarii imaginii, apoi teorema derivarii originalului

Lltz" ()] = (1) [L£(z")]) = (~1) [2°L(z) — 2 x(+0) — m'(—|—0)]/ =

= (=1) |22 L(z) + 2> - (L(z)) —@ =2z -L(z)—2*- (L(x)) +3

3
Ll ()] = = - L(x) — 2(0) = = - L) — 3
it —1) :ﬁ(t)_cu):%_%

in final, adunand obtinem

1 1
25 L) — 2 (L) +3 420 L)~ 3 = 5 — -
9 , 1 1
—2z-L(x) — 27 (L(x)) +3+2z-L(z)—6= 2
1 1
2 /
—z=- (L =—=—-——43
2 L@y = -
1 1 1
r_
integram aceastd egalitate
1 1 1
L(z)=———+3-+C
(z) 323 222 + z +
Reamintin ci orice transformats Laplace are limita
lim L(z)=0

Rez—+o0

prin urmare

1 1 1
lim -—+4+3-4+C)=0-04+0+C=0 = C=0
Re z—+o0 323 222 z

deci
1 1

323 ﬁ—’_ z

Acum "inversam" transformarea Lalace si obtinem

L(z)=-—

1 bl 1als 1 (it
L@) = 35 — 55 + 32 = 3£G) 2£(t)+3£(1)£(6t 2t+3)

si din injectivitatea transformarii Laplace
1 1
t)=—t*—-t+3

Putem verifica rezultatul obtinut.

243



i) verificm conditiile initiale:

x(0)=é~02—7 0+3=3
SR C T TR T
ii) verifica ecuatia diferentiala :
0= 5@ =5(3-3) =3
tz"(t) +22'(t) =t - = +2 <1t— ;) =t—1
|
3. Aplicam transformarea Laplace sistemul liniar
2'() = 3u(t) — y(¢) _ _
{ J(0) = —90(t) + 3y(y) ° SO =1,v(0) =0
si obtinem
{ L' (t)] = L[3z(t) — y(t)] - { Llz'(t)] = 3L[z(1)] — Ly (t)]
Lly' (#)] = L[=9z(¢) + 3y (t)] Lly' ()] = =9L[x(t)] + 3L][y(1)]
L[2'(t)] = 2LIx(®t)] —2(0) , L[y ({#)] = 2L[y(t)] — y(0)
g ¥

Pentru a simplifica notatiile, notdm L, = Llz(t)] , L, = L[y(t)],
obtinem un sistem liniar algebric

2Ly —1=3Ly — Ly - (z—3)L, —1=—-L,
zLy =—9L, + 3L,

inlocuim L, din prima ecuatie in a doua ecuatie
(z=3)-(2=3)L, +1]=-9L, & —(2-3)2L,+(2-3)+9L, =0 &

& [-224+62-949]L,+(2-3)=0

—(z-3) z—3 —9L, -9
—224+6z 22 —62 Yo" 2—-3  22-62

T =
Descompunem in fractii simple

z—3 z—3 A B 11 1 1
Llz(t)] = L, = = T T 6 9519
[z(2)] T 2262 z(z—6) z+z—6 2z+2z—6

_9 1 A B -1 1
ﬁ[y(t)]—Ly—22_6Z——9Z(Z_6)——9[22_6}—‘9[62«%(2«—6)
11,11 _ 91 -9 1 31 -3 1
L) =5-+5-—F E[y(t)]—fg;+7m*2ﬁ 2 (z—6)

Apoi "inversam" transformarea Laplace

Llz(t)] = =L£(1) + ;L( o) _ E(% N %e&)
Lly®)] = gﬁ(l) — ;L(e&) ) [;’ ieﬂ
Deoarece 1 1
- = L) s ——p = L)
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In final obtinem solutiile

|
4. Aplicdm transformarea Laplace ecuatiei integrale

t

y(t) — Q/y(t — ) sinudu = cost
0

si obtinem
t t
Ly(t) — 2/y(t —u)sinudu| = Lcost] <  Lly(t)] —2L /y(t —u)sinudu| = L[cost]
0 0
observam ca integrala reprezinta un produs de convolutie

t

L /y(t —u)sinudu| = L[y(t) *sint] = L[y(t)] - L[sint]

0
y(t)*sint
inlocuind in ecuatie rezulta
Lly(t)] — 2L[y(t)] - L[sint] = L]cost]
1 z 2 z
WO -2£00) g =y = AWl - | =

22 -1 z z

Lly(t)] - JENE e N < Lly@)] = 21

Acum "inversam" transformarea Laplace.
Descompunem in "fractii simple" , de fapt functii rationale care sunt transformatele Laplace ale unor functii

elementare.
__F _ < _ 1Pl 1 N N S
Lyl = 7 (z—l)(z+1)2[z—1+z+1}2£(e)+2£(e )= LGe+5e)
Deci
y(t) = se' + e
[ |

5. Aplicam transformarea Laplace ecuatiei integrale. Unele texte numesc astfel de ecuatii "integro - diferentiale"

deoarece functia necunoscutd y = y(t) apare gi ca derivatd 3'(t) si "sub" o integrala.
t
y'(t) + /u cy(t—uw)du=t cu y(0)=-1
0

Obtinem
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folosim teorema derivarii originalului

Ly ()] = 2L [y(t]) — y(+0) = 2L [y(t]) — \(9) =2L[y(t]) — (1) = 2L [y(t]) + 1
y(0) -1

observam ca integrala reprezinta un produs de convolutie

t

£ | [ueytt = win| = £ty = £0) - Lly(0)] = 5 - Llyte)
S
txy(t)
inlocuind in ecuatia integrald obtinem
LW +1+ 5 LhOl= % & L] [+ 5] = 5 -1
241 1— 22 1—22 1—2)(142 1—2z
L[y(t)]|: ,; :| = 2 = E[y(t)]_,z?’-‘rl_(215-1)(2:)2(—2—21)_22—24-1

Scriem numitorul ca sumé& de "péatrate”

2 2

1 1 1

2 _ 2 = fal T
Foatl=so 2° <2) (2) !

(3 -G ()

apoi descompunem in fractii simple, de fapt functii rationale care pot fi transformatele Laplace ale unot functii

elementare 1 1
— z
Lly(t)] = 2 \/52: 2 \/52_ N2 2 2
(= 3) +(7) (=—2) +(7> (2—3) +(7)
Folosim teorema deplasarii si transformata Laplace pentru sin
Ll f0) = LIFW) = B) . Lsinaf] = 57—, Lleosal] = 5
in acest caz teorema deplaséarii arata astfel
Bt g; - @
»C[e Sin O[ﬂ = m
Bt apant] — 2P
L[@ COs Oét] = m
obtinem
V3
22 s =L (61/2t - sin ?t)
(: -3+ (¥)
analog pentru transformata Laplace pentru cos
z
Lle® - f()] =L[f)](z—a) , Llcosft] = ——
[ - f()] = L[F())(z — @) [cos ] Eye

obtinem




In final

E[y(t)]: L 3 & 2 = 1_% 2 z_% 5 =
-0 (4 -0+ () -+ (E) -1+ (%)
11 v3 z—1
Lly(t)] = 5@(2_ 5)2: (%2 (z_;)uz(vgf =

6. Anumite integrale improprii se obtin dintr-o transformati Laplace pentru "

z = 0", sau altd valoare

particulara pentru z

. o not
Consideram = L(z) transformata sa

f(t) functie original cu" b=0" (sauinfb=0)si L[f(t)]

Laplace.
(A) Dacd integrala improprie este absolut convergenta

+oo
/ F(8)] dt < oo
0

atunci
+o00o +o00
A) / F(t)dt = / e tat| = limL(z)
0 0
—_——
L[f(t)] 20

(B) Dac8 integrala improprie este absolut convergenta
+o0 .
/ 'fi)' dt < oo
0

si functia @ este original Laplace, atunci folosind teorema integrarii originalului obtinem

B) /f<> /f<> 1] [ fa0o)
R N o

(C) Daci integrala improprie este absolut convergentd

+oo
/ 7 ()] dt < oo
0
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atunci folosind teorema derivarii imaginii obtinem

+o0 +oo
) / tf()dt = / " f(t)e *dt = lim [(—1)” [L(z)](")}
0 0
L[t f(t)] 2—0
Exemple.
(A)

400 400
/ e Pt cosatdt = / cosat - e *tdt = {222} = %

0 0
L Lcos at] .
+o0 +o0
« «
/eiﬁt sin atdt = /blnat e ?tdt = [2_'_2} = W
z « _ «
0 0 z—p
%,_/
L L[sin at] )
Pentru =1, 5 =1 obtinem
+oo +oo )
z
/e_t cos atdt = /cosat e *tdt = {W} = a2
z « «
0 0 z—1
L L[cos at] Y
+o00o +oco
«o «
e~ tsinatdt = / sinat - e *tdt = {2_’_2} =1 e
z o o
0 0 —1
| ——
L L[sin aet] Y

4.3 Transformarea "Z" - (Transformarea Laplace Discreta)

Definitie.
Se numeste semnal discret o functie x : Z — C | practic un sir indexat dupa numere intregi

pn=2a(n) , n€Z , (Tn)nez

Un semnal discret are suport pozitiv dacd z, = x(n) =0 pentru n <0 si
suport finit dacd z, = z(n) =0 pentru |n| > M , cu alte cuvinte girul are un numdr finit de termeni nenuli.

In electronics, procesarea semnalelor, teoria controlului, statistici, un semnal discret reprezinti girul valorilor
unui semnal masurat la momente "discrete" de timp. Spre deosebire de un semnal continuu f : R — C | care
reprezintd valorile unui semnal "mésurat" in timp continuu.

"Domeniu timp" sau reprezentarea (graficul) unui semnal in "domeniu timp" aratd variatia unui semnal in timp.

- fie ca functie definitd pe R ca timp continuu

- fie ca gir (semnal discret) definit pe Z ca timp discret

"Domeniu frecventa" | termen folosit pentru a descrie analiza matematicad a functiilor sau semnalelor in raport
de frecventa.

In matematici si procesarea semnalelor, transformata Z
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transforma un semnal - reprezentare in domeniu timp discret (un sir de numere)
intr-o functie complexa - reprezentare in domeniu frecventa.
Transformata Z este un echivalent discret al transformatei Laplace.

Folosim adunarea "naturald" a sirurilor

(z+y)(n) =xz(n) +yn) =z, +yn,

si inmultirea cu scalari a € C
(az)(n) = az(n) = az,

Astfel multimea tututor semnalelor discrete si a semnalelor cu suport pozitiv sunt spatii vectoriale.

Din punct de vedere fizic, adunarea a doud semnale discrete are semnificatie : "suprapunerea efectelor" celor
doud semnale,

iar inmultirea cu scalari, semnificd "potentiometru" liniar :

- pentru a > 1 se obtine amplificarea semnalului

alv|ec
b
alc|n

- pentru « € (0,1) se obtine diminuarea semnalului.
Exemple.

1. semnalul discret unitate u : Z — R

0, n<0
um) =31 n>0

"corespunde" semnalului "treapta unitate" - functia lui Heaviside u : R — R
0, t<0
wn={ 150

2. impuls unitar discret la "momentul k"

o

5k(n):{ 1, Zi]]:

pentru k =0 notdm 9§ e do

Putem asocia semnalul discret unitate cu un semnal (luminos)

in starea "stins" care de la momentul 0 trece in starea "aprins".

Impulsul unitar se poate asocia cu un semnal luminos care se aprinde doar la momentul "k" (ca un flash).
Definitie.

Numim intarziatul lui £ cu k—momente, semnalul discret

Yy = (xnfkt)nEZ <~ Yn = Tn—k

cu alte cuvinte intarziatul lui  se obtine prin "deplasarea" (intazierea) semnalului cu k—momente.
Sugestia de "intarziere" are sens numai pentru k > 0 .
Pentru k < 0 semnalul x = (z,)ncz este intarziatul lui y = (Tn—k)nez
"Deplasare" se referd la faptul ca graficul intarziatului se obtine
prin deplasarea (shiftarea) la dreapta a graficului lui x

Exemplu.
intarziatul semnalului discret unitate u cu 2—momente, este

(tn_2) —u(n—2) = 0, n-2<0 & n<2
n—2/n€Z = 11, n-2>0 & n>2
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u(n) semnalul treapta unitate

X X X X X X X
X X X X >
u(n-2) semnalul treapta unitate
intarziat cu 2 momente
Definitie.

Fie z si y semnale discrete. Daca seria

Z Tn—k " Yk

k€EZ

este convergentd pentru orice n € Z , atunci numim convolutia lui z cu y semnalul notat  * y definit

(zxy)(n) = Z Tn—k " Yk

Pentru semnalaecu suport pozitiv , avem

- Zp_p =0 pentru n—k<0 & n<k

- yr =0 pentru k<O

Deci pentru semnale cu suport pozitiv, convolutia este ( 0 sum& cu numdr finit de termeni)

k=—1 n +oo n
@xy)(n) = > Tnok- Ur + D Tnok U+ D Tk Yk =D Tn_k- Uk
k=—oo ¥~ k=0 k=n k=0

Proprietati.

1. xxy=yx*xx produsul de convolutie este comutativ
2. zxd=u

3. zx0p= (Tp—k)nez iIntarziatul lui  cu k—momente

Demonstratie.
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(zxy)(n Z Tk Yk = Z Tp  Yn—p = (Y x z)(n)

k=—o0 k_foo
2.
+oo
(xx06)(n) = kzz_oc Tk - @ =2, -0(0) =z, = z(n)

0 pentru k#0

deci zxd ==
3.

(z* 3k)( Z Tp—p-  Ok(p) =p_g - 0k(k) =Tt

p=—00 0 pentru p#k

deci z*dp = (Tp_k)nez Intarziatul lui z cu k—momente
|

Definitie.
Fie = ()nez un semnal discret. Se numegte transformata Z sau transformata Z "bilaterald" |
sau "transformata Laplace discreta" functia X : D — C definita de

X(Z)Tgtz[xnnez Z:rn ", zeDCC
neZ
D C C este domeniul de convergenta al seriei Laurent Z Tpz™ "
neZ
Z(xn)nez) = Z [(xn)] = Z [z] reprezintd transformata Z a semnalului discret x .
" Z " reprezintd transformarea Z ca operator ce asociazi unui semnal discret (sir) o funtie.
Pentru semnale cu suport pozitiv numim transformata Z "unilaterala"

X(2) =z [(Zn)n>0] = Z 2" ", zeDcCC

", care devin coeficientii seriei Laurent,

Transformata Z are sens numai dacd termenii semnalului discret " z,,
genereaza o serie Laurent convergenta,
mai precis razele de convergenta sunt r < R si deci
domeniul D al transformatei Z este coroana de convergentd corespunzitoare D = {z € C , r < |z| < R}
Reamintim ca pentru o serie Laurent razele de convergenta sunt

- R este raza de convergentd a "partii Taylor" (seria cu puteri pozitive) g Tpz "= E Ty 2™

n<0 n>0
- % este raza de convergentd a "partii principale" (seria cu puteri negative) Z :Enzi
n<—1
Exemple.
1) Transformata Z a semnalului discret unitate
o0
1 1 1 z 1
Z U "=14+-4+=4+..= = —— pentru |—| <1
g Z - Z z 22 - z-17? ‘z‘
"€Z1 . n>0 = i
z
u|l =
[ul=——

Domeniul (coroana de convergentd) este in acest caz D = {|z| > 1}
2) Transformata Z a impusului unitar § (la momentul 0) este functia constantd 1

Z 5 2" =6(0)2"=1

nEZ?éO n—0
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3) Transformata Z a impusului unitate d5 (la momentul k)este

Zo](2) =) M 2 =0p(k) R = —

nez 20, n—k

4) Transformata Z a unui semnal cu suport pozitiv ( z, =0, n <0 ) are seria Laurent de forma

00
1 1 1
Z [(xn)nzo] = X(Z) = ;xnz_” =g+ xl; + .TQ; + .733; + ...

deci raza R = 400 , cu alte cuvinte transformata Z a unui semnal cu suport pozitiv este definitd "spre oo"
deoarece in acest caz coeficientii partii Taylor sunt toti nuli (z, =0, n<0)
si prin urmare partea Taylor este convergenta pentru orice z € C

1
10

(in caz contrar pentru % =0 transformata Z nu are sens)
Rezultad in mod simplu ca pentru semnale cu suport pozitiv avem

Acestea au sens numai dacd r < R, adicd r < 0o &

lim X (z) = z9 = z(0)

Zz2—00
deoarece . " "
. . 1 2 3
lim X(z) = lim (mo+—+—+—+...) =z = z(0)
Z—00 2—00 z 2;2 z3
si
. Z X T
lim |—=| = lim |“Z&|= % =0
z—o00 | 2T |z|—+oo | 2™ |z| =400 ‘Z|
Proprietati.

1. Domeniul de definitie al unei transformate Z este o coroana centratd in 0
2. Transformarea Z, notatd " Z ", este liniard

Zlx+yl=Z]|+Zy] , Zlau]=aZ]u]

egalitatea are loc pe intersectia domeniilor de definitie (intersectia a doud coroane cu acelagi centru este tot o
coroand)
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3. Dacd exista convolutia x xy atunci
Zzxy] = Za]- Z[y]

egalitatea are loc pe intersectia domeniilor pentru Z [z] si Z [y] .
in particular

Z [z * 6] = Z—Z[:c]

Demonstratie.1. Am explicat deja domeniul unei transformate Z
2. Liniaritatea este evidenta deoarece

(z+y)(n) =z(n) +y(n) =20 +yn

deci pentru z in intersectia domeniilor pentru Z [z] si Z [y] avem suma a doud serii Laurent convergente

Z[x](z) an n'i‘zyn n—zxn+yn) o

nez nez nez

si pe de alta parte

Z [IE + y] (Z) =Z [(xn + yn)nGZ] = Z(xn + yn)an
neEZ

pentru inmultirea cu scalari a € C
(az)(n) = om(n) = ax,
Zau] (z) = Z(amn =« Z Tpz " =aZu] (2)
neEZ nez

3. Pentru produsul de convolutie avem

(@ y)( Zl”nk Yk

k=—o00

folosim faptul c& o serie Laurent este absolut convergentd pe coroana corespunzatoare,
deci putem schimba ordinea de sumare

+oo
Zlzxyl(z Z( > @k yk)‘Z”: S a2 g 2R =

n€Z \k=—o0 k=—o0c | n€Z
Z[z](2)
si inmultim cu 2F si cu z7*
+oo
=Z@I(2)- | D w2 | =Z2R](2)- 2 (2)
k=—oc0
Z[yl(2)
in particular
1 1
Zxx 0] = Z[z] - Z [0k] :Z[w]-z—kzz—kZ[m]

Teorema. (formula de inversare)

Dacd X(z) wtz [(Zn)nez] este transformata Z a semnalului discret z , atunci

1
z(n) =z, = o

2" X (2)dz = Res (2" X(2),0a;)

|z|=b
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unde a; sunt toate punctele singulare ale functiei 2"~ 'X(z) cu |aj| <r <b
pentru orice b € (r, R)
in particular rezultd ca transformarea Z este injectiva

Z=2Z] = w=y

Demonstratie.
Transformata Z

X(z) = Z Tpz P

pEL

ca sumd a unei serii Laurent este definitd pe coroana {r < |z| < R}

deci
n—1 _ .n—1 —p __ n—p—1
2" X(2) =2 E zpz P = g Tpz

PEZ PEZL

Integram pe un cerc |z| =b , cub € (r, R) , parcurs o datd in sens trigonometric gi obtinem

/z”_lX(z)dz: prz"_p_l dz:pr /z"_p_ldz =
b |z

pEL pEL 2]=b

|z|= |=b

0 pentru p#n

folosim integrala cunoscuté

anpfldzz 0 7n_p_]-7é_]- — 0,]’)7577/
27, , n—p—1=-1 2, , p=n
|z|=b

deci
1

21
|z|=b |z|=b

IX(2)dz =z, - 2m0 & T, 2" X (2)dz = ZRes ("' X(2),a;)
conform teoremei reziduurilor a; sunt toate punctele singulare ale functiei 2" ' X (z) cu |a;| <7 <b

Injectivitatea este acum evidentd. Dacd transformatele Z coincid Z [z] (z) = X(2) =Y (2) = Z [y] (2)
atunci conform formulei de inversare
obtinem aceasi termeni

1
Tn = 5 X (2)dz = 5 / 27 (2)dz =y,
2

Observatie.
Pentru produsul "algebric" a doud semnale

(‘ry)(n):(znyn) y nez

are loc egalitatea

unde X(z) = Z[2] (2) s Y(2) = Z[y] (=)

Demonstratie.

Zlog(5) =Y ) =Y | [ wt Y (w)dw| 2 =
neZ nez



1 1 _ 1 w\"| 1
- WY (w) | de = —— 2 (2) ] Sy w)dw =
211 / L%x wos (w) | dz 211 - n;zx z w (w)dw
|z|=b |z|=b
X(%)
1 w, 1
= — X(—)—-Y
21 (z)w (w)dw
|z|=b

Transformatele Z ale unor semnale "elementare".

semnalul discret z = (z,) transformata Z X (z)
1 z
Z 2 2 2(z+1)
n-u(n) Z(n-u) = EEIE n® - u(n) Z(n®-u) = EEE
—an —an 1
e Z(e ) = T

O Z(xp_1) = ;X(z) Todp - e e Z(xptp) = 2 X(2)

NTp oo Z(nzy) = —2X'(2) axT, ... ... Z(a"x,) = X(E)

a

Aplicatie.

Prezentdm un singur tip de aplicatie al transformatei Z.

Determinarea termenilor unui gir numeric (zy,),>0 definit printr-o relatie de recurentd liniar.
Mai precis orice termen al girului se obtinem ca o combinatie liniara a predecesorilor sai.
Ordinul unei recurente liniare este dat de numarul de termeni ai combinatiei liniare.

Recurenta liniara de ordin 1

Tp41 =aTp,+b , >0

Acest tip de recurentd nu necesita o teorie speciald. Se rezolva relativ simplu.
- dacd a = 0 obtinem z,41 =b , adicd un sir constant.
- dacid b= 0 obtinem z,1 = ar, = a®z,_ 1 = ... = a"wy , adici o progresie geometrici

Recurenta liniard de ordin 2

Tpto = ATp41 + bTy + ¢

Recurenta liniara de ordin k

k-1

Ttk = E AjTpyj +b=0r_1Tnik—1 + AG—2Tpyr—2 + ... + Q1 Tpy1 + aoTp +b
j=0

Interpretdm sirul (z,),>0 ca un semnal cu suport pozitiv i folosim transformata Z.

Exemplu.
Sirul definit de relatia de recurentd

Tp42 =Tpy1+2p , >0, 20=0, z;=1

sir cunoscut ca "girul lui Fibonacci".
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relatia de recurenta astfel scrisa, aratd cum se obtine termenul z, 15 cunoscand termenii anteriori x,11 , T,
Vom scrie relatia de recurenta in forma

Tp =Tp-1+Tp—2 ,n>2, 9=0, z1=1

Este evident ca notatiile sunt echivalente.
Totusi ultima relatie evidentiaza mai clar un fapt deosebit de important:
Relatia de recurenta arata ca
- semnalul discret (z,) se obtine prin suprapunerea efectelor (adunarea)
celor doudl semnale intarziate ale sale: (z,—1) si (z,—2) (cu unul respectiv cu dous momente)
Astfel o simpld recurentd (aparent doar tehnicd de calcul) are semnificatie fizic.
Pentru a aplica transformata 7 este necesara scrierea relatiei de recurenta in termeni de semnale discrete.

0, n<0 PR om0
(xn)nez = { v ’, n>0 , (.Tn—l)'nez = 0, n=0 5 (l’n—2)'n€Z = 0 : n=1
Tp—-1 , M > 1

Tp—2 , N =2

Pentru n € Z relatia de recurenta se scrie sub forma de tabel

n -0 .. —1 0 1 2 3 . F00
(iCn,l) 0 0 0 xI1 )
(.13”_2) 0 0 0 0 X1
(zn) 0 0 x1 =z 3

Prin urmare adundm semnalele discrete (suprapunem efectele lor) :
- semnalul (z,) este suma :
intarziatul cu un moment (z,—1) + intarziatul cu 2 momente (x,—2) + un semnal care este nenul doar pentru n = 1

( impuls unitar )
(:I:n) == (xn—l) + (wn—Z) + 51

Aplicdm transformata Z si obtinem
Z[(zn)] = Z[(@n-1)] + Z [(zn—2)] + 2 [61]
Putem folosi rezulatele anterioare, un semnal intarziat se obtine ca o convolutie cu semnalul unitar dj
T * 0 = (wn—k)nGZ

In particular
(xnfl) = (xn) * 61 ’ (xn72) = (wn) * 62

Deci
Z[(xn)] = Z[(xn-1)] + Z [(xn-2)] + Z [01] = Z [(xn) * 1] + Z [(wn) * 52] + Z [1]

Z (@] = L2 ] + 5 Z[@n)]+ -

Sau putem calcula in mod direct.
Sirul (z,) este un semnal discret cu suport pozitiv , deci

o0
Z(zn)] = X(2) = Z Tpz "= Z Tpz "
nez n=0
Pentru intarziatul (z,—1) facem schimbarea de "indice" n—1=p =n=p+1 si obtinem
z [(mn—l)] = Zmn—lzin = an—127n = Z‘rpzi(erl) = ; przip = ;X(Z)
nez n=1 p=0 p=0
Pentru intarziatul (x,_2) facem schimbarea de "indice" n —2=p = n=p+2 si obtinem

Y [o'e) Y o0 B 1 [o'e) B 1
Z[(xn—2)] = Z Tp—22 =~ = Z Tp—22 =~ = Z%Z (P+2) = 2 Z%Z b= ;X(Z)
nez n=2 p=0 p=0
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In fine Z[6]=2
Adundm si obtinem

2 [(@n)] = 2 a0 + Z @) + Z161] = 22 )] + 5 2 (@] + -

Notdm X (z) = Z[(z,)] si obtinem (prin oricare din cele doud metode)

1 1 1
X(2) = -X —X -
(:) = X(2) + 5 X(2) +
Deci 1 1
z
X(z) == -
(2) z1-1 L 2271
z z
Apoi folosim formula de inversare
1 -1 1—1
x(n) =z, = 5 2" X (2)dz = ZRes ("X (2), a )
|z|=b

Amintim o observatie anterioars.
SN

Semnalele cu suport pozitiv au transformata 7 definitd "spre co" , adicd au raza R = +00
o0

Prin urmare coroana de convergenti a seriei Laurent Z xnz~ ™ este de tipul {r < |z|}

n=0
deci toate punctele singulare a; ale functiei X (z) = - sunt in interiorul discului {|z| <7} C {|z| < b}
si deci toate aceste puncte singulare apar in formula de inversare la suma reziduurilor

In acest caz punctele singulare sunt rid#cinile numitorului 2?2 — 2z —1=0

—(—1 5 —(—=1)—+/5
Ao (1P idms = = CDFVE —(=D-V5
2 2
2 —z—1=(2—2)(z—2)
Pentru n > 0 | calculam reziduurile in 21,29 care sunt poli de ordin 1

Res (2" 71X (2),21) = zlglzll [2" X (2)(z — 21)] = Zlerzll {Z”IM(Z - zl)} =

= lim [znl(z_’zzg)] _ {z?—l(zf_l@)} - z?ﬁ _ % (1 +2\/5>n

- ] e et <1_;/5>

In final obtinem
n n
T —i L+ V5 —|—_—1 L-v5 entru n>0
TR\ 2 VAW i -

Pentrun <0, n=—k (k>0) avem

1 z 1 1
z

S o PR [ Py Bl PRy [ Py

Deci in acest caz punctele singulare sunt 0 , 21 , 25 si

z(n) =z, = ZReS (Z"_lX(Z)vaj)
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amintim c& suma reziduurilor in_toate punctele singulare (finite) este
1.1
> _Res (f(2),a;) = = Res (f(2),00) = —Res [ 5 f(2),0

In cazul de fats

ZRes ("' X(2),a;) = Res (2" 'X(2),0) + Res (2" ' X (2),21) + Res | 2" ' X(2),22 | = —Res <,212f(i)’0>
f(2)
Calculam 1 k
11, 1 /1\" ' 1. 1 1 1 2
;f(;) =z <z> X(;) =2 (l)k (% _ 21)(% — %) - (1 —212)(1 — 292)

Este evident c& pentru aceastd functie 0 este punct singular aparent (k > 0)
si intr-un punct singular aparent reziduul este nul.

In concluzie, pentru n < 0 formula de inversare duce la

1

2w
|z|=b

z(n) =z, =

1,1
2" X (2)dz = ZRes (2"7'X(2),a;) = — Res <f(z)a O> =0
Ceea ce de fapt era cunoscut, (x,) find un semnal cu suport pozitiv.

Raméne formula ﬁnala
€T, = 1 \/E n ] ] — \/5 " pen ra n > 0

|
Transformarea Laplace - Intrebari Test

Tata cateva intrebari simple, cu care puteti "verifica" capacitatea de a v "orienta" asupra transformarii Laplace..
Puteti adduga si alte intrebari ce vi se par relevante.

Ce anume caraterizeazd mai bine o functie original ? Faptul ca f(t) = 0 pentru ¢ < 0 sau inegalitatea |f(t)| <
Meb 7

Puteti calcula |e**| =7 , pentru z=x+iyeC siteR ?

Puteti folosi integrarea prin parti pentru calculul antiderivatelor 7

/teztdt =? /t%ztdt =? /eZt costdt =7 /eZt sin tdt =?

Pentru z=x+1iy € C cuRez >0 puteti calcula limitele ?

lim et | lim te ** | lim e *'cost , lim e “'sint
t——+oo t——+oo t——+oo t——+oo
Functia constantd f(t) =0 , pentru orice t > 0, este functie original ?
Functia constantd f(t) = 12 , pentru orice ¢ > 0, este functie original ?
Functia f(t) = % , t >0 , este functie original ? Dar functia f(t) =
aceste functii ?
Integrand direct, ecuatia diferentiald liniard /() = 2tz (t) are solutiile de forma z(t) =e!” + K .
Putem folosi transformarea Laplace pentru rezolvarea acestei ecuatii diferentiale 7

Ce deosebire existd intre functia ¢ — cost si functia f(t) = u(t) - cost (ca functie original) ?
Aplicdm transformarea Laplace pentru ecuatia diferentiald x(¢) — 2z(t) = ¢ — 3 si

t—%l , t >0 7 Prin ce se deosebesc
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pentru ecuatia cu argument intarziat o (t) — 2z(t —2) =t — 3
existd deosebire intre transformata Laplace £(¢ — 3) din prima ecuatie si L(¢ — 3) din a doua ecuatie ?
(faptul c& sunt notate la fel poate genera confuzie) (precizati domeniul pentru ¢ in cele doud ecuatii)

t

Putem aplica teorema integrarii originalului pentru a calcula L / cos(t — u) sin udu ?

0
Cele doua integrale sunt egale sau diferite 7

x x
/cos(m —t)sintdt /sin(w —t) costdt
0 0

Notdm transformata Laplace L(z) = L(f(t)) . Ce proprietate are limita ?

lim L(z)
Rez—+oc0
Functia L(z) = 2% poate fi transformata Laplace a unei functii original ? Folositi intrebarea anterioars.

Functia L(z) = Z% este transformata Laplace a functiei original f(t) =t .
Functia Ly(2) = 1?—52 poate fi transformata Laplace a unei functii original ?

Putem folosi teorema integrarii originalului pentru a calcula E(L?t) ?

Putem folosi teorema integrarii originalului pentru a calcula £(<5) ?

[
Cum calculam transformata Laplace 7
t

L /u cos udu
0

Cum calculdm a cui transformatd Laplace este functia L(z)
Cum calculdm transformata Laplace ?

_ 1

= Zr1)2
t

L /et_“ cos udu

0

5.1 Transformarea Fourier

Renuntam la prezentarea argumentelor din studiul electromagnetismului, teoriei semnalelor, care au un interes
profund pentru o transformare de "semnal de intrare" f(¢) , in "semnal de iegire" F(x) .

Prezentam definirea transformadrii Fourier, principalele proprietdti pe diverse clase de functii si aplicatii la
rezolvarea unor ecuatii integrale.

Reamintim definitia spatiului functiilor absolut integrabile.
Consideram functiile f : R — C de variabild reald, cu valori complexe, care sunt absolut integrabile pe R
(adicd integrabile "in modul" sau "in valoare absolutd")

L*(R) = f:R — C , misurabile cu /|f(t)\ < o0
R

O functie este "méasurabild" in sensul méasurii Lebesgue, iar integrala pe R este integrala Lebesgue.
Nu prezentam detalii asupra masurii Lebesgue, dar mentiondm faptul cd
- functiile integrabile Riemann pe orice interval [a,b] C R sunt mésurabile Lebesgue,
in particular functiile continue sau continue pe portiuni sunt méasurabile.
Pe de altd parte, functiile integrabile Riemann pe orice interval [a,b] C R i cu integrala improprie convergenta

+oo
/ F@)dt < oo
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sunt functii absolut integrabile.
Exemple.

1. Functia f : R — R, definita de

este integrabild pe R (f € LY(R) ), deoarece
1
o o t——4oco . T _T _ T\
/ |f(t)]dt = / Te dt = arctgt|,_ "0 = . lim arctg? . h? arctgt = 5 () =

2. O functie constantd f(t) = b este integrabild pe R (f € L*(R) ), numai dac# este functia nuld f(t) = 0 ,
pentru orice t € R

3. Functia f: R — R | definita de

B sint,t#o
f(t)_{ 1, =0

este integrabild pe R, deoarece integrala improprie

/ —dt este convergenta

( vezi Analiza Complexd - aplicatii la teorema reziduurilor), dar nu este absolut convergentd

+oo

/1

sint
dt este divergenta

4. Functia f: R — R | definita de

,L 1
f(t) =exp(=|t]) =e T = —
elt!
este integrabild pe R (f € L'(R) ), deoarece integrala improprie
unc lC para _1 t"+oo _2 _2
/ p e /—dt—2— = lim —— - =04+2=2
It\ —o t—too et 0
5. Functia f: R — R | definita de
2
f(t) = exp(~t*) =™
este integrabild pe R (f € L'(R) ), deoarece putem descompune
+o00 +o00o 1 +o0
/ eftht funct;i para 9 / 67t2dt —9 \/eitzdtﬁ» / eitht
—o0 0 0 1

si ambele integrale sunt convergente, prima este integrald Riemann - deci evident convergenta - a doua este
convergentd conform criteriului de comparatie cu inegalitati
+oo 1
e_t2 <e ! pentrut > 1 si / e tdt =2 _—
1

t—4o0 . _9 2

t=1
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6. Orice functie continud cu "suport compact" f : R — R, adicd f(xz) = 0 pentru |z| > M , este absolut

integrabila pe R , deoarece
0 , z€(—o0,—M)

f(l‘): f(x) ) .%‘E[—M,M]
0 , z€(M,+0)
+o00 M M +oo M
[ls@lda= [ @i+ [1f@lde+ [ |@lae= [ 1f)ds
Zoo -0 0 -M M o0 -M
de exemplu
0 , z€(—o0,—m)
f(z) =1 sinz , z€[-m,n]

0 , ze&(m+o0)

Observatie. .
Dacd o functie f € L'(R) , atunci si functia [f(t)e”"*] este integrabild pe R deoarece

[fB)e"] = |£(2)]

gi conform criteriului de comparatie cu inegalititi (pentru integrale improprii)
feL'R) = ft)e e LYR)

Prin urmare are sens definirea transformatei Fourier pentru functii f € L'(R) .

Definitie.

Pentru o functie f € L'(R) functia F : R — C , definit de

+oo
FUOI™ F@) = o= [ foea j@)

se numeste transformata Fourier a functiei f(t) .

Vom folosi notatia
F(z) pentru transformata Fourier, ca functie F : R — C
F[f(t)] pentru a ardta cd este vorba de transformata Fourier a functiei f(t)

F desemneazd transformarea Fourier, ca operator care asociazi unei functii f € L'(R) functia F(x)
F : LY(R) , transformarea Fourier este definitd pe spatiul functiilor absolut integrabile.
f(z) este notatia folositd in cursurile de la facultdtile de matematica

Existd gi alte moduri de a defini transformarea Fourier :
+o0 +o0
F(x) = / f(t)e*itwdt sau F(x) = / f(t)efi%rtxdt

Comentariu.
Factorul ——

are rostul de a crea o simetrie intre formula transformarii Fourier si formula transformaérii Fourier inverse

9

+oo +oo
1 , 1 ,
F(z) = — e ®qt | 1) = — / F(z)e "®q
@ == [ s ft)= 7= [ Fla)e e
altfel am avea

+oo
F(z) = / feita i)

Unele texte folosesc aceastd variantd asimetrica.
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Exista si o variants ce are simetrie fard a mai fi necesar un factor de corectie

—+o0

+oo
F(z) = /f(t)e*i2wtzdt , f) = /F(z)e*ﬂ“mdm

—0o0

Observatie.
Transformarea Fourier este un operator liniar

Flf+a=FIfl+Flg] , fgel'(R)
Flafl=aF[f] , feLl'(R) , a€R
Demonstratie.
Se folosegte faptul cd transformata Fourier este definitd de o integrald si orice integrald are proprietatea de

liniaritate.

Propozitie.
Pentru o functie f € L'(R) , transformata Fourier F(x) este o functie continuad F : R — C

Consecinta.
Transformarea Fourier asociaza unei functii f € L'(R) o altd functie F' care este continud pe R

F :L'(R) - C(R)
C(R) desemneazi spatiul (vectorial) al functiilor continue

CR)={F:R—C , F continua pe R}

Teorema.
i) Dacd f € LY(R) si tf(t) € L*(R) , atunci transformata Fourier F [f] este functie de clasi C*(R) si
(derivabild cu derivata continua)

. +OO
o) =G = o= [ 10 = (<) t7(0)

ii) Daca f € L'(R) si t*f(t) € L}(R) , atunci transformata Fourier F [f] este functie de clasi C*(R) si
(de k-ori derivabild cu derivata de ordin k continud)

+oo
d*F (—i)F ;
F(k) _ - _ /t t —ztmdt: Y. tk ¢
@)= Gor = 7= | 1t (i) F [ )]

Demonstratie.

Se foloseste teorema de derivare a unei integrale cu parametru.

|

Observatie.

Daci functia f € L'(R) ia valori reale ( f : R — R ), atunci folosind conjugarea pentru transformata Fourier
obtinem
(pentru numere complexe z =a+ib = Z=a—1ib)

Demonstratie.
Folosim faptul c& integrala si conjugarea comuts

+oo +o00
F(z) = F(z) = \/%771 / ft)e~itzdt | = \/% / F)e rdt =

262



+oo +oo too
_L T — itw —L —it(—x) 3 _
_\/%/f(t)e dt—m/f(t)e dt_m/f(t)e dt = F(~x)
|

Exemple de calcul
Sa calculdm transformata Fourier pentru functiile f:R — R

1 —t?
e ) i) f(t)= et /2 = exp(T) , 1) f(t) = et = exp(—at?) , a >0

) fl)=
Solutie.

i) Conform observatiei anterioare, este suficient si calculdm transformata Fourier doar pentru z =0 si = >0
Pentru z = 0 obtinem

1 1
—ztO
\/27r / 1®) " Vo / 1+ 12 NG 2

9

Pentru z > 0 obtinem

+oo +oo
1 - 1 1 )
F = — _’Ltw = ——— _Zt:]: =
(@) V2or / J(t)e dt V2r / 1+t2€ dt

+oo
1 / cos(—tx) +7Jsin(—tm) / cos( tw / — sin( tac B
Ve 1412 " Var ) 1+ t2 \/ 1+¢2 B
—o0

0, fiind functie impara

Deci

ztz

\/271' / 1+t2

COS

F(z) = Ft)e trds = d =

o3| )

Pe de alta parte

COS

F(—z)=F(x) = \/7/ 1—|—t2 = F(x)

Folosim o aplicatie la teorema reziduurilor, conform careia

—+o00

eitm eizz
5 dt =2m E Res| ——= . %
141 1+2
o Imz;>0
deci suma reziduurilor in punctele singulare z; ale functiei 117 care sunt in semiplanul superior, adica

Imz; >0

Punctele singulare ale functiei % sunt punctele in care se anuleaza numitorul 1 + 22 =0 , 25 = +i
In semiplanul superior se afld doar z; =i (Im(i) =1, Im(—i) = —1),inplus 1+ 2% = (2 —i)(z +1)

Deci z =i este pol de ordin 1, (fiind rad&cind de ordin 1)
Prin urmare

eizw eizw eizw eizw e T
R ) =1 o — 1 . — 1 _
es<1—|—z2 ’Z> z%(l—l—zQ(Z Z)> zlgi((z—z)(z—&— )(Z Z)) zlinz<z+z> 2i

In final obtinem




In concluzie transformarea Fourier a functiei f(t) = este pentru x >0

_1_
T+t2

—itx

Fa) = —= 706 dt = Re | —— 706m dt | = Re ——me® = [T
Ve ) e T\ e ) e T e TV 2C

si

F(z)=

ii) Functia f(t)=et"

= exp(’th) este in L}(R) deoarece integrala improprie este convergent
+00 +oo

/ eit’z/zdt funct;i:e pard 9 / eftQ/th _
0

Pe de alta parte

facem schimbarea de variabild z =sin®¢ , da = 2sint costdt

/2 w/2
1
= / 2sint costdt = /2dt:7r
o sin? t(1— sin? t) o
deci
r(3)=1/BG.3) = VA
2~ g/ TV
si obtinem
+oo 1
/ et = V3 () = Vo
— 00

revenim acum la calculul transformatei Fourier

Fle?] = Fl)
Consideram functia (care este deribabilg)

g(x) = " 2F(x)

deci putem deriva, si obtinem

!
g (z) = (e”’z/Q) F(z)+ e 2F'(z) = 2¢" /2F(z) + ¢ /*F'(z)
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Pe de alta parte

400 “+o00 “+o0
d 1 2 . 1 d 2 . 1 2 .
F'(z) = — —/e—t PRemitrg| = — / —[e_t /26_“”} dt = — [ e "/ (—it)e ""dt =
dzr | /27 Vo dx V2

integram prin parti

+o0 +oo
i 2 , i ) | |t—oo ) L
_ / (_t)e—t /Qe—ztzdt _ et /Qe—ﬂfz _ et /2 (—zx)e ite gt
\% 2w vV 27 t——o0 ~—
Zoo —o0 d (o—itx
0 /(*t)eftz/z ar ()
2 ., |t—+oo 2 . 2 .
et /2gite = lim et /27 — lim et /27 =0-0=0
t——o0 t—+o0 t——o0
deoarece
—t2/2 —itz| _ 7t2/2’ —itw| _ —t2)2 _
e e =le - le =e = —
| 72| Je 7T 0
deci
+00 +oo
i 2 ) . ) 1 2 .
F(x) = - / e U (—iz)e At | = ite—— [ eV /2eT At = —aF(z)
V2T V2T
—o0 —0o0

F(z)

In final obtinem
.2 2 2 2
g (z) = ze® ?F(z) + ¢ ?F'(z) = ze® 1?F(z) — ze® /?F(z) =0
Prin urmare functia g(z) este constantd. Calculand valoarea functiei ¢ intr-un punct pentru care calculul este

posibil, obtinem valoarea constantei.
Pentru o = 0 calculul este posibil

o0 400
1 . 1 1
g(o) — 602/2F(O) — \/7 / e,t2/2672t0dt — \/T / 67t2/2dt _ \/T /27'[' -1
ﬂ' T ﬂ'

———
V2

Prin urmare g(z) =1 pentruoricez €R, & g(z) = e 2F(z) =1
In concluzie
F [e_tZ/Q} =F(x) = e /2

S& remarcdm faptul cd transformata Fourier a functiei f(t) = e~t*/2 este aceeasi functie F (x)=e

Cu alte cuvinte functia f(t) = e=t"/2 este un "punct fix" pentru transformarea Fourier.

iii) Folosim transformata Fourier calculatd mai inainte F [e‘tz/ 2} = F(z) = e */2 = exp (%) si faptul
ca a>0

Facem schimbarea de variabili ot? = “72 , t= \/% , dt = \/%du si obtinem

+00 +oo
1 P 1 2 T 1
F [e,atQ] _ / et o—itT gy / e U /26 EVoT du =
o NG V2a

o7 1 1 - & r 1 2
- /27T gy = F(«/x ) Y - Y, (z )
e € U ex ex
V2 V21 V2« 2 2c P 2 2c0 P 4o
P( %)
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2 1 1’2 1 2
Fle—ot"| = _ — —z°/4a
[e ] meXp < 4a) \/ﬁe
|

Comentariu.

In mod "traditional" derivata unei functii de o singur# variabils "z" (care depinde de un singur parametru) de
noteaza % in timp ce

derivata unei functii in raport cu parametrul "z" | dar functia depinde de mai multe variabile (de mai multi
parametri) se noteaza %

Totusi ambele notatii reprezintd exact aceeasi actiune : derivarea in raport cu parametrul "z"

Actiunea de derivare in raport cu parametrul "x" considera ci doar parametru "z" variaza,

orice alt parametru nu variaza - deci este constant.

Prin urmare, derivarea actioneazd asupra unei functii ca si cum ar depinde de un singur parametru "z" -
indiferent de cati alti parametri depinde functia. o

Astfel nu se justifica o notatie diferita pentru derivare 3 , in loc de % .
Din acest motiv am folosit % in derivarea integralei "cu parametru" de mai inainte.

Pe de alta parte, notatiile diferite au originea in fizicd, in modul in care sunt considerate anumite fenomene
fizice.

S4 presupunem ci studiem o mérime fizicd scalard (o functie) uw = u(t,x,y,z) care variazd in timp "t" i se
mésoard in fiecare punct al spatiului de coordonate (x,y, z)

Studiem comportamentul (variatia) marimii intr-un punct fix din spatiu.

Derivata in raport cu "t" reprezintd viteza de variatie a marimii v = u(¢) in timp si este natural s& notdm
aceasta derivata cu ‘{%‘

Pe de altd parte, putem studia variatia functiei in spatiu (de la un punct la altul) dupd directii paralele cu axele
de coordonate,

si astfel consideram derivatele in raport cu "z" |

ou
0z
deoarece le considerdam pe toate trei deodata.
Evident, un matematician noteazi toate derivatele la fel

nymonn ou  Ou
b

Y 2", este natural sd notam aceste derivate cu 57 , Y

Ou Ou Ou  OJu
ot Oz ' Oy ' 9z

Tot asa face si un fizician , atunci cAnd considera ecuatia diferentiald care descrie variatia marimii u = u(t, z, y, 2)
, de exemplu

ou 0y Pu O%u

haed b 4 =
+ + 8y2+66z2 0

ot Yoz

Sper ca acest comentariu si clarifice lucrurile.

Teorema.
Pentru dou# functii f,g € L'(R) si transformatele lor Fourier F(z) respectiv G(z) are loc relatia

“+oo

/ F(z)g(z)dx = 7of(x)G(x)d:c

— 00

Teorema de inversare Fourier.

Dacd f e LY(R) si transformata sa Fourier F [f(t)] = F(z) € L'(R)

(cu alte cuvinte atat functia cat gi transformata sa Fourier sunt absolut integrabile)
in plus functia f este continud si marginitd pe R , atunci

+oo
1 .
f(t)= — [ F(x)e'™dx , pentru orice t € R
Var
Comentariu.
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Aceastd teoremd nu afirmé existenta unei inverse pentru transformarea Fourier

FlfOl=F@) —  [f@)

ci doar asigura conditii suficiente pentru
a "recupera" functia initiald f(t) (semnalul de intrare) dacd se cunoagte transformata sa Fourier F'(x) (semnalul
de iegire)

Teorema (_Mellin - Fourier ) de inversare a transformarii Laplace
Fie f : R — R functie original Laplace cu constantele M >0 ,b> 0 si
L(f) = L(z) transformata Laplace corespunzitoare. Atunci pentru orice z > b in care f este continui

. z+ico 1 z+if3
f@) = 3 / L(z)e*dz = aﬁlgr—l‘,-oofm / L(z)e"*dz
In punctele in care f nu este continug
EO) FfE-0) 1 L
fE+0) £ /(= ):—_ / L(z)e*dz = lim —— / L(z)e'*dz
2 2m ) af—too2mi )

Consecinta.
Transformarea Laplace este inversabila,
deci si injectiva L(f) =L(g) = f=g

Consideram transformarea Fourier pentru functii f : R — R, f € L*(R) care sunt pare sau impare.
Sa observam faptul ca "paritatea" are sens gi pentru functii cu valori complexe f: R — C |
deoarece relatiile nu depind de valorile functiei ci doar de domeniul de definitie R

pentru functii pare  f(—z) = f(x) pentru orice z € R

pentru functii impare  f(—x) = —f(z) pentru orice x € R

S& analizdm integrala Fourier pentru functii f : R — R pare sau impare, separand partea reald si partea
imaginara

+o0 +o0
]—'[f(t)]:\/% / f(t)e‘””‘dt:\/% / F(0)[cos(—tz) + isin(—ta)]dt =

+o0 +too
1 ! .
= T _/Oof(t) cos(tz)dt — zE _/oof(t) sin(tx)dt

Pentru functii f pare obtinem

/_/O—
7 17
}"[f(t)]:ﬁ / f(t)cos(tm)dt—zm/ f(t) sin(tx)dt
— para —o0 impara

2 T 2
Flf@)] = Wor / f(t) cos(tz)dt = \/; / f(t) cos(tz)dt
0 0

Pentru functii f impare obtinem

+ 0 +
1 o1 .
Flf@)] = m_/ f(t) cos(utac)dt — Z\/%;/ 1) sni(ta:)dt
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o T 5 7
U] =i / f(t)sin(tx)dt:i\/; / F(1) sin(tz)dt
0 0

Sa remarcam faptul ca pentru functii pare sau impare, integralele implica doar valorile functiilor pe intervalul

[0,4+00) .
Astfel apar in mod natural definitiile unor transformate de tip Fourier pentru functii din L'[0, +o0)
Definitie.
Pentru o functie f : [0, +00) — R , absolut integrabild (adic& din L'[0,4+00) ) se defineste
transformata "prin cos"

—+o0
ﬁmU@H—EA@%jJi/fwaﬁth
0

transformata "prin sin"

“+oo
Fan [F(8)] = Fanl) < \/Z / f (@) sin(tz)dt
0

Teorema.

Pentru o functie f : [0, +00) — R, din L[0, +00) ,

daci si transformata sa prin cos (respectiv prin sin) este din L'[0, +-00) ,
in plus functia f este continud si marginitd pe R | atunci

ft)= \/370 Feos(x) cos(tx)dt
0
+o0
= 2 in(z) sin(tx
ﬂﬂ¢¥{dam> (ta)dt

Astfel se poate "recupera" functia initiald f(¢) (semnalul de intrare)
daci se cunoagte transformata sa prin cos Feos(z) (semnalul de iegire) (respectiv transformata sa prin sin Fgy, )

respectiv

Proprietati de calcul.
Pentru orice functie f : R — R, f € L'(R) , urmatoarele functii sunt tot din L*(R)

flat) , flt+te) , f®)e* | f(t)cosat f@®)sinat , tp,a€R

in plus, dacd notdm transformata Fourier F [f(t)] = F(z) , atunci
. 1 _ =«
i) f[f(@t)] = EF(E) , pentru a >0

Flf(at)] = %F(z) , pentru a <0

in particular  F[f(—t)] = F(—x)
i) Ff(t+to)] =™ F(x)
i) FLf(t+to) + f(t —to)] = 2cos(toz) - F(x)
FUF(E+ to) — F(t — to)] = Zisin(toz) - F(z)
iv) Flft)e'] = F(z — a)

v) Flf@t)cosat] = = [F(z — a) + F(z + a)]

N | =

268



i-F[f(t)sinat] = - [F(x —a) — F(z + a)]

N —

Demonstratie.
Folosim doar definitia transformatei Fourier.
i) facem schimbarea de variabild ot =u ,t = éu si tinem seama de faptul cd o > 0

Ff(at)] r/fat Je~itodt = m/f *ww/a - /f *““/adu——F(—)

£(3)

pentru @ < 0 facem aceeagi schimbare de variabild, dar o« < 0 duce la schimbarea limitelor de integrare
t——00 = u=at—+0 s t—+o0 = u=at - —x

—ztr —zuac/a _ JL —zux/a _ ; el
Flf(at)] r/fat dt = m/f a\ﬁ/f du="—F(%)

ii) facem schimbarea de variabild t + ¢y = u

+o0 +oo Foo
f[f(t+t0)}:\/% / f(t+t0)e’““’dt:\/% / f(u)e*“%twﬂfdu:e“owizf7r / Fu)e= "y, = ¢ F(g)

iii) transformarea Fourier este liniard, deci
adunand obtinem

FIf(t+to) + f(t—to)] = FIf(t +t0)) + Ff(t + b)) = e F(x) + " F(x) =
= [cos(tox) + isin(tox)] F(x) + [cos(—toz) + isin(—tox)] F(x) =
= [cos(tox) + isin(tox) + cos(tox) — isin(tox)] F(z) = 2 cos(tox) F(x)
scazand obtinem
FIf(t+to) = f(t —to)] = FIf(t +to)] = FIf(t +10)] = " F(x) — e” " F(x) =
= [cos(tox) + isin(toz)] F(z) — [cos(—tox) + isin(—toz)] F(x) =
= [cos(tox) + isin(tox) — cos(tox) + isin(tox)] F(x) = 2isin(tox) F(z)

iv)
1 +o0 1 +o00
Flf(t)e' ] = — / tete et = —— / e HE=Ngt = F(z — «
e = —= [ 1) = [ 10 (@-a)
v) adunim, relatiile de tipul (iv) si obtinem

+oo
[F(.’I?—Oé)+F($+a)] :% \/% / f(t)ewtf _ztxdt—i-i / f —zozt —zfardt

DN | =

:% \/ﬂ/f et el e gt —r/f cos(at)e™ " dt = F[f(t) cos at]

2 cos(at)

scidem, relatiile de tipul (iv) gi obtinem

+o0 +oo
1 1 1 tat —itx 1 —iat _—itx _
i[F(x—a)—F(x—i—a)]:i m/f(t)e e dt—m/f(t)e e "] =
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“+o0 “+oo
1 1 , , , i 4
= - | — t)(efet — emiot)emHT g — / t) sin(at)e ™% dt = i F[f(t) sin at
5| 5= [ 1o ) —= [ rwsingan F(t)sinat)
> 24 sin(at) >
[ |
Comentariu.

Transformarea Fourier este bine definitd pentru functii din L'(R) , dar nu este un operator injectiv, nu este
inversabil.

Mai multe proprietiti se obtin daci se considera restrictia transformérii Fourier la un subspatiu "spatiul functiilor
rapid descrescéatoare".

Definitie.
O functie f : R — C, se numegte "rapid descrescitoare" dacd f este de clasd C* (are derivate de orice ordin)
si
sup ‘(1 +¢m)- f(")(t)’ < +00
teR
pentru orice m > 0 si orice derivata () | n >0
Multimea functiilor rapid descrescitoare este un spatiu vectorial numit "spatiul lui Schwarz" si notat

S={f:R—>C , f declasi C>, sup’(l—l—tm)-f(")(t)‘ < 400, orice m,n > 0}

cu alte cuvinte functii de clasa C'°° | cu proprietatea ca atat functia cat si toate derivatele sale de orice ordin

descresc la &00 mai repede decét orice fractie ; +1tm

adicad pentru orice m,n > 0 existd M > 0 astfel incat

(14t™)- f™ ()] < M , pentru orice t € R

Consecinta.
Pentru orice astfel de functie rapid descrescitoare avem ¢ f(")(t) € L'(R) , deci S ¢ L*(R) si
conform unei teoreme anterioare, are sens transformata Fourier F[f(t)] si aceasta este functie de clasd C'*°

Exemplu. ,
Functia f(t) = et este rapid descrescitoare, dar nu si functia eIl

Laurent-Moise Schwartz (1915 — 2002 ) matematician francez. In 1950 primeste medalia Fields (oarecum echiva-
lentul premiului Nobel pentru matematicd) pentru contributii la teoria distributiilor, teorie ce oferd o perspectivi
modernd asupra ecuatiilor fizicii matematice - ecuatiile diferentiale cu derivate partiale.

Observatie.
Transformata Fourier F[f(t)] a unei functii f € S este o functie marginita.

Teorema.
Pentru orice functie f € S transformata sa Fourier F[f(t)] et (x) este functie de clasd C*° si

LFIOI = OFFO] e FU] = (o) F ()]
FLLFOI= GoFF0] . Fla 7] = ()" FlA)

Consecinta.

i) Pentru orice functie f € S transformata sa Fourier F[f(t)] € S

ii) transformarea Fourier este un operator liniar F:S8 — S , care este izomorfism de spatii vectoriale.
iii) transformarea fourier inversi F~!:S8 — S | este

+oo
FRW = o= [ S0t s FE) = -0
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Definitie.
Pe spatiul functiilor rapid descrescatoare S se introduce in mod natural produsul scalar

def

+oo
< fg>% /f(ﬁﬁdt

aici g(t) este conjugarea complexd. Dacd functiile au valori reale atunci g(t) = g(¢)
Norma asociaté acestui produs scalar este

1/2

400 1/2 400
1l = V<> = / f)-F@dr| = /|f<t>|2dt

Teorema (formulele lui Parseval)
Pentru f,ge S avem

+oo
/ £(t) - g0yt = / FI®) - Flo@dt

+00 400
[isra= [ sk

sau echivalent

<fLg>=<FUOLFlg®O] > flly = 1FF @I,

Comentariu.

Aceste relatii aratd cd pentru functii rapid descrescitoare
transformarea Fourier péstreazd produsul scalar si_norma

cu alte cuvinte transformarea Fourier este o_izometrie (sau izomorfism izometric) pe spatiul S
(adicd pastreazd distantele)

Reamintim definitia produsului de convolutie

“+oo
(f*g)(x) = / f(g(e — tydt

Convolutia are sens pentru orice doud functii f,g € S si produsul de comvolutie fxg € S

Teorema (formulele lui Borel)
Pentru f,ge S avem

Ff * gl = V2r - F[f(t)] - FIf(1)]
FIF )] = FIf(£)] = V2r - F[f - g]

5.2 Transformarea Fourier - Aplicatii

Tata cateva aplicatii ale transformatei Fourier.

A. Calculul transformatei Fourier pentru functii absolut integrabile pe R ,

sau transformatei prin sin sau prin cos pentru functii absolut integrabile pe [0, +00)
B. Reprezentarea unei functii ca o integrald Fourier.
C. Rezolvarea unor ecuatii integrale.

Desi sunt trei formulari diferite, de fapt toate trei se reduc la calculul unei integrale Fourier.
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Se numeste "integrald Fourier" (sau de tip Fourier) integralele ce intervin in
- calculul transformatei Fourier sau transformatei Fourier inverse
- calculul transformatei prin cos sau prin sin

+oo +oo +oo +oo
f(t)e " at f(t)etdt f(t) cos tadt f(t)sintadt

Sa examinam in detaliu cele trei tipuri de aplicatii pe care le-am enuntat.

A. Calculul transformatei Fourier pentru functii absolut integrabile pe R |
sau transformatei prin sin sau prin cos pentru functii absolut integrabile pe [0, +00)

Transformarea Fourier se aplicd numai functiilor din L*(R) (absolut integrabile pe R ),

deci mai intéi se verificd daca functia este in L!(R) (sau in L]0, +o00) ) si

apoi se calculeaza transformata sa Fourier, sau transformata prin cos sau prin sin.

- Fie se "integreaza" direct integrala Fourier corespunzétoare

(dac# se poate calcula direct primitivd pentru f(¢)e=#* )
- Fie se integreaza separat partea reald si partea imaginard

/ (e dt — / f(t) | cos(~tx) + isin(~tz) | do = / f(t) costadt — i / F(8) sin tadt

costx—isintx

B. Reprezentarea unei functii ca o integrald Fourier, inseamnd scrierea " f(t) = o integrald Fourier ".

Acesta fapt este posibil numai daci are sens transformata Fourier inverss,
deci numai daca transformata Fourier a functiei este de asemenea in L*(R) (sau in L[0, +c0) )
(i) se calculeazd transformata Fourier corespunzitoare,
apoi doar se scrie f(t) in functie de transformata sa, folosind formula de inversare corespunzitoare

1 , .
f) = - / F(z)e"*dz unde F(z) este transformata Fourier F(x) Ye Tt
I

m/f

sau
(ii) se calculeazd transformata Fourier inversa
apoi doar se scrie f(t) in functie de transformata inversd, folosind formula de inversare corespunzitoare

t Gz *mdm unde G este transformata Fourier inversd G / et dt
£6) = <= / @) vesi Gla) = ——= [ 1(0)

Pentru functii definite pe [0, +00) putem folosi transformatele prin cos sau prin sin,

\/7 / vos() costzdx unde Fis este transformata prin cos Feos(x \/7 / f(t) costadt
\/ / sin(z) sintzder unde Fy, este transformata prin sin Fyn(x) =4/ — / f(t) sintadt

C. Rezolvarea unor ecuatii integrale.
Este vorba de ecuatii ce contin integrale Fourier.

+o0 +oo oo
fye " dt = ... | f(t)costxdt = ... f(t)sintadt =
I / /
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Deci de fapt ecuatia pune in evidentd o transformatd Fourier (respectiv prin cos sau prin sin).
Se folosesc formulele de inversare pentru a determina functia f(t)

1 .
t) = — F(z)e®™®dz unde F(x) este transformata Fourier F / _m”dt
0 == [ P& @ @=—= [ 1)

\/> / vos(x) costadr unde Fos este transformata prin cos Feos( \/> / f(t) costadt
=1/= / sin(z) sintzder unde Fy, este transformata prin sin Fyn(x) =4/ — / f(t) sintadt

Exemple.

1. Si se verifice dacd urméatoarele functii sunt in L!(R)

1

¢ ¢
1+t2 B

; fey=el f(t):m

ft) =

2. S& se calculeze transformata Fourier pentru functiile f:R — R

1 —

f0 =15 - fW=e¢ fy=et L g =

3. 5S4 se calculeze transformata Fourier pentru functiile cu suport compact

f(t) _{ é ,lz[ <2 . f@) _{ Si(r)lt y ozl <7 f@) _{ COOSt , ozl <

;x> 2 , x> , x| >

4. S& se calculeze tranformata prin cos gi transformata prin sin pentru functiile f : [0,+00) — R

1 2 1
)= —— t)=et 1) = et /2 )
(=105 - f0=c" . fO=cT L f0=
5. Sa se reprezinte ca o integrald Fourier functiile f:R — R
)=y o f = =t ) =
1+ 7 ’ ’ (14 ¢2)?

6. Sa se rezolve ecuatiile integrale, adica sa se determine functia f : R — R care verificd ecuatia

i 1
/f(t)costzdtzl_i_mg , x€[0,4+00)
0
<
/f t) sin txdt = {smx ’xi}ﬂ , x€l0,4+00)

7 > el <1

ite 3. xe ., <

iii) /f(t)e dt—{ 0, |o|>1 , Tz€eR
[e9)

Solutii.

1. Verificarea faptului ci o functie este in L*(R) (sau in L[0,+00) ) este o problemi de integrale improprii.
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dar absolut necesars pentru calculul unei transformate Fourier.

/ |f(t)]dt = / dt = arctgt|/ T = tliinoo arctgt — lim arctgt = g - %ﬂ =7
deci functia f(t) = == € L'(R)
|
+oo
/ \f(t)| dt = / e~ Itdt =2 / e tdt = —2¢7|,_ " = 2 <t lim et —eo> =2
- m
Zoo pari oo

deci functia f(t) = e7l!l € L1(R)

|
+oo oo
[ 1snae= [ ]H d

+oo

+oo ;
=2 ——dt
/‘1+ﬂ
0

Folosim criteriul de comparatie cu limita, comparam cu / %dt

1

t

t2
lim

1 = lim 72:1
t—too - t—+oco]l + ¢

deci conform criteriului de comparatie cu limitd cele doua integrale improprii au aceeagi natura.

+oo +oo
Integrala improprie / %dt este divergentd, deci tot divergenta este si integrala / 1+%dt
X 1 0
In concluzie functia f(t) = 7z nu este in L'(R)
|
2) Pentru primele trei functii, am calculat deja transformata Fourier.
Pentru z > 0 obtinem
“+o0
1 1 1 »
‘7:< 22) / g b=
(1+1¢2) Vor (1+412)
—00
0
/—/%
/ cos( dt L / sin( / costx g —
" Vor 1+¢2 V2T 1+ﬁ T Vor ) 22
W—’
impara

folosim o aplicatie la teorema reziduurilor

= Re

zta: R 1 R eizac
dt| = Re | —=2mi — )| =
m/ 1+ 12)? {m " es((lw?)“)]

elzl' e'LZ.’L‘ 9 (l) elZ[l) (1)
Res [ —— i) =lim |—— (2 —lim || =
(o)~ et -mle
L iwe T (z 4 1)? - e*T2(z + 1) _ Jimeise ix(z + z) -2 _ . zz(2z) -2 _ = At
2 (z41i)* zi (z41)3 (2i)3 —4i

deci transformata Fourier este

1 1 . e'*® , 1 Gtz e 1+
*(wrep) =% [ (e )] - [ ] -
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3) Pentru functii cu suport compact, integrala Fourier nu este improprie

Pentru functia
_ 1 =<2
f(t)—{o el > 2

avem
1

+

1 1 e—it;ﬂ t=1

+oo
1 —itx _ . it _ -
.ﬂﬂW:VE/f@etﬁ_jg letﬁ_¢ﬂ—m

1

. .. 2sinx
(cosz —isinx —cosz —isinz) = 4/ —
T

X

t=—1

_ i (e—i:v _ eiw) _

V2mx

)
V2w

Pentru functia

smt , x| <
. x| >
avem
1 s
F(f(®)) / e Tt = / sint - e dt = —/sint cos(tx) — isin(tx)|dt =
) =—= [ 100 o= [ sintlcos(eo) — isin(eo)]
0
/_A*
o sint cos(tx)dt — —— /Slnt81nt:1cdt — / [cos(t — tx) — cos(t + tx)] dt =
/ pard
llnpara
~ —i | sin(t—tx)  sin(t + tx) = i {Sin(w—wx) sin(w—i—wx)] B
Vor 1—= I+z |-, CV2r 11—z 14+ N
_ i [sin(mz) sin(mz)] _ —i sin(mz) I S
CVor | 1-x 1+z |  Vor -2 14z|
—1 2z
F(f(¢) = sin(wx
(7)) = oz snra) 2
|

4) folosim o aplicatie la teorema reziduurilor

ztz
fcos(1+t2> \/7/ 5 costxdt = \/7 / 51 2cost:cdt Re \/7 / 1+t2
21 ] eiz:c )
\/;2271'1 ReS (1—"—2;2’ Z)
etz elze elze e~
R lim(—  (z—i)) =lim— =%
e(1+ﬁ’> JE(@-@@+@Q ”) i) 2

1 T .
Feos (m) e

sau putem folosi transformata Fourier deja calculatd anterior , in acest caz pentru x > 0

“+oo
T _ [T ol _ 1 / 1 oita gy _ / cos(—tx) + isin(—t )dt _
2 2 Vor ) 14t \mw 1+ﬂ
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deci




costx sintx costx

\/27r/1+t2 \/27r/1+t2 \/277 /1+t2

p1rf1 h/—/
0

+o0
T 2 costx 1 T
e =4/ 2 At = Feos [ —— ) =1/ 2"
2¢ T / 1+ 2 Feo (1+t2) 2¢
0

si obtinem

|
]-'cos t2/2 \/7 / 2 costadt = \/7 / /2 cos tadt =
para
= Re L / e /2 gL = Re [e*“‘j/ﬂ — /2
Vor
[ |

5) Conform observatiilor anterioare (B)

— 1 — 1 [ itx

1 1 ;
unde F'(z) este transformata Fourier F'(z) = Nor / me*mﬂdt
I

Putem folosi transformata Fourier calculata anterior

1 o 1

—itx _ ™ —|x|
L dt = ] T
Vor ) 1+2¢ \V2°¢

F(z) =

si obtinem reprezentarea integrala

f(t) _ 7\:10\ ztzdl, _ - —|z| T
1+ t2 \/271'
|
Pentru functia
) +
t)=e It = — / te dy

unde F'(x) este transformata Fourier F(z eItz gy

g ]

+oo 0
1 ) 1
F(z)= — PRl e — /e ﬂmdt—|—7/ “tetr g —
(=) V2T / V2T
0

) Heo 1 6t(lfim)
— / et(lfiz)dt / t(1+ix) dt :
V2m / Vor 1—iz

— 00

t=0 1 e-t(ria) |tFee

=
t——o0 \/T _(]‘ +Z£C)

—

t=0
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_ 1 O—i2) _ i et—in) | _ 1 lim e—t(Fi) _ o(—ix)
V27 (1 — ix) Y > V2 (1 +ix) | 1o+ —
| — | —
0 0
limitele sunt zero deoarece _ '
lim || = Jlim et|67”:’3| =e =0
t——o0 t——00 ,
1
lim |e"tF)| = lim eft|efim| =e =0
t——+o00 t—+o0
1
deci ) ) 5
F(z) = - =

V2r(1—iz)  V2r(l+iz)  V2r(1 4 22)

In final obtinem reprezentarea integrald

+oo +oo
1 . 1 2 )
H=eltl = — / F(z)e*®dx = / ey
£@) N A Vr | Vit
— 00 — 00
+oo
ft) = eIt = 1 / 1 et dx
T (1+ 22)

Sau putem sa folosim un rezultat anterior

1 1
—ite g [T~
dt =4/
\/27r/1+t26 2°

si obtinem o reprezentare integrala care doar aparent este diferita

400
e~l7l = 1 / 1 e Mt
T 142
[ |
Pentru functia
) =e?

folosim rezultatul deja obtinut anterior, functia coincide cu transformata sa Fourier

+oo
Fe ) = — /e—’fz/%—mdtze—ﬂﬂz/2
2m

deci putem rescrie in forma

+oo +oo

—t%/2 _ 1 —x?/2 —itx 3., _ 1 / —x?/2 itz
e = — e e der = — e e dx
V2T V2T

—0o0 — 00

6)

i) Putem inmulti ecuatia cu %

pentru a pune in evidenta

- in stanga Feos(f) formula de calcul a transformatei prin cos
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- in dreapta Fos(x) transformata prin cos ( ca functie de z )

\/>/f costxdt = \/>1+x2 ,  z €[0,400)
—_——

Feos (37)

]'—cos(f)

Prin urmare "recuperdm" functia f(t) aplicaind formula de inversare

\/>/FCOS Costxdx_\/7/ \/7 Costxdx_f / %dm
1+ 22 1+ 22
SN——

para
folosim una din aplicatiile la teorema reziduurilor

+oo
itz

1 ite 1
= Re —/11 dx| = Re 72m Z Res(le—i-,zQ7Zj) =

oo Imz;>0

punctele singulare sunt radicinile ecuatiei 1+ 22 =0 212 = %t ,
doar z; =i are partea imaginard stric pozitivd , Im(i) =1>0,

1+ 22 =(z—1i)(z+1) , radicini de ordin 1, deci sunt pucte singulare de tip pol de ordin 1

—+oo

-/

—00

1 e'itz 1 eitz
= Re | —27i Res 7,2' = Re *271'2'11111' 7(2’ — ’L) =
i 1 —+ Z2 T z—1 (Z — Z)(Z + ’L)

1 itz 1 —t
= Re | —27ilim 67, = Re 72wief =et
m o z—i \ (2 41) T 21
deci solutia ecuatiei integrale este f(t) =e™t, t € [0, +00)
|

ii) Putem inmulti ecuatia cu \/g pentru a pune in evidenta

- in stanga Fun(f) formula de calcul a transformatei prin sin
- in dreapta Fyy,(z) transformata prin sin ( ca functie de z )

+oo
2 . 2 sinx , x<m
y/ﬂ/f(t)smtmdt—\/;{ 0. z>n
0

Fiin(x)

Fein(f)

Prin urmare "recuperdm" functia f(t) aplicAnd formula de inversare

costx

14 22

+
2
_ \/7 / sin () sintzdx = \/7/ Fyin(x) sintedr + \/7 / sin(z) sintzdx =
T

s Uy

2 2 . 1 . .
=4/ — —sinzsintexdr = — 2sinzsintx dr =
T T T —
0 0 cos(txz—x)—cos(tz+x)
_ 1 [sin(tz —z) sin(tz+a)[7"]
T tr —x tr+x =0 -

1 |sinw(t—1) sinw(¢t+1) . sinz(t—1) .. sinz(t+1)
= — — — lIim + lim
7| 7w(t—1) m(t+1) a—0 z(t—1) z—0 z(t+1)
1 1
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sinw(t—1) sinm(t+1)
w(t—1) w(t+1) ’

pentru t#1
pentru t =1 obtinem

sy

+oo T i
2 2 2 1 1
= \/7 / Fan(x)sinzdr = \/7/ [sinxsina:dx =— /2sin2 rdr = — /(1 — cos2x)dx =
™ s s s s
0 0 0 0

1 sin2z |7 1 sin 27
=—|z- =—|m— -0 =1
T 2 1,0 T 2

In final obtinem

sinm(t—1)  sinw(t4+1) ¢ 7& 1
f)y=4q m0=b BORI : [0, +00)
1, t=1
sau pur si simplu scriem
sinw(t—1) sinw(t+1)
t) = — , te|o,
IO == ~ =a+D [0, +o0)
si subintelegem c& valoarea functiei pentru ¢ = 1 este valoarea limitei thrr% f)=1
|
iii) Putem inmulti ecuatia cu \/% pentru a pune in evidenta
- in stanga F~1(f) formula de calcul a transformatei Fourier inverse
- in dreapta F~!(z) transformata Fourier inversi ( ca functie de z )
1 ; 1 2?2 |z <1
— te’mdt:{ ’ reR
V2m /f() Var L 0, [2[>1 ’
—0o0
F=1(x)

FHS)
Prin urmare "recuperam" functia f(¢) aplicand formula de inversare

1

“+o0 1
1 ) 1 1 , 1 X
t) = — F Y 2)e ®dpy = — / P My = — /x2e_’t’“'dac =
1®) V2T / ( ) V2T . V2T 2m
Yoo <

-1

1 1
1
=5 /:c2 [cos(—tx) + isin(—tz)] dx + — /x costxdx — % z?sinte dr =
1 —1 para —1 impara
| ——
0
1 1 e[ int Lsint 2 |
Arti sintz sintx sin
z—Q/xQCostxdxpgmf — —/Qx- dr| = ——— — — [ xsintzdr =
27 s t |- t Tt 7t
0
1 r=1
pargi sint 2 sm tz|” / sin ta: sint 2 sint 2 —costx
- ]_ = - — 4 — — —
wt  wt mt  owt ot w12 |,
) :
sint  2sint 2 sint  2sint  2(cost—1)
=— - —— — —[cost —cos0] = — — -
mt mt? 7t3 7t 7t2 7t3

pentru t =0 obtinem

1

“+ o0
_ 1 -1 —i0z g, L 2, _ Lz
f(O)—m/F (x)e cl:U—QW/ﬂchC—Q7r

-1
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6.1 Ecuatii Diferentiale Liniare cu Derivate Partiale de Ordin 2

Clasificare. Aducere la forma canonica

Incepem cu cateva notatii. Consideraim functii scalare (cel putin de clasi C? ) care depind de mai multi
parametri.

Orice fenomen are loc in spatiu (cu trei dimensiuni) , pozitia este descrisd de trei coordonate (z,y, 2).

In plus orice fenomen are loc in timp, deci functiile (mérimile fizice scalare) depind de cel putin 4 parametri.

u:u(I.?y’Z?t)

In general insd putem presupune un numér arbitrar de parametri. Notdm x = (z1, 22, ..., z,) € R™ si considerdm
functia
U= u(T1,22, ..., Tp)

cu valori reale, cel putin de clasi C?, deci (conform teoremei lui Schwarz) nu conteazi ordinea de derivare

P*u  0%u
8$¢6.’L‘j o 8:5]8%
Definitie.
Ecuatiile de forma
ou Ou ou
i1 21 F yWy 5 v vty =0
Za +Z<]Zl @i 8;15 Oxj +F@u 0x1’ O0xo axn)

se numesc ecuatii liniare cu derivate partiale, deoarece expresia este o combinatie liniard a derivatelor partiale de
ordin 2.

Majoritatea ecuatiilor fizicii sunt de acest tip. Ecuatia caldurii, ecuatia coardei vibrante, ecuatia undelor sferice,
vibratiile unei bare elastice, unei membrane elastice, ecuatiile hidrodinamicii (Navier-Stokes), ecuatiile cAmpului
magnetic (Maxwell).

. . . 92w <
Coeficientul derivatelor partiale 5~ oz; S¢ noteaza 2a;5(x) ,

deoarece se asociazd o matrice simetrica
M = (aij(z))ij=1,n
exact ca in cazul formelor patratice.

In cele ce urmeaza consideram numai cazul a doud variabile.
Deci functii scalare u = u(z,y) si ecuatiile liniare cu derivate partiale de forma

0%u 0%u 0%u au ou

A(x’y)@+23(m’y)ax8y+C(m’y)87y2+D( U o By)

unde A, B,C sunt functii de dous variabile de clasi C' si nu toate simultan nule.
In acest caz matricea simetrica asociata este

- (560 &)

Problema Cauchy constd in determinarea functiilor © = u(z,y) care verifici ecuatia diferentiald

0%u 0%u 0%u au Ou

Az, y)

gi in plus verificd conditiile initiale (la limita)
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unde v este un drum de clasi C! inclus in domeniul functiilor A, B, C.

f,g sunt functii de clasi C' | v este un versor v = (v,v2) € R? cu |jv]| = /v + v =1

% este derivata lui v dupa directia v

Ju Ou ou
A= UL+

v Oz dy

iar u(z,y)|, =f inseamnd u= f de alungul drumului -y, adicd u(y(t)) = f(7(?)) -

Comentariu.

Pentru functii de o variabild, temenul "conditii initiale" este relativ simplu de definit.
Pentru functii de mai multe variabile si ecuatii diferentiale cu derivate partiale, termenul "conditii initiale" este

oarecum mai complicat.

Dacé una din variabile reprezinta "timpul ¢ ", atunci conditii pentru ¢ = 0 sau ¢ = ¢y reprezintd in mod clar

"conditii initiale"
dar conditii de tipul celor formulate mai inainte

( valorile functiei de-a lungul unui drum, valorile derivatei dupa un versor)
sunt de fapt "conditii la limita", sau conditii "la frontiera" domeniului pe care sunt definite functiile.

In continuare folosim "notatiile lui Monge"

u_ou_ Pu_ du_, 0w

or Y 3y—q7 ox2 7 oy2 ) 0xdy
Putem scrie  wu(z(t),y(t)) = f(t) , derivand obtinem
ou ou

G+ 5y ()= 1)

conditia initiald (2) devine
Ou vy + Ou v = g(t)
or ! dy 2=4
cu notatiile lui Monge cele doua conditii initiale devin
p-a't)+q y'@t)= 1)
prv+q-ve=g(t)

care reprezinta un sistem liniar in p si ¢ cu determinantul

s st y(t) = (z(t),y(t)

dacd A =0 se spune c8 vectorul v este tangent la drumul 7 , deoarece in acest caz vectorii (2/,y’) si v = (v, v2)

sunt coliniari, ceea ce Inseamna cid v este tangent la drumul ~.
Daca A # 0 se spune cd vectorul v nu este tangent la drumul ~ .

Not&m cu p’ , ¢’ derivatele lui p si ¢ de a lungul drumului v adicd dupd directia vy’ = (z’,y’) obtinem

dp op dq
r_ 9P, 9P, r_ 99
P= 9t * 8yy 4T " *
sau ) ) ,
p/:@x/ﬁ-auy/ q = aux/
Ox? Oxdy ’ 0xdy
si in final

p=r-a' +s-y
¢ =53+t y
A-r4+2B-s+ty =0

Determinantul acestui sistem (cu r, s, ¢ necunoscute) este

A 2B C

q
Byy

0u

Oy? y

A=|2 y 0 |=AF)—-2Bsy +C()?

/

0 2 y
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deci A=0 & A(y)? —2Ba2'y' +C(2')? =0 aceasta se numeste ecuatia caracteristicilor
Dacs drumul v = (z,y) verificd ecuatia caracteristicilor , drumul se numegte curbi caracteristici
Presupunand c& drumul 7 se poate parametriza v = (z,y(z)) , obtinem forma

A(y)?—2By +C =0
Presupunand c& drumul 7 se poate parametriza v = (z(y),y) , obtinem forma

A—-2B2' +C(2')*> =0

In concluzie, problema Cauchy are solutie unica daca gi numai daca

~ nu este o curba caracteristica
v nu este vector tangent la drumul

Clasificarea ecuatiilor liniare cu derivate partiale de ordin 2
Ecuatia diferentials

0%u 0%u 0%u 8u Ou

Az, y)

se numeste de tip
eliptic daci B?—-AC <0
hiperbolic dacd B?— AC >0
parabolic daci B?—-AC =0

Vom demonstra ci semnul functiei B2 — AC este invariant fatd de anumite schimbéri de variabila,
cu alte cuvinte, tipul ecuatiei rdimane neschimbat.

Aducere la forma canonica

Trebuie precizat ce anume se intelege prin "form& canonicd" a unei ecuatii liniare cu derivate partiale.
Conteaza coeficientii derivatelor partiale de ordin 2.

Consideram o schimbare de variabila regulata

{fzﬂ%w

.. xr =
1 Inversa
n=n(zy ° {y—

adica

e 5 ¢ oy dn 9%
det x 9y 0 & =1 _Z175 49
(gz gz>7é Ox Oy 5‘1:5‘3/7é

Notam tot cu u functia u(&,n) = u(xz(&,n),y(&n)) -
Teorema. O schimbare de variabila regulatd nu modifica tipul unei ecuatii cu derivate partiale.

Demonstratie. Pentru a realiza schimbarea de variabild trebuie calculate derivatele partiale in functie de vari-
abilele &, 7.

Derivam relatia u(z,y) = u(&(x,y),n(z,y)) , folosind teorema de derivare a functiilor compuse
Ou_oudE  oudn | Ou_0uds dudy
or  0cor  Ondr By  0Edy | ondy

Derivam inca odata
@_ﬁ ouy _ 5’ 8u6§+6u8n
0z2 Oz \Ox 85 dr  Onox

8 ou % + 23 L9 ou 377 L Bu du 0 (On\ _
o) oz 85 8:5 Oz 8:6 on) oz Oy 0z \ox)
B [881L ag 68u 877‘| 65 ou 826 [a@u 85 8811 677] 877 ou 827’]

o€ 0z T on ox 2 02 T\ ocox T op ow| 0z om0
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B [821“95 0%u 877] 3 L Ou ou 825 N { 0%u 23 0%u 37]} On | Ou 0%n

9¢% 0z | 09 dx o€ 0z2  |oconox T on? 0w

( o€ ) 0%u dn 8§ ou 82£ 0%*u 0¢ On  0%u (877)
+ ot ae ot =
85 ono¢ dx 193 Oz 193 877 Ox Ox 0On? \ Oz

0%u _ 0%u (06\* | 0%u dn 0 an ou 0%  Ou
=55 +2 4 + et
oz 0¢* \ Ox onoé dx Oz 877 ox o0& Oz on

In mod exact analog, inlocuind z cu y se obtine

Pu_ o (ow\ _ 0 (uoc  ouom) _
oy2 oy \dy) oy \oEdy Onody T

5 2 2 2
Pu _ (65) L OPu OndE u (677) L Ou 0% Ou
ay? 8§ Onds Oy dy  On* \ Oy og oy* o

si in fine derivata partiald "mixta"
Ou _ 0 (ou)_ 0 (ud dudn)_
0xdy Oz \dy) 0x \0cdy onoy)

_ 0 (0Ou 8§+6‘u 43 +£ Ou '877+8u.3 on
oz \oc) oy o€ oz Ay Ox \ On y On Ox \ Oy

QJ

o€ 0z | oy oz 9 oyozr | ot ox T on ox| oy "oy

B @%_’_ u@n 8{ @ 0%¢ 32ug+82u8n 6n+8u
N 0% Oz OndE Ox o0& Oyox 0o dx  On2ox| Oy On

[82’5 5f+agg 877] %, ou 0% +[0‘9“ agﬁauan] o ou

ou 0%n

or ' On 012 -

an  Ox?

o
Ox2

82

8y8x -

0%n

oyox

0%n

0%u 006  O%u (877 o o€ 877) Pudnon Ou 0%  Ou

T 9e2 0xdy | onoE \dx oy | 0w dy

Inlocuind in ecuatia initiala

2 2 2

u 0“u
2Bz y) s+ Clay) ey

Az, y) 5= 920y

ou Ou
D g W
8y2 + (:L‘7y7 u7 8$7 ay)

obtinem

0%y o€ & € 3
e A(a) +2Baa+c(ay) +

a

2
+8u 2A817 o€ (87785 8§8n)+208n8§ n

anoe | P or a0 TP\ ay Tanay 9y 0

2b

2
Lo A<877> +2Ba"a’7+c<an> +

on? Ox Ox 0 oy
Jou Ou
D _— ) =
+ 1 (E’ 777 u7 aé 3 an ) 0
Deci putem scrie pe scurt noua ecuatie diferentiala
0%u 0%u 82 ou Ou
a— +2b—— +c 5+ D JUy =, =—) =0
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Pentru a demonstra cé tipul ecuatiei nu se schimba, e suficient s& ardtdm ci
b —ac= (B* — AC) - factor si factor >0

calculand obtinem

on 9¢ On 0§ 9 In an 0¢)*
2_ — —
br—ac= [Aax e +B<8x8y+8m8y Oy oy
o¢ o€ 0§ %3 on dn on on\"| _ _
A<ax) +2B8 o +C<8y> A(&r) +238 3y +C<8y>] =

ocon  onoc)?
= 2 —_— . —_—— — ——
= (B7-40) {8:10 Jdy Ox 8y}

Reamintim c& schimbarea de variabila este regulatd, adica

o0& On  0On 0¢

Oxdy Oz dy
Ceea ce incheie demonstratia.ll
In continuare prezentdm aducerea la form# canonici pentru fiecare tip de ecuatie in parte.
Cazul 1. Pentru tipul hiperbolic avem B? — AC >0 .
Ecuatia caracteristici A(y')? — 2By’ + C =0 , (1inipoteza A # 0 ) are solutiile

B 1 B 1
Yy =—~+ VB2 -ACsi yh=— — /B2 - AC

AT A A A

Integrand aceste doud relatii in raport cu z , obtinem doud relatii care definesc implicit y = y(z)
Notam aceste relatii

&(x,y) = Cy = constant
n(z,y) = Cy = constant

Aceste relatii definesc schimbarea de variabild de care avem nevoie pentru a aduce ecuatia la formé canonici.
Este o schimbare de variabila regulata deoarece

ol B OE\_ocon_onae
% g" Oz 0y Oz Oy

pentru cd dacd derivim cu z &(x,y) = C; , obtinem

o€ og
=0
I + 5 oy -y1 ()
si in mod analog
o  on
ogn o -0
or | oy Yo ()
inmultim prima relatie cu g—z , adoua cu g—ﬁ , le scadem si obtinem

98 on _ On 0§ | 0L on ()] =

Aici 6—5 # 0, deoarece altfel din % + yi(z) =0 ar rezulta si % =0, ceea ce este imposibil, y; este functie
de x nu constanta.
Raman de calculat a, b, c aga cum am notat in teorema anterioars.

Folosim relatiile de mai inainte
¢ 3 3 2 1\ K3 %k (06
A(@x) ”Baxay*o(ay) =4 (g, w) +28 (g we) 5o (5
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a:A<g§>2(y;( )’ — 2B (gj) 'z )+C<g§) (gif [A(yi(x))2—232y’1(w)+0

0

_ (o mon | (on\ _ (_on o N (00
cA<ax) +2B8x8y+c(8y =A 9y ya () +QB By Yo () 0y+c 9y

c= (22)2@;( )’ — 2B — (gg) (@ HC(?Z) = <gz>2 [A(yé(x))2—232yé(w)+0

0

3

UGS on 98 9 on n 9¢
b_Aaa: oz B(3w3y+8m3y C@yay

B on %3 on ., 08 0 ., . On On 9¢
_A<_<9y'y2($)> <_3y ()>+B< Ay y(x)ny Ay y(x)ay>+cayay

_mog., ) / ) _omo¢[,Cc B
- B A= —
on 0¢ B2 on 0¢ AC — B?
b= 28y8y{c A} 28y8y 1 #0
Prin urmare forma canonicd in cazul hiperbolic este
0u Pu  Pu 8u ou
adica 0%u 8 0 0 85 AC — B? 32 Ju 0
u Ou n u Ou
%———0 + D =) = R T +D —, =)=
|

Exemplu. Sa se determine tipul ecuatiei si sa se aduca la forma canonica.

0%u 0%u 9%u ou Ou
—t — — — +2— — —
or?  dxdy  Oy? or Oy

Solutie. In acest caz A=2, 2B=1 , C=—1, deeci B=1/2
deci B?—- AC = i + 2 > 0 ¢i ecuatia este de tip hiperbolic.
Ecuatia caracteristica este

AW) —2By +C=0 < 24)P -y -1=0

Solutiile sunt

intergrand in raport cu x , obtinem

1
yi(z) =x+ct , yox) = —§$+Ct

sau rearanjand
r—y=C1 , x+2y=0=Ch
Prin urmare schimbarea de variabila pe care o putem alege este
{ §=¢&(zy)=z—y
n=nz,y) =z+2y
Deci derivand obtinem
%€ _ 08 _ on In

- S_q Dy T_s
Ox T oy T Oz T Oy
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Ou _ Oudg  Oudn _Ou  Ou
Or 0£0x  Ondx O¢  On
Ou_oudg  oudn _ ou ou

oy ooy onoy o€ o

Conform calculelor anterioare , cu aceasta schimbare de variabild se obtine forma canonica

on 8¢ AC — B? d%u ou Ou Ju ou
4777 _— —_ — _—— _— = =
Jy Oy A onoé 2 o0& + an o€ +287} 0
-2 9%y ou
—9)_4 - —
4(-2) 5 3n6§+38£ 0 &
0u ou
Yonae 3¢ =0

In plus, in acest caz, aceastd ultima ecuatie se poate integra , in raport cu £ , obtinem

0 (Ou 1 ou 1
B¢ <8n+3u> 877+3u c (n)
Aceasta este o ecuatie liniara.
Ju 1
i C
o~ 30T (n)
Se rezolva conform algoritmului standard.
Mai intai ecuatia omogena asociata
ou
0 1 o 1 1
a*:; =—gu = =—g = =g+ K@ , |uf=e =K

u(é,m) = K(£)e 3"

Apoi catam solutii pentru ecuatia liniara, de forma
0 0K _1 = N
u(en) = K(gme " = o= Fe S K(gn)(5 e

inlocuind obtinem

aK 1 - 1 1 1
87776_577 + K(fﬂ?)(?l)e_gn = _gK(fﬂ?)e_gn + 0(77)
8K 1 1
o es"C(n) = K(n) = /65"0(77)d77

si in final
7

e = ( [ ebncaan) =i | [ebecas e
0
unde C(n) si C1(€) sunt functii arbitrare de clasi C2.

Aceste functii se pot determina din conditii initiale sau conditii la limita ale problemei Cauchy.

|

Cazul 2. Pentru tipul hiperbolic avem B? — AC =0 .

Ecuatia caracteristici A(y')?> — 2By’ +C =0 , (inipoteza A#0 ) are solutiile
Y1 = A Ya

Integrand in raport cu x , obtinem o relatie care definegte implicit y = y(z)

Not&m acestd relatie n(z,y) = Co = constant si addugdm &(z,y) =z , deci

&(z,y) = C1 = constant
n(z,y) = C2 = constant
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Aceste relatii definesc schimbarea de variabild de care avem nevoie pentru a aduce ecuatia la form& canonica.
Este o schimbare de variabila regulata deoarece

o % 10 0

z n
det { 57 59 :<3n 8’7):87&0

9z Oy 9z Oy 4

folosind acelagi argument ca pentru cazul hiperbolic.
De asemenea derivand obtinem

) o

on _ On

— Y _—
@=0= 5 =" Y@= "1g

Efectudm schimbarea de variabild si obtinem

(06N L0808 AN
_ 49n 9 onog | 0o omoE _ ,on Lo _ ( Bon on _
b= A T <axay+axay %%y~ 4o T Pa, ~ A\ aa,) T85, 7

B an 2 on On an 2_ B on 2 Bon\ 0n an 2

on\>[B> B2 an\> AC — B?
() 2t o] () 2

Deci forma canonicd in cazul parabolic este

0%u ou Ou
Ai + D1(§;777U7 8757 877’}

852 ):0

Observatie. Daci alegem £(z,y) = ct relatia obtinuté prin integrarea lui 3’ = % , atunci addugdm n(z,y) =y
, iar forma canonica ce se obtine este

2
CQ . D, ou Ou

87’]2 (gvnvuvaigaain)zo

Exemplu. Sa se determine tipul ecuatiei si sd se aduca la forma canonica.

0%u 0%u 0%u ou
4S8 1y gu o
Ox? * 0z0y * 0y? Ay 0

Solutie. In acest caz A=4, 2B=4 , C =1, deeci B =2
deci B? — AC =4 — 4 = 0 si ecuatia este de tip parabolic.
Ecuatia caracteristica este

AW)?—2By +C =0 & 4Ay)? -4/ +1=0

Solutiile sunt

intergrand in raport cu x , obtinem
1 U
y(z) = §x+ct = x—2y=ct , addugdm ==
Schimbarea de variabild este
{ {=(z,y) =1
n(z,y) =z —2y
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Derivand obtinem
o vk, on_, on_
Ox T Oy T 0w T Oy
Ou Oudf Oudn Ou 8u
9z 0€ox onow  0¢
ou_ ook oudy _ 2%
dy 0&£0y Ondy on
Forma canonica a ecuatiei diferentiale este

R ou A%u  Ou
428 928 = ou _
on? < 377) 0 aon? * on 0

In acest caz se poate integra in raport cu 7 o data

Pu  Ou d (ou ou
—+—=0& —|—+4+u)=0& —Fu=ct=C
on* Oy an (0 ) on ©
Se obtine o ecuatie liniard care se poate integra in mod standard
Mai intai ecuatia omogena asociata
ou u
ik i M1 = Injul =n+K(E) , |ul=eF =eKen
n U

u(§n) = K(§)e"
Apoi catdm solutii pentru ecuatia liniard, de forma
ou 0K
= n = N K n
w(&,n) = K(&n)e" = an (&mnle

inlocuind obtinem

%§w+K@mw:K@mw+am

=) = Kl = [eCan

si in final

e =t ( [ ercman) = ]e%@w+a@
0

unde C(n) si C1(€) sunt functii arbitrare de clasd C2.
Aceste functii se pot determina din conditii initiale sau conditii la limita ale problemei Cauchy.
|

Cazul 3. Pentru tipul eliptic avem B? — AC <0 .
Ecuatia caracteristici A(y')? — 2By’ +C =0 , (1inipoteza A # 0 ) are solutii complexe

y = B j:z—\/AC’ B2

A A

Integrand in raport cu z , obtinem

1
d +1 /A\/AC B2dr & y(x A /Z AC — B2dzx

A

Alegem
&(z,y) = Re(E) = constant
n(z,y) =Im(E) = constant
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Aceste relatii definesc schimbarea de variabild de care avem nevoie pentru a aduce ecuatia la form& canonica.
Este o schimbare de variabila regulata deoarece
213 °l3
det( % ) _0gon _ on ¢

% gz Ox 0y Oz dy

Derivand cu z relatia &(z,y) + in(z,y) cu y =y(z) obtinem

9% o o on
or o,y @)+ [8w+8y (@)} =0
og  om [0€  om| ., .
ax+ax+[ay+zay}y(az)_o
o o |08 L oml (B L1 e
&E—Ha {8 +8y}<A+1A AC—-B?) =0
E
Deci o 0cB  onl
— 92 _ 9N A0 _ B2 —
(1) Re(E)—8 +8yA ay A AC -B?>=0
_On  onB 91 7 _
(2)  Im(E)=7 +ay At AVAC—B

0§ 9n _ 9n 9 _ 5 o THELIRES on 9o AT
Presupunéand prin absurd ca 7> 5y~ o oy 0, rezulta ca vectorii (3>, ay) s (5> 5y ) sunt coliniari,

de exemplu
on on (05 23 9y
ox’ Oy @ ox’ Oy

Deci inlocuind in (1) si (2) obtinem

ag-l—%g—aagl\/AC—BQZO

or Oy A oy A

o B KL e TRy

Ox oyA OyA

inmultim prima relatie cu —a adundm si obtinem

aQ%l\/AC’— B? + %l\/AC B? =

oy A
+1%l\/AC B2 = %:0 = @:O :»%:o,@:o
oy dy ox ox

ceea ce este absurd, deci neapirat 9591 — 9195 o () adici schimbarea de variabild este regulati.
! oz Oy ox Oy ’

Efectuand calculele corespunzatoare schimbarii de variabila obtinem

9 __%B Ol e g

Oz oyA oy A

on_ B 1 e g

ox oyA OyA

inlocuim sgi rezulta
dan 0¢
p=Al . ZS

or O <83: oy ton oz Oy

b=A (-aZB _ %L e B?) : (—%B Lt e B?) +

On 0¢ | ¢ on Can o8
Jy Jy

oyA Oy A oyA " oy A
o€ onB 01 an 0B 0nl on 0¢
BZ ~Jac—pz) +BY VAC — B NS
ay<ayA gy aVAC >+ oy \“aya " aya VA ey
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dy

2 _ p2 2 2
Bonge_AC B0 Do (MY e (XY
Y

A Oy 0y A dydy A

B2ocon (9\’B ;s B20On | B S (0
CAdyoy (&y) AVACT B gy TavACT <6y> e
b=0
Prin urmare forma canonica in cazul eliptic este
0%u 0%u 0%u ou Ou
952 T 0gnae T qp TG e ) =0
0%u 0%u ou Ou
44D el
a6§2 +Can2+ 1(&777“’ agvan) 0

Exemplu. Sa se determine tipul ecuatiei si sa se aduca la forma canonica.

0%u 0%u u  Ou _Ou
Y S BT ¥ S A T S S g
0x? 68:583; + 08y2 + Oz 3(‘3y 0

Solutie. In acest caz A=1, 2B=—-6 , C =10, deci B = -3
deci B? — AC =9 — 10 < 0 si ecuatia este de tip eliptic.
Ecuatia caracteristica este

AW)?—2By +C=0 & (¥)*+6y +10=0

Solutiile sunt
Yy =—-3+i

integrand obtinem
y=-3xztix & y+3x+ix=0

alegem
§(z,y) = Re(=3z +iz) =y + 3z _
Deci o o 5 5
n n
s = =1 ==
Ox 3 Oy T Oz T Oy 0
Ou_udE  oudy _,ou  ou
oxr  0£0x  Onodx 06 On
u_dudg  oudn _ou
Oy 0£dy  Ondy  O€
Pentru a obtine forma canonicd raméane si calculdm coeficientii
0EN® |, 506 9¢ 9\ _ (a2 2
—Al= 2B > > =] = —-6-3+10(1)" =1
a <8x) + 8x8y+0 3y (3)"—6-3+10(1)
an\* In On o\’ 2 2
c (830) + 8w8y+c By (1)"—6-0+10(0)

Deci forma canonica este

gt om?  Tog  on ToE
0%u . 0u n ou
o¢%  on*  On
aceastd ecuatie diferentiald nu se poate integra prin metode elementare.
|

=0
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6.2 Ecuatii diferentiale liniare cu derivate partiale.
Metoda separarii variabilelor

Dac4 se gtie apriori (fie din teoreme de existentd si unicitate, fie din considerente fizice) , c& o anumitd problema
are solutie gi cd aceasta solutie este unica, atunci nu conteaza metoda prin care se obtine aceasta solutie.
In acest sens prezentdm metoda separirii variabilelor (atribuitd lui Fourier).

1. Problema Dirichlet pentru discul unitate. S& se determine functiile v = u(z,y) de clasi C? pe interiorul
discului unitate {z% + y? < 1} si continue pe discul inchis {z% +y? < 1},
care verifica ecuatia diferentiald

82'& 32u 2 2 . . . . .
Au=0 Au=—+—=0 pentru z° 4+ y* < 1 (interiorul discului unitate)
ox?2 = Oy?

si conditia la limita

u(z,y) = f(z,y) pentru z?+y? =1 (frontiera discului unitate = cercul unitate)

v
v

Du=0 pedisc u(x,y) = f(x,y) pecerc

Teorema. Problema Dirichlet are solutie unica.
In aceastd expunere nu prezentdm demonstratia. Dar folosim acest rezultat.

Exemple.

i) daca functia f din conditia la limitd este nuld f(z,y) =0 pentru orice (z,y) cu x?+y? = 1, atunci functia
nuld u = u(x,y) = 0 pentru orice (z,y) cu x?+y? < 1, verifici ecuatia diferentiali si conditia la limit#, deci este
solutie a problemei Dirichlet. Din cauza unicitatii, u(z,y) = 0 este unica solutie.

ii) daca functia f din conditia la limitd este nuld f(x,y) =5 pentru orice (z,y) cu x? +5? = 1, atunci functia
u = u(x,y) = 5 pentru orice (z,y) cu 2% +y? < 1, verificd ecuatia diferentiald si conditia la limita, deci este solutie
a problemei Dirichlet. Din cauza unicitdtii, u(x,y) = 5 este unica solutie.

iii) dac# functia f din conditia la limitd este nuld f(z,y) = ax + by pentru orice (z,y) cu z?+y? =1, atunci
functia u = u(x,y) = ax + by pentru orice (z,y) cu x?+y? < 1, verificd ecuatia diferentiald si conditia la limit,
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deci este solutie a problemei Dirichlet.

ou ou 0%u 0%u 0 = Au— @ N @ B
oz oy?

%—a,@— 5 @_ 787312: 0

Din cauza unicitatii, u(z,y) = ax + by este unica solutie.

iv) dac# functia f din conditia la limita este nuld f(z,y) = 2% — y? pentru orice (z,y) cu 2% +y* =1, atunci
functia u = u(x,y) = 22 — y? pentru orice (x,y) cu 2 +y? < 1, verifici ecuatia diferentiald si conditia la limit4,
deci este solutie a problemei Dirichlet.

ou ou 0%u 0%u ?u  O%u

Ty, Tm gy T8 9 28 9 o Au=S24 S 9 20
ox v Oy Y Oz Oy? = o2 + Oy?

Din cauza unicititii, u(z,y) = 22 — 3?2 este unica solutie.

Consecinta. Daca functia f din conditia la limitd nu este nuld, atunci solutia problemei Dirichlet este nenulé.
Prin urmare problema Dirichlet se rezolvd pentru conditia la limit& nenuld , f #0 .

Din cauza simetriei centrale a discului unitate se folosesc coordonate polare

{xzm(r,t):rcost C rel0), telo,2n)

y=vy(r,t) =rsint
Exact ca pentru orice schimbare de variabild obtinem w = wu(z,y) = u(rcost,rsint) = u(r, t)
Oou Ouor n oudt ., Ou Ouor N Ou Ot
- = —_— 1 —_— = —— _—
dr  Oror  otor © By ordy oty
apoi se obtin gi derivatele de ordin 2.
Inlocuind in ecuatia diferentiald obtinem ecuatia Au = 0 in coordonate polare

2 0%u  Ou  O%u
o T+

or? or WZO

conditia la limitd devine in coordonate polare (pentru r = 1)

u(l,t) = f(t) , telo,2q]

Metoda separdrii variabilelor constd in a c8uta solutii v = u(r,t) de forma

u(r,t) = X(r) - T(t)
unde X,T sunt de clasi C? , T este periodicd cu perioads 2.

Derivand rezulta

ou ou 0%y 0%y

Se=X) T 5= X)), Sm =X T g = X()- T

Inlocuind in ecuatia diferentiald obtinem
X" (r) - Tt)+rX'(r)-Tt)+ X(r) - T"(t) =0
[P X"(r) +rX'(r)] - T(t) = =X (r) - T"(t)
care se scrie separand variabilele

r2X"(r) +rX'(r) _ _T"(t)

X(r) - T(@)

A B

pentru orice r > 0 si orice ¢ € [0, 27)

Cele doud functii A (in stanga), respectiv B (in dreapta) depind de variabile diferite, parametri care variazd in
mod independent: orice r > 0 si orice ¢ € [0, 27)
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Singura posibilitate de a avea egalitate este ca cele doud functii A si B sa fie de fapt constante.

X)X T
X0 T T

I. Incepem cu studiul ecuatiei

3 T// (t)

K="Tw

s T'(t)+KT(z)=0

O ecuatie diferentiald liniard de ordin 2 cu coeficienti constanti. Folosim algoritmul standard de rezolvare.
Ecuatia caracteristicii este A + K =0

1) Pentru K < 0 avem radécini reale distincte A; 2 = £v/—K , cdrora li se asociazd solutiile e’ —KemtvK
solutiile ecuatiei diferentiale sunt de forma

T(t) = Clet -K + 0267t -K

Dar functia T' este periodica cu perioada 27w. Functiile exponentiale reale nu sunt periodice.
Deci functia T' = T'(t) astfel definitd, poate fi periodicd numai dacd este constantd, deci neapdrat C; = 0
Cy=0

Sau putem deduce acest fapt prin calcul direct.

Din T(t+2w) =T(t) pentru t=0,27 obtinem
CleQﬂ\/—K + 026—27“/—1( =C + Cy C (2™ “K_1)+ Cy (e -K_1)=0
Cret™VE 4 Che VR = 0y 4 Oy Cy(e*™V"EK _1)4+Cy(e*™V"E_1)=0

Ultimul sistem liniar omogen are determinantul nenul, deci are solutie unica C; =0 , Cs =0

Aceasta implicd T'(t) =0 si deci v =u(r,t) = X(r)-T(t) =0, ceea ce nu e acceptabil cu conditia initiald f

nenula.
Prin urmare cazul K < 0 nu este acceptabil.

2) Pentru K =0 ecuatia diferentiald devine 7" (¢t) =0 , care duce la T(t) =at+b, si
pentru ca trebuie s& fie periodicd rezultd neapdrat ci este constantd T'(¢) = b

3) Pentru K >0 notdim K =w? , w >0 , obtinem ridicini complexe A2 = +ivVK = +iw ,
cérora li se asociazd solutiile cos(wt) , sin(wt) .

solutiile ecuatiei diferentiale sunt de forma

T(t) = Cy cos(wt) + Co sin(wt)

Acestea sunt functii periodice cu perioada principald %’r .

Pentru ca 27 si fie perioadd este necesar ca (si fie multiplu intreg al perioadei principale)

2
27r:—7rn = w=neN
w

Deci K=n? , n>0 si
T(t) = Acos(nt) + Bsin(nt)

II. Studiem acum ecuatia

PXU)ATX) o g s o
X0 =n? & P2X"(r) +rX'(r) —n?X(z) = 0

Aceasta e o ecuatie diferentiala liniara de ordin 2, de tip Euler.
Facem schimbarea de variabild 0 < r =e® , derivand X (r) = X(e®) = Y'(s) obtinem

X'(e)e* = V'(s) = X'(eS)zeiSY’(s) =
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_ Y"(s)e® —e’Y'(s)

_ Y"(s) = Y'(s)
(e*)?

= X//(es) (68)2

e =[2ve] e xe

eS

Inlocuind in ecuatia de tip Euler obtinem
Y'(s) =Y’ 1

(e*)” (s() & ) e =Y'(s) —n?Y(s) =0
e’ €

Y"(s) = n?Y(s) =0

Aceasta este o ecuatie diferentiala liniard de ordin 2 cu coeficienti constanti. Folosim algoritmul standard de
rezolvare.

Ecuatia caracteristicii este A> —n2 =0, cu radicini A1,2 = £n , se asociaza solutiile €™ , e

solutiile ecuatiei diferentiale sunt de forma

—ns

Y(s) =Cie" 4+ Coe™™ = X(r)=Cir" +Cor™"
Pe de altd parte u reprezintd o mérime fizicd, deci e continud in (0,0) , deci limita pentru r \, 0 trebuie si fie
finita.
Deoarece r € [0, 1) obtinem mai precis

limr™ =0 gi limr " =400
N0 N0

Im X (r) = imCyr"™ + limCor™" = finitd = C; =0
™0 \,0 N0

Deci solutiile sunt
X(r) = Cyr"

In concluzie, pentru fiecare numir natural n > 0 obtinem o solutie a ecuatiei diferentiale Au = 0 de forma
Un(ryt) = X(r) - T(t) = C1r" [A cos(nt) + Bsin(nt)] =
Un (r,t) = 1" [Ay cos(nt) + By, sin(nt)]
(unde am notat A, =C1A , B,=C/B )

Aplic&m "principiul suprapunerii efectelor" (ideea atribuitd lui Fourier) ,
care afirmé cd dacd seria este convergentd atunci suma ei este o solutie a ecuatiei Au =0

u=u(rt) = Z Up(r,t) = Z r" [A,, cos(nt) + By, sin(nt)]
n=0 n=0

Coeficientii A,, , B,, se determind din conditia la limita

oo

u(l,t) = f(t) & Y [Aycos(nt)+ Bysin(nt)] = f(t)

n=0

Aceasta se poate intampla numai dacéa functiei f i se poate asocia o serie Fourier care si fie convergenta cu suma
= f(z) .

Rezultd astfel formule de calcul pentru coeficientii A,,, B,, , coeficienti ai seriei Fourier.

Integralele se pot calcula fie pe intervalul [0, 27] fie [—m, 7]

2m 2m 2
Ay = %/f(s)ds , Ap = %/f(s) cos(ns)ds , B, = %/f(s) sin(ns)ds
0 0 0
Solutia se poate scrie
1 2 00 1 2m 1 2
u(r,t) = 27r/f(s)ds—!—1§:17"" ;/f(s) cos(ns)ds | cos(nt) + ;/f(s) sin(ns)ds | sin(nt)

0 0 0
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27 50 2m

u(r,t) = % / f(s)ds + % Z r’ /f(s) [cos(ns) cos(nt) + sin(ns) sin(nt)] ds
0 n=1 0
u(r,t) = % / f(s)ds + % Z r" /f(s) [cosn(s —t)]ds
0 n=1 0

2m 50
u(r,t) = %/f(s) 1+2Zr”cosn(s—t)1 ds
0 n=1

=r(cost+isint) , 2" = (re
deci r"™cosnt =Re ((Te“)n) = Re(z") , iar dacd adundm obtinem

;r"cosnt:Re (;f) = Re (z+z2+23+...) = Re <Zliz>

Seria geometricd este convergentd deoarece |z| =7 < 1
In fine pentru z = r(cos(s — t) + isin(s — t)) obtinem

Pe de altd parte z = re' n )" = preint = ¢ (cosnt +isinnt)

- 1
1—&—227"”cosn(s—t):Re (1+2zlz>

n=1

Pentru a simplifica s notdm o = (s —t) si z =7re'® =r(cosa+isina) , z=re " =r(cosa —isina)

1 14z 1+ ret (14 7re’®)(1 — re=te)
Re(1+2 =R =Re|l— ] =R _ . =
e< + zlz) e(lz) e(lre”‘) e((lrew‘)(lrew‘)

R 1—1r%+ref® —peia R 1—r%+i2rsina 1—r?
=Re , — | =Re =
1472 —rel® —re—ia 14+7r2—2rcosa 14+7r2—2rcosa

Deci in final

27
1 1—r2
u(r,t) = ﬂ/f(s) [1 — 2rcos(s —t) +r2] ds
0

27

u(r,t) = Lo / 1) ds

27 1—2rcos(s —t) + r?

0

sau
™

_1_r2 f(S)
u(r,t) = o /172rcos(sft)+7"2alS

—Tr

si reprezinta solutia explicita a problemei Dirichlet pentru discul unitate.
Se mai numegte gi formula lui Poisson.

2. Oscilatiile unei coarde vibrante prinsa la capete.

Considerim o coardd elasticd prinsd la capete, care oscileazd (vibreazd) in planul zOy fird viteza initiald, de
lungime = L , capetele coardei sunt fixe in punctele z =0, x = L , in fine la momentul initial ¢ = 0 pozitia coardei
poate identificatd cu graficul unei functii continue f: [0,L] = R , u(z,0) = f(x) .

Functia v = u(x,t) masoard oscilatia coardei in dreptul punctului z (sau aflat la distanta x de cap#tul 0)

Coarda este presupusa dintr-un material omogen si oscileazd "liber" in sensul cd nu exista alte influente.

Exemple de conditii initiale, pozitii de "plecare" pentru coards.
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Ecuatia diferentiald corespunzitoare (ecuatia "undelor" unidimensionale) este

0%u 5 0%u .
a > (0 constanta

22t
ot? o2

Conditiile la limitd constau in prinderea la capete (in capete oscilatia este nuld)
u(L,t) =0 , pentru orice t >0

u(0,t) =0 ,

Conditiile initiale, constau in pozitia la momentul ¢ = 0 si viteza initiala nula
, pentru orice z € [0, L]

u(z,0) = f(z) %(m,O) =0

Asemenea problema& cu conditii initiale si conditii la limit& se numeste "problem&d mixta"
Problema este bine determinata din punct de vedere fizic, deci are solutie unica.
Acest fapt se poate demonstra gi matematic ca gi pentru problema Dirichlet.
Consecinta. Dacid f(z) = 0 atunci singura solutie este u(z,t) = 0, (coarda nu oscileazd dacd in momentul
initial se afld in stare de repaos). Dacd f este nenuld (coarda este "ciupitd" la momentul initial) problema are

solutie nenuld (coarda oscileazd, vibreazd). Problema coardei este de interes numai pentru f nenula.

Metoda separdrii variabilelor constd in a c8uta solutii v = u(x,t) de forma
u(z,t) = X(z) - T(t)

unde X,T sunt de clasi C? . Derivand rezulta
ou ou 0%u 0%u
— =X'(r)-T(t — =X(r)-T'(t — =X"(r)-T(t — =X(r)-T"(t
LX) T() S =X() T oy =X T, S = X() T

Inlocuind in ecuatia diferentiald obtinem
X(z)-T"(t) = a*X"(z) - T(t) <
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X"(x) 11T"(t)

X(z) @ T(t)

Cele doud expresii depind de variabile diferite, deci sunt neaparat constante

X"(x) 1T
X(z) K=5 T(t)

I. Studiem mai intéi ecuatia

X”(x)
X(x)

=K & X'(2)-K -X(z)=0

Ecuatie diferentiald liniard de ordin 2 cu coeficienti constanti. Se rezolva conform algoritmului standard.
Ecuatia carateristici este A2 — K =0

1) Pentru K =0 obtinem X”(z) =0 , care ducela X(z) =az +b
Din conditiile la limita (la capete)

(L)-T(t) =

a-0+b=0 N b=20
aL“rb:O a:o

Ceea ce ar duce la X(z) =0 = u(x,t) =0, absurd deoarece coarda oscileazd (f este nenuld). Deci K # 0

u(0,£) =0 . X(0)-T(t) =0 X(0)=0
{ w(L,t) = 0 pentru orice t << { X 0 = { X _

2) Pentru K > 0 rddécinile ecuatiei caracteristice sunt A o = £V K , se asociaza solutiile eeVE , e—tVE
solutiile sunt de forma

X(x) = Cle‘”‘/? + C’ge_"”\/f

Din conditiile la limitd (la capete)

u(0,£) =0 nonicet o ] XO-T@) =0 [ X(0)=0
w(L,t) =0 PoHrLonce X(L)-T(t)=0 X(L)=0
Ci1+Cy=0 N C1=0
CleL\/E + CQEiL\/? =0 Co=0

Ceea ce ar duce la X(z) =0 = wu(z,t) = 0, absurd deoarece coarda oscileazd (f este nenuld). Deci réméane
K <0

3) Pentru K < 0 rid&cinile ecuatiei caracteristice sunt A; o = +iv/—K , se asociazd solutiile coszv/—K ,

sinxyv/—K

solutiile sunt de forma

X(z) =Cicosav—K + Cysinav—K

Din conditiile la limitd (la capete)

u(0,t) =0 . X(0) -
{u(L,t)—O pentru orice t <& {X(L)-T(t)—

Cicos0+ Cosin0 =0 N Ci=0
CicosLyv/—K + Cysin Lv/—K =0 Cysin Lv/—K =0

Deoarece Cy # 0 rezultd

2,2
smlv—-K=0 = LVv-K=nr = K= _%
si solutia este
X(z) = Cysin ?
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IT. Studiem acum ecuatia

n?r? 1 T"(t) n2a’n?
— — T (t - _ -
Ty ° O

T(t) =0

Ecuatie diferentiald liniard de ordin 2 cu coeficienti constanti, se rezolva conform algoritmului standard.

Ecuatia caracteristica este 5 9 5

na’m nam
A+ 72 =0, radacini Ao = izT
se asociaza solutiile cos “7*t , sin *z*¢ , solutiile sunt de forma

nam nam
T(t) = Dy cos —t + Dgysin —t
(t) =Dy 7t + Dasin—
In concluzie, pentru fiecare numir natural (intreg) n > 1 obtinem o solutie a ecuatiei diferentiale, de forma

u(z,t) = X(x) - T(t) = Cysin % [Dl cos anth + Dy sin anth}
nrx [

n(,t) =
U (2, 1) smL

nam namw
Ancos ™t 4 B, sin "]
Ccos 17 + sin 7

unde am notat An = CQDl , Bn = CQDQ

Aplicdm "principiul suprapunerii efectelor" (ideea atribuitd lui Fourier) ,
care afirma cd dacd seria este convergenta atunci suma ei este o solutie a ecuatiei coardei vibrante

u = u(x,t) Zun x,t) Zbln {An cos Zﬂ-t—FBn sin %t}

Coeficientii A,, , B, se determind din conditiile initiale

u(z,0) = f(z) , 8815 (2,0) =0 , pentru orice z € [0, L]

f(z) = u(x,0) Zsm , 0= %(az,O) = ;sin ?Bn% , pentru orice z € [0, L]

n=1

deoarece derivand obtinem

Ju 0 i . nTx [ A s mmt—i—B naﬂt} nam

—(x,t) = sin —A, sin — cos —t| —
’ " L " L L

Din egalitatea

ou . . nmx_ nam )

—(z,0) = E sin —B,,—— =0 , pentru orice z € [0, L]

O serie Fourier are suma nuld daci si numai daca toti coeficientii sunt nuli , adica B, =0 ,n>1
Rezulta solutia de forma

; ram
E A, —t
sin 1L 7

Coeficientii A,, se calculeazd din conditia 1n1§1a1a

f(z) =u(z,0) Z sin 2L A, , pentru orice x € [0, L]

Ay =7 [ fy)sin =y

=
ot Y—

Sa observam ca functia f se dezvolta in serie de sinusi.
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Interpretare fizica.
Fiecare "vibratie armonica"

nwT nam
U, (x,t) = A, sin —— cos ——t
descrie cate una din misicdrile (vibratiile) coardei gi are
i namw o . nTx
frecventa proprie = T si amplitudinea = A, sin 7

Punctele I 9L 3L N
0. = 22 2~ (n-1)L L

) PR )

'n’n’on n
in care se anuleaza amplitudinea se numesc noduri, iar punctele in care amplitudinea este maxima se numesc
ventre.
Vibratia armonica

. T am
uy(z,t) = Aj sin — cos —t
(@.1) "% s
are frecventa minima % , se numeste tonul fundamental al coardei, iar {un(z,t)}, sirul armonicelor.

Solutia problemei se obtine deci prin suprapunerea efectelor tonului fundamental si al gsirului armonicelor.

3. Propagarea caldurii intr-o bara infinita.

Se considerd o bari infinitd, omogen4, identificatd cu axa (dreapta) reals.

Presupunem ci temperatura barei v = u(z,t) in punctul € R mésuratd la momentul ¢ > 0 verifici
ecuatia diferentiald

ou  9%u
ot da?
si conditia initiala
u(z,0) = f(z) pentru orice x € R

Presupunem c&a functiile u, f, %, g% sunt continue si integrabile in modul pe R (sunt functii din L*(R) ) pentru

orice t > 0, deci admit transformate Fourier.
In plus

0| <o) e geri®

Metoda de rezolvare consté in aplicarea transformatei Fourier (in raport cu x) ecuatiei diferentiale.

+oo
0 02 1 Cim
F(5)=7(5s) + FU@ == [ swea
1 +Ooﬁu 1 +0082u

Nir a(:ﬁ, t)e " dy = (z,t)e” "Ydg
—o0

S Vor ) 0a?
— 00
Folosim proprietatea transformarii Fourier

In cazul de fatd obtinem

o0 400 oo
ou 1 , 1 ou , 1 9 X
e Y [ - He @y = —— e ¥ldr = (i 2 _ .2
5 |7 [ tein| = = [ Sanetan = —— [ T e = @2 F 0 = = )

ou

S F W) = —PF )
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Aceasta este o ecuatie diferentiald liniard care se rezolva conform algoritmului standard.

wFw_
T -

integriim in raport cu ¢t obtinem (addugdm o "constantd fatd de t" K care insd poate fi functie de y )
|7 ()] = —ty? + K(y) = |F(u)]=e W+ =l
F(u) = C’(y)e_“’z , am notat e = C(y)
Aplicadm transformarea Fourier conditiei initiale
u(z,0) = f(z) pentruoricex € R = F(u(x,0)) =F (f(z))

inlocuind rezulta ,
F(f(x)) = F (u(z,0)) = C(y)-e " =C(y) , pentru ¢=0

Solutia se scrie
F(u) = F (w(z,0) e = F(f(z)) e
Tindnd seama de faptul ca

2

—a? 1 —a? . -~y
f(e?):— e2 e "dr=e2

— 00
rezulta
+oo
—ty? —(wvaH? 1 —x? .
e = 2 = — ez e VA gy —
s
— 0o
. . U _ 1 _ 1
facem schimbarea de variabild zv2t=2z , == T 0 ? dx —@dz ,

*22 —z

+o0 00
1 ; 1 2 1 1 =2
= — eT e FVdz = — et e —dz=F | —=e
V2T / V2T / V2t (\/% )

Solutia se poate scrie ca produs de transformate Fourier care apoi este transformata Fourier a unui produs de
convolutie

Fu) = F (u(@,0) e = F(u(z,0)) - F <e) -

Flu)=F <u(33,0) ) \/%e>

Transformarea Fourier este injectiva, deci obtinem solutia efectiv

“+o0
1 —22 1 —y2
u(x,t) = u(x,0) x —e & = —— Tz — e it d
(@) = ulo,0) = —=e = — [ fla—yeay

J(z)

sau pentru cd produsul de convolutie este comutativ

—(z—y)?

“+o0
1
u(x,t)\/ﬂ/f(y)e T dy

Tata un caz particular de interes.

eo=re={
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obtinem solutia in forma

+oo b
1 —(z—y)? 1 —(2—y)?
uw(x,t) = — e % dy=K— [ e & dy=
(z,1) Tt / fw) y=K_m / y
cu schimbarea de variabils (zi}z) =z, y=x—2/tz , dy=—2v/tdz obtinem

2Vt

2Vt
1
u(z,t) = K—= / e (—2\/7?) dz = —KV?2 / e dz

B
o

xz—b

&

V2t

8

2

g

2Vt

r—0b T —a
- o5

u(z,t) = —KvV?2 {w

unde functia ¢ este

p(w) = /e_zzdz
0

7. Potential Scalar - Potential Vector

Consideram marimi fizice scalare sau vectoriale, cu alte cuvinte cAmpuri scalare sau cAmpuri vectoriale,
misurate in spatiul tri-dimensional R3,pe care le raportim la un reper ortogonal
— =

cu versorii notati in mod "canonic" i , j , k siaxele de coordonate "carteziene" Ox , Oy , Oz .
7.1 Potential Scalar

Definitie. Numim cAmp scalar o functie F': D C R® — R, cel putin de clasi C' si
camp vectorial o functie v: D C R? — R3

v=0(z,9,2) = (P,Q,R) = (P(x,y,2),Q(x,y,2), R(x,y,2)) = P& +Qj + Rk

componentele cAmpului P,Q, R: D C R3 — R | sunt functii (cAmpuri) scalare, cel putin de clasi C!
Vom folosi doar ocazional notatia @ pentru cAmpuri vectoriale.

Domeniul de definitie D C R? este o multime deschisi. Vom numi "domeniu" o multime deschisa.
Un camp vectorial este cAmp de gradienti dacs existd o functie F : D C R? — R astfel incat

v = grad F

sau altfel scris
OF OF OF )

(PanR): (31:’834’&

functia F' se numegte potential scalar (pentru cAmpul v ), se spune "cAmpul v provine dintr-un potential scalar”.
Cu alte cuvinte, cele trei componente ale cAmpului P,Q, R sunt derivatele partiale ale "potentialului scalar" F
Este evident ci functia F' (potential scalar) este de clasi C?

(deoarece derivatele sale partiale - componentele cAmpului - sunt de clasd C! )

Observatie.
Este clar ca daca F este potential scalar, la fel este orice alta functie de forma F' + ct

Se subintelege cd v este camp de gradienti pe domeniul D C R3 , altfel formulat

campul admite potential scalar pe domeniul D C R3
(tot aga cum se spune "functia este continud pe domeniul ..., sau este derivabild pe domeniul ...")
Domeniul de definitie este esential in cele ce urmeaza.

Exemple.
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1. Campul gravitational este un cAmp de gradienti

1
v=uv(z,y,2) = —Kr—?)?) , pentru (z,y,z) # (0,0,0)

Am folosit notatia
7 =(x,y,2) =x 1t +xj +xk pentru "vectorul de pozitie" si
r =7 =22 +y2+ 22 pentru modulul sau norma vectorului de pozitie
K reprezintd constanta gravitationala.
Putem deci scrie

1_ —Kx —Ky —-Kz
v:v(:n,y,z):—KT—gr: T = 5
(v a) (VareTs) (VETE TR

P Q R

Nu este dificil de observat cé cele trei componente P,(Q, R sunt derivatele partiale ale functiei
K
/1‘2 + yQ + 22

Deci campul gravitational este un caAmp de gradienti si functia F' = F(x,y, z) este un potential scalar.

F(z,y,2) =

2. Campul vectorial
v=uv(z,y,z) = (2z,2y,2z2)

este in mod evident un cAmp de gradienti. Sunt usor de recunoscut derivatele partiale ale functiei
F(z,y,2) = 2 +y* + 22

OF OF OF

gradF: <8$’6y’az> = (233,23./,22’) =0

3. Un camp vectorial ce actioneaza intr-un plan, de exemplu planul "orizontal" zOy , este de forma

v=1(z,9,2) = (P,Q,0) = (P(x,), Q(z,y),0) = Pi +Qj +0k

—
deci componenta dupd versorul k este nuld ( R=0),
iar componentele P gi @ depind numai de = si y (nu depind de z ).

Un astfel de cAmp vectorial este camp de gradienti dacd existd o functie F: D C R? - R, cu %—5 =0 si
OF OF
= dF = P, 70 - a9 . >
v = gra (P,Q,0) ( oz’ 0y )

—
Pentru a nu complica notatiile in mod inutil, putem ignora atat variabila z cdt si componenta dupa versorul k
si scriem mai simplu v =v(z,y) , F = F(z,y)

v=gradF & (P,Q)= <88];’881;)

4. In general orice functie F: D € R® — R (de clasi C? ) este potential scalar
pentru propriul sdu cAmp de gradienti

v = grad F — <8F oF 8F>

dx’ Ay’ 9z
Se pune evident intrebarea de ce cAmpurile de gradienti meritd studiate.
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Pentru un caAmp vectorial este important lucrul mecanic efectuat de-a lungul unui drum.
Sa calculdm lucrul mecanic pentru un camp de gradienti.

Consideram un camp de gradienti v cu potentialul scalar F': D ¢ R?® — R , functie de clasid C?

oF oF oF
ox’ Oy’ 0z

v=(P,Q,R)=grad F = (

—

si un drum parametrizat v : [a,b] — D , T =~(t) = (z(t),y(t), 2(t)) , de clasa C*
(deci functiile z(t),y(t), 2(t) : [a,b] — R sunt derivabile cu derivate continue)

X dr=g(t)

V(X, Y, Z) qb)

9 =)

<VV

Vectorul de pozitie 7 = 7(t) , vectorul tangent la drum (traiectorie)

AT =+'(t) = (2'(t),y' (1), #'(1)))

In general lucrul mecanic reprezints o masurd a efortului, principial este "forta x deplasarea".
In acest caz "forta" este v = (P, Q, R) vectorul campului, iar "deplasarea" are loc de-a lungul drumului v ,
in fiecare punct pe directia tangents la drum d7 = +/(t) , deci integram produsul scalar v - d7

(presupunem cunoscutd integrala curbilinie i faptul c& nu depinde de parametrizarea drumului)
Lucrul mecanic al cAmpului vectorial ¥ de-a lungul drumului v este

[7 v = ] (fj: .. ng) (0,5 (1), # (1))t =

a

b
oF oF oF

— [ |5 00,200+ G060 50) -1 0 + G (0,0, 20) - /)] at

a

Sa observam faptul ca integram exact derivata unei functii compuse.

[aab] 4D g R, [avb} Fi}’Y R, (FO’Y)(t) = F(’Y(t)) - F(x(t)’y(t)az(t))

Matricile Jacobi corespunzitoare sunt

/
OF OF OF @ (®)
Jrp = (8’873) Jy=1 y'(t)
= By’ s (1)
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iar matricea Jacobi a functiei compuse se obtine inmultind matricile Jacobi ale functiilor F' si

or o oF\ (500N _or . oF . 08
oz’ Oy’ 0z 4 N

Jroy =Jp - Jy = (
2 (t

—
[
8
~
—
~
~
+

Sa observam ca functia compusd F o« depinde de un singur parametru "t" si ia valori reale,
deci matricea Jacobi corespunzitoare este de ordin 1, adicd este de fapt un numar real

d

Jro, = % [(F o) ()] = = [F((t), y(0), 2(6))]

si obtinem derivata functiei compuse F o~y

DRG0, 90, 20)] = T0 (@(0),5(0),2(0)) -2/ (0) + T (a0, (), 20)) o/ (0) + S (a(0), 0), 2(0) - ()

Prin urmare lucrul mecanic este

b
[T a7 = [ |G 0.0(0).20) 20 + G 0,500, 50) - (1) + 5 _(0(0). (0, 2(0) /(0| e =

pe scurt

/ T -7 = F(1(b)) - F(1(a))

Prin urmare am demonstrat urmitorul rezultat, care este adevarat si pentru drumuri de clasi C' pe portiuni.

Teorema.
Daci v = (P,Q,R) : D C R® — R? este camp de gradienti si F': D C R® — R este un potential scalar, atunci
lucrul mecanic al cAmpului de-a lungul unui drum #~ : [a,b] — D (de clasi C' pe portiuni) este

/ T 4T = FO) - F((0)

Comentariu.
Cu alte cuvinte, pentru un caAmp de gradienti, lucrul mecanic nu depinde de drum,
ci numai de diferenta de potential la capetele drumului.
Aceastd formuld se poate numi "formula Newton-Leibniz" pentru caAmpuri de gradienti.si
motiveazd interesul pentru caAmpurile de gradienti.
Toate drumurile pe care le considerim in continuare sunt de clasd C' pe portiuni.

Consecinta 1.

Pentru un cAmp de gradienti, lucrul mecanic de-a lungul unui drum inchis este nul.
Alfel scris

v=grad FF = ]{?~d?:0

unde " ?{ " desemneazi integrala pe un drum inchis.

Demonstratie.
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Un drum ~ : [a,b] — D C R3 este inchis dacd punctul de "sosire" coincide cu punctul de "start"

7(b) = (va)

Conform teoremei anterioare lucrul mecanic este

/ T AT = F(3(8)) - F(x(a)) = 0

Consecinta 2.
Daca existd un drum inchis pentru care lucrul mecanic nu este nul, atunci v nu este cAmp de gradienti.

Alfel scris
Jv drum inchis cu 7{ ¥ -dT #0 = v nueste camp de gradienti
¥
Am obtinut astfel un criteriu practic de a demonstra ci un cAmp vectorial nu este caAmp de gradienti.

Exemplu.
Campul vectorial v = (P, Q) : R*\{(0,0)} — R?

_ -y z
v(fC,y) — $2+y27$2+y2

nu este un cAmp de gradienti, deoarece lucrul mecanic de-a lungul unui cerc z? + y? = R? nu este nul.

Acest exemplu va fi reluat si demonstrat ulterior.

Teorema impreuna cu consecintele sale permit o caracterizare a caAmpurilor de gradienti folosind calculul lucrului
mecanic.

Definitie.
O multime D C R? ( sau D C R?) se numeste conexd, daci pentru orice dousi puncte A, B din multimea D
existd un drum v : [a,b] — D aga incat A =~v(a) si B =~(a) .

Cu alte cuvinte, orice doud puncte din multimea D se pot uni printr-un drum continut in D.
) 3 3
Acest mod de a defini "conexiunea" folosind drumuri, se mai numesgte si "conex prin arce"
)
(un drum este numit "arc" sau "arc de curba")

Teorema (caracterizarea campurilor de gradienti folosind lucurul mecanic)

Fie D C R3 un domeniu conex (multime deschisi si conexl) si v = (P,Q, R) : D C R3 — R3 un camp vectorial.
Atunci urmaétoarele afirmatii sunt echivalente:

i) v este camp de gradienti pe domeniul D

ii) pentru orice drum inchis v : [a,b] — D lucrul mecanic este nul

j{ﬁ-d?’:o
/

iii) pentru orice doud drumuri v; : [a,b] — D si v, :[c,d] — D cu aceleasi capete

71(a) =72(c) st 71(b) = 72(d)

lucrul mecanic este acelasi

Demonstratie.
i) = 1ii) reprezintd consecinta 1 si a fost demonstrata.
ii) = iii) considerdm drumul inchis I" format din reuniunea drumurilor v; si opusul drumului vy, , I' = v, U7;
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lucrul mecanic de-a lungul drumului inchis I este nul (conform cu ii)

:747.(1?: 7{ 7~d?’:/7-d7’+/7~d?’: 7 a7 — [T 47

r YU Y1 Yo Y1 Y2
rezulta
— — — — — — — —
/v -dr—/v dr =0 < /v dr = v o-dr
Y1 V2 Y1 Y2

ili) = i) Indicim un mod de a construi un potential scalar.
Fie (z0, Y0, 20) € D un punct arbitrar din multimea D.
Definim functia F : D — R? prin lucrul mecanic efectuat "intre" punctul (g, %o, 20) si punctul (x,v, 2)

(,9,2)
F(z,y,2) = / v o dT
(20,90,20)

lucrul mecanic se calculeazd de-a lungul oricirui drum ce uneste punctele (xo,yo, 20) $i (z,y, 2)

Functia este corect definitd deoarece din (iii) rezultd cd lucrul mecanic este acelagi pentru orice drum care uneste
doud puncte. Prin urmare putem alege un drum "convenabil" si anume o reuniune de segmente paralele cu axele
de coodonate Oz , Oy , Oz.

Se demonstreaza ci functia F(z,y,z) are derivate partiale gi c&

OF OF oF
_— = P s e s _— = R
ox oy @ 0z
Deci functia F' astfel definitd este potential scalar pentru campul vectorial v , care astfel devine camp de
gradienti.
|

Se pune evident problema :
in ce conditii un cAmp vectorial este cAmp de gradienti 7

I. Pentru caAmpuri ce actioneaza de-a lungul unei directii, cu alte cuvinte functii de o singura variabila

v =1v(x)
problema devine : existd o functie F: D C R — R (de clasd C! ) astfel incat

& Py = o)
dx
(practic o ecuatie diferentiald)
Réspunsul este afirmativ pentru campuri v = v(z) (functii) continue.
(orice functie continud are "primitive" sau "antiderivate", care se pot numi "potential scalar").
Regéisim in acest caz simplu "formula" de calcul a lucrului mecanic demonstratd in teorema anterioara

in forma teoremei "Newton-Leibniz".

I1. In cazul unui cAmp vectorial in spatiul tri-dimensional v = v(z,y, 2z) = (P, Q, R)
raspunsul nu este totdeauna afirmativ.
Existd campuri vectoriale de clasi C' care nu sunt cAmpuri de gradienti.

Observatie.
Daci v = (P,Q,R) : D C R? — R? este cAmp de gradienti de clasi C'! , atunci rotorul campului este nul :

rotv =20
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sau scris in detaliu

- = =
i 7 k

9 90 0 | _
%@E—O@
P Q@ R

oR_9Q 9P 0B 90 0P\ _,
dy 0z’ 0z Ox’ 0z Oy)
OR 0Q 9P OR 0Q P _

oy 0z ' 0z ox 0x Oy

(am notat cu "0" atat scalarul zero ?‘T]; — % = 0, cat gi vectorul nul rotv =0 = 0 = (0,0,0) care are trei

componente nule)

Demonstratie.
Camp de gradienti inseamni ci existd o functie F': D C R? — R (de clasd C! ) astfel incat

oF OF 6F>

v=(P,Q,R)=grad F = (ﬁx’ay’az

Prin urmare

OR _ 0 (OF\ _ P 0Q _0Q (OF\_ &°F
dy Oy \9dz) 0ydz = 0z 0z \0y) 020y
Pe de alta parte, func‘gig F este de clasi C? deoarece
derivatele partiale ‘g—i, %—1;, %—f (componentele campului) sunt de clasa C?,
deci conform teoremei lui Schwarz

O*F  O*F
Oydz 020y
(cu alte cuvinte nu conteazd ordinea de derivare)

Rezulta
orR  0Q 0’F 0*F

87y 9z oy0z B 020y -

Absolut la fel se aratd ca
oP_OR_ PP F _
0z dxr ~ 0z0x Oxdz
0Q oP O*F 0%F

oxr Oy  Ox0y B 0yox

Deci
roto— (2B _9Q 9P OR 0Q 0P\ _,
\oy 02’0z O0x’0x Oy)
|
Consecinta.

Daci un cAmp vectorial v = (P, Q, R) verificd rotv # 0 (nu are rotorul nul), atunci
campul v nu este un cAmp de gradienti.
Cu alte cuvinte nu existd o functie F': D C R3 — R (de clasi C! ) astfel incat

oF OF OF

= (P.Q.R) =grad F = S, % 5
v= (PR —wmar = (555,58
sau componentele cAmpului nu sunt derivatele partiale ale unei anumite functii.

Exemplu.
Campul vectorial
v=v(z,y,2) = (22, 2y ,22 +y)
P Q R
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nu este un camp de gradienti, deoarece in acest caz

OR 0Q
— ——=1-0=1+#0
oy 0z 7
sau calculand rotorul
Leod OR 0Q P OR 0Q 0P
-9 90 90 |- (Z=_Z* = 0% _ 7 )=
rotv = e dy 92 ( 5‘y 92 ) Oz o ) ox ay ) (Oa 07 1) 7& (07 0; 0)
20 2y 2z

Definitie.
Un camp vectorial v = (P,Q, R) : D C R? — R? care verifici rot v = 0 , se numeste
cAmp irotational sau cAmp conservativ.

Observatia anterioara arata cd orice camp de gradienti este irotational sau conservativ.

Aceastd observatie constitue un criteriu practic pentru a "elimina" cAmpurile care in mod evident nu sunt
campuri de gradienti (deoarece se presupune cd este relativ ugor calculul unor derivate partiale).

Prin urmare, pentru orice functie F': D C R* — R (de clasd C? ) campul de gradienti corespunzitor

v=(P,Q,R)=grad F = <3F oF 8F>

dx’ Oy’ 0z

este un camp conservativ.
Cum altfel putem gési exemple de cAmpuri conservative 7
Tata un caz particular interesant.

Campuri vectoriale ce actioneaza intr-un plan, de exemplu planul "orizontal" xOy sunt de forma

v=v(z,y) = (P(z,y),Q(x,y))

cu v=(P,Q):DCR?>—-R2.
Un asemenea camp este conservativ daca
oQ orP
or Oy
Aceasta conditie reprezinta exact conditia anterioard rotv = 0 . Iata de ce.
Asa cum am observat anterior, putem imagina un astfel de cAmp ca actionand in spatiul tri-dimensional

v=1(z,9,2) = (P,Q,0) = (P(x,y), Q(z,y),0) = Pi +Qj +0k

N
deci componenta dupd versorul k este nuld (R=10) ,

iar componentele P gi @ depind numai de z si y (nu depind de z ).

Prin urmare aceste functii au derivatele partiale nule in raport cu z (fiind constante in raport cu z )

oP 0Q
0 g =0

Rotorul in acest caz este

o | b BN _eq or a0 0@ or|_( 0@ op
N dz y 9z oy 0z 0z Ox dx Oy | "0r Oy
P(z,y) Qz,y) 0 -~ Y
Deci conditia rot v = 0 devine in acest caz % — %—P =0, care este echivalenta cu ‘?9—@ = %—P
Y z Y

Ei bine unde se regéisesc perechi de functii (P, Q) care s verifice o conditie de tip

0Q 0P

oxr Oy

308



Raspuns : in analiza complexa.
Pentru o functie olomorfd f =w + v , partea reald u = u(z,y) si partea imaginard v = v(z,y)

verifica relatiile Cauchy-Riemann
ou  Ov ou v

oy oy om
Notam campul vectorial cu " @ " pentru a-1 deosebi de functia "v = Im f"
(pentru a pistra notatia "traditionald" din analiza complexi)
Prin urmare, cAmpul vectorial format

— —
v =" (z,y) = | v(z,y),ulz,y)
—— ——

P Q

este un camp conservativ.

Exemplu.
Campul vectorial

T =T = (s s ) 0.0} B

x2+y27x2+y2

este un cAmp vectorial conservativ, care se obtine prin procedeul anterior din functia complexa f(z) = % .

Demonstratie.
Consideram functia complexa

£(z) = % L C\{0} = C

Partea reala si partea imaginara sunt

1 1 T — 1y T i -y
P— — = 1
z x+iy x24y? 2?2 +y? 2?2+ y?
N—— N—_——
u(2,y) v(z,y)
z -y
R = s = — - s I = s [ —
Prin urmare campul vectorial format
— — —Y r 2 2
= = ——"—,——|:R 0,0 R
7= T = | s | R0} —
—— ——
P Q

este un camp conservativ.
Acest fapt se poate verifica si direct

B
oy oy \a? @+’ @)’

GQ_@( x ) 4yt —x- 2w —a? 4P

dr Oz \a? + 42 (22 +12)% (22 +42)°
Deci
0 _or
oxr Oy
[

Se pune in mod natural intrebarea dacd orice cAmp conservativ (irotational) este un camp de gradienti.
Sa formuldm problema.
Pentru un camp vectorial v = (P, Q, R) : D C R® — R? care verifici rot v = 0 , (cAmp irotational sau conservativ)
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existd o functie F': D C R? — R (de clasia C? ) astfel incat

v=(P,Q,R)=grad F = (

oF OF OF
Ox’ Oy’ 0z

Reamintim c& cea mai simpla ecuatie diferentiald este

& =@

(sau in forma / f(z)dx =7, adicd determinarea "primitivelor" - antiderivatelor pentru o functie de o variabild)

Pentru functii de trei variabile aceasta ecuatie diferentiald se formuleaza astfel :
- 88 se determine functiile F' = F(z,y, z) care verifici

%f = P(z,y,2)
i = Q(xvyaz)
98 = R(x,y,2)

Din analiza facutd pand acum rezulta ci
- dacd o astfel de ecuatie diferentiald are solutii, atunci
campul vectorial format cu functiile P, @, R este un cAmp de gradienti.
- daca acest cAmp nu este conservativ, atunci ecuatia diferentiala nu are solutii.
- ce se intamplad dacd acest cAmp este conservativ 7 ecuatia are sau nu are solutii 7
Din punct de vedere "strict logic" raspunsul la aceastd problema este negativ.

Exemplu.
Campul vectorial v = (P, Q) : R*\{(0,0)} — R?

_ Y z
’U(x,y) - x2+y27m2+y2

este un cAmp vectorial conservativ, dar nu este un cAmp de gradienti.
Cu alte cuvinte nu existd o functie F : R?\{(0,0)} — R astfel incat

OF OF —y x
dF = _, = -
gra <3x’8y> (.’E2+y2’$2+y2)
Demonstratie.

Calculim lucrul mecanic de-a lungul cercului z? + 3% = r? , parcurs o dati in sens trigonometric.
Folosim parametrizarea cu coordonate polare

z(t)=rcost , y(t)=rsint , tel0,2r) , a®4y?=r?
2'(t)=—rsint , y'(t)=rcots , te€]0,2m)
Lucrul mecanic este

27

f? AT = f(P, Q) - (2'(t),y'(t))dt = /P(r cos,rsint)(—rsint) + Q(r cos, rsint)(rcost)dt =
0
27 2
—rsint . rcost
_/{ . (—rsint) + 2 (rcost)] dt:/ldt:27r
0 0

Pe scurt

j{v T =2 40



. . . . —_ ~ . .
Deci conform unei consecinte anteriorare v nu este cAmp de gradienti.
|

Am precizat in definitia unui cAmp de gradienti importanta domeniului D C R?® pe care campul admite un
potential scalar.
Faptul cd domeniul este conex a fost esential in demonstrarea teoremei de caracterizare a cAmpurilor de gradient;i.
Forma domeniului este esentiala pentru a raspunde la problema
"in ce conditii un cAmp conservativ este camp de gradienti".

Definitie.
Un domeniu D C R? (sau D C R? ) se numeste stelat dac# existd un punct (o, 3o, z0) cu proprietatea
pentru orice punct (x,y, z) segmentul ce uneste punctele (xg,yo, 20) si (x,y, z) este continut in domeniul D

Exemple.
Orice multime convex# este stelatd. In particular R? , R? , o sferd, un disc, un dreptunghi.

Teorema.
Daci un camp vectorial v = (P,Q, R) : D C R?® — R? este conservativ si domeniul D este stelat, atunci
v este camp de gradienti.

Omitem demonstratia.In schimb analizad un caz particular relevant, in care putem determina un potential scalar.

Teorema.(Determinarea unui potential scalar)

Considerim un domeniu D C R? stelat, pentru care este posibil si

unnim punctul (zo, Yo, 20) cu orice alt punct (z,y,2) € D cu drumuri care parcurg muchiile unui paralelipiped,
muchii care sunt paralele cu axele de coordonate Oz, Oy, Oz

Pentru astfel de domenii putem scrie o formula simpld pentru un potential scalar pentru campul vectorial v
De exemplu drumul "ABCC:" format din reuniunea de segmente (muchii paralelipiped)

D1 C1(x,y,2)
: A
Al Cc1
:
] E
:
D |
> Pt R C(x.y,z0)
X 7’ :
A(XO,yO| Zo) B(X,yolzo)

I'=ABUBCUCC;
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functia F': D — R3 definita prin lucrul mecanic efectuat "intre" punctul (zo, yo, 20) si punctul (x,y, 2)

(w,y,2) © y z
F(xvyvz) = / ? d?} = /P(ta y()vz(])dt+/Q(mvtvzo)dt—’_/R(x7yat)dt
(%0,Y0,20) z !

este un potential scalar pentru cAmpul vectorial v.

Demonstratie.

Conform teoremei de caracterizare a caimpurilor de gradienti functia F' astfel definitd este potential scalar pentru
campul vectorial v.

Nu ramane decét sa aratdm ca folosind drumul I' = AB U BC U C'Cy obtinem formula enuntata.

Consideram parametrizarea "naturald" a segmentelor

x(t) =t € [xg, 2] z(t) ==z x(t) =z
AB y(t) = wo , BC{ y(t)=tely,yl , CC y(t) =y
2(t) = 2o 2(t) = 2o z(t) =t € [0, 2]

prin urmare derivatele sunt

T 1
AB} y'(t)=0 , BC {
Z'(t) =0

Atunci lucrul mecanic este

F(z,y,z) = / v o-dT =

(x0,Y0,20) AB BC CcCy
[Pty 20). Q. 1) (ot ) / (P.Q.R)- @i/, )it + [(P.QR) - (&' )t =
\W—/ ——
T (1,0,0) (0,1,0) T (0,0,1)
:/P t y(),Z() dt / LE t Z() dt+/R CL’ s Y, )d
xo Yo 20

Sa observam ca obtinem formule similare considerand drumuri de-a lungul altor muchii ale paralelipipedului
(sunt 6 posibilitdti in total)
- I'=ABUBCUCC; s I'=ABUBB; UB;C; , I'=ADUDCUCC, R
F:ADUDDl UD101 y F:AA1UA1B1U316’1 y F:AA1UA1D1UD101 s
de exemplu pentru drumul I' = AD U DD; U D1C; obtinem

(w,y,2) y z z
F(x,y,z) = / 7 d? = /Q($0,t720)dt+/R($0>y7t)dt+/P(t7yaz)dt
(0,Y0,20) Yo 20 z0

Exemplu.
S4 se determine un potential scalar pentru campul vectorial v = (P, Q) : R\ {(z,0) , 2 >0 } — R?

—y T
x2+y27x2+y2
—_——— ——

P(z,y) Q(z,y)

v(z,y) =

Solutie.
Am demonstrat deja ci acest camp vectorial nu este un camp de gradienti pe domeniul R?\{(0,0)}
Acum consideram un domeniu mai restrans R*\{(x,0) , = > 0 },
(intreg planul din care se "scade" semidreapta Ox)
Acest domeniu este stelat, deci cAmpul vectorial astfel restrictionat este un camp de gradienti.
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y A
B1(-1y)
__________________________________ >
f C1(x,y)
A(-10) 0(0,0) “x
\ 4 o
B(-1y) C(x.y)

Observim c& punctul A(—1,0) se poate uni cu orice alt punct din domeniu prin drum format din reuniunea de
segmente

' = segment [(—1,0) — (=1,y)] U segment [(—1,y) — (z,y)]
Consideram parametrizéirile "naturale" ale segmentelor AB gi BC (sau ABj si B1Cy )

z(t) = —1

segment [(—1,0) — (—1,y)] { y(t) =t € [0,4] . segment [(—1,y) — (z,)] { x(t) =t e [-1,x]

y(t) =y
derivatele sunt

segment [(—1,0) — (—1,y)] { ;E:; z (1) , segment [(—1,y) — (z,9)] { ng; :é
Obtinem deci potentialul scalar
(z,y)
F(z,y,2z) = v dr= |7 d?Jr/T> dr =
(=1,0) AB BC

—— .R,_/
(0,1) -1 (1,0)
- -y
= —1,t)dt Pity)dt= | ————=dt ——dt =
/Q( a) +/ (79) /(71)2+t2 +/t2+y2
0 -1 0 1
i) pentru y =0 obtinem
0 T
1 -0
=— | ——=dt ——=dt =0
/1+t2 +/t2 + 02
0 ~1
ii) pentru y # 0 obtinem
y T
-1 1
0 LY (5)



t=x

= —arctgt||_§ + arctg —

1
= —arctgy + arctg 0 + arctg r_ arctg — =
Ylg=—1 Y Y

s

arctg% — 5 pentru y>0

T 1
= arctg; — arctgerarctgg = { arctg§ _'_g pentru y < 0

~—_———
+5

In final am obtinut potentialul scalar F = F(z,y) : R*\{(z,0) ,z>0} =R
arctgi — % pentru y>0
F(z,y) = 0 pentru y=0
arctg% + 35 pentru y <0

m
7.2 Potential Vector

Definitie.
Un camp vectorial v = (P,Q,R) : D C R — R3 de clasid C' se numeste solenoidal daci
oP 0 OR
divv=0 sau echivalent — + oQ +—=0
Jxr 0Oy 0z

Campul v este un cdmp de rotori daci existd w : D C R3 — R® camp vectorial de clasi C? astfel incat
v =rotw

campul vectorial w se numegte potential vector pentru campul v.

Observatie.
Orice camp de rotori este cAmp solenoidal.

Demonstratie.
Considerdm w = (P, @, R). Un simplu calcul arata cd div(rotw) =0
- =

i Gk
div(rotw) =div| 2 2 2 | =div [(3}%_8(2 op _ ok aQ—aPﬂ =
R

_ 9 (R _0Q\ 0 (0P OR\ 0 (0Q 0P\ _
oz \dy 0Oz oy \ 0z Oz 0z \ox 0oy)
B 0’R B 0%Q %P B 0’R n 0%Q _ 0*pP B
C O0z0y  0xdz  Oydz Oydxr  0z20x 020y
deoarece componentele P, @, R sunt de clasi C? si deci
conform teoremei lui Schwarz nu conteazad ordinea de derivare
%P B 0’pP 0%Q B 0%Q 0’R B 0’R
Oydz 020y ' 0xdz 0z0x ~ Oxdy  Oyox

Exemplu.
Campul gravitational este cAmp solenoidal.

Demonstratie.
Campul gravitational este

1
v= U(xaya Z) = _Kﬁ? ) pentru (':Ea Y, Z) 7é (07070)
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sau in detaliu

1_ —Kzx —-Ky —Kz
U:’U(mvyvz):_KjT = 3 3
r ( /2 +y2+zz> (\/:c2+y2+22) (\/x2+y2+z2)
P Q R

Calculam derivatele partiale

oP 0 —Kz (\/m)s —z3 (\/m) 2z

oo\ (yErEr ) (Vv )

P 2 2 2_32 _22 2 2
0 __K($ +y +z) x__K Tty  +z

o (JEapre) (Vo T+ )

Prin analogie obtinem celelalte doua derivate partiale

w o (JEreea) P (V@)

0Q K x? — 2% + 22 OR K x? 4 y? — 222

Adunand obtinem

oP 0Q OR
d. = — _— _— =
e 8x+6y+8z
e 922 4 42 4 22 e 22 — %2 4 22 ok 22 42 — 222 .y

5 5 5
(VaZ+ v +2) (VaZ+ 7 +2) (VaZ+v7+2)

Teorema (de caracterizare a campurilor solenoidale)

Fie un camp vectorial v = (P,Q, R) : D C R? — R® de clasd C'. Urmitoarele afirmatii sunt echivalente:

i) campul v este solenoidal ( dive =0)

ii) campul v este "local" un camp de rotori, , mai precis

pentru orice punct a € D existd o vecindtate V a punctului a si un cAmp vectorial w : V — R? de clasi C? cu

v =rotw

iii) fluxul cAmpului v printr-o suprafatd inchisd X
(frontiera unui domeniu "compact elementar" Q C R? ) este nul

/(7~%’em)da:0

b

— . . v
unde 7., este directia normald la suprafata X .

Demonstratie.
i) = iii) se folosegte formula integrald Gauss-Ostrogradski (formula "flux-divergentd")

/(7 N egt) do = // divudzdydz =0
o Q 0

nu demonstram iii) = i)
ii) = i) este exact observatia demonstratd anterior
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i) = ii) proceddm astfel : cdutdm un camp vectorial de forma w = (w1, ws, 0) astfel incat rotw = v

7 7 %
L 00  Owy Ow; 90 dws Ow
|8 o o | (&_UvW oJHr OV W OWi) _ =
otw =19 oy o (ay 92 9: 0x Oz a) FeR=v «
wp W2 0

(9UJ2 8w1 8w2 8w1 o
(_aZ)azvax_ay) _(PaQaR)

_ng _
0z P
owy __ Q
9z
ng _ awl — R

Ox oy

obtinem sistemul

Fie a = (x0, Yo, 20) coordonatele punctului a € D . Alegem ca vecindtate V o sferd cu centrul in punctul a
V=A{(zy>2 , (96—900)2 +(y —yo)2 + (2 - 20)2 < TQ}
Integram primele doud ecuatii si obtinem

z

mm@wz—/?uw@m+3mw ey = [ Qayy,Odt + Ale,y)

Z0 20

apoi inlocuim in a treia ecuatie

ow, w0 [ ] o [ _
e~ T = e (/P(x,y,t)dt+8(z,y)) ~ 5y (/Q(w,y,t)dtJrA(x,y)) =R &

20

Top 0B T 0Q 04,
- [ Gt + o) — [ Glla it = @) = Reps)

y OB 9A

P 0Q -
_/ %(l’,y,t) + aiy(xﬂyvt) dt + %(xvy) - %(%,y) - R(x,y,z)

Z0
_8R
EE

din ipoteza divv =0, deci
oP 0Q OR oP 0Q OR
- v P 0 = - — Y -
8x+3y+8z 8x+3y 0z
inlocuind obtinem

z

OR 0B 0A
_/ |:_az(xay7t):| dt—&—%(fc,y)—afy(x,y)—R(x,y,z) <~

20

oB 0A

t=z —
R(l‘,y,t) t=2z¢ + %(JTJJ) - ?y(xay) - R(x7yaz)
0B 0A
R@.9.2) = R(w.9.20) + G (@) = 50 (0.9) = R(z.9.2)
OB 0A

%(Jc,y) - Fy(x’y) = R(z,y, 20)

prin urmare pentru cAmpul vectorial de forma

w= (/Q(a:,y,t)dt+A(x,y),—/P(a:,y,t)dt+B(x,y),0>

20
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avem rotw =0, unde A= A(z,y) si B = B(z,y) sunt functii arbitrare care verifica relatia

OB 0A
%(x,y) - ?y(xay) - R(l’,y,ZO)

Consecinta.
Din demonstratie retinem tehnica prin care obtinem un potential vector pentru un caAmp solenoidal.

Observatie.
Un potential vectorial este unic pana la un cAmp de gradienti.

Demonstratie.

Dacd rotw = v girotu =v atunci rotu —rotw =0 &< rot(w—u) =0, reamintim faptul ci aceastd relatie
are loc intr-o

vecinatate de tip sfera, deci un cAmp irotational este cAmp de gradienti, adica

rotf(u—w)=0 = uwu—w=gradF = wu=w+gradF

Deci dacé rot w = v orice alt cAmp vectorial cu rotu = v este de forma u = w + grad F'
|

8.1 Anexa - Integrale Improprii - Functiile 5 si r

Incepem prin a argumenta din ce motive consideram integrale improprii.
Tatd mai multe exemple concrete.

+oo +o00 +o0 +oo +o0
1 1 1 1
—dx —dz e dx ——dzx dx

/mQ ’ /x ’ / ’ /1+m2 ’ /1—!—3:2

1 1 0 1 Zoo
—+o0
Se pune in mod natural intrebarea, ce algoritm de calcul se poate asocia unei "integrale" de tip " / 9712 "7
1

Putem calcula integrala pe un interval marginit [1, b]

[ (D - () () -1

apoi calculam limita b — 400

b
1 1 1
lim /—Qd:ﬁ: lim (1—):1—:1
b——+o0 €T b——+o0 b —+00
1

sd notam
+oo b
1 not . 1
72dl' ’g lim 72d1' =1
x b—+o0 x
1 1
“+oo
Se pune in mod natural intrebarea, ce semnificatie poate avea o "integrala" de tip " / Z% "7
1
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v

Integrala pe un interval marginit [1,b] reprezinti aria domeniului marginit de "sub" graficul functiei y = 1/22

Asta numai daci functia are numai valori pozitive, adicd graficul functiei este "deasupra" axei Ox

Integrala "improprie" pe intervalul nemarginit [1,+o00) reprezintd "aria" domeniului nemarginit de "sub"
graficul functiei y = 1/22 .

Putem repeta acest procedeu sgi pentru alte integrale.

- Calculdm integrala pe un interval marginit [1, b]

b
1 —

/fda? = (lnx)|i;? =(Inb) — (Inl) =1nd
x

1

apoi calculam limita b — 400
b

1
lim —dz = lim (Ind) =+o0

b—+oo | T b— o0
1
si notam
+oo b
1 t 1
Zdz™ lim —dz = +o0
x b—+oo x
1 1

- Calculdm integrala pe un interval marginit [1, b]

b
/e_mdx = (—e_‘”)’izz =(—e) - (e =1-elt=1- é
0

apoi calculam limita b — 400

lim e “dr = lim (1—1>:1— 1 =1

b—s—+00 b—+o00 eb etoo
1
sl notam
+oo b
_ to. _
e dz ™= lim e “der =1
b——+o00
0 0
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- Calculdm integrala pe un interval marginit [1, ]

b

1 z,
/ mdm = (arctg x)|x;l{ = arctgb — arctg 1 = arctgb — %
1

apoi calculdm limita b — 400

i LI ( tab 7T) r_r_T

m r = lim [arc _ )= __ ==

poteo | T 22 poto BT ) = T T
1

si notam
+o00 b

1 not . 1 ™
- de™ — de=T
/1+x2 e AN 12T
1 1

Sa studiem ce sens pot avea astfel de integrale.
Consideram o functie integrabild Riemann f : (o, 3) — R, de fapt integrabila pe orice subinterval [a,b] C («, 3).
Prin urmare are sens sa calculam integrale de tipul

b
/ F@)de "2 H(a,b)

Notatia nu este relevanta, doar arata ca integrala depinde de a si b ca de doi parametri.
Ce se intampld dacd a \, asi b 7 5, adicd

a—a,b—f3

b B
lim / flz)dz "2 / f(z)dx

In mod natural apare intrebarea, de ce si calculim limite si nu calculim direct integrala

B
[ s
«
Din motive foarte simple :
1) f poate si nu fie integrabild Riemann pe intervalul («, ) sau
2) a=-—o00 sau =400
(situatii total neobignuite in care algoritmul de calcul pentru integrala Riemann nu functioneazi ! ) sau
3) f este integrabild Riemann pe intervalul («, 8) , dar integrala e greu de calculat

Vom considera doar un caz foarte simplu : f este continud pe intervalul («, )
Prin urmare f are antiderivate (primitive), de exemplu F : (a, 3) — R, functie derivabild i F'(z) = f(x)
Deci

trecand la limitd a — a, b — (8 obtinem

B b
de ™ 1 / de = i F(b) — F(a)] = lim F(b) — lim F
/ fade™ tim | f@de = lm [PO)- F@) = lmF®) - ln )

Este clar cd o asemenea integrald are sens doar dacd ambele limite existd gi sunt finite.
Tata o definitie mai precisa.
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Definitie. Fie f : (o, 8) — R, o functie continud pe («, 8) si F' = f o antiderivatd oarecare.
Numim integrald ”1mpr0prle

B b
def . . .
dr = 1 drx = lim F(b) — lim F
[t@ae® tw [ f@ds = lmFo) - ln P
e}
Integrala improprie se numegte
i) convergentd daci ambele limite existd gi sunt finite
ii) divergentd 1in caz contrar

Vom folosi o notatie simplificata

B

= B — lim F(x
[ H@do = F@); = lim F(o) - lim F(a)

[e3

Comentariu. Pani acum aceasta pare si fie o simpld problem& de calcul pentru limite gi nu pare si aibe
legdturad cu a "integra".

Excelentd observatie !

Tot ce avem de facut este s determindm o antiderivata si apoi sa calculdm limitele.

Tata alte cateva exemple.

Exemple.
+oo b
/ld li /ld li (arctg z)|"="
——dr = im ——dr = im arctg x =
1+ 22 b—+00,a——00 1+ 22 b—+00,a——00 & r=a
T T
= 1 tgh) — i ¢ :f—(_f):
. (arctg ) Jim (arctga) 5 5 v
“+oo 1 1
1 1
/ e [ e
0 0
+oo +oo

dx

Toate se pot rezolva in mod "direct", determindnd o antiderivatd si calculand limitele la capetele intervalului
corespunzator.
Unele din aceste exemple sunt rezolvate in cele ce urmeaza.

Problema se complicd semnificativ dacd nu putem determina o antiderivata !
Atunci cum e posibil si determindm daca o integrald improprie este convergentd sau divergentd 7

Pare sa fie complicat s& considerdm doud limite deodata, si atunci
descompunem integrala improprie in doud parti (integrale) ( pentru orice ¢ € (o, ) )

7f(w)dw - ]ﬂx)dx + 7 fla)do = lim ]f(w)dx + blig%]f(w)

Cele doua integrale improprii
B

c
/f(sc)dac , /f(x)dat
o c
au doar un singur "capidt" din cauza cdruia se pot numi "improprii".
Astfel de integrale improprii sunt mai ugor de manipulat.
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Observatie. Din descompunerea integralei

7f(x)dx = ]f(a:)dm + 7 f(x)dx

B c B
rezultd ca / f este convergentd daca gi numai dacd  ambele integrale / fos / f sunt convergente

«@ «@ (&
Pe scurt, putem scrie

Conv + Conv = Conv
Conv + Div = Div
Div 4+ Div = Div

Exemplu.
“+o0 1 1 1 +oo
0 0 1
DIV C'ONV

Studiem in detaliu cateva cazuri importante.
Iatd doud tipuri de integrale improprii importante, deoarece sunt folosite frecvent ca "termen de comparatie"

Observatie 1. Integrala improprie, (pentru orice A > 0 )

+oo
i do — convergenta pentru o > 1
z¢ | divergentd pentru «a <1

Solutie. Cazul o =1

—+ o0
1
/ —dz=Inz[}* = lim (Inz) —InA=+oo
x T ——+00
A
Deci in acest caz integrala improprie este divergenta.
Cazulaa <1 , avem 1—a >0 sideci
+eo 1 Hee xlfa +oo mlfa Alfa
—dx = /xf"‘dz = = lim — = 400
e 1—al, z—+ol —a 1—-«
A A
deoarece 1 —a >0 =
lim z'7® = +o00
r— 400
si deci integrala improprie este divergenta.
Cazul a>1 |, avem a—1>0 sideci
—+o0 “+oo
1 xlfoz +oo l.lfa Alfa o 1 Alfa
—dz = / x”%dr = = lim — = lim + AT —— =
x® 11—, zotool —a 1l—a 2o+ \ zo! a—1 a-1
A A
deoarece a—1>0 = )

si deci integrala este convergenta.
[
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Tata cateva cazuri particulare pentru acest tip, frecvent intalnite

+oo +oo —+oo

1 1 1
/fdx div , / —dz conv , /—dm div
x T \/5
1

1 1

Observatie 2. Integrala improprie, (pentru orice A >0 )

A
divergenta pentru « > 1

—dz = <
el convergenta pentru o <1
0

Solutie. Cazul o =1
1 A .
/fda: =Inz|; =InA-lim(Inz) =InA — (—o0) = +o0
x N0

Deci in acest caz integrala improprie este divergenta.
Cazula>1 |, avem a—1 >0 sideci

A 2=
1 «
il Oy =
a / v 11—«
0

deoarece a—1>0 =

A

Al—a 11—« 1
= — lim x = lim ( - AI_O‘>
0 l—a 2N01—a 2N\0\x%"

O\:u

. 1 1
lim =— =400
N0zl 40
lim z'7% = +o00
r——+00
si deci integrala improprie este divergenta.
Cazul a<1 |, avem 1—a >0 sideci
A A A
1 . xlfa Alfa ) xlfoz Alfa
—dx = dex = = — lim =
a 1—-al l—-a =n01—« 1l -«
0 0

deoarece a—1>0 =

si deci integrala improprie este convergenta.
|

Tata cateva cazuri particulare pentru acest tip, frecvent intalnite
1
1 .
—dz div , dar div —da: conv
x
0

Reamintim o inegalitate importanta ce are loc pentru orice functie integrabila

b b

/ f(z)da| < / f(@)) deo

a a
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B B
Consecintd. Dacid / |f(z)|dx este convergentd, atunci / f(z)dz este de asemenea convergent.

[e3 [e3

B
O integrald improprie se numesgte "absolut convergentd" daci / |f(x)|dx este convergenta.
[e3

Reciproca nu este totdeauna adevarata.

+o0 +oo
Exemplu. / ==fdx este convergenta, dar / |S‘2—$|d$ este divergenta.
0 1

Criteriul de comparatie cu inegalitati .
i) dacd |f(z)| < g(z) pentru orice me( ,B) atunci

B
/ g(z)dz convergenti = / |f(x)| dx si / f(x)dx ambele convergente

) < f(z) pentru orice x 6 (v, B) atunm

<g(x
B
/ (z)dx divergentd = /f(m)dx divergenta.
«

Exemple.
+oo

1. Pentru integrala improprie / Siw%dx , avem ’S”””’ < L pentru orice = € (1,+00) si

1
+oo

deoarece / T%dm este convergenté, conform criteriului de comparatie cu inegalitati rezulta ca

—+oo +oo
/ %dw gl / Sh2dx sunt ambele convergente.

1 1
+oo

2. Pentru integrala improprie / RS fdx are loc inegalitatea \/Ei 7 > %i 7 = ﬁ si
1

—+oo

2=

8

deoarece / L_dx este divergenti, rezulta conform criteriului de comparatie cu inegalititi c&
1

+oo

integrala / mdm este divergenta.
1

Criteriul de comparatie cu limita.
B

Sa presupunem cé integrala improprie / f(x)dx are doar un singur capdt in care este improprie,
«
de exemplu S,
in plus f(z) > 0 pentru orice z € (, 3) .
B
Compardm cu integrala improprie /g(z)da: unde g(z) > 0 pentru toti z € (a,3) .

«
Dacé exista limita

f(x) not

g9(z)
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atunci
i) dacd limita L este finitd gi nenuld atunci
B B

cele doud integrale improprii / f s / g au "aceeagi natura"
o (a3
(integrale improprii sunt fie ambele convergente, fie ambele divergente)

ii) daca limita L este zero si / g este convergentd, atunci si / f este convergenta.

e} [e3%

Ghid Practic.
In mod "standard" se incearcd a se compara cu integrale de tipul

+oo 1 1 1 1 b 1
i —dx il —dx iii) iv ——dx
) aP ) xP / 1—x)p ) /(b—x)P
1 0 0 a
pentru lim lim lim lim
T—+00 0 z,/'1 z /b
Problema se pune astfel :
" determinati valorile lui p € R asga incat limita si fie finita si nenula "
lim 1%
z,/B xP
Evident daca asa ceva e posibil, adica exista astfel de valori pentru p,
Exista functii pentru care nu exista astfel de valori pentru p.
Exemple.
+o00 +oo
1. Pentru / P ﬁdx comparam cu / Ldx , calculim limita
1
. x4+13}r\/$+2 . xP . P
lim —————— = lim 1 3 = lim =1
O L A Ty
Limita este finitd si nenuld, doar pentru p = 4.
+oo

Deci de fapt compardm cu / z—ﬂdm , care este convergenta,

1
+oo

Conform criteriului de comparatie cu limita rezulta cd integrala / dxr este convergenta.

1
T4t a3 /T2
1
3 3
2. Pentru / mdw comparam cu / @dw , calculam limita
2 2
T (3—=a)P T
Jim Z5in w(3—x) — lim _r

©,/3 W e 3zsinw(3—z) 3

Limita este finitd si nenuld, numai pentru p = 1.
3

Deci de fapt comparam cu / (6= dx care este divergenta, si deci

2

dx este divergentd.

3
conform criteriului de comparatie la limitd rezulta ca integrala / m
2
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[
Pentru calculul integralelor improprii, se pot folosi integrarea prin parti sau schimbare de variabila.

Integrare prin parti. pentru Integrale Improprii.

[simase= [ s Joo - [ s

A B

= [/ s o - [ 1] gto) - i [ [ 5] ot

Egalitatea are sens numai dacd C este finit, adicd ambele limite sunt finite.

unde

Integrarea prin péarti afirma urméatorul fapt :
dacd (C) este finit, atunci integralele improprii (A) si (B) au "aceeagi naturd",
adica sunt fie ambele convergente , fie ambele divergente.

Exemplu.
+oo

Pentru a demonstra ca integrala este convergenta / Si%dm procedam astfel

1

+oo +oo

IO

—+oo —+oo
. —CoSZ . —COoSZX —CcosxT Ccos T
= lim — lim — dr =cosl — 5 dzr
xT— 400 €T N1 x —.T x
1 1
—CcosT 1
deoarece <- —= 0
xT T r—+o00
obtinem
“+oo +oo
sin x cos X
dr =cosl — 5 dx
T T
1 1
+oo

Pe de altd parte avem |C‘:x‘ < > pentru orice z € (1,+00) , si pentru ci / J;dz este convergentd,

1
+

o
©52Ldx este convergenta,

rezultd conform criteriului de comparatie cu inegalitati ca integrala

1
—+oo

deci tot convergenta este si / %dm .
1

Schimbare de variabila. pentru Integrale Improprii.

B d
/f(w)dx = /f(u(t))u’ t)dt

unde z = u(t) , u:(a,8) — (¢,d) este bijectivd si avem z N a=t\ c , z "B=t,/d

Exemplu.
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1
Pentru / —L__dz procedim astfel .
vVa(l—x)
0

Incercim o schimbare de variabilg pentru a "scipa" de radical.

Deoarece z, (1 —x) > 0 putem scrie z = a® si (1 —z)= b

Adundm aceste relatii si obtinem 1 = a? + b2.

Existd un "model" cunoscut pentru asemenea situatie a =sint and b = cost (sau invers)
Prin urmare facem schimbarea de variabili z = sin®t ,

avem z \0=1¢t\,0 si z ~1=1 77 , inlocuind obtinem

w/2

1
/;dm = / 1 (sin®t)'dt =
Y z(1 - ) o A/sin®t(1 —sin?¢)

deoarece pentru t € (0,7/2) functiile sunt pozitive sint,cost > 0 si avem Vsin®t - cos2t = sint - cost

/2 /2
1
:/%QSintcostdt: /2dt:7r
sint - cost
0 0

Prin urmare, integrala improprie este convergenta si

Functiile 5 si r - Functiile lui Euler

In cele ce urmeaza definim functiile B si I’ (functiile lui Euler),
prezentam pe scurt principalele proprietati si aplicatii la calculul unor integrale.

Definitie. Integrala
1

Bpa) ™ [ 10 s
0
este convergenta pentru orice p,q > 0, deci are sens "functia B beta".

Definitie. Integrala
“+o0
L'(p) L /xpfle’zdx

0
este convergentd pentru orice p > 0 , deci are sens "functia I' gama'.

Demonstram convergenta celor doud integrale improprii.

i) Pentru p,q > 1, functia z — 2P~1(1 — 2)7~! este continui pe intervalul [0,1] ,

deci integrala ce defineste functia B nu este improprie pentru p,q > 1 .

Integrala ce definegte functia B este improprie in 0 doar pentru p € (0,1) si in 1 doar pentru ¢ € (0,1) .
Integrala improprie se descompune in suma a doud integrale improprii convergente (C) si (D) ,
pentru orice punct a € (0,1) ,

1 a 1
/xp_l(l — )9 dr = /x”_l(l —x)q_ldm—i—/a:p_l(l — )7 dx
0 0 a

B c D
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integrala improprie C' este "improprie" doar in 0 , deoarece pentru p < 1 avem

lim [277'(1 - 2)?7'] = lim

—1 _ _
N N |:l'1_p (1 - {L‘)q :| = — = +OO

integrala improprie D este "improprie" doar in 1 , deoarece pentru ¢ < 1 avem

lim [scpfl(l —x)qfl] _

A0 To -t

Folosim criteriul de comparatie cu limita.
a a

Comparam integrala (C) /mp’l(l —z)9 Yz cu /xpfldx si

0 0
1 1

integrala (D) /xp*1(1 — )9tz cu /(1 —2)7 e
a a
limitele corespunzitoare sunt finite si nenule

p—1 1— q—1 p—1 1— q—1
T k) S NG i o)
0 ap—1 z 1 (1 — iI})q71

Prin urmare
a

- integrala improprie (C) /J:p_l(l — )9 1dz are aceeasi naturs cu

0
a a

zl-p

integrala improprie / 2P~ ldr = / —_dx , care este convergenti deoarece p < 1

0 0
1

- integrala improprie (D) /xp*1(1 — )% dz are aceeasi naturd cu

a
1 1

integrala improprie / (1—2)1 tde = / de , care este convergenta deoarece ¢ < 1
a a
deci este convergenta si suma lor B=C+ D .

ii) Integrala improprie I" se descompune in suma a doud integrale improprii convergente (E) si
pentru orice punct a € (0, +00)

+oo a +oo
/xp_le_mdmz/xp_le_mdx—l— /xp_le_zdx
0 0 a

r E F

a
Pentru integrala E folosim criteriul de comparatie cu limitd, compardm cu / 2P~ ldx

0
limita corespunzatoare este

) wp—l e—m
hnl‘AAAAEA* =1
z\0 xP—

Prin urmare
a

- integrala improprie (E) / xP~le~%dx are aceeasi naturs cu

0
a a

integrala improprie / 2P lde = / $1#_pdm , care este convergentd deoarece p < 1

0 0
Pentru integrala F' folosim criteriul de comparatie cu limit4,
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+oo
comparam cu integrala improprie / w%da; , care este convergenta.

a
Folosim limita
) xpflefm ) Ip+1
lim ———— = lim =0
r—+00 = r—+oo et
xr

Conform criteriului de comparatie cu limitd cazul ii) , rezultd cd integrala F

“+o0

/ P le % dx

a

este convergenta.
In final convergenta este gi suma lor I'=FE + F' .
|

Proprietati ale functiilor B ¢i T’
1.
ra=1

2. Urmatoarea proprietate sugereaza faptul ca functia I’
poate fi consideratd o "generalizare" a functiei "factorial"
(factorialul are sens numai pentru numere naturale).

I'(p)=(p—1)-T(p—1) pentru orice p>1

I'(n) = (n—1)! pentru price n € N

Relatia de recurenta se scrie in mod traditional

I'(p+1)=p-T(p) pentruorice p>0

3.
B(q,p) = B(p,q) pentru orice p,q >0
4. -
Bl=-,-)=7
2'2
5.
1 /2
/:rp 11 —z)tde =2 /(Sint)Qp_l(cost)Qq_ldt
0 0
sau citind invers relatia obtinem
w/2
1 m+1 n+1
int)™ (cost)"dt = =B [ ——
/(sm)(wb) 2<2,2>
0
6.
1 —+00
!
/xp M1 —2)1 e = / ———dt
(t 4 1)pta
0 0
" M) T
p)-1{q .
B(p,q) = ——— pentru orice p,q >0
#.9) I'(p+q)
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8. formula "complementelor"

F(p) . F(q) = — il = — T pentru orice p+ q = 1 , D.q > 0
sin pm sm qm

sau scrisd in forma
T T

I'lp) - T'(1—-p) = = t i 0.1
(p)-T(1—p) e pentru orice p € (0,1)

Demonstratii.
1.
o0
—x —g|too z _
M) = [ e o= =)™ = Jim (o) = (<) =1 Jim < =1
0
2.
—+00
+ oo
[(p) = / 2P~ 'e *dx = prin pirti = 2P [/ ez] _ / (@1 [/ ez:| do —
0 N—— 0
—emm g
o0
. —xP7t ot U
= (i o - ) [ e
0
+oo
=0-0+(p—-1) / 2P 2e e =(p—1)-T(p—1)
0
Deci

Fp)=@-1)-T(p-1)

apoi pentru numere naturale n > 2 obtinem inductiv
F'n)=n—-1)T'n—-1)=n-1)n-2I'(n—-2) = ...
we=(n-1)n-2)..3-2-1-T1) =(n—1IT'1Q) = (n—1)!

1
B(q,p) = /a:q_l(l —2)P"'dx = schimbarea de variabili 2 =1 —t duce la =
0

0 1
— /(1 — )P (—dt) = /(1 — 1)1 1r=1dt = Bp, q)
1 0

4. Aceasta integrald improprie am rezolvat-o deja mai inainte, procedam exact la fel:
folosim schimbarea de variabili z =sin?t , dz = (sin?t)'dt = 2sintcostdt , cu t € [0,7/2] , obtinem

/2 /2

1
11 1 1 1

B(,> :/7dx:/ (sin2t)’dt:/725intcostdt=7r
2°2 o \/m o sin2t(1—sin2t) 0 Vsin® ¢ cos? ¢

w/2 w/2 w/2

1 1
= / ————2sintcostdt = / ——2sintcostdt = /2dt:7r
|sin ¢ cos t| sint cost
0 0 0

5. Exact ca pentru 4)

1
B(p,q) = /mpfl(l —2)?7 'dx = facem schimbarea de variabild z = sin?t
0
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avem z \0=1t\0 si z ~1=1 77 , inlocuind obtinem

w/2 m/2
= /(sin2 t)P7H(1 — sin® )77 ' 2sint cos tdt = 2 /(Sin t)*P~!(cost)?1 1t
0 0

In relatia
w/2

1
B(p,q) = /xp71(1 — )" ' =2 /(sint)Zp*l(cost)quldt
0 0

notim 2p—1=m si 2¢—1=mn,decip= "4 s ¢=12H
apoi rescriem
/2
1 1
B K, L 2 /(sint)m(cost)”dt
2 2
0
6.
1
t 1
B(p,q) = /xp_l(l — m)q_ldx folosim schimbarea de variabild = = P rezultd dx = o 1)2dt
0
T . . 1
t= , deci N0 = t\O0 siz "1 = t— —=+40
-z +0
deci .
F/ 6\ t \' 1
Bpg)= [ (—) (1- dt =
®9) /(t+1) ( t+1> (t+1)°
0
+oo -1 1 g—1 1 . +oo -1 ;
/ (t+1)rt <t+ 1) (t+1) / (t+1)rta
0 0
Rezulta
1 “+o0
Bp,q) = [ «" (1 —2)7 'dz = A
(p,q)= [ 2" (1—x) T = m
0 0

7. 8. Omitem demonstratiile deocamdatd, deoarece nu sunt elementare,
iar pe de alta parte nu sunt relevante pentru aplicatii.

Prezentdm cateva aplicatii ale acestor proprietiti la calculul unor integrale (definite sau improprii).

Exemple.
1) S& se arate cd
1
F(§) =r
Solutie.
Folosim proprietatea (4)
11\ _TG)-TG) _IG)?
T <2’2) ri+l) T (3)=vm

330



2) S4 se calculeze integrala
/2

/ (sint)%(cost)®dt =?

0

Solutie.
Folosim proprietatea (5)

/2
. 1 _(6+1 8+1 1 (709 1T(L)-1(%)
6 84 — — LI 2y =212 “h2)
/(smt) (cost) dt—2B< 5 ) 23(2,2> 2 T(I+Y)
0
79
T(=+-)=T(8) =1
(3 +3)=r@®) =7
9 7 7.7, 7.5 75 5. 753
M) =T+ D=3 =5 G +U=531G) =53t G+
st 9. 9 9 77 77 7 75 5
=Gl - ==T(2)= (= = DI(= - 1) = —=T(2) =
) =G -DrG -1 =3I =5G - DI(G - 1) =535T()
755 5 7533 753,3 3 7531 1
= 2T - D)= o) = L2 (S - 1) = c22 T (=
525 TG~ =3555TG) =553 ~ UG~ =535573)
Analog obtinem
7. 5.5 53 5311
HE) =515 =551E) =555 5)
Folosim 1
PG =vr = T(G) TG =7
In final obtinem
/2
10(2)-T(2) 83Llp(l)y.I331p(ly 331.7531
. 6 8 _ = 2 2/ 222 2 2222 2/ 222 2222
/(Slnt) (cost)®dt = RO o = o ™

0

3) Si se calculeze integrala improprie
1
—=d
/ @113
0
Solutie.

1
facem schimbarea de variabild z® =t si obtinem z = 3 dp = §t1/3_1dt

apoi folosim proprietatea (6)

+oo +oo
1 1 ¢1/3-1 1.1 1 1.1 1T() -8
T TLE Ll 1)1 8 1TG)T)
/ (23 + 1) / 3(t+1) 373 373733 313 +9)
_PG)SIG) _DG)SENG) 152,120 5« 5-2n  lom
3T 3.2 633 '3° '3’ 27sinZ  27v3 273
Deoarece 8 5 5.5 5.2 5292
n(=) =12 — 2y =241 =220(2
sat 8. 8 8 5.5 55 5 52 9
D)= (S —1) =2 =22 -2 -1)=24pZ
(3)=G -G - =3TE) =35 - DG -1 =33T(3)
1 2 T m
F— —) = = —
3rG) sng



4) S4 se calculeze valoarea integralei lui Poisson

—+oo

/e*‘”2dx: ?
0
Solutie.
1
facem schimbarea de variabily 22 =t = z =t , dxzitl/%ldt
o T 7 1.1, 7«
2 1 1 71'
==y = _t*ti_ldt: 7/ —tté—ldt: il e I e
/e v /e 2 2 ) ¢ 3 (5 =5
0 0 0
|

8.2 Schimbari de Variabile

Derivarea functiilor compuse.

Exista multe argumente pentru a explica de ce anume considerdm derivarea functiilor.
Unul din cele mai simple dar gi mai naturale argumente este cel al "vitezei de variatie".
Derivata este o masura a vitezei de variatie. Orice fenomen are loc in spatiu si in timp.
S4 presupunem ci functia f : D C R — R m&soard (numeric) f(z) o anumitd marime

in functie de o altd méarime "z".
De exemplu "z" poate fi timpul, atunci functia f inregistreaza valorile unei marimi fizice
la diverse momente de timp.
Devine interesant de stiut cat de repede variazd marimea in timp.
Pare natural sa masuram aceasta variatie calculand

raportul dintre variatia functiei f(x) — f(zo) si variatia timpului = — xq .

f(@) = f(xo)
Tr — X0

Apoi a venit ideea de a calcula limita acestui raport pentru = — xq

. f(l’) — f(IO) not .y not df
xlgglow = f'(zo0) = %(mo)
si obtinem "viteza de variatie" in zg .
In acest mod putem calcula derivata ("viteza de variatie") pentru functiile elementare.
Atunci de ce mai este nevoie de formule de calcul pentru derivate ?
Multe functii interesante se pot obtine folosind functiile elementare prin adunare, inmultire, etc.
Este mai usor s& folosim cateva reguli (formule) simple si derivatele functiilor elementare,
decat sa calculam limite pentru fiecare functie.

(f+9)'=F+d  (aff =aff . (f9=Fg+Tfg <£) :fgg;zfg

In afard de calcule numerice (adunare, inmulgire) putem si gi compunem functii

AsBLo | AC | (fog)r)= flo()]

In mod natural calculdm derivata functiei compuse

i £ 19@)] = flg(@o)]

T—T0 Tr — X
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folosind un truc destul de simplu

li T19@)] = flg(@o)] _ . Flo(@)] = flg(wo)]  g(2) — g(z0)

T—zg T — g z—zo  g(x) — g(xo) T — T

= f'(g(x0)) - ¢ (20)

—f'(g(0)) —g'(zo)

Pentru functii care depinde de mai multe variabile (mé#rimi fizice care depinde de mai multi parametri) situatia
este oarecum diferita.
S& consideram o functie F': D C R? — R, cu alte cuvinte un cAmp scalar,
care depinde de trei parametri F' = F(z,y,z) .
In aceastd situatie, are sens si calculfm "viteza de variatie" in raport cu fiecare parametru in parte.
Este un fenomen cat se poate de natural.
Practic se efectueaza un experiment in care doar un singur parametru variazg, iar ceilalti raman constanti sau
dacd totusi variaza foarte putin, influenta acestei variatii este neglijabila.
In mod traditional derivata in raport cu un singur parametru se numeste "derivati partiala".
Prin urmare calculdm o limit&d absolut identicd cu cea pentru o singurd variabild (un singur parametru).
De exemplu pentru derivata in raport cu "z" in punctul (a,b,¢) un singur parametru variazi r — a
in timp ce ceilalti doi parametri sunt constanti y =0 si z=c¢

lim F(l‘,b,C) —F(a,b,c) Et 8£

T—a T—a ox

(a,b,c)

; : A i OF 9F OF
Apar astfel derivate partiale pentru fiecare parametru, in acest caz trei R TR

In fizic& (mecanicd) are relevantd caAmpul vectorial format cu aceste derivate partiale, numit "gradient"

F OF OF F— o F—
gradF:(a 15) 8)_8 - OF — 15) 5

a8 7' 9 0 o_ a Z . a_
oz’ Oy’ 0z oz +8y‘7+5‘z
Functia F' (cAmpul scalar) se numeste "potential" scalar pentru cAmpul vectorial (numit "caAmp de gradienti")
v =grad F

Desi unanim folosita, notatia traditionala
7z Dbentru functii care depind de un singur parametru si
OF
ox
reprezintd de fapt exact acelasi tip de limitd, deci nu totdeauna sunt justificate notatii diferite % , %
care au doar rolul de a atrage atentia ca o anumita functie depinde de unul sau de mai multi parametri
(desi atunci cand derivdm in raport cu "z" de exemplu, ceilalti parametri sunt considerati constante,
deci tot doar un singur parametru este luat in considerare)
In matematici se defineste notiunea de diferentiabilitate.

pentru functii care depind de mai multi parametri,

F(z,y,z) — F(a,b,c) — L|(x,y,2) — (a,b,c)]

i =0
(z,9,2)—(a,b,c) H(ZE,y,Z) - (aaba C)”

unde L : R? — R este o aplicatie liniar, in general notatd L = dF b,
numitd diferentiala functiei ' in punctul (a, b, c)

Matricea acestei aplicatii liniare in "baza canonicd", numitd "matricea Jacobi" ,
este exact matricea formata cu derivatele partiale

dx’ Ay’ Bz

Tr(asb,c) = <6F oF 8F>

unde toate cele trei derivate partiale sunt calculate in punctul (a, b, c) .

"baza canonici" desemneazs bazele canonice pentru fiecare spatiu vectorial R?,R3 R*...

Se pune in mod natural intrebarea cum se calculeaza diferentiala unei functii compuse.

Pentru A% B 5 C , A o , diferentiala functiei compuse d (F o h) este

compunerea celor doua diferentiale dh si dF

d(Foh)=dFodh
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Din algebra liniara se gtie ca matricea asociatd unei compuneri de aplicatii liniare
se obtine inmultind matricile aplicatiilor liniare respective, in acest caz e vorba de matricile Jacobi asociate

Jron = JF - Jn
Aceasta relatie ofera modul de calcul al derivatelor partiale pentru functii compuse.

Pentru exemplificare, consideram trei cazuri in care am folosit derivarea functiilor compuse.
- calculul lucrului mecanic pentru un cAmp de gradienti

- determinarea solutiilor unei ecuatii Pfaff exacte

- laplacianul in coordonate polare la problema Dirichlet pentru discul unitate.

Campuri de gradienti
Consideram un camp de gradienti v cu potentialul scalar F : D C R? — R | functie de clasi C!

OF OF 8F)

T =gradF = —, —, —
v e (81:’83/’82

si un drum parametrizat v : [a,b] — D , 7 =(t) = (x(t),y(t), 2(t)) , de clasa C*

3 dr=g(t)

r=gb

<VV

Vectorul de pozitie 7" = 7(t) , vectorul tangent la drum (traiectorie) d7 = +/(t) = (2'(t),y'(t), 2'(1)))
In general lucrul mecanic reprezintsi o masuri a efortului, principial este "forta x deplasarea".

In acest caz "forta" este v vectorul campului, iar "deplasarea" are loc de-a lungul drumului 7 ,

in fiecare punct pe directia tangents la drum d7 = +/(¢) , deci integram v -d 7

Lucrul mecanic al cAmpului vectorial ¥ de-a lungul drumului v este
b

[ am = [(G 55 ) @O0, @i =

a

oF oF

— [ |G w0020+ G000 50) -1 0 + G (0,0, 20) - /)] at

334



Acum realizdm faptul cd integram exact derivata unei functii compuse.

)] D ER | [a,0) R, (For)(t) = F(y(t) = F(x(t), y(t), (1))

Matricile Jacobi corespunzitoare sunt

/
OF OF OF ()
JF_((’?x’By’az) , Iy = (y(t)

iar matricea Jacobi a functiei compuse este

/
oF oF oF\ (“M N\ o . oF ,  oF |
JFov—JF'J7—<&Evay,az>'<g/gg —%wE(t)—}—a—y-y(t)—F%m(t)

Sa observam cé functia compusd F o« depinde de un singur parametru "t" si ia valori reale,
deci matricea Jacobi corespunzitoare este de ordin 1, adica este de fapt un numaér real

Trer = 5 ((Fom)(0)] = 5 [Flalt),y(0), 2(0)
si obtinem
%wmmm&w=%ﬁwwmwmm+%ﬂwwmwyw+%mmWWWww

Prin urmare lucrul mecanic este

b
[T a7 = [ |G u0,20) 20 + G w0,50,20) -5/ (0) + 50, 20) ') | de =

a

pe scurt
/? -d7 = F(y(b)) — F(va))

Cu alte cuvinte, pentru un caAmp de gradienti, lucrul mecanic nu depinde de drum,
ci numai de diferenta de potential la capetele drumului.
|

Ecuatii cu diferentiale totale exacte

Considerdm o ecuatie Pfaff exactd (ecuatie cu diferentiale totale) P(z,y)dz + Q(x,y)dy =0
deci existd o functie (potential) F(x,y) astfel incat

grad F' = (aai’ (;;1;) = (P(z,y),Q(z,y))

Prin urmare ecuatia Pfaff se scrie de fapt

OF OF
— de + — dy=0
oz (O ylde+ 5o (@ y)dy
O functie y = y(z) este solutie dacd verifica
OF OF

o (& y@) + afy(l‘,y(w))y’(x) =0
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Sa observam ca relatia exprima faptul cd derivata unei functii compuse este nula.

Consideram functia compusa :

ALBER AR W)= (2.y() , (Foh)(z)=Flry(x) , W) =(1Ly ()

matricile Jacobi corespunzatoare sunt

w=(% %) = (E0)= (i)

Sa observam ca functia compusd F o h depinde de un singur parametru "z" si ia valori reale,
deci matricea Jacobi corespunzéitoare este de ordin 1, adicd este de fapt un numér real

d

T PN = e = e 0= (355 )(

1 _OF oF
- ) 1 -y (x)

y@) ) "o oy
deci relatia ce defineste o solutie se scrie

oF oF

G @) + 5o @yl (2) = 0

1 [F(2,y(2))]

Ry =0

prin urmare functia compusa este constanta

Fla,y(z)) =t

si definegte in mod implicit solutiile ecuatiei Pfaff.
[ |

Laplacianul in coordonate polare

Consideram o functie de clasi C? (un cAmp scalar) , v =u(x,y) , u:R?® — R silaplacianul corespunzitor

0%y O%u

Zle:: Ziiér_% z§§§

Dorim sa determindm expresia laplacianului in coordonate polare.
Coordonatele polare sunt
x = xz(r,t) = rcost

y=1y(r,t) =rsint

cu r€[0,+00) , te€(0,2m)
Putem calcula derivatele partiale

x x ) oy . y
— =cost , — = —rsint , — =sint , — =rcost
or ot

or ot
Apoi reformuldm functia v = u(z,y) In coordonate polare

not

u=u(z,y) = u(rcost,rsint) = u(xz(r,t),y(r,t)) = v(r,t) = u(r,t)
—_—

uoh

Am notat cu v = v(r,t) functia compusd wu(x(r,t),y(r,t)) , pentru a intelege mai clar calculul derivatelor
partiale.
In "practica" (fizicd) nu se schimbd numele functiei.
Marimea fizicd "u" nu depinde de modul prin care identificim un punct din plan,
prin coordonate carteziene (z,y) sau cooordonate polare (r,t)

Sa observdm compunerea functiilor
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uoh

[0, +00) x (0, 27) hR2 %R , h(r,t) = (z(r,t),y(r,t) ) , u=u(z,y) , [0,400)x (0,27) = R

Deci v =wv(r,t) = (uoh)(r,t) = u(z(r,t),y(r t))
Matricile Jacobi corespunzatoare sunt

ox ox .
_( 9 o) _ [ ou 9u o 5 ot [ cost —rsint
Jo=(o @) Ju_(‘% 6?/) ' Jh_(gg gé)_(sint rcost
or ot
Matricea Jacobi a functiei compuse se obtine inmultind cele doud matrici Jacobi J, , Jj

Jv :Juoh:Ju'Jh

oz Odz
( v v ) — u ou r t
or Ot - or Oy Y y

or ot

(@ @):(37” @> cost —rsint
or Bt 9z 9y sint  rcost

Scriind pe componente obtinem

Deci

sau Inlocuind

ov Ou Ox Ou Ox

o ox or oy ot
Qv Ou 9y  Ou Oy

o oz or oy ot

sau Inlocuind

v _ou o
5 = 9y O 9y sin
ov  Ou

— = — - (—rsi t)+@ (rcost)
ot oz~ oMt T gy

Pentru a obtine laplacianul este nevoie de derivate de ordin 2, deci mai derivim o data aceste relatii.
Sa interpretam ultimele doud relatii ca derivate partiale ale unei functii compuse

0
o= e woh] = oL lualrt). ()] = 5 -cost 4 5 sint
0 0 0 0 0
a%’ = 5 lwo bl = = fu(e(r, 1), y(r,0))] = a% -(—rsint) + 8—2 - (7 cost)
cu alte cuvinte pentru orice functie compusd Ao h derivatele in raport cu r si ¢ sunt
0] 0A 0A
E[th] = % 'COSt+87y 'Sint
0 0A 0A
En [Aoh] = . (—rsint) + E (rcost)
Aplicidm aceste relatii pentru derivata in raport cu r si obtinem
(functia "A" se inlocuieste cu g—g respectiv cu %Z)

Aici scrierea nu este explicitd. Pentru a nu complica notatia, se scrie % , dar de fapt e vorba de functia compusa

ou ou ou
%(a:,y) = a—x(m(r,t),y(r,t)) - % oh
Deci
g @ —2 @.Cost+%'sint 7& % COSt‘F2 % sint &
or\or) or|ox y - Or | Ox ar | Oy
" Aoh" " Aok
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v | 0% oo B
— = -cost L .sint| cost 2y
or? l@x + Oy m +

Hou
-cost + “9% .gint|sint
oz oy
Obtinem derivate partiale de ordin 2 pentru care nu conteaza ordinea de derivare

ou

O nar 0 (00) _ D (00 ot P
Oydx — Oy \ Oz ) Oz \dy) — Ozdy
(conform criteriului lui Schwarz pentru functii de clasid C? ) si deci
*v 2

82
W:W'Cos2t+2 Y
T T

intcost + 0% . sin?¢

-sintcost + — - sin

Oyox 0y?

Aplicadm aceleagi relatii pentru derivata in raport cu ¢ si obtinem

9 (00 _ 0 [0u
ot \ot) ot

(—rsi t)+6u
5, (7sin

o (r cos t)} =
v 0 | Ou . ou . 0 | Ou u 0
2 =9 | (—rsmt)—&—% a[—rsmt]—t—a o0 (rcost)—l—a—-a(rcost)
~~ \i,g-/ Y
" Aoh" " Aoh"
v |05 , u , a5 e
52 = | 9y (—rsint) + o (recost)| (—r s1nt)—%r cost+ | ——
9% 2

3 - (—rsint) + Oy
X

82
@ = TZTQSiH2t—2

X

r?sintcost + @ r?
0yox

cos? t— —ur cost — 8—7‘ sint
Oy Ox Oy
dv
—re
In final adunim si obtinem
—_——~
v v %u 0%u
2 _ 2 2
w—‘r@—@r Sin t+2

2 it cost 4 L2
-7 SInt Ccos —= T
Oyozx

. 2
sin“ t +
Oy?
/_Aﬁ
2 0? 9?2 1o}
+ —UTQ cos®t —2 Y -r?sintcost + g - r? cosZt—r—v
Ox? Oyox 0y?

, 0% 9%

v
.2
" 87"2—'—@_7“Au_r7

or
v v D%
2N, 2

rAu=TE s e T e

A 82’U+18U+1820

U=+ -——+=—-5

orz  ror 12 ot

sau pur si simplu

0%y 10u
Au= — + ——
Y or?2  ror

1 8%u
Care reprezinta laplacianul in coordonate polare.
|

r2 Ot?
dacd pastram numele functiei si notam

u=u(z,y) = u(rcost,rsint) = u(r,t) si nu v(r,t) .

8.3 Anexa - Ingrediente Tehnice

338

oy (r cos t)] (rcost)

——rsint
dy



In conditiile de examen "cu cértile deschise" (open book exam) este utild o "bazd de date" care si contind
anumite "ingrediente tehnice" : limite fundamentale, proprietitile operatorului de derivare, calcul de antiderivate,

functii elementare, tehnici de calcul algebric, functii periodice (trigonometrice).
Am considerat util sa prezentdm cateva din aceste ingrediente tehnice.

Urmatoarea prezentare insa este doar un exemplu.
Stundentii sunt incurajati si-si creeze propria baza de date tehnice "personalizata".
Considerim multimea numerelor naturale N, "generatd" de un element notat "1" si de o operatie (lege de
compozitie) notatd "+" numitd adunare.
1412 | 1414+1™3 , 141414124 . 1414412 n ...
—— —_——— —_—— —_———
3 ori 4 ori n ori

2 ori
Este decizia fiecaruia care anume formule meritd incluse si cum anume trebuie organizate.

Limite fundamentale
(pentru functii reale de variabild reald)

n\" "1
. 1y . L ~ | = !
dim (14 0) =e s [Z;d] = [ g e g =e 0
k=0
pentru a > 1 lim a® = +00 , lim e® = 400
r——+00 xr——+00
lim Inz =400 , limlnz = —c0
r——+00 x\,0
1 1\°
limIn(1+2z)* =1 lim ln<1—|—> =1
x—0 r— 400 x
1 1\°
lim (1+2z)* =e lim (1—|—> =e
x—0 r— 400 x
atEI-‘,I-looe:‘ﬁ =0 , pentruorice o, >0
r—1 In(1
&ty 0t
z—0 X z—0 x
lim sin x 1 . lm arcsin x 1, hmtgac 1 arctgx _
z—0 X x—0 xT z—0 X z—0 €T
tgr—x 1 . x—sinx 1 1—cosz 1
lim = , i =— , lm ==
r—0 !ES x—0 xz 2

Observatie.
Ultimele limite sunt importante deoarece aratd ca anumite functii trigonometrice

sin , arcsin , tg , arcsin , arctg , tgrxr—x , x—sinx , 1—coszx
se pot aproxima (sau se pot inlocui in calcule aproximative) cu polinoame simple = , 22 | 23
pentru x intr-o vecindtate suficient de micd = € (—¢,¢)
"Regula" lui I’'Hospital se aplicd numai in cazul in care
f(=) lim f(z) = lim f(z) = o0
—— avem fie oA fie oA
e—Ag(z) lim g(x) = lim g(z) = £o0
z—A z—A
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Operatorul de derivare - Proprietati

Notdém  f'=Df=4
Derivarea este un operator liniar (sau aplicatie liniard)

(f+9)=f+g , (af) =af

O functie este constantd daca si numai dacd derivata sa este zero

(ct)) =0 si f=¢g & f=g+ct

Derivarea unui produs

(f-9)=r-g9g+f4g
Observatie.
Dacd una din functii este constantd g = ct , atunci nu "merita" folositd formula de derivare a unui produs

(Frct) = fct+f-(ct) =ct-f
~—

0

este mai simplu s& folosim direct liniaritatea

(f-ct) =ct-f

<f)'_ flog-f-g
g g?
Observatie.

Daca functia f este constantd f = ct , nu "merit&" folositd formula de derivare a unei fractii

Derivarea unei fractii

0
! !
<ct) (ct) g—ct-g tfg’
J— = 7 =
9 9 9°
este mai simplu s& folosim direct liniaritatea si derivarea de tip " (%)/ = —% "

£\’ —q
(C)zctg
g g

Derivarea functiilor compuse

Derivarea unei exponentiale - puteri

(1F@1"2) = g(a) [/ + g - o' a) - @)

Derivatele functiilor elementare - Antiderivatele corespunzitoare
citind de la stanga spre dreapta " — " functia f(z) are derivata = ....

n n

«— " citind de la dreapta spre stanga : functia (...) provine prin derivare din f(x)

Flz) = /(....)dx



Derivarea unei constante

Derivarea unei puteri

axa—l

(@)

cazuri particulare frecvent intalnite

(x) =1 = a:Jrct:/ldz
1
22 =22 <= §x2 +ct = /xda:
1 1
= == 2 t = /—d
(V) NG VT +e 7 T
' -1 ~1 1
- = < — tct= [ Sdz
x x x x
functia exponentiald
1
(@®) =a"-lna <+  —ad"+ct= /a””dx
Ina
(") =e* <+ € +ct= /exdz
functia logaritm
1 Inx + cty x>0 1
T ) _ -
(Inz) = - = { n(—2) +cts , <0 /zdx pentru z >0
functii trigonometrice
(sinz) = cosz < sinz+ct= /cos xdx
(cosz) = —sinz <  —cosx+ct= /Sin xdx
1
(tgz) = —— = tngrct:/ dx
cos? cos? x
1\ -1 ~1 1
— ] = — — +ct= ——dz
tgx sin” x tgx sin” x
1 1
arcsinz) = ——— — arcsinz + ¢t = [ ——=dx
( )
V1—2? V1-—2?
-1 1
arccos ) = ——— = —arccosz + ct = | ——=dx
1 2 1 2
Vi—z Vi—z
(arctgx) = 2 — arctgr + ct = / de

Pentru calcul de antiderivate.

Integrarea prin parti

"integrala" unui produs [ A(x)- B(x)dz |,

una din functii se deriveaza,

de exemplu:

(ct) =0

QIr

% = /x“_ldx pentru « # 0

iar cealaltd se integreaza
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i)  A(xz) se deriveazd , iar B(z) se integreazd

i) /A(x) - B(z)dz = A(z) - (/B(x)) - /A’(:c)- (/B(x)) dw

ii) A(z) seintegreazd , iar B(z) se deriveazd

i) /A(ac)-B(:z:)dac: (/A@)) . B(x) —/</A(x))  B/(2)da

Schimbarea de variabild (i)

i / flu()) - ()de = / fWdy . y=mu()

u(b)
[ e w@do= [ty . y=ut)
a u(a)
Schimbarea de variabild (ii) 2 =wv(t) , v bijectivd [a,b] < [c,d] , a=vwv(c) , b=wv(d)
b d
i) [ sz = [ 1) v

Functii elementare (reale)

Functia putere , exponent natural, continud si derivabilda pe R

" :R—-R

Functie rationald (raport de polinoame) continud si derivabild pe R cu exceptia radacinilor numitorului

Q) =0

Plz) T z) =0} —
o B\ (e Q) =0} — B
In particular
é :R\{0}— R

Functia radical de ordin par 2/ , / continua pe [0,+00) , derivabild pe (0,+00)

Vi £ [0, 400) = [0, +00)

Functia radical de ordin impar 2n+y/ , @ continud pe R , derivabild pe R\{0}

Jr:R—-R

Functia putere , exponent real « # 1 continud si derivabild pe (0, +00)

2320, 400) — (0, +00)

Observatie.
Functia putere z'/3 si functia radical /z coincid numai pentru z > 0

- functia radical /z are sens si pentru numere negative : /-1 = -1
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- functia putere x'/3 are sens numai pentru numere pozitive z > 0

Functia exponentiald exp(z) = e* continud si derivabild pe R

e’ : R — (0,+00)

Functia logaritm Inz continud gi derivabild pe (0, +00)

Inz: (0,400) = R

Functii trigonometrice
- sinz continua si derivabild pe R, inversabild pe [-7.7]

sinz:R —[-1,1] , sinz: [—%g] — [-1,1]

- cosz continui gi derivabild pe R, inversabild pe [0.7]
cosz:R —[-1,1] , cosz:[0.7] — [-1,1]
- tgx continua si derivabila pe R\{@ ,k€Z} , inversabild pe (—3.%)

- arcsinz continud pe [—1,1] , derivabild pe (—1,1)

arcsinz : [—1,1] — [— g}

[N

- arccosz continud pe [—1,1] , derivabild pe (—1,1)
arccosz : [—1,1] — [0.7]
- arctgx continua si derivabila pe R

™ T
tgz iR — (—=.=
arctgz : R — ( 5 2)
Functii trigonometrice - Proprietati

sinx + cos?z =1

2 2

z=2cos’r—1=1-2sin’z

cos 2x = cos” x — sin
9 1+ cos2x .9 1 —cos2z
cos“’xr=———— , sin“zr=—-——
2 2

sin2x = 2sinx - cosx

Transformari
cos(a + b) = cosacosb — sinasinb

sin(a + b) = sina cosb + cosasinb

- sume in produs

—b

sina+sinb=2sina COSa2
a a—2b

cosa + cosb = 2 cos cos 5
o a+b . b—a

cosa — cosb = 2sin sin 2
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- produs in sume (se citesc de la dreapta spre stanga egalitatile anterioare)
. 1. .
sinacosb = 3 [sin(a + b) + sin(a — b)]
1
cosacosb = 3 [cos(a + b) + cos(a — b)]
. . 1
sinasinb = 5 [cos(a — b) — cos(a + b)]
Functii trigonometrice inverse
. m .
arcsin x + arccos x = 3 pentru orice z € [—1,1]
1 m .
arctg x + arctg — = 3 pentru orice x > 0
x

1 T
arctg r + arctg — = -3 pentru orice z < 0
T

Functii trigonometrice - definitie "geometrica"

Unghiuri masurate ca arce de cerc , cerc cu raza = 1

Y
2p
1 cerc complet 27
1/2 cerc = semicerc ™
1/4 cerc = 1/2 semicerc = sfert de cerc ~ 7/2  (unghi drept)
1/2 semicerc /4
1/3 semicerc /3

Functiile sin , cos , tg definite geometric
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B2

B
a —_ 1
C A C2 A2
Bl
Cl Al
s' AB o AC ; AB
ino = —— S = —— a=——
BC BC ° *YTAC
Daca unghiul « — 0, atunci A;B; — 0 si deci
sin0 = 0, iar din sin? 0 + cos20 = 1 deducem cos0 =1
Daca unghiul @ — 7/2 , atunci CoAs — 0 si deci
cos 5 =0, iar din sin? 5+ cos? 5 =1 deducem sin3 =1
sin0=0 cos0=1 , sin§:1 , cosg:O

Putem obtine unghiul 7 considerand un patrat si o diagonala a patratului.

Dacd latura patratului are lungime 1 , atunci (conform teoremei lui Pitagora)
diagonala are lungime = /12 + 12 = /2

p/4

si obtinem valorile corespunzatoare pentru sin , cos , tg



Putem obtine unghiul % considerand un triunghi echilateral AABC si o indltime ( mediand) AD

p/6

p/3

1/2 D

Daci latura AB =1 , atunci BD = 1/2 si conforma teoremei lui Pitagora

1 3
AD = AR BDi— 1 t_V3

4 2
si obtinem valorile corespunzatoare pentru sin , cos , tg

T 1 o T \/g ¢ T 1 T V3 T 1 T \/§
11l — = — S — — —— —_——= — SIN — — —— 3 =
T2 0 T 0 BTz 0 M3T Ty o 372 3

Functii trigonometrice - definite ca sume de serii de puteri

o0
. (-D)" sz @ 2® a”
51nx—27(2n+1)!x —ﬂ—a—i—a—ﬂ—i—...
n=0
(o]
B (=" 5, 2?2zt 28 a8
cosxfz (2n)'x —1f§+ﬂ a+§+
n=0
In aceastd formi, este mai usor de observat ci
sin0=0 cos0=1
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Formule Algebrice

a’® —b* = (a—Db)(a+Db)
a® +b® = (a +b)(a® — ab + b?)
a" —b" = (a—b)(a" ' +a" b+ ...ab" 2 4 b
" —1=(z—-1)(a" 42" 2. x+1)

1— gt

l+z+a*+.+2" = pentru =z # 1

1—2x

Numirul ¢ € R este ridécind de ordin k pentru polinomul P(z) daci gi numai daca

P(z) = (z—a)*Q(z) st Q(a)#0

sau echivalent

P(a)=0,P'(a)=0 , P'a)=0, ..., P* V@) =0 si P®(a)£0

Observatie.
Scrierea sub forma de fractie % = C reprezintd de fapt relatia A= B-C

Pentru A =1 , interpretdm relatia B-C =1 insensul cd B gi C sunt inversabile.
( B este inversul lui C' gi C este inversul lui B )

Dacda B=0, atunci A= B-C este posibild numai dacdi A =0,
dar relatia 0 =0-C este adevarata pentru orice C € R
prin urmare "fractia" ¢ nu reprezinti un anumit numar unic , se spune ci

0
Daca A#0gi B=0 relatia 0 A=0-C =0 este falsi.

"%" nu are sens

n

Aceste observatii simple, justificd de ce anume o fractie de tip " % nu are sens.
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