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                                  Prefaţă 
 
 
 
       Cartea de faţa se adresează studenţilor din învaţamântul 
tehnic - inginerie, fizică, chimie, etc. care au în programa de  
învaţamânt capitolul de Ecuaţii diferenţiale şi este rodul 
activităţii didactice a autorilor la disciplinele de Ecuaţii 
diferenţiale şi Matematici speciale la specializările 
Automatică, Calculatoare  şi Electronică de la Universitatea 
din Craiova.  
       Prin modul de organizare al materialului, am  ţinut cont 
de tendinţa actuală de reducere a numărului de ore alocate 
disciplinelor de matematică la majoritatea specializărilor. În 
acest sens, am prezentat succint partea teoretică, reţinând doar 
definiţiile şi proprietăţile direct utilizate în rezolvările 
concrete. Problemele sunt însoţite de indicaţii, care le fac - 
sperăm -  accesibile tuturor studenţilor. 
      Cu excepţia unor cunoştinţe de Analiză matematică, 
prezenta carte este autoconţinută, astfel încât, chiar dacă pe 
parcursul semestrului studenţii nu pot detalia toate aspectele, 
ea să poată constitui un ghid în înţelegerea altor discipline de 
specialitate, sau chiar în activitatea  postuniversitară. 
                                           
                                                               Autorii 
 
Craiova, martie 2007 
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CAPITOLUL I 
 

ECUAŢII DIFERENŢIALE DE ORDINUL ÎNTÂI 
 

 
§ I.1. Noţiuni fundamentale 

    
       Ecuaţiile diferenţiale apar în scrierea unor legi ale naturii, 
în procesul de modelare a sistemelor netede, în studiul unor 
familii de curbe şi suprafeţe, etc., atunci când sunt implicate 
funcţii împreună cu derivatele acestora.  
 Se numeşte ecuaţie diferenţială orice condiţie, de obicei o 
egalitate (neidentic verificată) care se exprimă cu ajutorul 
derivatelor uneia sau mai multor funcţii. Dacă într-o ecuaţie 
diferenţială apar numai derivatele totale ale funcţiilor 
respective în raport cu o singură variabilă, spunem că ecuaţia 
este o ecuaţie diferenţială ordinară.     
       Ordinul maxim al derivatelor ce apar într-o ecuaţie 
diferenţială se numeşte ordinul ecuaţiei.  
      Orice funcţie ce verifică o ecuaţie diferenţială dată se 
numeşte soluţie a ecuaţiei. Soluţia care conţine numărul 
maxim posibil de constante arbitrare (de obicei egal cu ordinul 
ecuaţiei) se numeşte soluţie generală a ecuaţiei. Orice soluţie 
care se obţine din soluţia generală a ecuaţiei prin 
particularizarea constantelor se numeşte soluţie particulară. 
Soluţiile care nu pot fi obţinute din soluţia generală prin 
particularizarea constantelor se numesc soluţii singulare. 
        Se numeşte problemă a lui Cauchy problema de a 
determina acea soluţie a unei ecuaţii diferenţiale care să 
satisfacă condiţiile iniţiale date. 
 Dacă este cunoscută soluţia generală a unei ecuaţii 
diferen-ţiale, problema lui Cauchy se reduce la identificarea 
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constantelor încât din soluţia generală să se obţină soluţia 
particulară căutată. Soluţiile singulare sunt de obicei 
înfăşurători sau asimptote ale familiei de curbe ce reprezintă 
soluţia generală.  
        Dacă familia de curbe plane }:{ ICC ∈γ , de ecuaţie 

0),,( =Φ Cyx , soluţii ale unei ecuaţii diferenţiale de ordinul 
întâi, explicite sau implicite, are o înfăşurătoare, atunci 
această înfăşurătoare  va fi de asemenea soluţie a acestei 
ecuaţii.  
        Pentru calculul înfăşurătorii familiei de curbe }IR:{ ⊆∈ ICCγ  
se elimină C  între ecuaţia 0),,( =Φ Cyx , a familiei, şi 

0),,(/ =Φ CyxC . Calculul asimptotelor se face ca la 
reprezentările grafice în analiză, având grijă ca asimptota să fie 
aceeaşi pentru toate curbele familiei, adică să nu depindă de C.  
 
 

Probleme  § I.1. 
  
          1. Se consideră familia de cercuri cu centrul pe axa 0x în 
plan, şi de rază 1. Să se scrie ecuaţia diferenţială care are 
drept soluţie generală această familie de curbe. Să se verifice 
că fiecare cerc este o soluţie a ecuaţiei obţinute. Ce fel de 
soluţie este 1=y  şi cum se poate obţine din familia de cercuri ?  
Să se formuleze şi să se rezolve câteva probleme Cauchy.     
          Indicaţie. Se scrie ecuaţia cercului cu centrul în (a,0) şi 
rază 1: 1)( 22 =+− yax . Se derivează considerând )(xyy =  şi se 
elimină a între ecuaţia cercurilor şi derivată. Dreapta 1=y  este 
o soluţie singulară care se obţine ca o înfăşurătoare a familiei 
de cercuri.  
          2. Să se integreze ecuaţia de dezintegrare a unei 
substanţe radioactive studiind câmpul de direcţii. Există soluţii 
singulare şi ce poziţie au faţă de curbele ce definesc soluţia 
generală ? 
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          Indicaţie. Dacă notăm cu t variabila independentă – 
timp, şi cu  y(t) funcţia de determinat – cantitatea de substanţă 
la momentul t, legea enunţată se scrie )0,0(,/ >≥−= kyyky . 
Reprezentând câmpul de direcţii, acesta sugerează soluţii de 
tipul exponenţialei.  
       3. Să se arate că funcţiile 
                                       1−−= xeCy x  
 reprezintă soluţia generală a ecuaţiei yxy +=/ . Să se 
studieze dacă familia acestor curbe admite o înfăşurătoare sau 
o asimptotă şi să se verifice dacă acestea furnizează soluţii 
singulare. Să se găsească soluţia pentru care 1)0( =y  şi să se 
scrie aproximaţia liniară a acestei soluţii folosind câmpul de 
direcţii ataşat ecuaţiei. 
        Indicaţie. Se verifică faptul că pentru orice C funcţia dată 
verifică ecuaţia, şi reciproc, orice soluţie am considera, ea se 
poate obţine prin particularizarea constantei C.  
         4.  Să se determine pentru ecuaţia 

yxy −= 2/  
locul geometric al punctelor pentru care tangentele la curbele 
ce reprezintă soluţia generală au aceeaşi înclinaţie, în 
particular o0 , o45 , - o45 , faţă de direcţia Ox (aceste locuri 
geometrice se numesc izocline). Să se găsească locul 
geometric al punctelor de inflexiune pentru curbele ce 
reprezintă soluţia generală. Ce fel de soluţie este 220 −= xy ?  
Să se schiţeze câmpul de direcţii.  
 Indicaţie. Scriind == ky / constant, obţinem pentru 
izocline ecuaţiile kxy −= 2 , ceea ce arată că acestea sunt 
drepte paralele. 
 În particular 0=k , 1=k  şi 1−=k . Punctele de inflexiune 
sunt date de condiţia 0// =y . 
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          5. Se consideră o familie de curbe depinzând de un 
parametru: 

a)  xky =    ,   b)  kyx =    ,   c)  12
2

2
=+ y

k
x . 

 Să se scrie ecuaţia diferenţială a familiei de curbe ce 
formează cu curbele date un unghi fixat, α . 
 Cazuri particulare: α = 900, α = 450. 
  Indicaţie. Dacă 0),,( =kyxF , este ecuaţia familiei date,  
scriem mai întâi ecuaţia diferenţială a familiei respective, care 
se obţine prin eliminarea parametrului k între 0=F şi 0

/

=kF .  
         6.  Două puncte P1, P2 de aceeaşi masă m se mişcă, fără 
frecare, pe axele Ox1 şi respectiv Ox2 ale unui sistem de axe 
regulare x1Ox2  şi se atrag reciproc cu o forţă de mărime  f(r), 
unde r reprezintă distanţa între P1 şi P2 . Presupunând că cele 
două puncte pornesc din repaus şi că  f  este mereu nenulă, să 
se arate că ele ajung în originea O în acelaşi timp, oricare ar fi 
poziţiile lor iniţiale ( 0

1x ,0), (0, 0
2x ) cu 00

1 ≠x , 00
2≠x . 

         Indicaţie. Fără a restrânge generalitatea se poate 
presupune că 00

1 >x , 00
2>x . Notăm cu )(11 txx =  abscisa 

punctului P1 şi cu )(22 txx =  ordonata punctului P2 . Forţa cu 
care este atras punctul P1 de către P2 este 

,,)( 2
2

2
1

21
2,1 xxr

r
jxixrfF +=

+−
=  

unde i , j  sunt versorii axelor de coordonate. Comform legii 

lui Newton avem  ecuaţia de mişcare  
r
xrfmx 1//

1 )(−= .   

          La fel, pornind de la forţa 1,2F = - 2,1F , cu care este atras   
P2 către P1 , pentru cel de al doilea punct obţinem ecuaţia  

                                        
r
xrfmx 2//

2 )(−= .  
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          Combinând cele două ecuaţii, obţinem relaţia                                    
( ) 0/

2
/
1

/
21 =− xxxx .  Rezultă astfel =− 2

/
1

/
21 xxxx constant = 0, de 

unde rezultă 0
1

2 =







x
x

dt
d .  

 Astfel se obţine relaţia )()( 10
1

0
2

2 tx
x
xtx = , care ne arată că x1(t) 

şi x2(t) se anulează simultan, adică P1 şi P2 ating simultan 
originea.  
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§ I.2. Ecuaţii cu variabile separabile 
 
 
       Fie →),(: baf IR  o funcţie continuă. Ecuaţia  

                          )(xf
xd
yd

=                                       (1) 

se va numi ecuaţie cu derivata explicitată ca funcţie de  
variabila independentă. 
      Rezolvarea acestor ecuaţii se bazează pe teorema 
fundamentală a calculului integral (vezi [N-D-M], [PM], etc.):   
      Soluţia generală a ecuaţiei (1) este  

                             ∫ +=
x

x

Cdttfxy
0

)1()()( /  

unde ),(0 bax ∈  este un punct fixat, iar ∈C IR  este o 
constantă arbitrară.  Soluţii singulare nu există.     
     Ecuaţia diferenţială de forma  
                                     )2(),(/ ygy =  
unde →],[: βαg IR  este o funcţie continuă, care nu se 
anulează pe (α,β), se numeşte ecuaţie cu derivata explicitată 
ca funcţie de funcţia necunoscută.   
       Rezolvarea acestor ecuaţii se bazează următoarea teoremă:  
      O condiţie necesară şi suficientă ca funcţia   

),(IR: βαϕ →  să fie soluţie pentru ecuaţia diferenţială (2) şi 
să verifice condiţia Cauchy )( 00 xy ϕ= , cu ),(0 βα∈y , este 
ca ea să fie soluţie a ecuaţiei 

                            ∫+=
)(

/

0

)2(.
)(0

x

y tg
tdxx

ϕ

    

  Dacă g(α)=0, atunci funcţia constantă y=α este soluţie 
singulară (şi la fel, dacă g(β)=0, atunci y=β este soluţie 
singulară). 
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       Numim ecuaţie cu variabile separabile orice ecuaţie 
diferenţială de forma  
                              )3(,)()(/ ygxfy =  
unde IR),(: →baf  şi →],[: βαg IR sunt funcţii continue, 
iar  g nu se anulează pe ),( βα .  
 Pentru rezolvare avem: O condiţie necesară şi suficientă 
ca funcţia ),(),(: βαϕ →ba  să verifice ecuaţia (3) şi condiţia 
Cauchy 00 )( yx =ϕ , unde ),(0 βα∈y , este ca ea să fie soluţie 
a ecuaţiei  

                         ∫ ∫=
x

x

x

y vg
dvduuf

0 0

)(
/ )3(     

)(
)(

ϕ

  

      Dacă 0)( =αg , atunci funcţia constantă }{),(: α→bay  
este o soluţie singulară. (Similar se discută cazul 0)( =βg ).  
     Metodă practică. Pentru integrarea ecuaţiilor diferenţiale 
cu variabile separabile se recomandă următorii paşi:  
1. Separarea variabilelor, adică scrierea ecuaţiei sub forma  

)(
)(

yg
ydxdxf = .  

2. Aplicarea integralelor şi realizarea cuadraturilor din 
formula  

C
yg
ydxdxf +=∫ ∫ )(

)( . 

3. Identificarea soluţiilor singulare – funcţii constante care pot 
fi înfăşurători sau asimptote pentru soluţiile particulare.  

    Dacă este formulată o problemă Cauchy rămâne să 
determinăm valoarea corespunzătoare a lui C , iar dacă nu sunt 
verificate toate ipotezele descompunem domeniul în care este 
dată ecuaţia în subdomenii de forma ],[),( βα×ba  ca în 
teoremă.  
 
    Numim ecuaţie diferenţială omogenă ecuaţia 
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                                     )4(,/ 





=

x
ygy  

unde →],[: βαg IR  este o funcţie continuă pentru care 
uug ≠)(  în toate punctele ),( βα∈u .  

         O condiţie necesară şi suficientă ca )(xy ϕ=  să verifice 

ecuaţia )4(  este ca funcţia 
x
xxu )()( ϕ

=  să fie soluţie pentru 

ecuaţia cu variabile separabile           

                                 )4(.)( //

x
uugu −

=  

    Soluţiile singulare ale ecuaţiei omogene )4( /  sunt 
semidrepte ce pornesc din origine. 
    Metodă practică. Pentru rezolvarea ecuaţiilor omogene 
este important de reţinut că prin schimbarea funcţiei 
necunoscute,  

x
yuy =  , 

cu păstrarea variabilei independente x , ecuaţia se transformă 
într-una cu variabile separabile, care are soluţia de forma (4/). 
Rămâne  să identificăm domeniile pe care putem aplica 
rezultatele teoretice de mai sus şi studiem soluţiile singulare.   
       Fie →If : IR o funcţie continuă pe intervalul I al dreptei 
reale. Ecuaţia diferenţială de forma  

                                







++
++

=
cbyax

yxfy γβα/                           (5)    

se va numi ecuaţie cu derivata explicitată ca funcţie de câtul a 
două expresii de gradul I.  Se consideră dreptele δ  şi d , de 
ecuaţii  

δ:   0=++ γβα yx , respectiv 
                            d:   0=++ cbyax  
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 Orice ecuaţie de forma (5) se poate reduce la o ecuaţie cu 
variabilele separabile, şi anume:  
     Cazul 1. Dacă  )},({ 000 yxMd =∩δ , se face translaţia 

                                          




−=
−=

0

0

yyY
xxX

  .                                    (5/)  

     Cazul 2. Dacă dreptele δ şi d sunt paralele, adică  

cba
γβα

≠=  , 

notăm  ka=α , kb=β  şi schimbăm funcţia necunoscută  
                                   byaxuy +=  .                            (5//) 

cu păstrarea variabilei independente x . Ecuaţia (5) devine  









+
+

+=
cu

kufbau γ/  , 

unde s-a ţinut cont că  // byau += .  Această ecuaţie este de 
tipul (2) –  caz particular de ecuaţie cu variabilele separabile.             
 
 

Probleme § I.2. 
 

        1. Să se integreze ecuaţia  
                                                 yey =/  
studiind şi dacă are soluţii singulare. 
 Indicaţie. Soluţia generală este xCy −−= ln . Domeniul 
de valori pentru y este toată dreapta reală căci funcţia 

yeyg −=)(  este continuă şi nu se anulează pe IR. Soluţii 
singulare nu există.  
        2.  Să se rezolve ecuaţia  
                                       2/ byayy −= , 
 unde a>0 , b>0 . 
        Indicaţie.  Pentru a integra ecuaţia cu variabile separate  
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dt
byay

dy
=

− )(
, 

descompunem mai întâi în fracţii simple  

byaa
b

yabyay −
+=

−
111

)(
1  . 

Se obţine soluţia generală sub forma 

Ct
bya

y
a

+=
−

ln1  .  

 3.  Să se găsească soluţia generală a ecuaţiei  

y
xy

sin
sin/ =  

şi să se deducă apoi soluţia particulară care corespunde 

condiţiei iniţiale 
2

)0( π
=y , precizând intervalul pe care 

aceasta se poate explicita. Să se scrie această soluţie 
particulară şi prin integrale definite folosind direct condiţiile 
iniţiale. Există soluţii singulare ? 
  Indicaţie. Ecuaţia este cu variabile separabile pe domenii 
de forma IR ),0( π× , unde xxf sin)( =  şi yyg sin/1)( =  sunt 
funcţii continue.  Separând variabilele avem dxxdyy sinsin = , 
iar integrând găsim   soluţia generală xCy coscos += . Pentru 
problema lui Cauchy rezultă 1=C , astfel că soluţia 
particulară, în formă explicită, este  )cos1(arccos)( xxy += .  
         4.  Să se rezolve ecuaţia diferenţială  

x
yy

sin
sin/ =  

pe un domeniu unde ea este ecuaţie cu variabile separabile. Să 

se determine soluţia pentru care 
3

)
2

( ππ
=y  şi să se studieze 

dacă există soluţii singulare. 
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         Indicaţie. Ne vom limita, spre exemplu, la benzile 

),0( π∈x , ),0( π∈y . O primitivă a funcţiei 
xsin

1  este 

2
tgln x , astfel că, în domeniul ales, soluţia generală are forma 

explicită  

)
2
x tgarctg(C2)( =xyC .  

Soluţia particulară cerută corespunde valorii 
63

1 πtgC == .  

      Dreptele 0=y  şi π=y  sunt soluţii singulare, dar nici de 
tipul asimptotelor (deşi integralele improprii ce intervin sunt 
divergente) şi nici înfăşurători.  
       5. Se consideră ecuaţia diferenţială 

                                     
x

yxy +
=/  . 

a)  Să se scrie soluţia generală. 
b)  Să se determine izoclinele. 
c)  Să se studieze soluţiile singulare 

        Indicaţie. Ecuaţia este omogenă. Notăm 
x
yu =  şi se 

obţine o ecuaţie cu variabile separabile. Soluţia generală (pe  
IR*

+) este  
)ln()( xCxxy += . 

    Izoclinele sunt drepte ce trec prin origine (ca pentru orice 
ecuaţie omogenă !). Nu există soluţii singulare. 
  6. Se consideră ecuaţia 
                             2/ 223 xxyxyxy −−−= .  
      a)  Să se găsească domeniile în care această ecuaţie se 
poate reduce la una cu variabilele separabile. 
      b)  Să se scrie soluţia generală şi să se determine 
soluţiile singulare. 
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      c)  Să se rezolve următoarele probleme Cauchy:     
.0)0(;1)1(;2)1( === yyy  

  Indicaţie. Explicitând pe /y  se vede că ecuaţia este 
omogenă. Condiţiile 02 ≥− xxy  şi 0≠x  ne arată că trebuie  
să ne situăm fie în },0:),{(1 xyxyxD ≥>= , fie în 

},0:),{(2 xyxyxD ≤<=  . Deoarece 11ln −−u  este o 
primitivă a funcţiei 

)11(12
1

)(
1

−−−
=

− uuuug
, 

soluţia generală pe D1 se scrie implicit 11 −−=
x
yCx .  

       Dreapta xy =  este soluţie singulară, dar  xy 2=  este o 
soluţie particulară – cea care satisface prima problemă Cauchy 
din enunţ, corespunzătoare valorii 0=C . Prin punctul (1,1) 
trec două curbe – soluţie, soluţia particulară corespunzătoare 
lui 1=C  şi soluţia singulară xy = , deci cea de a doua 
problemă Cauchy are soluţie, dar nu unică. Cea de a treia 
problemă Cauchy nu are sens.  
     7. Considerăm hiperbola xy = 1 şi familia 
transformatelor sale prin omotetie faţă de origine. Scrieţi 
ecuaţia diferenţială a acestei familii şi rezolvaţi-o ca ecuaţie 
omogenă. Generalizare. 
          Indicaţie.  Ecuaţia familiei de hiperbole este  Cxy = , cu 

0>C . Eliminând pe  C  prin derivare, se obţine 0' =+ xyy . 

Ca ecuaţie omogenă ea se scrie  
x
yy −='  şi trebuie studiată 

separat în primul şi cel de al treilea cadran. Soluţiile particulare 
sunt hiperbolele din cadranele respective, iar asimptota 0=y  
este soluţie singulară.  
    8. Să se integreze ecuaţia: 
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1
12/

+−
+−

=
yx
xyy . 

          Indicaţie. Suntem în cazul când dreptele sunt 
concurente. Punctul de intersecţie fiind (2,3), după translaţia 
originii în acest punct obţinem ecuaţia omogenă  

ut
tuu

−
−

=
2/ . 

Primitivele căutate sunt de forma unor logaritmi. 
         9. Să se integreze ecuaţia: 

1
122/

−−
−−

=
xy

yxy . 

 Indicaţie. Ecuaţia este de tipul (5), cu dreptele respective 
paralele. Facem schimbarea de variabile yxu −=  şi se obţine 
o ecuaţie cu variabile separabile. 
  10. Să se determine curba care trece prin punctul 

( )2
1,1M = , ştiind că panta tangentei la curbă în punctul curent 

este de două ori mai mare decât panta razei vectoare a 
punctului de tangenţă. 

  Indicaţie. Conform enunţului avem 
x
yy 2/ = . Această 

ecuaţie diferenţială are soluţia generală 2xCy ⋅= . Impunând 
parabolelor 2xCy ⋅=  să treacă prin punctul ( )2

1,1M = , 

rezultă că 2
1C =  şi deci curba căutată este 

2
2xy =  . 

        11. Arcul curbei IR),[:,)( →∞= afxfy  delimitat 
de punctele ))(,(şi))(,( xfxafa  se roteşte în jurul axei Ox 
generând un corp al cărui volum este proporţional cu diferenţa 
ordonatelor la extremităţile curbei. Să se determine  f. 
  Indicaţie. Conform enunţului obţinem: 

∫ −=
x

afxfkdttf
0

2 )]()([)(π  ,  
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prin derivare ducând la /2 fkf =π . Separând variabilele 
obţinem:  

     dx
kf

df π
=2 ,    

care integrată conduce la  

     Cx
kf

+=− π1 . 

 În concluzie, curbele căutate sunt hiperbole de ecuaţie: 

x
k

C
xf

π−
= 1)(  . 

          12. Să se integreze: 

  a) 
xy

xyy
22

/ +
= .                

           b) 
x

yxyxyxy +
+=− ln)(/ . 

  c) 
yx
yxy

−
+

=/ . 

   Indicaţie.  

          a) Din z
x
y

= , z fiind noua funcţie necunoscută, se obţine  

 2222/ ln2 respectiv ,ln2 deci,22 CxxxyCxz
x

zz +=+== . 

   b) Ecuaţia este echivalentă cu: 





 +






 ++=

x
y

x
y

x
yy 1ln1/ . 

Cu substituţia z
x
y

=  această ecuaţie devine:  

)1ln()1(1/ zz
x

z ++= . 

 Rezolvând această ecuaţie şi revenind la substituţie găsim: 
( ) IR.,1 ∈−= Cexy Cx  
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   c) Acelaşi procedeu. Se obţine în final: 

x
y

eCyx
arctg22 ⋅=+  (familie de spirale logaritmice) 

   13. Să se integreze : 

  a) 
52

2/

−+
−

=
yx

yxy . 

  b) 0)1()133( =+++−+ dyyxdxyx . 
    Indicaţie. a) Sistemul algebric 

                                             




=−+
=−

052
02

00

00

yx
yx

  

are soluţia 2,1 00 == yx . Cu substituţia  

                                           



−=
−=

1
2

xu
yv   

ecuaţia devine  

                                         
vu
vu

ud
vd

2
2

+
−

= .  

În final se găsesc soluţiile ecuaţiei iniţiale care sunt: 
IR,522 ∈=−+− CCyxyxy . 

      b) Dreptele 01  şi  0133 =++=−+ yxyx  sunt paralele. 
De aceea facem schimbarea de funcţie uyx =+  şi ecuaţia 
devine: 

0
1

22 =
−

++
u
dududx . 

 Se obţine în final )3(2)1( yxCeyx +−=−+ . 
        14. Să se integreze ecuaţiile: 
  a) )1)(1( 22/ ++= xyy . 
  b) 0))(())(( /22222222 =−−+++ ybyaxbyax . 
  c) xyy =/ . 
  Indicaţie. 
          a) Se separă variabilele şi se obţine: 
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dxx
y

yd )1(
1

2
2 +=

+
. 

 Integrând ambii membri se obţine soluţia generală 









++=++= CxxyCxxy

3
tgsau    

3
arctg

33

. 

   b) Pentru a separa variabilele, împărţim cu    
                                 0))(( 2222 ≠+− byax   
şi obţinem  

                                022

22

22

22

=
+
−

+
−
+ dy

by
bydx

ax
ax  

 sau  

                    022 22
2

22
2 =

+
−

−
++

by
dyb

ax
dxadydx .  

Soluţia generală este: 

1arctg2ln C
b
y

a
b

ax
ax

a
yx

=−
+
−

+
+  sau 

1,)()(
arctg2

Cb
y

a
b

a
yx

eCeaxCaxe ±=+=−
+

. 
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§ I.3. Ecuaţii diferenţiale liniare de ordinul I 
 
 
      Se numeşte ecuaţie diferenţială liniară de ordinul întâi , 
ecuaţia : 
                          )()(/ xQyxPy += ,                                   (1) 

unde P şi Q sunt funcţii continue pe un interval (a,b). Dacă în 
ecuaţia (1) avem 0)( =xQ , spunem că ecuaţia liniară 
respectivă este omogenă . 
 Fiind dată o ecuaţie liniară (1), neomogenă ( 0≠Q ) 
ecuaţia:                            
                            yxPy )(/ = ,                                              (2) 

se numeşte ecuaţie liniară omogenă ataşată ecuaţiei (1).  
      Orice ecuaţie diferenţială liniară şi omogenă (2) , este cu 
variabile separabile şi are soluţia generală: 

                          
dttP

x

xCey
∫

= 0

)(
,                                      (2 / ) 

unde x0 este un punct arbitrar în intevalul (a,b). 
 Metoda variaţiei constantelor (Lagrange). Dacă în locul 
constantei C din formula (2 

/ ), care dă soluţia generală a 
ecuaţiei (2), se pune o funcţie derivabilă C(x), se poate 
determina această funcţie astfel încât: 

dttP
x

xexCy
∫

= 0

)(
)(0  

să fie o soluţie a ecuaţiei (1). 
    Soluţia generală a ecuaţiei (1) este 

     











+= ∫

∫−∫

dsesQCexy
x

x

dttPdttP
s

x

x

x

0

00
)()(

)()( .                       (1/ ) 

Dacă y1 , y2  şi y3 sunt trei soluţii particulare ale ecuaţiei liniare 
(1), atunci raportul lor simplu este constant, adică :  
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const
yy
yy

=
−
−

32

21 . 

 Ecuaţia diferenţială : 
     IR,)()(/ ∈+= ααyxQyxPy                                  (3) 

unde P şi Q sunt funcţii continue pe un interval (a,b) se 
numeşte ecuaţia lui Bernoulli . 
 Pentru a integra o ecuaţie de tip Bernoulli de forma (3) se 
face schimbarea de funcţie )()( 1 xyxz α−=  şi se obţine o 
ecuaţie diferenţială liniară. 
 Ecuaţia diferenţială  

                         )4(         ,)()()( 2/ xRyxQyxPy ++=  
unde P, Q şi R sunt funcţii continue pe un interval (a,b), se 
numeşte ecuaţia lui Riccati. 
 Ecuaţia de tip Riccati nu se poate integra decât dacă se 
cunoaşte cel puţin o soluţie particulară. 
     Fie )(xyy =  o soluţie particulară a ecauţiei lui Riccati (4). 
O condiţie necesară şi suficientă ca )(xy ϕ=  să fie soluţie 
pentru ecuaţia (4) este ca funcţia: )()()( xyxxz −ϕ=  să fie 
soluţie pentru ecuaţia de tip Bernoulli  2]2[/ PzzQyPz ++= . 
      Raportul armonic (biraportul) a patru soluţii arbitrare ale 
unei ecuaţii Riccati este constant, adică pentru orice patru 
soluţii y1  , y2  , y3  şi y4 avem : 

const
yy
yy

yy
y

=
−
−

−
−

43

41

23

21y : . 

      Metodă practică. Pentru a integra o ecuaţie Riccati se 
procedează în felul următor: 
 a)  Dacă se cunoaşte o soluţie particulară y , se face 
schimbarea de funcţie zyy +=  şi se obţine o ecuaţie 

Bernoulli în z, cu 2=α . Dacă se face schimbarea 
u

yy 1
+=  se 
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obţine direct o ecuaţie liniară în  u, deci integrarea ecuaţiei (4) 
se face prin două cuadraturi conform formulei (1 

/ ). 
b) Dacă se cunosc două soluţii particulare  y1  şi  y2  ale  

ecuaţiei (4), făcând schimbarea de funcţie 
2

1
yy
yyz

−
−

=  se obţine 

o ecuaţie cu variabile separabile în z, iar integrarea se 
realizează cu o singură cuadratură. 

c) Dacă se cunosc trei soluţii particulare pentru ecuaţia 
(4), soluţia ei generală se scrie fără a efectua cuadraturi, 
folosind faptul că raportul armonic a patru soluţii arbitrare e 

constant, anume: C
yy
yy

yy
y

=
−
−

−
−

3

1

23

21y : . 

 
 

Probleme § I. 3 
 

     1. Să se rezolve ecuaţia: 
03 2/ =−+ xyyx            (x>0) 

şi să se găsească soluţia pentru care 1)1( =y . Ce semnificaţie 
are constanta C în formula (1  

/ ) pentru problema lui Cauchy ? 
     Indicaţie. Ecuaţia este liniară (neomogenă) deoarece 

putem scrie: xy
x

y 31/ +−= . 

 Soluţia generală este, conform formulei (1  

/ ), 

)1(1)( 3xC
x

xy +−= . 

 Pentru condiţia lui Cauchy dată obţinem 1=C . 
Semnificaţia constantei C în formula (1  

/ ) este întotdeauna : 
00 )( yxyC == . 

        2. Să se arate că ecuaţiile diferenţiale liniare nu pot avea 
soluţii singulare. 
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  Indicaţie. Fie  y o soluţie care nu este de forma 01 yyC + , 
care este soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale liniare. Se 
constată însă uşor că 0yy −  este o soluţie singulară a ecuaţiei 
omogene ataşate. Ecuaţia omogenă ataşată nu are soluţii 
singulare deoarece dreapta 0=y , care ar putea fi o soluţie 
singulară, corespunde valorii 0=C  în expresia soluţiei generale. 
   3. Să se găsească soluţia generală a ecuaţiei: 

uuxxd
ud

2sincos
1
+

= . 

   Indicaţie. După cum este scrisă, ecuaţia dată conţine pe 
u funcţie necunoscută şi pe x ca variabilă a acesteia. Integrarea 
ecuaţiei se face însă uşor dacă inversăm rolurile acestor două 
mărimi şi scriem ecuaţia în forma:  

     uux
ud
xd 2sincos += . 

 Conform celor discutate la ecuaţiile diferenţiale liniare, 
soluţia generală este: )sin1(2)( sin ueCux u +−= . 
   4. Să se scrie soluţia generală a ecuaţiei : 

xexyy )1(2/ ++=  
căutând o soluţie particulară de forma membrului perturbator 
(neomogen). 
  Indicaţie. Vom căuta o soluţie particulară de forma: 

xebxaxy )()(0 +=  
 Prin identificare se obţine 1−=a  şi 2−=b . Ecuaţia 
diferenţială omogenă ataşată se integrează uşor şi se obţine 
soluţia: xeCy 2

1 = . 
Conform formulei (1 

/), soluţia generală a ecuaţiei date este: 
xx exeCxy )2()( 2 +−= . 

     5. Să se integreze ecuaţia: 
0ln2/ =−+ xyyyx           (x   >  0). 
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Ce fel de soluţie este 0)( ≡xy ?  
     Indicaţie. Ecuaţia este de tip Bernoulli, cu 2=α , deci 

făcând schimbarea de funcţie 
y

z 1
=  se obţine o ecuaţie liniară, 

anume: 

x
xz

x
z ln1/ −= . 

 Soluţia generală a acesteia este 1ln ++= xxCz , deci 

soluţia generală a ecuaţiei date este: 
1ln

1
++

=
xxC

y . Soluţia 

0=y  nu poate fi obţinută prin particularizarea constantei C, 
deci este o soluţie singulară, de tip asimptotă. 
     6. Să se integreze ecuaţia : 

1)( /32 =+ yyxyx . 
     Indicaţie. Considerând pe x funcţie de  y se obţine o 
ecuaţie Bernoulli cu 2=α . 
     7. În ce condiţii asupra constantelor A, B , C, ecuaţia: 

C
x

yB
x

yAy
2

2/ 11
++=  admite o soluţie de forma 

x
ay = ? Să 

se rezolve ecuaţia în cazul particular 1=== CBA . 
     Indicaţie. Problema se pune să putem determina 

parametrul a astfel încât 
x
ay =  să fie soluţie. Se obţine 

0)1(2 =+++ CaBaA , 
deci trebuie să avem  04)1( 2 ≥−+ ACB . În cazul particular 
dat avem o singură valoare pentru a, deci ecuaţia Riccati dată 
se reduce la o ecuaţie Bernoulli. 
        8. Să se integreze ecuaţiile :   
       a) 2

4/ xxexyy −=+ . 
       b) 1)ctg(sin /2 =⋅+ yyxy . 
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  Indicaţie. a) Integrăm mai întâi ecuaţia omogenă ataşată : 
04/ =+ xyy . Aceasta din urmă are soluţia 22xeCy −⋅= .  

 Căutăm o soluţie particulară a ecuaţiei neomogene de 
forma ,)()(

22xexCxu −= unde C(x) este o funcţie necunoscută.  
 Înlocuim în ecuaţia iniţială pe: 

22

2

22//

2

)(4)()(
)()(

xx

x

exxCexCxu
exCxu

−−

−

⋅−⋅=
⋅=  

şi obţinem 2222 22/2 )(4)(4)( xxxx exexxCexxCxCe −−−− ⋅=⋅+⋅−  

sau ,)(
2/ xexxC ⋅=  de unde 

2

2
1)( xexC = . 

 Soluţia generală a ecuaţiei este: 

∈⋅





 += − xeCexy xx ,

2
1)(

22 2 IR. 

       b) Ecuaţia este neliniară în y. Ea este însă liniară în x: 

yyxctg
dy
dx 2sin+= . 

 Aceasta din urmă are soluţiile (sub formă implicită): 
yyCx sin)cos( −= . 

        9. Să se arate că există o soluţie şi numai una a ecuaţiei: 
22/ )12( xyxxy ++= , 

care are limtă finită pentru ∞→x . 
        Indicaţie. Rezolvând ecuaţia găsim soluţiile: 

IR,IR,),(
0

22

∈∈







+== ∫ − CxdseCxeCxyy

x
sx . 

 Sunt posibile următoarele cazuri: 

  1) Dacă 0
0

2
≠+ ∫

∞
− dseC s , atunci +∞=

∞→
),(lim Cxy

x
. 
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  2) Dacă ∫
∞

−−=
0

2
dseC s  se obţine soluţia 

IR,)(~ 22

∈−= ∫
∞

−

− xdsexexy
x

sx . 

 Folosind regula lui l´ Hospital se obţine că 
2
1)(~lim −=

∞→
xy

x
. 

    10. Să se integreze: 

  1) 2/2 2 yxyyx =− . 2) 22
/ 1

yxx
yy =+ . 

     Indicaţie. 1) Ecuaţia este de tip Bernoulli, cu 2+=α , 

deci folosind schimbarea de funcţie 
y

z 1
=  se obţine ecuaţia 

liniară 

2
/ 12

x
z

x
z −⋅−= , 

a cărei soluţie este )(1
2 xC

x
z −= . Revenind la funcţia y 

obţinem 

xC
xyy
−

==
2

,0 . 

     2) Ecuaţia este de tip Bernoulli, cu 2−=α , deci făcând 

schimbarea de funcţie 3yz =  obţinem: 2
/ 33

xx
zz =+ . 

 Aceasta din urmă are soluţia 
xx

xz
2
32)( 3 +=  şi deci 

ecuaţia dată are soluţia: 

3

2
3

2
32

x
xCy +

= . 
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                        § I.4.  Ecuaţii cu diferenţiale totale 
 
 
      Numim ecuaţie cu diferenţiale totale orice ecuaţie 
diferenţială de forma: 

                  0),(),( =+ dyyxQdxyxP ,              (1) 
unde P şi Q sunt funcţii de clasă 1

IRC  pe un domeniu D din 
planul variabilelor x şi y. Spunem despre o ecuaţie de forma 
(1) că este cu diferenţiale totale exacte dacă există o funcţie 

IR: →DU , a cărei diferenţială să fie: 
                dyyxQdxyxPdU ),(),( += .               (2) 

    În acest caz, pentru rezolvare avem :  
    O condiţie necesară şi suficientă ca )(xy ϕ=  să fie soluţie a 
unei ecuaţii diferenţiale totale exacte, (1) , este ca pentru 
funcţia U din condiţia (2) să avem  constxxU ≡))(,( ϕ . 
     Pentru a recunoaşte când suntem în acest caz, 
folosim teorema :  
      O condiţie necesară şi suficientă ca o ecuaţie de forma (1) 
să fie o ecuaţie cu diferenţiale totale exacte este ca funcţiile P 
şi Q să verifice relaţia:  

                         
x
Q

y
P

∂
∂

=
∂
∂  .                              (3) 

    Pe parcursul demonstraţiei se construieşte funcţia 

    ∫∫ +=
y

y

x

x

dttxQdsysPyxU
00

),(),(),( 0 ,                (4) 

care este folosită şi în rezolvările concrete.  
     Dacă nu este verificată condiţia (3), precizăm că :  
      Se numeşte factor integrant pentru o ecuaţie (1) orice 
funcţie ),( yxµ , derivabilă cu derivatele parţiale continue şi 
neidentic nulă, pentru care ecuaţia obţinută după amplificare,  

  0),(),(),(),( =+ dyyxQyxdxyxPyx µµ         (5) 
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este o ecuaţie cu diferenţiale totale exacte. Cu alte cuvinte, 
factorul integrant este o funcţie µ  pentru care  

                               
x
Q

y
P

∂
∂

=
∂

∂ )()( µµ .                                 (3/ ) 

      În practică nu putem decât să căutăm factori integranţi de 
forme particulare: funcţii numai de x, de y, de x+y, de yx ⋅  etc. 
 
 

Probleme § I. 4 
 
   1. Să se găsească soluţia generală a ecuaţiei: 

0cos)cos(sin 2 =++ dyxyxdxxyxyxy  

şi apoi să se determine acea soluţie pentru care 
2

)1( π
=y . 

Există soluţii singulare ? 
   Indicaţie. Se verifică faptul că ecuaţia este cu 
diferenţiale tota-le exacte. Soluţia este dată implicit de relaţia 

Cxyx =)sin( .  
 Pentru condiţia Cauchy formulată se găseşte 1=C . 
Familia aces-tor curbe nu admite înfăşurătoare, ci doar o 
asimptotă 0=y .  Aceasta este însă o soluţie particulară ce 
corespunde valorii 0=C .  
   2. Se consideră ecuaţia diferenţială: 

01
)()(

1
2

2

2

2

=







−

−
+








−

− dy
yyx

xdx
yx

y
x

 

şi se cere: 
 a) Care este domeniul de definiţie din planul xOy în care 
euaţia dată poate fi studiată ca ecuaţie cu diferenţiale totale ? 
  b) Pe ce domeniu din acelaşi plan ecuaţia este echivalentă 
cu o ecuaţie diferenţială ordinară implicită ),(/ yxfy =  ? 
      c) Să se scrie soluţia generală a ecuaţiei date. 
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      d) Să se găsească acea soluţie particulară pentru care 
2)1( =y . 

      Indicaţie. a)  Domeniul pe care funcţiile: 

2

2

)(
1),(

yx
y

x
yxP

−
−=     şi    

yyx
xyxQ 1

)(
),( 2

2

−
−

=  

sunt continue este }sau    0sau   0:),{(\IR 2 yx yxyxD ==== , 
adică tot planul, mai puţin axele de coordonate şi prima 
bisectoare. 
  b) Din domeniul D trebuie să mai scoatem punctele în 

care 0),( =yxQ , şi care sunt date de ecuaţiile 
y

yx
±

=
1

 . 

  c)  Soluţia generală se poate scrie sub forma: 

Cds
ss

ds
ys

y
s

yx

=









−

−
+











−
− ∫∫

2
2

1
2

2 1
)1(

1
)(

1 .  

  d)  Soluţia particulară corespunde valorii 0=C  în 
expresia de mai sus şi este 

                      0
1

2ln1
1

1ln
22

=
−

−++
−

+
−

+
y

y
yyx

y
y
x .  

  3.  Să se scrie soluţia generală a ecuaţiei: 
0)54()23( 22 =+++++ dyyxyxdxyyx  

ştiind că ea admite un factor integrant funcţie de 2yx + . 
  Indicaţie. Se constată că ecuaţia nu este cu diferenţiale 
totale exacte, dar admite un factor integrant funcţie de 

uyx =+ 2 . Din ecuaţia diferenţială a factorului integrant se 

deduce 
udu

d 11
=⋅

µ
µ

, de unde rezultă factorul integrant 

2)( yxuu +==µ . Amplificând cu acest factor şi integrând 
obţinem soluţia generală sub forma: 
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Cyxyxyyxyxx =+++++ 5432223 22 . 
    4. Să se integreze ecuaţia: 

0)2()2( 22 =−−+−− dyxxxydxyyxy . 
   Indicaţie. Ecuaţia nu este cu diferenţiale totale exacte, 
deci se încearcă dacă există factori integranţi de forme 
particulare.  
 Se constată că există factori integranţi funcţii numai de 

uyx =+ , unul fiind 
4)1(

1
++

=
yx

µ . Amplificând cu acesta şi 

integrând se obţine soluţia  C
yx
xy

=
++ 3)1(

.  

    5. Să se integreze ecuaţia: 
0     ,0)ln1( >=+− xdyxdxxyy . 

    Indicaţie. Scriind ecuaţia sub forma  

                                      
x
xyy

x
y ln1 2/ +−= ,  

se vede că este vorba de o ecuaţie de tip Bernoulli cu 2=α , 
deci nu mai este necesară aplicarea teoriei pentru ecuaţiile cu 
diferenţiale totale.   
     6. Să se rezolve ecuaţia liniară  
                                   )()(/ xbyxay += ,  
prin metoda factorului integrant. Funcţiile IR),(:, 21 →xxba  
se presupun a fi continue. 
     Indicaţie. Se caută un factor integrant )(xµµ = , ca 
soluţie a ecuaţiei:  

µµ )(xa
dx
d

−= . 

 De exemplu putem considera ca factor integrant: 

),(, 21
0

)(

xxxe

x

x
dssa

∈
∫

=
−

µ , 
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unde x0 este luat arbitrar din (x1, x2). 
 Se înmulţeşte ecuaţia din enunţ cu µ  şi se obţine o ecuaţie 
diferenţială totală exactă, care rezolvată va conduce la soluţia 
ecuaţiei date. 
   7. Rezolvaţi o ecuaţie diferenţială omogenă folosind 
metoda factorului integrant. 

   Indicaţie. Fie ecuaţia omogenă 





=

x
yfy /  pe care o 

rescri-em sub forma IRIR: unde,0 →⊆=−





 Ifdydx

x
yf  este 

o funcţie continuă. Căutăm determinarea unui factor integrant 

de tipul 







x
yµ . Înmulţind ecuaţia cu µ  obţinem: 

0=





−






⋅






 dy

x
ydx

x
yf

x
y µµ . 

 Prin impunerea condiţiei: 

                           













−

∂
∂

=













⋅








∂
∂

x
y

xx
yf

x
y

y
µµ , 

în cazul când µ  şi  f  sunt derivabile, găsim, după ce notăm 

x
yu = ,  

ecuaţia cu variabile separabile  
                     ( ) )()()()( // ufuufuu ⋅=−⋅ µµ ,  

cu soluţia :   







−

= ∫ du
ufu

ufu
)(

)(exp)(
/

µ . 

 Rezultă ecuaţia cu diferenţială totală exactă: 

0=





−






⋅






 dy

x
ydx

x
yf

x
y µµ , 

unde µ  este funcţia determinată anterior. Atunci, soluţia 
ecuaţiei omogene date este: 
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                         IR,)()(

1

1

1
2

0

∈=





+ ∫∫ CCds

x
sdu

u
ufu yx

x

µµ ,  

unde x0 este astfel ca I
x

∈
0

1 . 

 8.  Ecuaţiile diferenţiale de forma: 
0))(,(),(),( =−++ dxyxdyyxPdyyxNdxyxM , 

unde M şi N sunt funcţii omogene de acelaşi grad m, iar P este 
o funcţie omogenă de grad n, )1( −≠ mn  se numesc ecuaţii 
Darboux. Să se arate că: 
  a) Dacă 0≠N , cu substituţia xzy = , se obţine o ecuaţie 
Bernoulli. 
  b) Dacă 0≠N  şi 2−= mn , cu aceeaşi substituţie, z va 
verifica o ecuaţie diferenţială liniară. 
  c) Dacă 0=N , aceeaşi substituţie conduce la o ecuaţie 
diferenţială cu variabile separabile. 
    Indicaţie. Luând xzy =  avem: 

).,1(),(
),1(),(

),1(),(),(

zNxyxN
zMxyxM

zPxxzxPyxP

m

m

n

=

=

==

 

 Ecuaţia dată devine: 
[ ] [ −++++ )(),1(),1())(,1( zdxxdzxzPxdxzMzdxxdzzNx nm

                                                                                 ] 0=− xzdx  
sau: 
        [ ] 0),1(),1())(,1( 2 =+++ + dzzPxdxzMzdxxdzzNx nm ,  
adică  
   [ ] [ ] 0),1(),1(),1(),1( 21 =+++ ++ dxzMzzNxdzzPxzNx mnm  
 sau, după împărţirea cu dzxm : 

[ ] 0)(),1(),1(),1(),1( /2 =⋅+++ +− zxzMzzNzPxzxN mn . 
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 De aici se vede că luând x ca funcţie necunoscută şi pe z ca 
variabilă independentă, pentru 0≠N  avem o ecuaţie Bernoulli 

2pentruiar,)2( −=+−= mnmnα  avem o ecuaţie diferenţială 
liniară neomogenă. 
 Dacă N = 0 obţinem ecuaţia cu varibile separate 

),1(),1(
),1(

2 zMzzN
dzzP

x
dx

mn +
−=

+−
. 

   9. Cu ajutorul problemei anterioare, obţineţi soluţia 
generală a ecuaţiilor următoare: 
 a) 0)( =−++ xdydxyydyyxdx . 

 b) 22/ yxxyxy +=− . 
   Indicaţie. a) În forma generală a ecuaţiilor date 
(prezentată în problema anterioară) se vede că avem 

xyxM =),(  şi yyxN =),(  (care sunt omogene de grad m = 
1), iar yyxP =),(  cu omogenitatea  n = 1. Se obţine astfel 

0)()1( /22 =⋅+++ zxzzxxz , adică  
2

22
/

11
)( x

z
zx

z
zzx ⋅

+
−⋅

+
−=    (ecuaţie Bernoulli; 2=α ) 

 Substituind 
)(

1)()( 1

zu
zuzx == −α  în ecuaţia precedentă 

găsim 

2222

/ 1
1

1
1

)(
uz

z
uz

z
u

zu
⋅

+
−⋅

+
−=− , 

sau:                            
11

)( 22
/

+
+⋅

+
=

z
zu

z
zzu  , 

adică ecuaţia diferenţială de ordinul întâi poate fi scrisă şi ca 
ecuaţie cu variabile separate  

                                     
11 2

/

+
=

+ z
z

u
u , 

 care are soluţia 11 2 +=+ zCu , unde C = constantă arbitrară.  
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 Deci, 
11

11
2 −+

==
zCu

x , iar prin  revenirea la substituţia 

iniţială,  

                  
11

1
11 22 −+

=
−+

==
zC

xşi
zC

zxzy ,  

deci putem pune soluţia sub formă parametrică. 
 Dacă explicităm pe z în funcţie de x şi revenim în expresia 
lui y ca funcţie de z putem obţine şi soluţia sub formă explicită. 
 b) Ecuaţia se mai scrie: dxyxxdxydyx 22 +=− . 
 Se vede că în această formă 0),(,1),( == yxNyxP  şi 

22),( yxxyxM +=  (pe M şi N le putem considera omogene 
de acelaşi grad, m = 2). 
 Conform problemei anterioare, ajungem prin substituţia 

xzy =  la ecuaţia cu variabile separate: 

                                  
2220 1 z

dz
x

dx
−

−=
+−

. 

 De aici, prin integrare găsim Czx +−= arcsin  sau: 
)sin( Cxz +−=  adică )sin( Cxxy +−= . 
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§ I.5. Ecuaţii diferenţiale implicite 
 
 
 Ecuaţiile diferenţiale implicite au forma 

                         0),,( / =yyxF                            (1) 
unde, cel puţin din punct de vedere practic, nu putem explicita 
pe /y , sau această explicitare nu ne este utilă. Suprafaţa S, 
ataşată ecuaţiei diferenţiale (1), de ecuaţie 

                       0),,( =zyxF ,                              (2) 
oferă o interpretare geometrică simplă, care conduce la soluţii :  
     O condiţie necesară şi suficientă ca )(xy ϕ=  să fie soluţie 
pentru ecuaţia (1) este ca această funcţie să definească ecuaţia 
unei curbe care se obţine prin proiecţia pe planul xOy a unei 
curbe Γ  de pe suprafaţa S, de-a lungul căreia să fie 
satisfăcută condiţia 

                             dxzdy = .                              (3) 
     În particular, această teoremă permite rezolvarea ecuaţiilor 
diferenţiale de formele  

                          ),( /yxfy =                              (1/ ) 
şi     ),( /yygx =                              (1//) 
prin scrierea parametrică a soluţiilor, parametrul fiind /yp = . 
 Ecuaţia diferenţială 
                                   )()( // yByxAy += ,                    (4) 
unde A şi B sunt funcţii cu derivate continue pe un interval 
(a,b),  se numeşte ecuaţia lui Lagrange.  
    Soluţia generală a ecuaţiei Lagrange are forma 





++=
+=

),()]()()[(
)()(

pBpvpCupAy
pvpCux

     

unde x( p) este soluţie a ecuaţiei diferenţiale liniare: 

         0
)(

)(
)(

)( //
=

−
+

−
+

ppA
pBx

ppA
pA

dp
dx .                    (5) 

 38 



Dreptele )(sBsxy += , unde s sunt soluţii ale ecuaţiei: 
                       0)( =− ppA ,                                     (6) 

sunt soluţii singulare. 
        Metodă practică . Pentru a integra o ecuaţie Lagrange, se 
scrie mai întâi ecuaţia (5), care se obţine înlocuind în ecuaţie 

py ≡/  si diferenţiind în ambii membri. Soluţia generală se 
obţine integrând ecuaţia liniară obţinută, la care se adaugă 
expresia parametrică a  lui y, scoasă din ecuaţie. Se rezolvă 
ecuaţia (6) şi se scriu dreptele care sunt soluţii singulare. 
       Ecuaţia  

                    )( // yBxyy += ,                  (  7  ) 
unde B este o funcţie cu derivata continuă pe un interval (a,b) 
se numeşte ecuaţia lui Clairaut. 
        Soluţia generală a ecuaţiei Clairaut este dată de familia 
de drepte )(CBCxy += , iar curba ℘ , de ecuaţii: 





+−=

−=

)()(

)(
/

/

pBppBy

pBx
 

este o soluţie singulară de tip înfăşurătoare. 
 Metodă practică . Pentru integrarea unei ecuaţii Clairaut 
(7), se înlocuieşte(formal) Cp =  în ecuaţie, şi se obţine o 
familie de drepte ce reprezintă soluţia  generală. Înfăşurătoarea 
acestei familii de drepte  reprezintă soluţia singulară a ecuaţiei 
Clairaut. 
 
 

Probleme § I. 5 
 

         1. (Asupra unicităţii soluţiei problemei lui Cauchy 
pentru ecuaţiile implicite).  Să se integreze ecuaţia: 

0)()( /2/ =++− xyyyxy  
şi apoi să se rezolve următoarele probleme ale lui Cauchy: 

0)0(   ,   1)1( == yy . 
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 Indicaţie. Rezolvând algebric în raport cu /y , se obţin 
două ecuaţii diferenţiale:  / xy = şi y/ =y . Integrând obţinem:  

,
2

2

1

2

xeCy

Cxy

=

+=
 

deci se obţin două familii de curbe. În plus, tot soluţii sunt şi 
curbele ce se obţin prin racordarea a câte unei curbe din prima 
familie cu una din a doua familie, dacă tangentele în punctul de 
intersecţie coincid. În consecinţă problema lui Cauchy nu are 
soluţie unică. În cazul  1)1( =y , pe lângă cele două soluţii: 

2
12 +

=
xy   şi   1−= xey    

mai avem drept soluţii şi curbele:   








>

≤
+

=
− 1pentru      ,       

1pentru      ,    
2

1
)(

1

2

xe

xx
xy

x

 şi 







>
+

≤
=

−

.1pentru     ,   
2

1
1pentru     ,       

)( 2

1

xx
xe

xy

x

  

 2. Să se integreze ecuaţia: 

2
)(

2
/2/ xxyyy +−= . 

 Indicaţie. Ecuaţia are forma ),( /yxfy = , fără a fi de tip 
Lagrange sau Clairaut . Suprafaţa S se scrie parametric:   











=

+−=

=

pz

xxppy

xx

2

2
2 . 

 Condiţia (3), cu pz =  se va scrie 0))(2( =−− dxdpxp , 
deci avem dxdp = , fie 02 =− xp . Integrând prima relaţie 
obţinem soluţia generală Cpx += , deci  
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2

)()(
2

2 xCxxCxy ++−+= .      

 Din a doua condiţie, px 2= , găsim 
4

2xy = , care este o 

solu- ţie singulară.   
   3. Să se integreze ecuaţia: 

2// )(2 yxyy −= . 
 Ce fel de soluţie este dreapta 0=y ? 
   Indicaţie. Ecuaţia dată este de tip Lagrange. Notând 

py =/ , ecuaţia dxzdy =  se scrie px
dp
dxp 22 =+ . Integrând 

se obţine: 23
2

p
Cpx += , care conduce la soluţia generală: 










+=

+=

.2
3

3
2

2

2

p
Cpy

p
Cpx

 

 Condiţia 0)( =− ppA  indică o singură valoare, 0=s , 
pentru care se obţine soluţia singulară 0=y .   
   4. Să se integreze ecuaţia: 

0)( /2/ =+− ayyyx . 

  Indicaţie. Scriind ecuaţia sub forma /
/

y
axyy += , obţinem o 

ecuaţie Clairaut cu /
/ )(

y
ayB = . Soluţia generală este 

C
aCxy += . 

              Familia acestor drepte are ca înfăşurătoare parabola 
axy 42 = , care reprezintă soluţia singulară. 

        5.  Să se integreze ecuaţia: 
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/

2

y
yyx +

= . 

  Indicaţie. Ecuaţia are forma ),( /yygx = . Suprafaţa S  
va fi: 









=
=
=

.

),(

pz
yy

pygx
  

Condiţia dxzdy =  se scrie 







∂
∂

+
∂
∂

= dp
p
gdy

y
gpdy , şi în cazul 

nostru obţinem o ecuaţie cu variabile separabile 
p

dp
y

dy
=

+1
2 , care 

are soluţia generală 2)1( yCp += , deci avem )( xxyCy += .  
 Soluţii singulare nu există căci ecuaţia dată are forma 
ecuaţiei Riccati.  
        6.  Ce suprafaţă de rotaţie trebuie să reprezinte oglinda 
unui proiector, pentru ca toate razele de lumină ce plecă de la 
o sursă punctiformă să fie reflectate paralel cu o direcţie dată? 
  Indicaţie. Considerăm un plan meridian pe care îl luăm 
xOy. Axa Ox o alegem paralelă cu direcţia după care lumina 
trebuie să fie reflectată, iar originea în sursa de lumină (ca în 
figura I.1.6.). 
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 Conform legilor reflexiei avem 
PQRRPOşiMPQOPM /∠=∠∠=∠ , 

deci uv 2= . Deoarece 
x
y

=vtg , /tg yu = , iar  
u

uu 2tg1
tg22tg

−
=  , 

obţinem ecuaţia 2'1
'2

y
y

x
y

−
= .  

 Integrând această ecuaţie se obţine soluţia  







 +=

2
22 CxCy , deci curba meridiană este o parabolă cu 

vârful pe 0x, iar oglinda este un paraboloid de rotaţie de ecuaţie 
222 2 CCxzy +=+ . 

     Valoarea lui C se leagă de dimensiunea oglinzii, fiind egală 
cu raza secţiunii transversale în dreptul focarului.  
 
 

 43 



 
 

CAPITOLUL II 
 

ECUAŢII DIFERENŢIALE DE ORDIN SUPERIOR 
 
 

§ II.1. Cazuri de reducere a ordinului 
 
 Ecuaţiile diferenţiale de ordin superior au forma:  
                                     0),...,,,( )(/ =nyyyxF ,                  (1) 
sau explicit: 
                                  ), ... ,,,( )1(/)( −= nn yyyxfy .              (1/ ) 
Soluţia generală depinde de n constante C1, ... , Cn arbitrare, 

                            ),... ,,( 1 nCCxy ϕ= .                             (2) 
     Problema lui Cauchy constă în determinarea acelei soluţii 
particulare pentru care:   

10
)1(

10
/

00 )(,...,)(,)( −
− === n

n yxyyxyyxy .            (3) 
    Ca şi în cazul ecuaţiilor de ordinul I, rezolvarea nu este 
posibilă decât dacă ecuaţia are o formă particulară şi se bazează 
de cele mai multe ori pe reducerea ordinului (vezi problema 8).  
    Soluţia generală a ecuaţiei 

                           )()( xfy n = ,                                       (4) 
unde f este o funcţie continuă pe un interval (a,b), este: 

+
−

−
+

−
−

+
−

−
=

−−

∫
−

)!2(
)(

)!1(
)(

)(
)!1(

)()(
2

2

1

1

0

00
1

n
xx

C
n

xx
Cdssf

n
sxxy

nn
x

x

n
 

                                                         nC++  ... ,                       (5)  
  unde ),(0 bax ∈ este un punct fixat.   
      Prezentăm câteva exemple de cazuri în care rezolvarea este 
posibilă în urma reducerii ordinului prin diverse substituţii :  
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    Dacă într-o ecuaţie diferenţială de ordin n, de forma (1), 
lipseşte funcţia y şi primele sale k-1 derivate, ordinul ecuaţiei 
se poate reduce cu k unităţi. 
    În practică facem substituţia )()()( xzxy k = . 
     Dacă într-o ecuaţie diferenţială de forma (1) lipseşte 
variabila independentă x, se poate reduce ordinul ecuaţiei cu o 
unitate.  
     Practic aceasta se realizează prin schimbarea de funcţie şi de 
variabilă  )()(/ yzxy = .  
    Dacă ecuaţia diferenţială (1) are forma 

0),,,,( )(//2/ =nn yxyxxyyG ... ,  
se poate reduce ordinul cu o unitate.   
    Se face o schimbare de variabilă, notând tex = . 
    Dacă ecuaţia diferenţială de ordin superior (1) are forma: 

0,...,,, )(1/// =





 − nn yxxyy

x
yG  (ecuaţie omogenă generalizată) 

se poate reduce ordinul cu o unitate. 

   Practic vom face schimbarea de funcţie  
x
xyxu )()( = .  

 
 

Probleme § II. 1 
 

    1. Să se arate că putem reduce ordinul ecuaţiei: 

0,...,,
)(/

=







y

y
y
yxF

n

 

cu o unitate. 

    Indicaţie. Făcând schimbarea de funcţie 
y
yu

/
=  se 

obţine: 

 45 



,3  , 3///
///

2/
//

uuuu
y

yuu
y

y
++=+=   ş.a.m.d. 

Ecuaţia în u va fi de forma 0),...,,,( )1(/ =−nuuuxG .   
        2.    Se dă ecuaţia diferenţială: 

xy cos1VII −=   
şi se cere: 
         a) Să se scrie soluţia generală. 
         b) Să se găsească acea soluţie particulară pentru 
care avem:  
        ,1)0()0(,0)0()0()0()0( V/VIIV// ====== yyyyyy .1)0(III −=y  
         c) Să se verifice rezultatul de la punctul b) 
dezvoltând soluţia obţinută în serie Taylor în jurul punctului 
x = 0. 
 Indicaţie. a) Se aplică formula (5) stabilită pentru ecuaţii 
de forma )()( xfy n = .  

         b) Soluţia căutată este 
!7

sin)(
7xxxy += . 

  3.  Să se scrie soluţia generală a ecuaţiei: 

034 IV//III2
=− yyy . 

  Indicaţie. Ţinem cont mai întâi că lipseşte y şi y / , deci 
notând )()(// xzxy = obţinem 03)(4 //2/ =− zzz . Deoarece nici 
aici nu apare x explicit, notăm )z(u)x(z =′ . Obţinem 

uuxz /// )( = , deci avem 034 /2 =− zuuu . Soluţia 0)( =zu  
conduce la 0)(/ =xz , deci Cxz =)(  şi 21

2)( CxCCxxy ++= . 
Ecuaţia 034 / =− zuu  este cu variabilă separabilă şi conduce  

la soluţia 3
4

zCu 3= . Revenind, din 3
4

3zC
dx
dz

= , găsim 
3

3 )KxC()x(z −+= şi apoi calculăm pe y(x).   

 46 



    4. Să se scrie soluţia generală pentru ecuaţii 
diferenţiale de forma 0),( )()1( =− nn yyF . Aplicaţie la ecuaţia 

2//III )(1 yy += . 
  Indicaţie. Se notează )()()1( xzxy n =−   şi se reduce 
problema la integrarea ecuaţiei 0),( / =zzF , care nu conţine pe 
x. În cazul particular dat se găseşte:   

321)(sh)( CxCCxxy +++= . 
   5. Să se integreze ecuaţia: 

/// 2yyy = .   
   Indicaţie. Lipseşte variabila independentă. Notând 

)()(/ yzxy =  obţinem yz
dy
dzz 2= , de unde z = 0, sau 1

2 Cyz += . 

Rezultă dx
Cy

dy
=

+ 1
2 , unde se disting următoarele cazuri:  

 a) 01 >C , când soluţia generală este: 2
11

1 Cx
C
yarctg

C
+= . 

 b) 01 <C , când soluţia generală este:   

2
1

1

1

ln
2

1 Cx
Cy
Cy

C
+=

−+

−−

−
 

 c) 01 =C , când soluţia generală este 
2

1
Cx

y
+
−

= .   

  6. Să se integreze ecuaţia:  
0)( /2/// =−+ yyyxxyy . 

   Indicaţie. 0)( =xy  este o soluţia banală. Considerănd 
apoi 0≠y  şi împărţind cu 2y , ecuaţia ia forma:  

0
/2///

=−







−

y
y

y
yx

y
yx .  
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 Este deci indicată substituţia z
y
y

=
/

, ca în problema (1).  

  7.  (Ecuaţia lănţişorului). Folosind procedeul derivării, să 
se integreze ecuaţia:  

//2/ )(1 yyy =+ .   
 Să se compare acest procedeu cu rezolvarea în cazul când 
lipseşte x. 
  Indicaţie. Derivând în ecuaţia dată obţinem ////// yyyy = . 
Deoarece 0// ≠yy  (vezi ecuaţia !), împărţim prin //yy  şi 
obţinem: 

y
dy

y
dy

=//

//
. 

 Integrând ca în ecuaţiile cu derivabile separabile, se 
obţine: 

0// =− Cyy , 
unde deoarece 0// >yy , avem 0>C . Vom vedea (chiar în 
capito-lul II) că aceste ecuaţii se rezolvă uşor, soluţia căutată 
fiind:  

xcxc eKeKxy −+= 21)( . 
 Înlocuind această soluţie în ecuaţia lănţişorului se obţine 

14 21 =KCK , ceea ce permite scrierea soluţiei generale doar în 
două constante arbitrare. Considerând ecuaţia de tipul 

0),,( /// =yyyF , notăm )()(/ yzxy =  şi obţinem /21 zzyz =+ , 
care este cu variabile separabile. Integrarea ecuaţiei cu 
variabile separabilă este simplă, dar revenirea la soluţia )(xy  
este anevoiasă în comparaţie cu primul procedeu.  
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§ II.2. Ecuaţii diferenţiale liniare de ordin superior 
 
 
         Numim ecuaţie diferenţială ordinară liniară, de ordinul 
n, orice ecuaţie de forma: 

          )()(...)( )1(
1

)( xfyxayxay n
nn =+++ − ,        (1) 

unde naaa ,,, 21 ...  şi  f sunt funcţii continue (de obicei reale) 
pe un interval  [a,b]. Dacă 0)( =xf , spunem despre ecuaţia 
(1) că este omogenă. Fiind dată o ecuaţie o ecuaţie de forma 
(1) ecuaţia: 

          0)(...)( )1(
1

)( =+++ − yxayxay n
nn ,              (2) 

se numeşte ecuaţie omogenă ataşată ecuaţiei (1). Operatorul 
]),([]),([: IR

n
IR baCbaC →L , care se ataşează fiecărei funcţii 

de n ori derivabilă şi cu derivata a n - a continuă, o altă 
funcţie conti-nuă, prin formula: 

        yxayxayy n
nn )(...)()( )1(

1
)( +++= −L            (3) 

se numeşte operatorul diferenţial liniar ataşat ecuaţiei (1). 
    Soluţia generală a ecuaţiei (1) este suma dintre o soluţie 
particulară a ecuaţiei neomogene şi soluţia generală a ecuaţiei 
omogene ataşate. 
     Numim determinant al lui Wronski, sau wronskian, al 
funcţiilor y1, y2 , .  .  . , yp , presupuse de (p-1) ori derivabile, 
determinantul : 

)1()1(
2

)1(
1

//
2

/
1

21

21

...
............

...
...

),...,,(

−−−

=

p
p

pp

p

p

p

yyy

yyy
yyy

yyyW . 

 Wronskianul este util în studiul independenţei soluţiilor :   
      O condiţie necesară şi suficientă ca n soluţii ale unei 
ecuaţii diferenţiale liniare omogene de ordin n să fie liniar 
dependente pe [a, b] este ca wronskianul lor să fie identic nul 
pe [a, b].   
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      Dacă n funcţii nyy ,...,1  reprezintă soluţii ale unei ecuaţii 
liniare omogene de ordin n (de forma (2)) şi dacă wronskianul 
acestor funcţii nu este nul într-un punct al lui [a,b], atunci 
wronskianul respectiv nu este nul în nici un punct din [a,b] 
(Teorema Abel – Ostrogradski - Liouville). 
         Soluţia generală a unei ecuaţii diferenţiale liniare şi 
omogene de ordin n este de forma: 

            )(...)()( 11 xyCxyCxy nn++= ,            (4) 
unde nyy ,...,1  sunt n soluţii liniar independente particulare.  
 Metoda variaţiei constantelor (Lagrange). Dacă 
înlocuim constantele nCC ,...,1  din formula (4) a soluţiei 
generale pentru ecuaţia (2), ataşată ecuaţiei (1), cu funcţiile 

)(1 xC ,...,  )(xCn  presupuse derivabile, se pot determina 
aceste funcţii încât funcţia : 

     )()(...)()()( 110 xyxCxyxCxy nn++=       (5) 
să fie o soluţie particulară a ecuaţiei (1). 
     În practică se rezolvă sistemul 













=++

=++

=++

−−

−−

)(...

0...
...................................

0...

)1(/)1(
1

/
1

)2(/)2(
1

/
1

/
1

/
1

xfyCyC

yCyC

yCyC

n
nn

n

n
nn

n

nn

 

cu necunoscutele //
1 ,..., nCC  şi determinantul principal 0≠W . 

    Metoada practică. Pentru a integra o ecuaţie diferenţială 
liniară de ordinul n, de forma (1), căutăm n soluţii liniar 
independente ale ecuaţiei omogene ataşate (2) şi scriem soluţia 
generală a acestei ecuaţii omogene în forma (4). Aplicând 
metoda variaţiei constante-lor găsim o soluţie particulară y0 a 
ecuaţiei (1) şi apoi scriem soluţia generală a ecuaţiei (1) sub 
forma  

)(...)()()( 110 xyCxyCxyxy nn+++= .    
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   Soluţii particulare ale ecuaţiei neomogene se pot găsi şi prin 
încercări (identificări) în expresii de forma membrului drept, f . 
 
 

Probleme § II.2 
 

 1. Să se scrie soluţia generală a ecuaţiei: 
04)2(2)22( ///22 =+−−+− yyxyxx πππ  

ştiind că această ecuaţie admite soluţii de formă polinomială. 
Să se rezolve apoi problema lui Cauchy corespunzătoare 
condiţiilor: 

2
)0(,0)0( / π

== yy . 

 Indicaţie. Căutăm soluţia de forma +++= ...)( 10 xaaxy  
n

n xa+ . Prin înlocuirea în ecuaţie, coeficientul termenului de 
grad n este nnn annnaa )1(244 −+− . Deoarece ecuaţia trebuie 

să fie verificată identic de y, deducem 0232 =+− nn , adică 
11 =n  şi 22 =n . În primul caz, căutând soluţia de forma 

baxy +=  obţi-nem 02 =+ baπ , deci 





 −=

21
πxay . În cazul 

al doilea, căutând soluţia de forma cbxaxy ++= 2 , găsim 
condiţia: 

022 =++ cba ππ , 

deci )(
2
1)( 22

2 ππ babxaxxy +−+= . Se verifică direct că 

0),( 21 ≠yyW , oricare ar fi IR∈x . Soluţia generală poate fi 
scrisă sub forma 2211 yCyC + , sau putem lua pe y2 drept 
soluţia generală,  căci are două constante. Soluţia problemei lui 

Cauchy este )(
2
1)( π−−= xxxy . 
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    2. Să se scrie ecuaţiile diferenţiale liniare care au 
drept soluţii funcţiile: 

       a) xy sin1 = ,  b) 2
1

x

ey
−

= , 

                        xy cos2 =            xx xeyey == 32 , . 
        Indicaţie. Se verifică mai întâi că wronskianul soluţiilor 
nu este identic nul pe IR. Ecuaţia căutată se obţine prin 
bordarea wronskianului; de exemplu în cazul a) obţinem: 

0

////
2

//
1

//
2

/
1

21

=

yyy

yyy

yyy

, 

care reprezintă condiţia ca y să fie combinaţie liniară de y1 şi 
y2. Ecuaţia este 0// =+ yy . În cazul b) se procedează la fel. 
  3. Se dă ecuaţia  
                           xexyxyyx 23/// )1()1( −=+−− . 
      a) să se scrie soluţia generală a ecuaţiei omogene 
ataşate, ştiind că admite soluţii sub formă polinomială şi sub 
formă exponenţială. 
      b) să se scrie soluţia generală a ecuaţiei neomogene. 
   Indicaţie. Căutând soluţii de forma n

n xaxaay +++= ...10 , 
se găseşte mai întâi 1=n . Înlocuind xaay 10 +=  în ecuaţia 
omo-genă se obţine 00 =a , deci o soluţie este xay 11 = . 

   Căutând soluţii de forma bxaey = , se obţin pentru b 
condiţii-le 02 =− bb  şi 012 =+− b , care se verifcă pentru 

1=b . O altă soluţie este deci xaey =2 . Deoarece wronskianul 
lor este nenul, soluţia generală a ecuaţiei omogene ataşate este 

xCeCy x
21 += . Aplicând metoda variaţiei constantelor 
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obţinem xexxC 2/
1 )1()( −=  şi xexxxC 22/

2 )()( −= . Soluţia 
particulară căutată poate fi: 









+−= 3

4
9

2
)(

2

0 xxexy 2x , 

deci soluţia generală a ecuaţiei date este 021 yxCeCy x ++= . 
    4. Să se arate că dacă se cunoaşte o soluţie y1≠0 a unei 
ecuaţii diferenţiale liniare şi omogene, prin substituţia zyy 1=  
se poate reduce ordinul ecuaţiei cu o unitate. Să se aplice 
rezultatul ecuaţiei 0)()( /// =++ yxbyxay . 
    Indicaţie. Înlocuind zyy 1=  în ecuaţia +++ − ...)1(

1
)( nn yay  

0=+ yan  se obţine ecuaţia 0...)1(
1

)( =+++ − zbzbz n
nn . 

Deoarece 1yy =  este soluţie a ecuaţiei date, 1=z  va fi soluţie 
a ecuaţiei obţinută prin transformare. Rezultă astfel că avem 
totdeauna 0=nb , deci în ecuaţia în z lipseşte z. Notând 

)()(/ xuxz = , ordinul se reduce cu o unitate.  
 În cazul particular dat, ecuaţia în z este: 

0)(2 /

1

/
1// =








++ zxa

y
yz ,  

iar ecuaţia în u este cu variabile separabile: 

02
1

/
1 =








++ dxa

y
y

u
du . 

 Integrând obţinem  
∫

=
−

x

x
dssa

e
xy

Cxu 0

)(
1

)(
)(

2
1

 

şi apoi : 2

)(

2
1

1
0

0

)(
1)( Cdte

ty
Cxz

t

t
dssax

x

+
∫

=
−

∫ . 
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  5.  Să se integreze ecuaţia:  
0////// =+−− yxyyxy   

prin reducerea ordinului, ştiind că admite soluţii particulare 
de forma exponenţialelor. 
        6. Să se stabilească dacă următoarele sisteme de funcţii 
sunt liniar dependente sau nu: 
     a) n

n xyxyxyy ==== ,...,,,1 2
210 . 

     b) IR,,,,, 321321
321 ∈=== rrreyeyey xrxrxr . 

     c) 15,1,1 2
3

2
2

2
1 ++=+−=++= xxyxxyxxy . 

  Indicaţie. a) Orice combinaţie liniară este un polinom de 
grad cel mult n, care nu poate fi identic nul decât dacă toţi 
coeficienţii sunt nuli; funcţiile sunt deci liniar independente.  
     b) Calculăm wronskianul, care va fi un determinant 
Vandermonde. 
     c) Procedăm ca în cazul a) sau calculăm wronskianul; se 
obţi-ne o combinaţie liniară de forma 023 321 =++− yyy . Dacă 
folosim wronskianul, folosind teorema Abel – Ostrogradski – 
Liouville, putem calcula acest determinant într-un singur punct.  
   7. Fie y1,...,yn un sistem fundamental de soluţii pentru o 
ecuaţie diferenţială liniară omogenă de ordinul n. Să se arate 

că funcţiile niyCz
n

j
jiji ,...,1,

1
== ∑

=

, formează un sistem 

fundamental de soluţii pentru această ecuaţie dacă şi numai 
dacă 0≠= ijCC . 
   Indicaţie. Se stabileşte relaţia:  
                             CyyWzzW nn ⋅= ),...,(),...,( 11 . 

 54 



§II. 3. Ecuaţii diferenţiale liniare cu coeficienţi constanţi 
  
 
 Considerăm cazul particular de ecuaţii diferenţiale liniare, 

              )1(,)()1(
1

)( xfyayay n
nn =+++ −   

când naa , ... ,1  sunt constante reale, sau complexe, iar f este o 
funcţie continuă pe IR. Problema principală este scrierea 
soluţiilor pentru ecuaţia diferenţială liniară omogenă ataşată 
                            )2(           .0...)1(

1
)( =+++ − yayay n

nn  
Polinomul 

n
nn ararrP +++= −  ...  )( 1

1  
se numeşte polinomul caracteristic al ecuaţiei. Rădăcinile lui 
P se numesc numere caracteristice sau valori proprii.  
       Metoda practică. Pentru a scrie soluţia generală a unei 
ecuaţii diferenţiale liniare şi omogene de ordinul n, de forma 
(2), scriem polinomul său caracteristic P(r) şi găsim valorile 
proprii. Atunci:  
 a) Fiecare rădăcină reală simplă, r, ne dă o soluţie de forma 

rxey = . 
 b) Fiecare rădăcină reală r, multiplă de ordinul p, ne dă p 
soluţii şi anume 

rxrxrx exyxeyey p
p

1
21 ,  ... ,, −=== . 

 c) Dacă P are coeficienţi reali, fiecare rădăcină complexă 
simplă ibar += , împreună cu conjugata sa, ne furnizează două 
soluţii şi anume 

bxeyşibxey axax sincos 21 == . 
 d) Dacă P are coeficienţi reali, fiecare rădăcină complexă 

ibar += , multiplă de ordinul p, ne furnizează 2p soluţii şi 
anume 

.sin,cos, ...
,sin,cos,sin,cos

1
2

1
12

4321

bxexybxexy
bxxeybxxeybxeybxey

axax

axaxaxax

p
p

p
p

−−
− ==

====
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 Soluţia generală a ecuaţiei (2) va fi o combinaţie liniară de 
aceste n soluţii.  
      O soluţie particulară a ecuaţiei neomogene (1), y0 se poate 
obţine totdeauna prin metoda variaţiei constantelor, dar în 
câteva cazuri  putem identifica anumite soluţii de forma 
membrului drept. 
   Cazul 1. Dacă m

m xCxCCxf +++=  ... )( 10 , atunci :  
 a) dacă 0≠na , ecuaţia (1) admite o soluţie de forma 

m
m xdxddxy +++=  ... )( 100  

 b) dacă 00 ... 11 ≠==== −+−− pnpnnn aşiaaa , atunci 
ecuaţia (1) admite o soluţie de forma 

) ... ()( 100
m

m
p xdxddxxy +++= . 

    Cazul 2.  Membrul drept în ecuaţia (1) este 
( ) .IR, ... )( 10 ∈+++= sxCxCCexf m

m
sx  

 a) Dacă s nu este rădăcină a ecuaţiei caracteristice, 
ecuaţia (1) va admite o soluţie particulară de forma 

( ) . ... )( 100
m

m xdxddexy sx +++=  
 b) Dacă s este o rădăcină multiplă de ordinul p pentru 
ecuaţia caracteristică, adică 

,0)(,0)(  ... )()( )()1(/ ≠==== − sPsPsPsP pp  
atunci ecuaţia (1) admite o soluţie particuară de forma : 

( ) . ... )( 100
m

m
p xdxddexxy sx +++=  

     Cazul 3. Dacă membrul drept al ecuaţiei (1) are forma  
( ) , ... cos)( 10

m
m xCxCCxexf sx +++= ω  

unde mCCCşis , ... ,,, 10ω  sunt numere reale, iar coeficienţii 
polinomului caracteristic sunt de asemenea numere reale, 
atunci : 
 a) Dacă ωis +  nu este rădăcină a polinomului 
caracteristic, ecuaţia (1) va admite o soluţie particulară de 
forma 
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[ ] ,sin)(cos)()(0 xxTxxSexy sx ωω +⋅=  
unde S şi T sunt polinoame de gradul m în x. 
 b) Dacă ωis +  este o rădăcină multiplă de ordin p pentru 
polinomul caracteristic, ecuaţia (1) va admite o soluţie 
particulară 

[ ] ,sin)(cos)()(0 xxTxxSexxy sxp ωω +⋅=  
unde S şi T sunt polinoame de gradul m în x. 
 Acelaşi rezultat se obţine şi dacă membrul drept are forma 

( ) . ... sin)( 10
m

m xCxCCxexf sx +++= ω  
Dacă în membrul drept al ecuaţiei (1) avem o sumă de expresii 
de formele considerate, o soluţie particulară se poate obţine ca 
sumă a unor soluţii parţiale, corespunzătoare membrului drept 
numai de aceste forme.  
     Ecuaţia diferenţială liniară  
 ,)( ... /

1
)1(1

1
)( xfyaxyayxayx nn

nnnn =++++ −
−−  

unde naa , ... ,1  sunt numere, iar IRIR: →f  este o funcţie 
continuă pe IR, se numeşte ecuaţia lui Euler (neomogenă). 
     Prin schimbarea de variabilă tex = , orice ecuaţie de tip 
Euler se reduce la o ecuaţie diferenţială liniară cu coeficienţi 
constanţi. 
 

 
 Probleme  § II. 3 

   
  1.  Să se scrie acea soluţie a ecuaţiei 
                                045 //IV =+− yyy   

care satisface condiţiile: 0)0()0()0(,1)0( ////// ==== yyyy . 
   Indicaţie. Ecuaţia caracteristică este 045 24 =+− rr , deci 
este o ecuaţie bipătrată. Rădăcinile 2,1,1,2 4321 ==−=−= rrrr  
sunt dis-tincte, deci soluţia generală are forma 

xxxx eCeCeCeCxy 2
432

2
1)( +++= −− . 
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 Rezolvarea problemei lui Cauchy se reduce la 
identificarea constantelor .şi,, 4321 CCCC  

   2.  Să se scrie soluţia generală a ecuaţiei 
033 IVVVIVII =+++ yyyy . 

    Indicaţie. Ecuaţia caracteristică 033 4567 =+++ rrrr  
are rădăcini multiple 1şi0 7654321 −======= rrrrrrr . Soluţia 
generală va fi 

xxx exCxeCeCxCxCxCCxy −−− ++++++= 2
765

3
4

2
321)( . 

   3. Să se scrie soluţia generală a ecuaţiei 
044 /IIIVVII =+++ yyyy . 

    Indicaţie. Ecuaţia caracteristică este 044 357 =+++ rrrr . 
O rădăcină este r0 = 0 şi conduce la soluţia 0Cy = . Celelalte 

rădăcini se obţin din ecuaţia 0144 246 =+++ rrr  care este o 

ecuaţie reciprocă. Notăm u
r

r =+ 1  şi dând factor comun pe r 3 

se obţine ecuaţia 03 =+uu . Soluţia u1 = 0 conduce la rădăcinile 

ir ±=2,1 . Soluţiile iu ±=3,2  duc la rădăcinile 
2

51
4,3

±−
= ir  

şi 
2

51
6,5

±
= ir , care sunt conjugate două câte două (r3 cu r6 

şi r4 cu r5). Soluţia generală a ecuaţiei date va fi  
 

+
+

+
+

+++= xCxCxCxCCxy
2

51sin
2

51cossincos)( 43210  

xCxC
2

51sin
2

51cos 65
−

+
−

+ . 

    4.  Să se scrie soluţia generală a ecuaţiei 
04353 //////IV =+−+− yyyyy  
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ştiind că admite două soluţii al căror produs este identic egal 
cu o constantă. 
    Indicaţie. În esenţă soluţiile unei ecuaţii ca aceasta sunt 
combinaţii liniare de funcţii de forma rxexk . Două soluţii y1 şi 
y2 nu pot avea produsul identic egal cu o constantă decât dacă 

xrxr eCyeCy 21
2211 , == , 

unde 021 =+ rr . Vom rezolva ecuaţia caracteristică 

04353 234 =+−+− rrrr  
ţinând cont că două dintre rădăcini verifică relaţia 021 =+ rr . 
  Deducem apoi 41,3 432143 ===+ rrşirrrr , deci 

2
7

2
3, 4,32,1 irir ±=±= . 

 Soluţia generală a ecuaţiei va fi 












+⋅++= xCxCexCxCxy

x

2
7

sin
2
7

cossincos)( 43
2

3

21 . 

         5.  Să se scrie soluţia generală a ecuaţiei 
0232 //////IV =++++ yyyyy . 

  Indicaţie. Ecuaţia caracteristică este o ecuaţie reciprocă: 
01232 234 =++++ rrrr . Rădăcinile ei sunt 

2
31şi

2
31

4321
irrirr −−==+−== , 

deci soluţia generală a ecuaţiei este 









+++⋅=

−
xxCCxxCCexy

x

2
3sin)(

2
3cos)()( 4321

2 . 

          6.  Să se scrie soluţia generală a ecuaţiei 

                                              
x

yy
cos

1// =+ . 

          Indicaţie. Ecuaţia caracteristică a ecuaţiei omogene 
ataşate este irr ±=+ 2,1

2 deci,01  şi soluţia generală a ecuaţiei 
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omogene este xCxCy sincos 21 += . Pentru a găsi o soluţie y0 
pentru ecuaţia neomogenă dată, aplicăm metoda variaţiei 
constantelor, considerând xxCxxCxy sin)(cos)()( 210 += . 
Funcţiile )(1 xC  şi  )(2 xC  se determină din sistemul 

  






=+−

=+

x
xCxC

xCxC

cos
1cossin

0sincos

/
2

/
1

2
/

1

 ,  

de unde rezultă  ,
cos
sin/

1 x
xC −=   adică xxC cosln)(1 = , şi  

1/
2 =C  adică xxC =)(2 . Soluţia generală căutată este: 

xCxCxxxxxy sincossincoslncos)( 21 +++= . 
        7.  Să se scrie soluţia generală a ecuaţiei 
                                          14 //IV =− yy . 
        Indicaţie. Ecuaţia omogenă are polinomul caracteristic 

24 4rr −  deci rădăcinile sunt 2,2,0 4321 =−=== rrrr . Soluţia 
generală a ecuaţiei omogene ataşate este 

xx eCeCxCCxy 2
4

2
321)( +++= − . 

 Pentru ecuaţia neomogenă, 1)( =xf  este un polinom de 
grad zero, deci nu are rost aplicarea metodei variaţiei 
constantelor, care necesită patru cuadraturi. Deoarece în 
ecuaţia dată lipseşte y şi y /, vom căuta o soluţie particulară de 
forma 2

0 )( Cxxy = . 
 Prin identificare se obţine 8/1−=C . Soluţia generală 
căutată este : 

  xx eCeCxCCxxy 2
4

2
321

2

8
1)( ++++−= − . 

 Acelaşi rezultat se obţine şi dacă vom considera xe01=  şi 
ţinem cont că 0 este rădăcină dublă pentru polinomul 
caracteristic. 
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       8.  Să se scrie acea soluţie a ecuaţiei 
                                          xxyy +=− 3IV   
pentru care 0)0()0()0()0( ////// ==== yyyy . 
         Indicaţie. Rădăcinile ecuaţiei caracteristice sunt 12,1 ±=r  

şi ir ±=4,3 , deci soluţia ecuaţiei omogene ataşate este 

xCxCeCeCxy xx sincos)( 4321 +++= − . 
       Suntem în cazul când xxxf += 3)(  este un polinom de grad 
trei, iar 01≠=na , deci căutăm o soluţie particulară de forma 

3
3

2
2100 )( xdxdxddxy +++= . 

 Identificând coeficienţii obţinem xxxy −−= 3
0 )( , deci 

soluţia generală dată este : 
xxxCxCeCexCxy xx −−+++= 3

4321 sincos)()( . 

 Pentru problema lui Cauchy deducem 0,
4
7,

4
7

321 =−== CCC   

şi 
2
5

4 −=C , deci obţinem 

xxxxxy −−−= 3sin
2
5sh

2
7)( . 

       9.  Să se găsească o soluţie particulară a ecuaţiei 
xexyy 2///V =+ . 

 Indicaţie. 1=s  nu este rădăcină a polinomului 
caracteristic 35 rr + ; vom căuta deci o soluţie de forma 

( )2
2100 )( xdxddexy x ++= . 

 Identificând se obţine: 
2
1,4,

2
19

210 =−== ddd . 

       10.  Să se scrie o soluţie particulară pentru ecuaţia 
xxeyyyy =+−− /IIIIV . 
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       Indicaţie. 1=s  este rădăcină a ecuaţiei caracteristice 
0134 =+−− rrr , deci vom căuta o soluţie de forma 

)()( 10
2

0 xddexxy x += . 
 Identificând obţinem d0 şi d1 .  
       11. Să se scrie o soluţie particulară pentru ecuaţia 

xeyy x 2cos416 2IV −=− . 
 Indicaţie. Numărul i22+−  nu este rădăcină a ecuaţiei 
carac-teristice 0164 =−r , deci căutăm soluţii de forma 

)2sin2cos()( 2
0 xBxAexy x += − . 

 Identificân obţinem 0,20/1 =−= BA . 
       12.  Să se găsească o soluţie particulară pentru ecuaţia 

xeyyy x 3sin134 2/// =+− . 
       Indicaţie. Numărul i32+  este rădăcină a ecuaţiei 
caracteristice, deci căutăm soluţia particulară de forma  

)3sin3cos()( 2
0 xBxAxexy r += − . 

        13.  Să se găsească soluţia generală a ecuaţiei 
xx eexyyy 2/// 13 ++=+− . 

  Indicaţie. Soluţia generală a ecuaţiei omogene ataşate 
este xeCCxy 21)( += . Vom calcula apoi trei soluţii particulare 
y1 ,  y2 ,  y3 , respectiv pentru ecuaţiile neomogene 

.    ,   , 2///////// xx eyyeyyxyy =−=−=−  

 Acestea sunt xx eyxeyxxy 2

2
1şi,1

2
1

321 ==




 +−= . 

Soluţia generală căutată este : 
3210210 unde)()( yyyyeCCxyxy x ++=++= . 

       14.  Să se scrie ecuaţia diferenţială liniară omogenă de 
ordin minim care admite ca soluţii particulare funcţiile 

xeyexyxxyxy xx 2cos,)(,)(,1)( 4321 ====  şi xexy x 2sin)(5 = . 
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     Să se indice mai multe căi de rezolvare şi să se compare 
rezultatele. 
       Indicaţie. Putem scrie soluţia generală 

xeCxeCeCxCCxy xxx 2sin2cos)( 54321 ++++= , 
căci funcţiile date sunt liniar independente şi eliminăm 
constantele între această relaţie şi următoarele cinci derivate. 
 Putem scrie ecuaţia şi sub formă de determinant (care este 
de fapt rezultatul eliminării de mai sus): 

0
..................

y
y

VV
5

V
4

V
3

V
2

V
1

//
5

/
4

/
3

/
2

/
1

54321

=

yyyyyy

yyyyy
yyyyy

. 

 Cel mai simplu este să scriem polinomul caracteristic care 
ar avea rădăcinile în aşa fel încât să obţinem soluţiile 
respective. Se vede că 0 este rădăcină dublă, 1 este rădăcină 
simplă, iar 1 + 2i şi 1 – 2i sunt rădăcini complexe conjugate, 
deci 
 23452 573)21)(21)(1()( rrrririrrrrP −+−=+−−−−= . 
          15. Să se scrie soluţia generală a ecuaţiei 

0)1()1( ////3 =−−+− yyxyx . 
         Indicaţie. Notând ux =−1 , ecuaţia apare ca ecuaţie 
Euler. Putem face de la început substituţia tex =−1 , sau putem 
căuta soluţii de forma rxxy )1()( −= . Soluţia căutată va fi 

[ ])1(ln)1ln()1()( 2
321 −+−+−= xCxCCxxy . 

          16.  Să se scrie acea soluţie a ecuaţiei 
xyxyyxyx =−++ ///2III3 3 , 

pentru care 0)1()1()1( /// === yyy . 
   Indicaţie. Ecuaţia este de tip Euler, neomogenă. Facem 
schimbarea de variabilă tex = . Soluţia problemei este 
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 















+








+−= xx

x
xxxy ln

2
3sinln

2
3cos3

9
3

3
)1(ln)( . 

        17.  Să se scrie soluţia generală a ecuaţiei 
,IN  ,0)1( 2///2 ∈=+−− nynxyyx  

 făcând schimbarea de variabilă tx cos= . 
 Indicaţie. Obţinem ecuaţia liniară cu coeficienţi constanţi 

,)(cos)( unde ,02// tytzznz ==−  care are soluţia generală 
tntn eCeCtz −+= 21)( , deci  xnxn eCeCxy arccosarccos

21)( −+= . 
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CAPITOLUL  III 
 

SISTEME DE ECUAŢII DIFERENŢIALE 
 
 

§III. 1.  Sisteme de ecuaţii diferenţiale în forma generală 
  
 Unele consideraţii de ordin foarte general asupra 
sistemelor de ecuaţii diferenţiale au fost făcute în primul 
capitol, în paragraful introductiv. La începutul acestui paragraf 
vom relua toate noţiunile privind sistemele de ecuaţii 
diferenţiale, făcând precizările necesare. 
       Numim sistem de ecuaţii diferenţiale orice set de ecuaţii 
diferenţiale care se cere să fie satisfăcute concomitent. 
 Forma generală a unui sistem este de obicei implicită, 
adică      

    
( )

( )
)1(

.0 ... ,,, ... ,, ... ,,,

...............................................................................
0 ... ,,, ... ,, ... ,,,

)(/)(
1

/
11

)(/)(
1

/
111

1

1









=

=

n

n

nnnm

p
nnn

p

yyyyyyxF

yyyyyyxF

ωω
 

 Ordinul sistemului se consideră egal cu produsul ordinelor 
ecuaţiilor. Printr-o soluţie a sistemului (1) se înţelege un 
ansamblu de n funcţii, scris de obicei matricial 

               















=

)(

)(
)(

1

xy

xy
xY

n

                                              (2) 

care înlocuite în ecuaţiile (1) le verifică identic. 
 Prin problema lui Cauchy pentru sistemul (1) se înţelege 
determinarea acelei soluţii Y, pentru care se impun condiţiile 
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.)( ... )(,)(

...................................................................
)( ... )(,)(

1
0

)1(1
0

/0
0

1
10

)1(
1

1
10

/
1

0
101

11

−−

−−

===

===

np
n

np
nnnnn

pp

yxyyxyyxy

yxyyxyyxy
 

 Spunem despre două sisteme că sunt echivalente dacă ele 
au aceleaşi soluţii, sau dacă se deduc unele din altele. 
  Ca şi în cazul ecuaţiilor diferenţiale, problema 
fundamentală care se pune în legătură cu sistemele de ecuaţii 
diferenţiale este aceea a rezolvării, adică a scrierii tuturor 
soluţiilor. 
 Pentru probleme concrete ale practicii este suficient în 
general cunoaşterea soluţiei pentru o problemă a lui Cauchy. 
Din punct de vedere geometric, o soluţie se reprezintă ca o 
curbă în spaţiul nIRIR × , al variabilelor x şi nyy , ... ,1 , deci 
rezolvarea unei probleme a lui Cauchy constă în identificarea 
acelei curbe-soluţie, care trece printr-un punct şi are tangenta 
cunoscută, respectiv variaţiile tangentei cunoscute. 
 În acest scop se foloseşte procedeul scrierii de sisteme 
echiva-lente cu sistemul dat. Proprietatea de echivalenţă 
stabilită în propo-ziţia ce urmează justifică interesul deosebit ce 
se acordă sistemelor de ecuaţii diferenţiale de ordinul întâi. 
 Orice sistem de ecuaţii diferenţiale este echivalent cu un 
sistem de ordinul întâi. 
 Un sistem de ecuaţii diferenţiale de forma 

                              













=

=

=

), ... ,,(
.................................

), ... ,,(
), ... ,,(

1
/

12
/
2

11
/
1

nnn

n

n

yyxfy

yyxfy
yyxfy

           (3) 

se numeşte sistem de ecuaţii diferenţiale de ordinul întâi în 
formă explicită. Condiţiile Cauchy pentru sistemul (3) au 
forma 
    0

0
0
202

0
101 )(, ... ,)(,)( nn yxyyxyyxy === ,          (4) 
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iar soluţia generală depinde de n constante arbitrare şi 
permite rezolvarea oricărei probleme Cauchy. 
 Am văzut pe tot parcursul capitolelor I şi II că una din 
problemele de principiu, care intervine mereu atât sub aspect 
teoretic cât şi practic, este aceea a existenţei şi unicităţii 
soluţiei pentru o problemă Cauchy. 
 Vom schiţa în continuare cum se poate rezolva această 
problemă pentru sistemele de ecuaţii (3), care am văzut că 
înglobează prin forma lor generală toate ecuaţiile diferenţiale 
explicite discutate în capitolele I şi II, precum şi sistemele de 
ecuaţii diferenţiale ordinare. 
 Deoarece în această teoremă vom folosi condiţia 
Lipschitz, amintim că o funcţie ), ... ,,( 1 nyyxf  se zice că este 
lipschitziană în raport cu variabilele nyy , ... ,1  dacă există 
constantele nAA , ... ,1  pozitive, astfel încât pentru orice 

pereche de puncte ( )11
1 , ... ,, nyyx , ( )22

1 , ... ,, nyyx  să avem 
( ) ( ) 212

1
1
11

22
1

11
1  ... , ... ,,, ... ,, nnnnn yyAyyAyyxfyyxf −++−≤− .          

      Să considerăm un sistem (3) şi condiţiile Cauchy (4). Dacă 
într-un paralelipiped P cu centrul în ( )00

10 , ... ,, nyyx , 

{ }nnnn byybyyaxxyyxP ≤−≤−≤−= 0
1

0
1101 , ... ,,), ... ,,(  

sunt satisfăcute condiţiile 
 a) Funcţiile nff , ... ,1  sunt continue în raport cu 
ansamblul variabilelor. 
 b) Funcţiile nff , ... ,1  sunt lipschitziene în raport cu 

nyy , ... ,1 , atunci problema lui Cauchy admite o soluţie şi 

aceasta este unică pe intervalul  { }hxxxI <−= 0 , unde 

 ), ... ,,(sup, ... ,,min 1
,

1
ni

iP

n yyxfMşi
M
b

M
bah =







= . 

(Teorema de existenţă şi unicitate Peano - Lipschitz - Cauchy) 
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 Teorema de existenţă şi unicitate a soluţiei problemei lui 
Cauchy (4) pentru sistemul (3) are în primul rând o însemnătate 
teoretică, dar este deseori utilă în practică, atunci când nu se 
poate scrie soluţia exactă a problemei. Menţionăm că în 
aplicaţii este utilă problema de evaluare a erori. 
 Formula de evaluare a erorii aproximaţiei de ordinul m 
este 

 







−

−−−−⋅≤−
−

!)1(
)( ... 

!1
1)()(

1

m
AhAhekxyxy

m
Ahm

ii , unde 

iar, ... 1 nAAA ++=  

{ }nihxxyxyk ii , ... ,1,)( sup 0
01 =<−−= . 

 Sunt foarte puţine cazurile cand se poate scrie exact 
soluţia unui sistem de forma (3). Vom discuta în continuare 
metoda de rezolvare a sistemelor scrise în formă simetrică, 
pentru care vom folosi noţiunea de integrală primă. Această 
noţiune apare în unele consecinţe ale teoremei de existenţă şi 
unicitate. 
 Funcţiile  
                niCyyxF ii n ,...,1,),...,,( 1 ==            (5) 
obţinite prin explicitarea constantelor C1 , ... ,Cn  din formulele  

( ) niyyxxxy nii , ...,1,,,,,)( 00
10 == ϕ , se numesc integrale 

prime ale sistemului (3). 
 În principiu, dacă pe o anume cale, putem obţine n 
integrale prime pentru sistemul (3), se poate considera că am 
rezolvat acest sistem, adică avem o soluţie generală. Într-
adevăr, presupunând că din formulele (6) putem explicita pe 

nyy , ... ,1 , se obţin soluţiile de forma 
           niCCxxy nii , ... ,1,), ... ,,()( 1 ==τ          ( 6 ) 
 Este de reţinut că prin integralele prime se înţeleg relaţiile 
între nyyx , ... ,, 1 , de forma (5), care se verifică identic atunci 
numai atunci când nyy , ... ,1  sunt soluţii ale sistemului (3). 
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 Numim sistem de ecuaţii diferenţiale în formă simetrică, 
orice sistem de forma 

     
),...,(

 ... 
),...,(),...,( 112

2

11

1

nn

n

nn xxX
dx

xxX
dx

xxX
dx

===   (7) 

 Orice sistem de ecuaţii diferenţiale de forma (3) este 
echivalent cu un sistem în formă simetrică (7). 
 O condiţie necesară şi suficientă pentru scrierea soluţiei 
generale a sistemului (7) este cunoaşterea a 1−n  integrale 
prime ale acestui sistem. 
 Numim combinaţie integrabilă pentru sistemul (7) orice 
ansamblu de funcţii  

),,,(, ... ,),,,( 21211 nnn xxxxxx  µµ  
pentru care : 
               0 ... 2211 =+++ nn XXX µµµ  
            dFdxdxdx nn =+++ µµµ  ... 2211 .           (8) 
 Cu alte cuvinte, combinaţia integrală este un sistem de 
funcţii cu care dacă amplificăm fracţiile din sistemul (7), suma 
numitori-lor este o diferenţă totală exactă. Vom arăta acum 
importanţa com-binaţiilor integrabile pentru rezolvarea 
sistemelor de forma (7). 
 Dacă nµµ , ... ,1  este o combinaţie integrabilă pentru 
sistemul (7), atunci F, pentru care are loc formula (8), este o 
integrală primă a sistemului. 
 Pentru a integra un sistem de ecuaţii diferenţiale ordinare 
în forma generală (1) procedăm astfel : 
 a) Scriem sistemul de ordinul întâi, cu care acesta este 
echivalent şi studiem dacă acest sistem, (3), are soluţie. 
 b) Scriem sistemul în forma simetrică  

                      
n

n

f
dy

f
dydx

===  ... 
1 1

1                                 (9) 

 cu care sistemul (3) este echivalent. 
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 c) Căutăm n combinaţii integrabile pentru sistemul (9) şi 
calculăm cele n integrale prime corespunzătoare. 
 Desigur, dacă explicitarea este posibilă, scriem soluţia (6), 
dacă nu, rezolvarea unei probleme Cauchy se face direct în 
formulele (5) ale integralelor prime. 
 
 

Probleme  §III.1 
 
        1. Ce relaţii există între condiţia lui Lipschitz şi 
proprietatea de continuitate? Să se arate că dacă o funcţie 

), ... ,,( 21 nxxxf  are derivate parţiale continue în raport cu 
variabilele nxxx , ... ,, 21 , atunci ea satisface condiţia lui 
Lipschitz. Să se studieze dacă următoarele funcţii sunt 
lipschitziene : 

a)  






>+

≤+−−
=

.1,0

1,1
),(

22

2222

yx

yxyx
yxf  

b)  
( )







>+

≤+=
+−

−

.1 ,0
1,),(

22

221
1

22

yx
yxeyxf

yx
 

          Indicaţie. Orice funcţie lipschitziană este continuă, dar 
nu şi invers, aşa cum se vede în cazul a). Să presupunem că f 
are derivate parţiale continue în punctul ( )00

1 , ... , nxx . Atunci 
aplicând formula creşterilor finite, găsim: 

+−≤− ), ... ,(), ... ,(), ... ,(), ... ,( 0
11

00
11 nnnn xxfxxfxxfxxf  

. ... ),...,(

),,...,( ... ),...,(), ...,(

00
11

1

00
1

0
1

0
1

0
1

0
1

nn
n

n

nnnn

xx
x
fxx

x
fxxf

xxxfxxfxxf

−⋅
∂
∂

++−⋅
∂
∂

≤−

−++−+ −

 

 Funcţia din cazul b) este lipschitziană în tot planul, căci 
are derivate parţiale şi sunt continue peste tot. 
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        2.  Să se scrie primele trei aproximaţii ale soluţiei ecuaţiei 
xyy =/  care satisface problema Cauchy 1)0( =y  în domeniul 







 ≤−≤= 11,

2
1),( yxyxD . Să se compare soluţia exactă şi 

să se evalueze eroarea. 

  Indicaţie. 
4882

1)(
642

3
xxxxy +++= . Pentru eroarea acestei 

aproximaţii avem 
3072

1
3 ≤ε . Soluţia exactă a problemei lui 

Cauchy este 2

2x

ey = . 
        3. Să se scrie aproximaţia de ordinul doi pentru soluţia 
sistemului: 










−=

+=

,22 yx
xd
zd

yzx
xd
yd

 

 care satisface problema lui Cauchy 0)0(,1)0( == zy . 

 Indicaţie. 
20

)(,
3624

1)(
5

2
64

2 xxxzxxxy −−=+−= . 

        4.  Să se integreze sistemul de ecuaţii diferenţiale 










−
−

=

−
−

=

,
yz
xy

xd
zd

yz
zx

xd
yd

 

scriindu-l în formă simetrică. Ce curbe sunt soluţiile 
particulare ? Să se rezolve problema lui Cauchy 

0)1(,0)1( == zy . 
   Indicaţie. În forma simetrică sistemul dat se scrie 
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xy
zd

zx
yd

yz
xd

−
=

−
=

−
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 O combinaţie integrabilă este 1321 === µµµ , pentru care 
obţinem 0=++ dzdydx , adică 1Czyx =++ . O altă 
combinaţie integrabilă este zyx === 321 ,, λλλ . Pentru 

aceasta se obţine 2
222deci,0 Czyxzdzydyxdx =++=++ . 

Se vede că soluţiile particulare se obţin intersectând plane cu 
sfere, deci sunt cercuri. 
 Dacă înlocuim 0,0,1 === zyx , se obţine 1,1 21 == CC , 
deci soluţia problemei lui Cauchy este cercul 





=++
=++

.1
1222

zyx
zyx

 

        5.  Să se integreze sistemul 

yz
zd

xyzx
yd

xy
xd

24)2(2 222 −=
−−+

=
−

. 

  Indicaţie. O integrală primă se obţine egalând primul 

raport cu ultimul, anume 1
2 C

z
x

=
− .  

 O a doua integrală primă se poate obţine cu combinaţia 
integrabilă zyx −==−= 321 ,,2 µµµ . 

 Aceasta este 2

222 4)2( C
z

zyx
=

+++− . 
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§III.2.  Sisteme de ecuaţii diferenţiale liniare 
   
 
 Sistemele de ecuaţii diferenţiale liniare reprezintă un caz 
particular pentru sistemele de ecuaţii diferenţiale, pentru care s-
a dezvoltat o teorie matematică amplă, similară teoriei 
ecuaţiilor diferenţiale liniare de ordin superior. 
 Sistemul 
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 (1) 

unde )(,...,)(, ... ,1,,)( 1 xfxfşinjixa nji =  sunt funcţii 
continue pe un segment [a, b] , se numeşte sistem de ecuaţii 
diferenţiale liniare de ordinul întâi. Dacă în sistemul (1) avem  

0)( ... )(1 ≡≡≡ xfxf n , spunem că sistemul este omogen. 
 Fiind dat un sistem de forma (1), neomogen, sistemul  

  



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0)( ... )()(
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2211
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nn

yxayxayxay

yxayxayxay
   (2) 

se numeşte sistemul omogen ataşat sistemului (1). 
 Pentru simplificarea scrierii se introduce notaţia 
matricială. Funcţiile necunoscute formează matricea 
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numită matricea funcţiilor necunoscute. Funcţiile nff , ... ,1  
formează matricea 
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numită matricea părţii neomogene (perturbatoare).  
 Coeficienţii njixa ji , ... ,1,,)( =  formează matricea 
sistemului, notată 


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 Notăm cu [ ] [ ]babaL nn ,,: 1,
1

1, MM → , operatorul 
diferenţial liniar care ataşează fiecărei matrici cu n linii şi o 
coloană, formată cu funcţii cu derivată continuă, o matrice tot 
cu n linii şi o coloană, formată din funcţii continue, definit prin 
formula 
                           AYYYL += /)( .                              (3) 
 Ca de obicei (şi conform proprietăţilor matricilor), am 
notat 
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 Se constată uşor că operatorul L este într-adevăr liniar, 
adică )()()( 22112211 YLCYLCYCYCL +=+ , oricare ar fi 
constantele C1 şi C2 . 
 Cu ajutorul operatorului L sistemul (1) se scrie 

)1()( /FyL = , iar sistemul (2) se scrie )2(0)( /=yL . 
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Folosind teorema de existenţă şi unicitate, se arată uşor că orice 
problemă a lui Cauchy 
  )],[(,)(, ... ,)( 0

0
0

0
101 baxyxyyxy nn ∈== , (4) 

are soluţie şi aceasta este unică. Condiţia Cauchy se scrie 
matricial prin formula 
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














≡=
0

0
1

0
0 )(

ny

y
YxY  . 

   Soluţia generală a sistemului )1( /  este suma dintre o 
soluţie particulară a acestuia şi soluţia generală a sistemului 
omogen ataşat. 
  Din cele discutate mai sus rezultă că pentru sistemele de 
forma )1( /  se pun două probleme: 
 1°  Determinarea soluţiei generale a sistemului omogen 
ataşat. 
 2° Determinarea unei soluţii particulare a sistemului 
neomo-gen. 
 Pentru a rezolva prima problemă vom folosi noţiunea de 
dependenţă liniară a soluţiilor, care se înţelege în sensul 
spaţiului de matrici M ( )],[1, ban .  
 Se obişnuieşte ca un sistem de n soluţii liniar independente 
pentru un sistem de forma )2(sau)1( //  să fie numit sistem 
fundamental de soluţii. 
 O condiţie necesară şi suficientă ca n matrici coloană 
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1 ,...,,  

să fie liniar dependente (pe segmentul [a, b]) este ca 
determinantul acestora să fie identic nul 
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n
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. 

 Dacă determinantul ),,( 1 nYY ∆  a n soluţii pentru 

sistemul )2( /  este diferit de zero într-un punct [ ]bax ,0∈ , 
atunci el este diferit de zero pe tot segmentul [a, b] (Teorema 
Abel – Ostrogradski – Liouville) . 
 O condiţie necesară şi suficientă ca să putem rezolva 
orice problemă Cauchy, (4) , pentru sistemul )2( / , este să 
cunoaştem un sistem de n soluţii liniar independente pe ],[ ba  
pentru acest sistem. 
 În practică este utilă reducerea numărului de ecuaţii şi de 
funcţii necunoscute atunci când se cunosc câteva soluţii 
particulare. 
 Fie nYY ,...,1  un sistem fundamental de soluţii pentru 

sistemul )2( /  şi fie nYY , ... ,1  un nou sistem de soluţii, care se 
obţine din primul, prin transformarea 

                           niYcY
n

j
jjii ...,,1,

1
== ∑

=

. 

 O condiţie necesară şi suficientă ca nYY ,...,1  să fie un 

sistem fundamental pentru sistemul )2( /  este ca determinantul 

matricei de transformare să fie diferit de zero,  0≠= jiCC . 
 Dacă pentru un sistem omogen de ecuaţii diferenţile 
liniare, )2( / , cunoaştem s soluţii liniar independente 

)(,, ... ,1 nsYY s < , integrarea sistemului se reduce la 
integrarea unui sistem cu sn −  ecuaţii liniare, omogene cu 

sn −  funcţii necunoscute. 
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 Să considerăm acum schimbarea de funcţii 

           Z
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1

1

1
1
1



 δ

.           (5) 

 Vom arăta acum că dacă prima problemă formulată mai 
sus este rezolvată, adică cunoaştem soluţia generală a 
sistemului omogen )2( / , atunci întotdeauna putem găsi o 

soluţie particulară a sistemului omogen )1( / . În acest scop vom 
aplica metoda variaţiei constantelor. 
 Metoda variaţiei constantelor. Dacă în expresia 

nnYCYCY ++= ...11  a soluţiei generale pentru sistemul )2( /  
înlocuim constantele nCC ,...,1  cu funcţii )(,...,)(1 xCxC n , 
putem determina aceste funcţii astfel încât sistemul de funcţii 
  nn YxCYxCY )( ... )( 110 ++=  

să fie soluţie a sistemului neomogen )1( / . 

 Pentru a integra un sistem de forma )1( / , căutăm mai 
întâi soluţia generală nnYCYCY ++= ...11  a sistemului omogen 

ataşat )2( / . Pentru aceasta avem nevoie de n soluţii liniar 
independente nYY ,...,1 , în calculul cărora putem folosi pe 
parcurs, eventual, reducerea numărului de ecuaţii când se 
cunosc s soluţii. Calculăm apoi o soluţie particulară Y0  pentru 
sistemul neomogen cu metoda variaţiei constantelor, sau prin 
încercări, în funcţie de forma funcţiilor din matricea F. Soluţia 
generală căutată va fi 

nnYCYCYY +++=  ... 110 . 
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        Vom discuta în continuare sistemele de ecuaţii de forma 
)1( /  în care coeficienţii njia ji ,...,1,, =  sunt constante 

(reale sau complexe). Faţă de cazul general, vom arăta că se 
pot rezolva următoarele probleme: determinarea soluţiei 
generale pentru sistemul omogen ataşat şi determinarea unei 
soluţi particulare pentru sistemul neomogen în câteva cazuri 
particulare pentru matricea F (partea neomogenă). 
 Să considerăm că în sistemul )1( /  elementele matricii A 
sunt constante. Polinomul rIArP +=)(  se numeşte polinomul 

caracteristic al sistemului )1( / . Ecuaţia 0)( =rP  se numeşte 

ecuaţia caracteristică a sistemului )1( / , iar rădăcinile ei se 
numesc numere caracteristice sau valori proprii ale matricii 
A, respectiv ale sistemelor )1( /  sau )2( / . Ecuaţia diferenţială 
liniară de ordinul n, omogenă, a cărui polinom caracteristic 
coincide cu polinomul caracteristic P al sistemului )1( /  sau 

)2( / , se numeşte ecuaţia diferenţială liniară de ordinul n 
ataşată sistemului. 
 Fiecare componentă nixyi , ... ,1,)( = , a oricărei soluţii 
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)(1

xy

xy
Y

n

  

pentru sistemul de ecuaţii )2( /  este o soluţie a ecuaţiei 
diferenţiale liniare (omogene) de ordin n ataşate sistemului )2( /  
 Se constată uşor că nu orice sistem de funcţii  
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
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ny

y
Y 

1
 

în care nyy ,...,1  sunt soluţii ale ecuaţiei diferenţiale de ordin 

n ataşate sistemului, este o soluţie a sistemului )2( / . Totuşi 
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cunoaşterea unei componente, de exemplu y1, în soluţia Y, 
conduce la scrierea soluţiei în întregime, operaţie care se poate 
face pe mai multe căi. 
 Metoda I. (pentru rezolvarea sistemelor omogene )2( /  ). 
 Pentru fiecare soluţie rxey = , a ecuaţiei diferenţiale de 
ordin n ataşate, identificăm constantele nCC ,...,1  astfel încât  
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1

 

să fie soluţie a sistemului )2( / , iar pentru fiecare soluţie 
rxexy k= , identificăm polinoamele nQQ ,...,1  de grad k, încât 
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să fie soluţie a sistemului )2( / . Evident putem lua C1 =1 şi 

respectiv kxxQ =)(1 , altfel coeficienţii căutaţi nu sunt unic 
determinaţi. 
 Dacă coeficienţii njia ji ,...,1,, =  sunt reali, 

coeficienţii polinomului caracteristic al sistemului )2( /  vor fi 
de asemenea reali. În acest caz dacă ωisr +=  este rădăcină a 
polinomului caracteristic, ωisr −=  va fi de asemenea 
rădăcină. 
 Soluţia Y generată de rădăcina r va fi 
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iar soluţia generală de r  va fi iVUY −= . Dacă trecem de la 
un sistem fundamental nYYYYYY ,...,,, 321 == , nn YZ =,... , 
la sistemul 331 , YZUZ ==  matricea de trecere este nesingulară, 
deci se obţine un nou sistem fundamental. În acest caz putem 
scrie soluţiile reale folosind rădăcinile complexe conjugate ale 
polinomului caracteristic (cazul rădăcinilor complexe simple se 
obţine prin particularizarea polinoamelor niTSQ iii ,...,1,,, = , 
la constante). 
 Metoda II. (funcţii de matrice). Se poate arăta că oricare 
ar fi o matrice pătratică A, seria matricială 

.... 
!

)1( ... 
!2!1

1
22

+−+++− −

m
xAxAAxI

mm
m  

este convergentă, iar suma ei se notează xAe− . Se constată apoi 

că ( ) ( )xAxA eAe −− ⋅−=
′

, deci oricare ar fi o matrice constantă 
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
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1

C , 

matricea CxAeY −=  este o soluţie a sistemului )2( / . 
Particulari-zând matricea C la valori de forma 
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se observă că un sistem fundamental de soluţii pentru sistemul 
)2( /  este format tocmai din coloanele matricei xAe− . 

Din punct de vedere practic rămâne de precizat cum se 
poate calcula funcţia de matrice xAe−  şi altfel decât cu seria ce 
o defineşte. Menţionăm că o metodă simplă este aceea de a 
scrie un polinom g(z), de matricea -Ax, în locul exponenţialei, 
cu condiţia ca polinomul să coincidă cu exponenţiala zxe−  pe 
spectrul matricei A. Aceasta înseamnă că se calculează valorile 
proprii ale matricei A, anume kλλ ,...,1 , multiple de ordine 

kmm ,...,1 , apoi se scrie polinomul g(z), care în punctele 

kλλ ,...,1  are aceleaşi valori ca şi exponenţiala zxe− , împreună 
cu derivatele sale până la ordinele 1, ...,11 −− kmm . 
 Pentru rezolvarea sistemelor neomogene să considerăm 
că în sistemul (1) (respectiv )1( / ) avem 

)()(,...,)()( 11 xPxfxPxf nn == , 
unde nPP ,...,1  sunt polinoame de grad cel mult m în x. Dacă r 
= 0 este rădăcină multiplă de ordinul p pentru polinomul 
caracteristic P(r) al sistemului (1), atunci o soluţie particulară 
pentru acest sistem are forma 
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xQ
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unde nQQ ,...,1  sunt polinoame de grad cel mult pm + , ai 
căror coeficienţi se identifică prin înlocuirea lui Y0 în sistem. 
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 Să presupunem că în sistemul (1), respectiv )1( / , avem 
  )()(,...,)()( 11 xPexfxPexf nn

xx αα == ,  
unde nPP ,,1   sunt polinoame de grad cel mult m în x. Dacă 

α=r  este o rădăcină multiplă de ordinul p pentru polinomul 
caracteris-tic al sistemului )1( / , atunci o soluţie particulară a 
acestui sistem are forma 


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x
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1
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unde nQQ ,...,1  sunt polinoame de grad pm +  şi ai căror 
coefici-enţi se determină prin înlocuirea lui Y0 în sistem. 
  
 Ca şi în cazul ecuaţiilor diferenţiale liniare de ordin 
superior, forma cea mai generală a părţii neomogene este  
 ( ) nixxQxxPexf iii

αx ,...,1,sin)(cos)()( =+= ωω  
unde Pi şi Qi sunt polinoame de grad cel mult m în x. Din cele 
discutate mai sus rezultă că în acest caz vom căuta o soluţie 
particulară de forma 

( )

( ) 
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
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+⋅

+⋅
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xxSxxTe
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nn
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ωω
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sin)(cos)(

sin)(cos)( 11

0   

unde nTTT ,...,, 21  şi nSSS ,...,, 21  sunt polinoame de grad 
pm + , p fiind ordinul de multiplicitate al rădăcinii ωα i+  

pentru polinomul caracteristic al sistemului dat. 
 Dacă partea neomogenă este o sumă de termeni de formele 
studiate mai sus, vom căuta soluţia particulară Y0 ca o sumă de 
soluţii de formele precizate pentru fiecare caz. 
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Probleme §III.2 
                                          

 1. Se consideră sistemul 

  0,
1

)(
1

2

/

2
/

≠








=⋅+−

=⋅
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−
x

xz
x

yz

xy
x
xy α

, 

 şi se cere : 
a) Să se scrie două soluţii particulare liniar indepen-

dente pentru sistemul omogen ataşat. 
b) Să se scrie o soluţie particulară a sistemului dat, 

(neomogen) folosind metoda variaţiei constantelor,  pentru 
xxşix == )(0)( αα . 

c) Să se scrie soluţia sistemului dat pentru care avem 
0)(,1)1(,2)1( === xcazulînzy α . 

    Indicaţie. a) Sistemul omogen ataşat se poate integra 
începând cu prima ecuaţie, deoarece aceasta nu conţine pe z. 
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 Aceste două soluţii sunt liniar independente deoarece 
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x
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      b) Căutăm o soluţie particulară de forma 
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în cazul 0)( =xα  găsim 
3

)(,0)(
3

21
xxCxC == , deci 
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2
1)( 2
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     c) Determinăm constantele c1 şi c2 în soluţia generală 
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încât să fie verificate condiţiile Cauchy date. Obţinem  

  
12
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      2.  Să se scrie sistemul de ecuaţii diferenţiale liniare care 
admite soluţiile particulare 
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      Indicaţie. Dacă, în general, cunoaştem n matrici liniar 
independente, 
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sistemul de ecuaţii diferenţiale liniare care le admite drept 
soluţii se scrie sub forma 
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 În cazul nostru se obţine sistemul 
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          3.   Să se integreze sistemul  
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ştiind că admite două soluţii particulare 
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   Indicaţie. Se face schimbarea de funcţii 
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        4. Să se determine o soluţie particulară a sistemului 
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12

/

/

/

tz
txy

tzxx
 

folosind forma particulară a părţii neomogene şi să se verifice 
rezultatul. Admite sistemul o soluţie de forma 
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

















=

3
2

2
2

1
2

0

Qx

Qx

Qx

Y  

unde 321, QşiQQ  sunt polinoame de grad 1 ? 

       Indicaţie. Polinomul caracteristic al sistemului este 
   )1()( 2 += rrrP , 
deci  r = 0  este rădăcină dublă. Cum gradul polinoamelor din 
partea neomogenă este 1, vom căuta o soluţie de forma 









+++=

+++=
+++=

3
3

2
210

3
3

2
210

3
3

2
210

)(
)(
)(

tctctcctz
tbtbtbbty
tatataatx

. 

 Înlocuind aceste expresii în sistem se determină valorile 

0,
2
1,1,

2
1,

2
5,0,

2
1,3 32132321 ==−==−==−== cccbbaaa . 

Celelalte valori nu se determină în mod unic, dar pot fi alese, în 
cadrul condiţiilor existente, drept 3,1,1,0 0100 −==== cbba . 

 O soluţie particulară este deci 





















−−−

+−+

−

=
2

32

2

0

2
13

3
1

2
51

2
13

tt

ttt

tt

Y . 

 Identificarea coeficienţilor pentru o soluţie de forma 0Y  
nu este posibilă, aşa cum se vede de exemplu dacă începem cu 
identi-ficarea lui a3 din ecuaţia a 3-a. 
          5.  Să se scrie soluţia generală a sistemului 









=+−+
=+−+
=−+−

06143
025
0483

321
/
3

321
/
2

321
/
1

yyyy
yyyy
yyyy

 

folosind metoda coeficienţilor nedeterminaţi (metoda a I-a). 
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  Indicaţie. Rădăcinile polinomului caracteristic sunt -1, 1, 
2, deci ecuaţia diferenţială liniară de ordinul III asociată, are 
soluţiile xxx eşiee 2,− . Căutăm soluţia de forma 

  xxx e
c
c
c

Ye
b
b
b

Ye
a
a
a

Y 2

3

2

1

3

3

2

1

2

3

2

1

1 ,, ⋅















=⋅
















=⋅
















= −  

şi obţinem 2,4;2,1,0;4,1,2 21321321 −=======−= ccbbbaaa , 
53 −=c . Soluţia generală va fi 

  xxx eCeCeCY −− ⋅
















−
−+⋅














+⋅















 −
=

5
2

4

2
1
0

4
1
2

321 . 

          6.  Să se integreze sistemul 

 








−+=
+=

−+−=

321
/
3

21
/
2

321
/
1

2
4

2

yyyy
yyy

yyyy
 

folosind metoda matricială şi să se verifice rezultatul, inclusiv 
independenţa soluţiilor obţinute. 
       Indicaţie. Valorile proprii ale matricei A sunt 

1,1 321 −=== rrr . 
 Deoarece sistemul este scris în forma AYY =/ . Vom scrie 
soluţiile în forma CeY Ax ⋅= , unde C este o matrice coloană 
formată din constante. Notăm zxezf =)(  şi rezultă condiţiile 

xxx exfefef −− =−=−= )1(,)1(,)1( / . Polinomul 
2
2210)( zazaazg ++=  

care coincide cu f pe spectrul lui A, adică pentru care 
xxx xegegeg −− =−=−= )1(,)1(,)1( / , are coeficienţii  

xxxxxxxx xeeeaeeaxeeea −−−−− −−=−=++=
2
1

4
1

4
1,

2
1

2
1,

2
1

4
3

4
1

210 . 
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 Vom avea: 

+
















−

−−





 −+





 ++== −−−

112
014
211

2
1

2
1

2
1

4
3

4
1)( xxxxxx eeIxeeeAgeA  

















−
−

−





 −−+ −−

320
850

421

2
1

4
1

4
1 xxx eee . 

 Coloanele matricii A formează un sistem fundamental de 
soluţii, anume 

                   
















−−
−−=

















−
−=

−−

−−

−

−

−

−

xxx

xxx

x

xx

xx

x

exee
exee

ex
Y

ee
ee

e
Y 22,22 21  şi 

                   
















++−
++−

−
=

−−−

−−

−

xxx

xxx

x

exee
exee

ex
Y

22
422

2

3 . 

 Pentru verificarea independenţei soluţiilor este suficient 
(conform teoremei lui Abel – Ostrogradski – Liouville) să 
calculăm determinantul celor trei soluţii pentru x = 0; obţinem  
  ( ) 1)0(,, 321 =∆ YYY ,  

ceea ce se obţine totdeauna deoarece IeA =0 . 
          7.  Să se scrie soluţia generală a sistemului 

 






=−−

=+−

,cos2
2

2

21
/
2

21
/
1

xeyyy
exyyy
x

x
 

ţinând cont de forma particulară a membrului drept. 
   Indicaţie. Soluţia generală a sistemului omogen ataşat 
este 

xx e
x
x

Ce
x
x

CY 2
2

2
1 cos

sin
sin
cos








 −
+







= , 
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rădăcinile polinomului caracteristic fiind irşiir −=+= 22 21 . 
 Membrul drept îl considerăm de forma 21 FFF += , unde 








=






=
xe

FşiexF x
x

cos
0

0 221 . 

 Pentru sistemul 1
/ FAYY =+  căutăm o soluţie de forma 









+
+

= x

x

exbb
exaaY

)(
)(

10

10
01 , 

deoarece r = 1 nu este soluţie a polinomului caracteristic. 
Pentru sistemul 2

/ FAYY =+  căutăm o soluţie de forma 

xe
xxddxxcc
xxbbxxaa

Y 2

1010

1010
02 sin)(cos)(

sin)(cos)(








+++
+++

=  

deoarece ir += 2  este rădăcina polinomului caracteristic. O 
soluţie 
particulară a sistemului dat va fi 02010 YYY += . 
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