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Prefata

Cartea de fata se adreseaza studengilor din invatamantul
tehnic - inginerie, fizica, chimie, etc. care au in programa de
invatamdnt capitolul de Ecuatii diferentiale si este rodul
activitagii didactice a autorilor la disciplinele de Ecuatii
diferentiale si  Matematici Speciale la specializarile
Automatica, Calculatoare si Electronica de la Universitatea
din Craiova.

Prin modul de organizare al materialului, am ¢inut cont
de tendinta actuala de reducere a numarului de ore alocate
disciplinelor de matematicd la majoritatea specializarilor. Tn
acest sens, am prezentat succint partea teoretica, retinand doar
definitiile si proprietagile direct utilizate in rezolvarile
concrete. Problemele sunt insotite de indicatii, care le fac -
sperdam - accesibile tuturor studentilor.

Cu exceptia unor cunostinte de Analiza matematica,
prezenta carte este autocontinuta, astfel incat, chiar daca pe
parcursul semestrului studentii nu pot detalia toate aspectele,
ea sa poatd constitui un ghid in ingelegerea altor discipline de
specialitate, sau chiar n activitatea postuniversitara.

Autorii

Craiova, martie 2007
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CAPITOLUL I

ECUATII DIFERENTIALE DE ORDINUL iNTAI

8 1.1. Notiuni fundamentale

Ecuatiile diferentiale apar in scrierea unor legi ale naturii,
in procesul de modelare a sistemelor netede, in studiul unor
familii de curbe si suprafete, etc., atunci cand sunt implicate
functii impreuna cu derivatele acestora.

Se numeste ecuatie diferentiala orice conditie, de obicei o
egalitate (neidentic verificata) care se exprima cu ajutorul
derivatelor uneia sau mai multor functii. Daca intr-o ecuatie
diferentiala apar numai derivatele totale ale functiilor
respective in raport cu o singura variabila, spunem ca ecuatia
este 0 ecuatie diferentiala ordinara.

Ordinul maxim al derivatelor ce apar intr-o ecuatie
diferentiala se numeste ordinul ecuatiei.

Orice functie ce verifica o ecuatie diferentiala data se
numeste solutie a ecuatiei. Solutia care contine numdrul
maxim posibil de constante arbitrare (de obicei egal cu ordinul
ecuatiei) se numeste solutie generald a ecuatiei. Orice solutie
care se obtine din solufia generald a ecuatiei prin
particularizarea constantelor se numeste solutie particulara.
Solutiile care nu pot fi obtinute din solutia generala prin
particularizarea constantelor se numesc solutii singulare.

Se numeste problema a lui Cauchy problema de a
determina acea solutie a unei ecuatii diferentiale care sa
satisfaca conditiile initiale date.

Dacd este cunoscutd solutia generald a unei ecuatii
diferen-tiale, problema lui Cauchy se reduce la identificarea
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constantelor incat din solutia generald sa se obtind solutia
particulara cautatd. Solutiile singulare sunt de obicei
infasuratori sau asimptote ale familiei de curbe ce reprezintd
solutia generala.

Daca familia de curbe plane {y.:C e 1}, de ecuatie
®(X,y,C) =0, solutii ale unei ecuatii diferentiale de ordinul
intai, explicite sau implicite, are o infasuratoare, atunci
aceasta infagurdatoare va fi de asemenea solutie a acestei
ecuafii.

Pentru calculul infasuratorii familiei de curbe {y.:C el c IR}
se elimind C Intre ecuatia ®(X,y,C)=0, a familiei, si
®. (x,y,C)=0. Calculul asimptotelor se face ca la

reprezentarile grafice In analizd, avand grija ca asimptota sd fie
aceeasi pentru toate curbele familiei, adica sa nu depinda de C.

Probleme §1.1.

1. Se considera familia de cercuri cu centrul pe axa 0x in
plan, si de raza 1. Sa se scrie ecuatia diferentiald care are
drept solutie generala aceasta familie de curbe. Sa se verifice
cd fiecare cerc este o solutie a ecuatiei obtinute. Ce fel de
solutie este y=1 si cum se poate obtine din familia de cercuri ?
Sa se formuleze si sa se rezolve cateva probleme Cauchy.

Indicatie. Se scrie ecuatia cercului cu centrul in (a,0) si
razi 1:(x—a)’+y” =1. Se deriveazi considerand y = y(X) si se
elimina a Intre ecuatia cercurilor si derivata. Dreapta y =1 este

o solutie singulara care se obtine ca o infasuratoare a familiei
de cercuri.

2. Sa se integreze ecuatia de dezintegrare a unei
substante radioactive studiind campul de directii. Exista solutii
singulare §i ce pozitie au fata de curbele ce definesc solutia
generala ?



Indicatie. Daca notdm cu t variabila independenta —
timp, si cu Yy(t) functia de determinat — cantitatea de substanta
la momentul t, legea enuntati se scrie y'=-ky, (y>0,k>0).
Reprezentand campul de directii, acesta sugereaza solutii de
tipul exponentialei.

3. Sa se arate ca functiile

y=Ce*—x-1
reprezintd solufia generald a ecuafiei y'=x+y. Si se
studieze daca familia acestor curbe admite o infasuratoare sau
o asimptota §i sa se verifice daca acestea furnizeaza solutii
singulare. Sa se gaseasca solutia pentru care Y(0)=1 si sa se
scrie aproximatia liniara a acestei solutii folosind campul de
directii atasat ecuatiei.

Indicatie. Se verifica faptul ca pentru orice C functia data
verificd ecuatia, si reciproc, orice solutie am considera, ea se
poate obtine prin particularizarea constantei C.

B sa se determine pentru ecuatia

y'=2x-y

locul geometric al punctelor pentru care tangentele la curbele
ce reprezinta solutia generald au aceeasi inclinatie, in
particular 0°, 45°, -45°, fati de directia Ox (aceste locuri
geometrice se numesc izocline). Sa se gaseasca locul
geometric al punctelor de inflexiune pentru curbele ce
reprezinta solutia generala. Ce fel de solutie este Y, =2X—27
Sa se schiteze campul de directii.

Indicatie. Scriind y’ =k =constant, obtinem pentru
izocline ecuatiile y=2X-Kk, ceea ce aratd ca acestea sunt
drepte paralele.

Tn particular k=0, k=1 si k=—1. Punctele de inflexiune
sunt date de conditia y” =0.



B Se considerda o familie de curbe depinzind de un

parametru:
2

a) y=kx , b) xy=k , 0 :—2+y2:1.

Sa se scrie ecuatia diferentiala a familiei de curbe ce
formeaza cu curbele date un unghi fixat, o .

Cazuri particulare: o = 90°, o = 45°,

Indicatie. Daca F(X,y,k)=0, este ecuatia familiei date,
scriem mai intai ecuatia diferentiala a familiei respective, care
se obtine prin eliminarea parametrului k intre F =0si Fk/ =0.

B Doud puncte Py, P, de aceeasi masa m se misca, fara
frecare, pe axele Ox; si respectiv OX, ale unui sistem de axe
regulare x.0x, si se atrag reciproc cu o forta de marime f{r),
unde r reprezinta distanta intre P, si P, . Presupundnd cad cele
doua puncte pornesc din repaus §i ca [ este mereu nenuld, sa
se arate ca ele ajung in originea O in acelasi timp, oricare ar fi

pozitiile lor inifiale (x2,0), (0,x3) cu x =0, x 5= 0.
Indicatie. Fara a restrange generalitatea se poate

presupune ca Xx;>0, x3>0. Notam cu x,=x,(t) abscisa
punctului P; si cu X ,=X,(t) ordonata punctului P . Forta cu
care este atras punctul P, de citre P, este

— X 4%,

Fio= f(r) i 22d o k2

r

unde i, j sunt versorii axelor de coordonate. Comform legii

. . . X
lui Newton avem ecuatia de miscare mx;’ =—f (r)—>.
r

La fel, pornind de la forta F21=- F12, cu care este atras
P, catre P, , pentru cel de al doilea punct obtinem ecuatia

X
mxs =—f(r)—=%.
r
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Combinand cele doud ecuatii, obtinem relatia
(x,x) —x/x,)" =0. Rezultd astfel x,x, —x!x, = constant = 0, de

unde rezulta i X =0.
dt{ x,

0

X
Astfel se obtine relatia X, (t) :—éxl(t), care ne arata ca X (t)
Xl

si Xo(t) se anuleaza simultan, adica P, si P, ating simultan
originea.
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8 1.2. Ecuatii cu variabile separabile

Fie f : (a,b) > IR o functie continud. Ecuatia

Yo t(x) (1)
d x
se va numi ecuatie cu derivata explicitatd ca functie de
variabila independenta.
Rezolvarea acestor ecuatii se bazeazd pe teorema
fundamentala a calculului integral (vezi [N-D-M], [PM], etc.):
Solutia generald a ecuatiei (1) este

y(x):ff(t)duc (1)

Xo
unde X, €(a,b) este un punct fixat, iar CeIR este o
constanta arbitrara. Solutii singulare nu exista.
Ecuayia diferentiala de forma
y'=g(y). (2
unde g:[a,f]1—IR  este o functie continud, care nu se

anuleaza pe (a,f), se numeste ecuatie cu derivata explicitata
ca functie de functia necunoscuta.
Rezolvarea acestor ecuatii se bazeaza urmatoarea teorema:
O conditie necesara §i  suficienta ca functia
IR = (a, B) sa fie solutie pentru ecuatia diferentiala (2) si
sa verifice conditia Cauchy Yy, =¢(X,), cu Y, € (a, p), este
ca ea sa fie solutie a ecuatiei

»(X)
Ay
5w 90
Daca g(a)=0, atunci functia constanta y=o este solutie
singulara (si la fel, daca g(p)=0, atunci y=p este solutie

singulara).

X = X, (2"
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Numim ecuatie cu variabile separabile orice ecuatie

diferentiala de forma

y' = f(x)g(y), (3)
unde f:(a,b) > IR si g:[a, B]— IR sunt functii continue,
iar g nu se anuleaza pe (a, ) .

Pentru rezolvare avem: O conditie necesara si suficientd
ca functia ¢ (a,b) > (a, ) sa verifice ecuatia (3) si conditia
Cauchy ¢(X,) =Y, unde y, € (a, ), este ca ea sa fie solutie
a ecuatiei

X o(X)
[ fudu= v (3"
Xo Yo g(V)

Daca g(a) =0, atunci functia constanta Yy :(a,b) - {a}
este o solutie singulara. (Similar se discuta cazul g(f) =0).
Metoda practica. Pentru integrarea ecuatiilor diferentiale
cu variabile separabile se recomanda urmatorii pasi:
1. Separarea variabilelor, adica scrierea ecuatiei sub forma

F) dx=Y
g(y)
2. Aplicarea integralelor si realizarea cuadraturilor din
formula

(O dx:jd—y+C
a(y)
3. Identificarea solutiilor singulare — functii constante care pot
fi Infasuratori sau asimptote pentru solutiile particulare.

Dacd este formulatd o problemd Cauchy rdmane sa
determinam valoarea corespunzatoare a lui C , iar daca nu sunt
verificate toate ipotezele descompunem domeniul in care este
data ecuatia in subdomenii de forma (a,b)x[a,f] ca In

teorema.

Numim ecuatie diferentiald omogend ecuatia
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y' = g(lj , (4)
X

unde g:[a,f]—IR este 0 functie continua pentru care
g(u) # u 1n toate punctele u € (e, f) .
O conditie necesara si suficientd ca Y = ¢@(X) sa verifice

ecuatia (4) este ca functia u(x) = o) sa fie solutie pentru
X
ecuatia cu variabile separabile
u/:g(u)_u . (4/)

X
Solutiile singulare ale ecuatiei omogene (4') sunt
semidrepte ce pornesc din origine.
Metoda practica. Pentru rezolvarea ecuatiilor omogene
este important de retinut cd prin schimbarea functiei
necunoscute,

Yy u= Yy,
X
cu pastrarea variabilei independente X , ecuatia se transforma
ntr-una cu variabile separabile, care are solutia de forma (4/).
Ramane sa identificam domeniile pe care putem aplica
rezultatele teoretice de mai sus si studiem solutiile singulare.
Fie f : 1 — IR o functie continua pe intervalul I al dreptei
reale. Ecuatia diferentiala de forma

y' = f(ax+—ﬂy+7/J (5)

ax+hby+c

se va numi ecuatie cu derivata explicitati ca functie de cdtul a
doud expresii de gradul I. Se considera dreptele & si d, de
ecuatii
d: ax+ fy+y=0,respectiv
d: ax+by+c=0

14



Orice ecuatie de forma (5) se poate reduce la o ecuatie cu
variabilele separabile, si anume:

Cazul 1. Daca 6 nd ={M(X,, Y,)}, se face translatia

Y =YY,

Cazul 2. Daca dreptele & si d sunt paralele, adica
a_B,r.
a b ¢
notam « =ka, £ =kb si schimbam functia necunoscuta
Yy Uu=ax+bhy . (5"
cu pastrarea variabilei independente X . Ecuatia (5) devine

u’:a+bf(ku+7/j,
u+c

unde s-a tinut cont ca u’ =a+by’. Aceastd ecuatic este de
tipul (2) — caz particular de ecuatie cu variabilele separabile.

Probleme § 1.2.

l Sa se integreze ecuatia
y' =e?
studiind §i daca are solutii singulare.

Indicatie. Solutia generala este y = — |n|C — X| . Domeniul
de valori pentru y este toata dreapta realda caci functia
g(y)=e™ este continud si nu se anuleaza pe IR. Solutii
singulare nu exista.

B si se rezolve ecuatia

/ 2
y' =ay-by*,
unde a>0, b>0.
Indicatie. Pentru a integra ecuatia cu variabile separate

15



dy

———=dt
y(a-by)
descompunem mai intai in fractii simple
1 11 b 1

ya-by) ay aa-by
Se obtine solutia generald sub forma
1 In—
a |a—by
B sa se gaseasca solutia generald a ecuatiei
, _sinX
siny
si sa se deduca apoi solutia particulara care corespunde

=t+C .

conditiei initiale y(O):%, precizand intervalul pe care

aceasta se poate explicita. Sa se scrie aceasta solutie
particulara si prin integrale definite folosind direct conditiile
initiale. Exista solutii singulare ?

Indicatie. Ecuatia este cu variabile separabile pe domenii
de forma IRx (0, ), unde f(x)=sinx si g(y)=1/siny sunt
functii continue. Separand variabilele avem sin y dy = sin xdx,
iar integrand gasim solutia generald cosy = C + cos x. Pentru

problema lui Cauchy rezulta C =1, astfel ca solutia
particulara, in forma explicita, este y(x) = arccos(1+ cosXx) .
. Sa se rezolve ecuatia diferentiala
;_siny
sinx
pe un domeniu unde ea este ecuatie cu variabile separabile. Sa

se determine solusia pentru care y(%) =% si sa se studieze

daca exista solutii singulare.
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Indicatie. Ne vom limita, spre exemplu, la benzile

xe(0,m), ye(0,7). O primitiva a functiei L este
SIN X

In , astfel ca, in domeniul ales, solutia generala are forma

X
tg—
J 2
explicita

Yc (x) = 2arctg(Ctg g) .

Solutia particulara cerutd corespunde valorii C = % =19 % .

Dreptele y=0 si y=m sunt solutii singulare, dar nici de
tipul asimptotelor (desi integralele improprii ce intervin sunt
divergente) si nici infaguratori.

. Se considera ecuatia diferentiala

JoXEY
X

a) Sa se scrie solutia generala.
b) Sa se determine izoclinele.
C) Sa se studieze solutiile singulare

Indicatie. Ecuatia este omogena. Notam U _Y si se
X

obtine o ecuatie cu variabile separabile. Solutia generala (pe
IR",) este
y(xX) = X(C +1Inx).
Izoclinele sunt drepte ce trec prin origine (ca pentru orice
ecuatie omogena !). Nu exista solutii singulare.
B se considera ecuatia

xy' =3y —2x—2yxy —x°.
a) Sa se gaseasca domeniile in care aceastd ecuatie se
poate reduce la una cu variabilele separabile.
b) Sa se scrie solutia generala si sa se determine
solutiile singulare.

17



C) Sa se rezolve urmatoarele probleme Cauchy:
yh=2; y@®=1; y0)=0.
Indicatie. Explicitand pe y’ se vede ci ecuatia este
omogend. Conditiile xy—x?>0 si x#0 ne arati ca trebuie
sa ne situdam fie in D, ={(x,y):x>0,y>x}, fie in

D, ={(x,y):x<0,y<x} . Deoarece In‘\/u —1—1‘ este o
primitiva a functiei

Y1 —4 .

X

Dreapta y = x este solutie singulara, dar y=2x este 0

solutie particulara — cea care satisface prima problema Cauchy
din enunt, corespunzatoare valorii C =0. Prin punctul (1,1)
trec doua curbe — solutie, solutia particulard corespunzatoare
lui C=1 si solutia singulara y =X, deci cea de a doua
problema Cauchy are solutie, dar nu unicd. Cea de a treia
problemd Cauchy nu are sens.

B Consideram hiperbola xy = 1 i familia
transformatelor sale prin omotetie fata de origine. Scriefi
ecuatia diferentiala a acestei familii si rezolvati-o ca ecuatie
omogenda. Generalizare.

Indicatie. Ecuatia familiei de hiperbole este xy =C, cu

C >0. Eliminand pe C prin derivare, se obtine y+ xy'=0.
y

Ca ecuatie omogena ea se scrie Y'=—— si trebuie studiatd
X

1 1
gu)-u  2Ju-1(u-1-1)°

solutia generald pe D1 se scrie implicit Cx =

separat in primul si cel de al treilea cadran. Solutiile particulare
sunt hiperbolele din cadranele respective, iar asimptota y =0

este solutie singulara.
Sa se integreze ecuatia:
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;Y —2x+1
X—y+1
Indicatie. Suntem 1in cazul cand dreptele sunt
concurente. Punctul de intersectie fiind (2,3), dupa translatia
originii in acest punct obfinem ecuatia omogena
; u-=2t
u = .
t—-u
Primitivele cautate sunt de forma unor logaritmi.
B si se integreze ecuatia:
;2x=2y-1
y—x-1
Indicatie. Ecuatia este de tipul (5), cu dreptele respective
paralele. Facem schimbarea de variabile u = x—y si se obtine
o ecuatie cu variabile separabile.
. Sa se determine curba care trece prin punctul
M = (1,%), stiind ca panta tangentei la curba in punctul curent

este de doua ori mai mare decdt panta razei vectoare a
punctului de tangenta.

Indicatie. Conform enuntului avem vy’ :27. Aceasta
ecuatie diferentiald are solutia generali y =C-x°. Impunand
parabolelor y =C-x* si treacd prin punctul M:(l,%),

2
rezultd ca C =1 si deci curba cautata este y:X? .

[ Arcul curbei y=f(x), f:[a%)—>IR delimitat
de punctele (a, f(a)) si (X, (X)) se roteste in jurul axei OX
generdnd un corp al carui volum este proportional cu diferenta

ordonatelor la extremitdtile curbei. Sa se determine f.
Indicatie. Conform enuntului obtinem:

ﬂ](‘fz(t)dtzk[f(X)—f(a)] ,
0

19



prin derivare ducand la 7z f2=kf’. Separand variabilele
obtinem:
df =«

—=—dx,
f2 k
care integrata conduce la
—%z% x+C.
In concluzie, curbele ciutate sunt hiperbole de ecuatie:
fg=—=
C—?x
B si se integreze:
2,42
a)y =L %
Xy
b) xy/ —y=(x+ y)Inﬂ.
X
¢) y' ==Y
X—-y
Indicatie.

a) Din R Z, z fiind noua functie necunoscuta, se obtine
X

277/ :E, deci 2% =2In| x|+ C, respectiv y? =2x? In|x|+ Cx?.
X

b) Ecuatia este echivalenta cu: y’ = X+ [l+ l)ln{l+ l) .
X X X

y

Cu substitutia — =2z aceasta ecuatie devine:
X

7/ :%(1+ 2)In(l+2).

Rezolvand aceasta ecuatie si revenind la substitutie gasim:
y=x[e>-1), celr
20



C) Acelasi procedeu. Se obtine in final:

> 5 arctgz . . . .
JX“+yc=C-e x (familie de spirale logaritmice)

B si se integreze
2X—
a) y' ==
X+2y—-5

b) 3x+3y-1)dx+(x+y+1)dy=0.
Indicatie. a) Sistemul algebric
2%y — Y, =0
{xo +2y,-5=0
are solutia X, =1, y, =2. Cu substitutia
{v =y-2
u=x-1
ecuatia devine
dv_2u-v
du u+2v’
In final se gasesc solutiile ecuatiei initiale care sunt:
y?—x*+xy-5y=C, CelR.
b) Dreptele 3x+3y—1=0 si x+y+1=0 sunt paralele.
De aceea facem schimbarea de functie X+ Yy =u si ecuatia
devine:

2dx+dus2- 3 _g.
u-1

Se obtine in final (x+y—1)? =Ce &),
B si se integreze ecuatiile:

a) y =(y?+D(x*+1).

b) (x*+a?)(y?+b?)+(x*>—a?)(y*-b?)y’ =0.

o)y =xy.
Indicatie.

a) Se separa variabilele si se obtine:
21



dy
= (x* +1)dx.

y 1

Integrand ambii membri se obfine solutia generala
3

3
arctgy:%+x+C sau y:tg(%+x+c].

b) Pentru a separa variabilele, impartim cu
(x> —a?)(y*+b?)=0

si obtinem
X2 +32 yz_bz
dx+ dy=0
x2 a2 y2+b2 y
sau
dx+dy+2a2i—2b2 dy =0.
x2 _g2 y2+b2
Solutia generala este:
X+y +In|x_a|—Z—barctgl:C1 sau
b

a |X +a a
X+y 2barct y

e a (x—a)=C(x+a)ea b, C=+e".
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8 1.3. Ecuatii diferentiale liniare de ordinul I

Se numeste ecuatie diferentiald liniara de ordinul intdi
ecuatia .
/

y' =P(X)y+Q(x), 1)
unde P si Q sunt functii continue pe un interval (a,b). Daca in
ecuatia (1) avem Q(x)=0, spunem ca ecuatia liniara
respectivd este omogenda .

Fiind data o ecuatie liniara (1), neomogena (Q #0)
ecuatia:

/
y =Py, )
se numeste ecuatie liniard omogend atasatd ecuatiei (1).
Orice ecuatie diferentiala liniara si omogena (2) , este cu
variabile separabile si are solutia generala:
X
[P(t)dt

y=Ce™ : 2"
unde X, este un punct arbitrar in intevalul (a,b).

Metoda variatiei constantelor (Lagrange). Daca in locul
constantei C din formula (2 '), care da solutia generald a
ecuatiei (2), se pune o functie derivabila C(X), se poate
determina aceasta functie astfel incat:

)j(P(t) dt
Yo =C(x)e*

sd fie o solutie a ecuatiei (1).
Solutia generala a ecuatiei (1) este

[P@)dt ~P@dt

y(x)=e"* C+IQ(s)e o ds . 1)

Daca y., Y. §i ys sunt trei solutii particulare ale ecuatiei liniare
(1), atunci raportul lor simplu este constant, adica :
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Y1—Y2

= const .
Y2—=Y3
Ecuatia diferentiala :
y' =P(X)y+Q(x)y“, aelR ©)

unde P si Q sunt functii continue pe un interval (a,b) se
numeste ecuatia lui Bernoulli .
Pentru a integra o ecuatie de tip Bernoulli de forma (3) se

face schimbarea de functie z(X)= yl_a(x) si se obtine o
ecuatie diferentiala liniara.
Ecuatia diferentiala
y =Py +Q(x)y+R(x), (4)
unde P, Q si R sunt functii continue pe un interval (a,b), se
numeste ecuatia lui Riccati.
Ecuatia de tip Riccati nu se poate integra decat daca se
cunoaste cel putin o solutie particulara.
Fiey = y(X) o solutie particulara a ecautiei lui Riccati (4).
O conditie necesara si suficienta ca Yy = @(X) sa fie solutie
pentru ecuatia (4) este ca functia: z(X) =<p(x)—§(x) sa fie
solutie pentru ecuatia de tip Bernoulli 1z - [2P v+ QJz +Pz°.
Raportul armonic (biraportul) a patru solutii arbitrare ale
unei ecuatii Riccati este constant, adica pentru orice patru
solutii Y1 , Y. , Ys §i Ys QVem :
Yi= Y2 Y17 Ys
Ya—=VY2 Ys— Y,
Metoda practica. Pentru a integra o ecuatie Riccati se
procedeaza in felul urmator:

=const.

a) Dacd se cunoaste o solutie particulara 9 se face

schimbarea de functie y:§+ Z si se obtine o ecuatie

. 5 ) -1
Bernoulliin z, cu o = 2. Daca se face schimbarea y =y +— se
u

24



obtine direct o ecuatie liniard in u, deci integrarea ecuatiei (4)
se face prin doua cuadraturi conform formulei (1/).

b) Daca se cunosc doua solutii particulare y; si y. ale
Y=y
y=Y2
o ecuatie cu variabile separabile in z, iar integrarea se
realizeaza cu o singura cuadratura.

c) Daca se cunosc trei solutii particulare pentru ecuatia
(4), solutia ei generala se scrie fard a efectua cuadraturi,
folosind faptul ca raportul armonic a patru solutii arbitrare e

Yyi=¥o. M—Y _
Y3a—Y2 ¥3—Y

ecuatiei (4), facand schimbarea de functie z = se obtine

constant, anume:

Probleme § 1.3

B sa se rezolve ecuatia:
xy +y—3x2=0 (x>0)
si sa se gaseasca solutia pentru care Y(1) =1. Ce semnificatie
are constanta C in formula (1) pentru problema lui Cauchy ?
Indicatie. Ecuatia este liniard (neomogend) deoarece
Ly 1
putem scrie: y’ = S y +3X.

Solutia generala este, conform formulei (1),
y(x) =2 -143).
X

Pentru conditia lui Cauchy datda obtinem C=1.
Semnificatia constantei C Th formula (1) este intotdeauna :

C=y(X))=Yo-
B si se arate ci ecuatiile diferentiale liniare nu pot avea
solutii singulare.
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Indicatie. Fie y o solutie care nu este de forma Cy, +,,

care este solutia generald a ecuatiei diferentiale liniare. Se
constatd insa usor cd y—Y, este o solutie singulard a ecuatiei

omogene atagate. Ecuatia omogenda atasatd nu are solutii
singulare deoarece dreapta y =0, care ar putea fi o solutie

singulara, corespunde valorii C =0 in expresia solutiei generale.
Sa se gaseasca solutia generala a ecuatiei:
du 1
dx xcosu+sin2u’
Indicatie. Dupa cum este scrisa, ecuatia datd contine pe
u functie necunoscuta si pe X ca variabila a acesteia. Integrarea

ecuatiei se face insa usor daca inversam rolurile acestor doua
marimi $i scriem ecuatia in forma:

dx )
—— = XCosSUu+Sin2u.
du

Conform celor discutate la ecuatiile diferentiale liniare,
solutia generala este: x(u)=C gsinu _ 2(1+sinu).
l Sa se scrie solutia generala a ecuatiei :
y =2y +(x+1)e*
cautand o solutie particulara de forma membrului perturbator

(neomogen).
Indicatie. Vom cauta o solutie particulard de forma:

Yo (X) = (ax+b)e*

Prin identificare se obtine a=-1 si b=-2. Ecuatia
diferentiala omogena atasatd se integreaza usor si se obtine

solutia: y; =C e2X,
Conform formulei (1), solutia generala a ecuatiei date este:
y(x) = Ce? —(x+2)eX.
l Sa se integreze ecuafia:
xy' +y-y?Inx=0 (x>0).
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Ce fel de solutie este y(X)=07?
Indicatie. Ecuatia este de tip Bernoulli, cu o =2, deci

. . . 1 : T
facand schimbarea de functie z = — se obtine o ecuatie liniara,

anume:
;1 Inx
7' ==71———
X X
Solutia generala a acesteia este z=CXx+Inx+1, deci
. g .. 1 .
solutia generala a ecuatiei date este: y=————————. Solutia
Cx+Inx+1

y =0 nu poate fi obtinutd prin particularizarea constantei C,
deci este o solutie singulara, de tip asimptota.
l Sa se integreze ecuatia :
2,3y,
(Xy+x°y” )y =1.
Indicatie. Considerand pe x functic de Yy se obtine o

ecuatie Bernoulli cu a = 2.
l In ce conditii asupra constantelor A, B, C, ecuatia:

y/ = Ay? +lB y +i2C admite o solutie de forma y = 3? Sa
X X X
se rezolve ecuatia in cazul particular A=B=C =1.

Indicatie. Problema se pune sda putem determina

~ A a . .
parametrul a astfel incat y = — sa fie solutie. Se obtine
X

Aa’+(B+1)a+C=0,
deci trebuie si avem (B+1)2—-4AC >0. In cazul particular

dat avem o singura valoare pentru @, deci ecuatia Riccati data
se reduce la o ecuatie Bernoulli.
B si se integreze ecuatiile

a) y +axy=xe*.
b) (sin?y+xctgy)-y’ =1.
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Indicatie. a) Integram mai Intai ecuatia omogena atasata :
y/ +4xy=0. Aceasta din urmai are solutia y=C o2
Cautam o solutie particulard a ecuatiei neomogene de
forma u(x) = C(X)e‘z"2 , unde C(X) este o functie necunoscuta.
Inlocuim in ecuatia initiala pe:
u(x) =C(x)-e2*
u’ (x)=C/(x)-e 2 —4xC(x)-e2*
si obtinem e2X°C/(x)—4xC(x)-e ¥ +4xC(x)-e 2" =x.e7*

sau C/(x)=x-e*, de unde C(x)=%ex2.

2

Solutia generala a ecuatiei este:
y(X) = (%exz + Cj e, xelR
b) Ecuatia este neliniara in y. Ea este insa liniara in X:
dx .
—=Xctgy+sin-y.
dy

Aceasta din urma are solutiile (sub forma implicitd):
x=(C—cosy)siny.
l Sa se arate ca exista o solutie si numai una a ecuatiei.
xy! =(2x2 +1)y+x2,
care are limta finita pentru X — .
Indicatie. Rezolvand ecuatia gasim solutiile:

y =Yy(x,C) = xe*z(c +je-szdsj ., xelR, CelR.
0
Sunt posibile urmatoarele cazuri:

1) Daca C+[e~*"ds =0, atunci lim| y(x, C)| = +o.
0
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2)Daca C=— .[ e ds se obtine solutia
0

V(x) = —xe* je’szds, xelR.

Folosind regula lui I” Hospital se obtine ca lim y(x) :—%.
X—>»00

B si se integreze:

1) x2y’ —2xy=y?2. 2) y’+1: —.
X x%y

Indicatie. 1) Ecuatia este de tip Bernoulli, cu a=+2,

deci folosind schimbarea de functie Z:l se obtine ecuatia
y

liniara

: . 1 : .
a carei solutie este z=—-(C—x). Revenind la functia y
X

obtinem
2
=0, y= .
y y C_x
2) Ecuatia este de tip Bernoulli, cu @ =-2, deci facand
schimbarea de functie z=y? obtinem: z’ +3—Z = %
X X

. : 2 . .
Aceasta din urma are solutia Z(X)=—3+2i si deci
X X

ecuatia data are solutia:
s 2C+3x2
Y =
2x3
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§ I.4. Ecuatii cu diferentiale totale

Numim ecuatie cu diferentiale totale orice ecuatie
diferentiala de forma:
P(x,y)dx+Q(x y)dy =0, (1)
unde P si Q sunt functii de clasd C;, pe un domeniu D din
planul variabilelor x si y. Spunem despre o ecuatie de forma
(1) ca este cu diferentiale totale exacte daca existd o functie
U :D — IR, a carei diferentiala sa fie:
dU =P(x, y)dx+Q(x, y)dy . 2
Tn acest caz, pentru rezolvare avem :
O conditie necesara si suficientd ca Y= @(X) sd fie solutie a
unei ecuatii diferentiale totale exacte, (1) , este ca pentru
functia U din conditia (2) sa avem U (X, (X)) =const .

Pentru a recunoaste cand suntem 1in acest -caz,
folosim teorema :

O conditie necesara si suficientd ca o ecuatie de forma (1)
sd fie o ecuatie cu diferentiale totale exacte este ca functiile P
si Q sa verifice relatia:
PN ©
oy OX
Pe parcursul demonstratiei se construieste functia

X y
U(y)= [PGs,)ds+ [Qo b, @
Xo Yo

care este folosita si in rezolvarile concrete.

Daca nu este verificata conditia (3), precizam ca :

Se numeste factor integrant pentru o ecuatie (1) orice
funcfie w(x,y), derivabila cu derivatele partiale continue §i
neidentic nuld, pentru care ecuatia obtinuta dupa amplificare,

1% Y) P(X, y) dx+ u(x, y) Q(x, y) dy =0 (5)
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este o ecuatie cu diferentiale totale exacte. Cu alte cuvinte,
factorul integrant este o functie i pentru care

6(/1P) — a(/uQ) (3/)
oy ox
In practicd nu putem decat si cautim factori integranti de
forme particulare: functii numai de X, de y, de x+y, de x-y etc.

Probleme § 1. 4

l Sa se gaseasca solutia generala a ecuatiei:

(sin xy + xy cos xy)dx + x% cos xy dy = 0
. . . . s
si apoi sa se determine acea solutie pentru care Y(1)= rs

Exista solutii singulare ?

Indicatie. Se verifica faptul ca ecuatia este cu
diferentiale tota-le exacte. Solutia este data implicit de relatia
xsin(xy) =C.

Pentru conditia Cauchy formulatd se gaseste C =1.
Familia aces-tor curbe nu admite infasurdtoare, ci doar o
asimptota y=0. Aceasta este insd o solutie particulard ce
corespunde valorii C=0.

l Se considera ecuatia diferentiala:

2 2
F_y_z}dx{x_z_i}dy:o
X (x=y) (x=y)" vy
s1 se cere:

a) Care este domeniul de definitie din planul xOy in care
euatia data poate fi studiata ca ecuatie cu diferentiale totale ?
b) Pe ce domeniu din acelasi plan ecuatia este echivalenta

cu o ecuatie diferentiald ordinard implicita y/ =f(x,y) ?
C) Sa se scrie solutia generald a ecuatiei date.
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d) Sa se gaseasca acea solutie particulara pentru care
y@=2.
Indicatie. a) Domeniul pe care functiile:
2 2
1 . X 1
P(X’ Y):__y—z S1 Q(Xa y): >
X (x—-y) (x=y)" vy
sunt continue este D =IR*\{(x,y):x=0 sau y=0 sau x =V},
adica tot planul, mai putin axele de coordonate si prima
bisectoare.
b) Din domeniul D trebuie sd mai scoatem punctele in

y

14y

care Q(x,y) =0, si care sunt date de ecuatiile x =

) Solutia generala se poate scrie sub forma:

X y
2
jl_ y ds+-‘- 1 —1 ds=C.
S (s—y)? 1-s)? s
1

2
d) Solutia particulara corespunde valorii C=0 1n
expresia de mai sus si este
y2 2

+i+1+ln2—y—=0.
y| x-y 1-y 1-y
l Sa se scrie solutia generala a ecuatiei.

In

(3x+2y+y2)dx+(x+4xy+5y2)dy:0

stiind ca ea admite un factor integrant functie de X + y2 :
Indicatie. Se constatd ca ecuatia nu este cu diferentiale

totale exacte, dar admite un factor integrant functie de

X+ y2 =U. Din ecuatia diferentiala a factorului integrant se
1 du 1 5 .

deduce —-—'u=—, de unde rezulta factorul integrant
4 du u

uU)=u=x+y?. Amplificind cu acest factor si integrand

obtinem solutia generala sub forma:
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x3+x2y+2x2y2+2xy3+xy4+y5 =C.

l Sa se integreze ecuafia:
(2xy — y* = y)dx + (2xy — x> = x)dy = 0.
Indicatie. Ecuatia nu este cu diferentiale totale exacte,
deci se incearca daca existd factori integranti de forme
particulare.
Se constatd ca exista factori integranti functii numai de

X+y=u,unul fiind = . Amplificand cu acesta si

(x+y+1)?*
LS -C.
(x+y+1

l Sa se integreze ecuafia:

y@-yInx)dx+xdy=0, x>0.

Indicatie. Scriind ecuatia sub forma

;1 2
y =—ZY+y —,
X X

se vede cd este vorba de o ecuatie de tip Bernoulli cu a =2,
deci nu mai este necesard aplicarea teoriei pentru ecuatiile cu
diferentiale totale.

B sd se rezolve ecuatia liniara

y' =a(x)y+b(x),

prin metoda factorului integrant. Functiile a,b: (X, X,) = IR
se presupun a fi continue.

Indicatie. Se cautd un factor integrant = u(x), ca
solutie a ecuatiei:

integrand se obtine solutia

du
—=—a(X .
o (X)

De exemplu putem considera ca factor integrant:

—}a(s)ds
u=e , Xe€ (X, Xy),
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unde Xo este luat arbitrar din (x1, X2).

Se inmulteste ecuatia din enunt cu u si se obtine o ecuatie
diferentiala totala exacta, care rezolvata va conduce la solutia
ecuatiei date.

B Rezolvati o ecuatie diferentiald omogend folosind
metoda factorului integrant.

Indicatie. Fie ecuatia omogend Yy’ = f[lj pe care 0
X
rescri-em sub forma f(lj dx—dy=0, unde f: 1 cIR > IR este
X

o functie continud. Cautam determinarea unui factor integrant

de tipul ,u(lj Inmultind ecuatia cu x obtinem:
X

) oo

Prin impunerea conditiei:

sl G A

in cazul cand x si f sunt derivabile, gasim, dupa ce notam

ut,

X
ecuatia cu variabile separabile

2! (u)-(u= F(u)= () £/ (),
cusolutia:  u(u)= epruf_l—f(lzl)J) duj :

Rezulta ecuatia cu diferentiala totala exacta:

oo
X X X
unde u este functia determinatd anterior. Atunci, solutia

ecuatiei omogene date este:
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Mdu+iﬂ(ide:c, CEIR,
u 1 \X

g‘pt—,x\p

1
unde Xo este astfel ca —e 1.
Xo

l Ecuatiile diferentiale de forma:.
M (x, y)dx+ N(x, y)dy+P(x, y)(xdy—ydx) =0,
unde M si N sunt functii omogene de acelagi grad m, iar P este
o functie omogena de grad n, (Nn=m-1) se numesc ecuatii
Darboux. Sa se arate ca:
a)Daca N #0, cu substitutia Yy =Xz, se obtine o ecuatie
Bernoulli.
b)Daca N =0 §si n=m-2, cu aceeasi substitutie, z va
verifica o ecuatie diferentiala liniara.
€)Daca N =0, aceeasi substitutie conduce la o ecuatie
diferentiala cu variabile separabile.
Indicatie. Luand y =xz avem:
P(x, y) = P(x, xz2) = x"P(l, 2)
M(x, y)=x"M(1, z)
N(x, y)=x"N(@, z2).
Ecuatia data devine:
x"[N (1, 2)(xdz + zdx) + M (1, z)dx]+ x"P(L, z)[x(xdz + zdx) —
— xzdx]=0
Sau:
x™[N (1, z)(xdz + zdx) + M (1, z)dx]+ x"2P(1, z)dz =0,
adica
[xm*lN @, 2)+x"2P(, z)sz +x"[z2N(L, 2)+M (@ 2)]dx=0
sau, dupa impartirea cu x"dz :
xN(L, z) +x"™2P(, z) +[z2N(1, 2) + M (1, 2)]- x'(2) = 0.
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De aici se vede ca luand X ca functie necunoscuta si pe z ca
variabild independentd, pentru N #0 avem o ecuatie Bernoulli
(¢=n—-m+2), iar pentru n=m-2 avem o ecuatie diferentiald
liniara neomogena.

Daca N = 0 obtinem ecuatia cu varibile separate

dx P(,z)dz
x"M2 N 2)+M(@,2)
l Cu ajutorul problemei anterioare, obtineti solutia
generala a ecuatiilor urmatoare:

a) xdx+ydy+y(ydx—xdy)=0.

b) xy/ —y=xyx%+y?.
Indicatie. a) In forma generaldi a ecuatiilor date
(prezentatd in problema anterioard) se vede cd avem
M(x,y)=x si N(x,y)=y (care sunt omogene de grad m =
1), iar P(x, y)=y cuomogenitatea n= 1. Se obtine astfel
X2 +x2z+(z% +1)-x/(2) =0, adici
z z 2

/
x'(2) = X — X
(2) 722 +1 7% +1

(ecuatie Bernoulli; o =2)

Substituind X(z)=u1‘“(z)=% in ecuatia precedenti
u(z

gasim

uz) . z 1z 1
Cu? 2

z
241 7
adicad ecuatia diferentiald de ordinul intai poate fi scrisa si ca
ecuatie cu variabile separate
u’ z
u+l z%+1’

care are solutia U+1=C+/z%2 +1, unde C = constanti arbitrara.

sau: u'(z)=
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. 1 ) : . o
Deci, X=—=——=———, iar prin revenirea la substitutia
U Cvz2+1-1
initiala,
y=Xz= S §i X= _
Cyz? +1-1 Cyz?+1-1
deci putem pune solutia sub forma parametrica.
Daca explicitdm pe z in functie de X si revenim in expresia
lui y ca functie de z putem obtine si solutia sub forma explicita.
b) Ecuatia se mai scrie: xdy—ydx = Xy/x? + y2dx.
Se vede cad in aceastda forma P(X,y)=1 N(X,y)=0 si

M (X, y)=Xyx2+y? (pe Msi N le putem considera omogene
de acelasi grad, m = 2).

Conform problemei anterioare, ajungem prin substitutia
y =Xz la ecuatia cu variabile separate:

dx dz

0-2+2 = \/1_7 .

De aici, prin integrare gasim X =-—arcsinz+C sau:
z=-sin(x+C) adica y=—xsin(x+C).
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8 I.5. Ecuatii diferentiale implicite

Ecuatiile diferentiale implicite au forma
Fxy,y')=0 1)
unde, cel putin din punct de vedere practic, nu putem explicita
pe y’, sau aceasta explicitare nu ne este utili. Suprafata S,
atasata ecuatiei diferentiale (1), de ecuatie
F(x,y,z) =0, (2)
oferd o interpretare geometrica simpla, care conduce la solutii :
O conditie necesara si suficientd ca Y = ¢(X) sd fie solutie
pentru ecuatia (1) este ca aceasta functie sa defineascd ecuatia
unei curbe care se obtine prin proiectia pe planul xOy a unei
curbe I' de pe suprafata S, de-a lungul careia sa fie
satisfacuta conditia
dy = zdx. (3)
In particular, aceastd teoremi permite rezolvarea ecuatiilor
diferentiale de formele

y="~(xy) (v)
5i x=9(y,y") €
prin scrierea parametrica a solutiilor, parametrul fiind p = y’.
Ecuatia diferentiala
y=xA(y")+B(y"), (@)
unde A si B sunt functii cu derivate continue pe un interval

(a,b), se numeste ecuatia lui Lagrange.
Solutia generala a ecuatiei Lagrange are forma

{X=Cu(p)+v(p)
y = A(p)[Cu(p) +Vv(p)]+ B(p),

unde x( p) este solutie a ecuatiei diferentiale liniare:
/ /
& A . B _, (5)
dp A(p)-p  A(p)-p
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Dreptele y = sx+ B(S), unde s sunt solutii ale ecuatiei:
A( p) -p= 0 ) (6)

sunt solutii singulare.

Metoda practica . Pentru a integra o ecuatie Lagrange, se
scrie mai intai ecuatia (5), care se obtine Tnlocuind in ecuatie
y' = p si diferentiind Tn ambii membri. Solutia generala se
obtine integrand ecuatia liniara obtinuta, la care se adauga
expresia parametrica a lui y, scoasa din ecuatie. Se rezolva
ecuatia (6) si se scriu dreptele care sunt solutii singulare.

Ecuatia

y=xy' +B(y"), (7)
unde B este o functie cu derivata continud pe un interval (a,b)
se numeste ecuatia lui Clairaut.

Solutia generala a ecuatiei Clairaut este data de familia
de drepte y =Cx+ B(C), iar curba g , de ecuatii:

{x=—B’(p>
y =—pB’(p) +B(p)

este o solutie singulara de tip infasuratoare.

Metoda practica . Pentru integrarea unei ecuatii Clairaut
(7), se inlocuieste(formal) p=C 1n ecuatie, si se obtine o
familie de drepte ce reprezinta solutia generald. Infisuritoarea
acestei familii de drepte reprezinta solutia singulard a ecuatiei
Clairaut.

Probleme § 1.5

l (Asupra unicitatii solutiei problemei Ilui Cauchy
pentru ecuatiile implicite). Sa se integreze ecuatia
(y) =(x+y)y +xy=0
si apoi sa se rezolve urmatoarele probleme ale lui Cauchy:
y®)=1, y(0)=0.
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Indicatie. Rezolvand algebric in raport cu y’, se obtin

doua ecuatii diferentiale: y/ =X si y/ =Y. Integrand obtinem:
x2
y=—+C,
2
y=C,e",
deci se obtin doua familii de curbe. In plus, tot solutii sunt si
curbele ce se obtin prin racordarea a cate unei curbe din prima
familie cu una din a doua familie, dacd tangentele in punctul de
intersectie coincid. In consecintd problema lui Cauchy nu are

solutie unica. Tn cazul y(1) =1, pe langi cele doua solutii:

CxP+1 [y et
5 S
mai avem drept solutii si curbele:
2 x-1 <
X +1 Cpentru x<1 e , pentru x<1
yx)={ 2 RO Pt
et pentru x>1 et x> L.

l Sa se integreze ecuafia:
2
y=(Wf—XW+§;-
Indicatie. Ecuatia are forma y = f (x,y'), fard a fi de tip

Lagrange sau Clairaut . Suprafata S se scrie parametric:

X=X
y=ptoxpr

>
z=p

Conditia (3), cu z=p se va scrie (2p—x)(dp—-dx) =0,
deci avem dp=dx, fie 2p—x=0. Integraind prima relatie
obtinem solutia generald X = p + C, deci
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2
y=(x+C)? —x(x+C)+X?.
2

. . . X
Din a doua conditie, X =2p, gasim y = R care este 0

solu- tie singulara.
B Si se integreze ecuatia:
y=2xy" - (y")?.
Ce fel de solutie este dreapta Yy =07
Indicatie. Ecuatia datd este de tip Lagrange. Notand

y' = p, ecuatia dy = zdx se scrie pg—x+2x= 2p. Integrand
P

: 2 C . <
se obtine: X =—p+—,, care conduce la solutia generala:

2, ¢
3 p?

2
y:p_+£_
3 p

Conditia A(p)— p =0 indica o singura valoare, s=0,
pentru care se obtine solutia singulard y =0.

l Sa se integreze ecuatia:
x(y)?2-yy' +a=0.

Indicatie. Scriind ecuatia sub forma y= Xy/ +i/, obtinem o
y

ecuatie Clairaut cu B(y') = i/. Solutia generala este y=Cx+ c

Familia acestor drepte are ca Infasuratoare parabola
y? = 4ax, care reprezinta solutia singulara.
l Sa se integreze ecuatia:
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y+y?
y/

Indicatie. Ecuatia are forma x =g(y,y’). Suprafata S

X

va fi:
x=g(y,p)
y=y
zZ=p.
.\ . g a9 -
Conditia dy = zdx se scrie dy = p| —dy+—dp |, si in cazul
oy ap
. . y . 2dy dp
nostru obtinem o ecuatie cu variabile separabile Ly =—, care
ty P

are solutia generala p =C(1+ y)?, deci avem y =C(xy+Xx).

Solutii singulare nu existd caci ecuatia datd are forma
ecuatiei Riccati.

l Ce suprafata de rotatie trebuie sa reprezinte oglinda
unui proiector, pentru ca toate razele de lumina ce plecd de la
o sursa punctiforma sa fie reflectate paralel cu o directie data?

Indicatie. Considerdm un plan meridian pe care il ludm
xOy. Axa Ox o alegem paraleld cu directia dupa care lumina
trebuie sa fie reflectatd, iar originea in sursa de lumina (ca n
figura 1.1.6.).

A

Fig L 1.6.
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Conform legilor reflexiei avem
Z0OPM = /MPQ si ZRPO = /R'PQ,
2tgu

Y tgu=y', iar tg2u= —

deci v=2u. Deoarece tgv=-,
X 1-tg°u

y 2y

obtinem ecuatia — = —
X 1l-y

Integrand  aceastda  ecuatie se  obtine  solutia

y? =2C(x+%j, deci curba meridiand este o parabold cu

varful pe 0x, iar oglinda este un paraboloid de rotatie de ecuatie
y> +12° =2Cx+C?.
Valoarea lui C se leaga de dimensiunea oglinzii, fiind egala
cu raza sectiunii transversale in dreptul focarului.
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CAPITOLUL 11

ECUATII DIFERENTIALE DE ORDIN SUPERIOR

8 11.1. Cazuri de reducere a ordinului

Ecuatiile diferentiale de ordin superior au forma:

F(, v,y y™) =0, (1)
sau explicit:
yO =f06y Yy (1)
Solutia generala depinde de n constante Cy, ..., Cy arbitrare,
y=¢(x,C, ...,C,). @)

Problema lui Cauchy consta in determinarea acelei solutii
particulare pentru care:

Y(Xo) =Yo y/(xo) =Y y(nil)(xo) = Yna- 3)
Ca si in cazul ecuatiilor de ordinul I, rezolvarea nu este
posibila decat daca ecuatia are o forma particulara si se bazeaza
de cele mai multe ori pe reducerea ordinului (vezi problema 8).
Solutia generala a ecuatiei

y® = f(x), (4)

unde f este o functie continud pe un interval (a,b), este:

X
n-1 _ n-1 _ n-2
X=8) " (gyds+c, KX)o XoX)

YO = | =0T, (-D! 2 (n-2)!

Xo
+..+C,, (5)

unde x, € (a,b)este un punct fixat.

Prezentam cateva exemple de cazuri in care rezolvarea este
posibild in urma reducerii ordinului prin diverse substitutii :
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Daca intr-o ecuatie diferentiald de ordin n, de forma (1),
lipseste functia y si primele sale k-1 derivate, ordinul ecuatiei
se poate reduce cu k unitati.

In practica facem substitutia y(k) (x) = z(x).

Daca intr-o ecuatie diferentiala de forma (1) lipseste
variabila independentd x, se poate reduce ordinul ecuatiei cu o
unitate.

Practic aceasta se realizeaza prin schimbarea de functie si de
variabila y/ (x)=z(y).

Daca ecuatia diferentiala (1) are forma

G(y,xy',x?y" ... x"y(My=o,
se poate reduce ordinul cu o unitate.

Se face o schimbare de variabila, notand X = el.

Daca ecuatia diferentiala de ordin superior (1) are forma:

G(l, y oxy” ,X"ly(”)] =0 (ecuatie omogena generalizatd)
X

se poate reduce ordinul cu o unitate.

Practic vom face schimbarea de functie u(x) = yx) .
X

Probleme § I11. 1

B Si se arate ci putem reduce ordinul ecuatiei:
Cu 0 unitate.
/

/ (n)
F(x,y—, ,y—]:o
y y
y

Indicatie. Facand schimbarea de functie u=-"— se
obtine:
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l mn

DAL T T s.a.m.d.

y y
Ecuatia in u va fi de forma G(x,u,u’, ..., u®"™®)=0.

l Se da ecuatia diferentiala:
yVII =1-cosx

s1 se cere:.

a)  Sa se scrie solutia generald.

b) Sa se gaseasca acea solutie particulara pentru
care avem:

¥0)=y'0=y"0)=y"0=0y)=y"(0)=1 y"(©0)=-1.

C) Sa se verifice rezultatul de la punctul b)
dezvoltind solutia obtinuta in serie Taylor in jurul punctului
x=0.

Indicatie. a) Se aplica formula (5) stabilita pentru ecuatii
de forma y(™ = f(x).
;
b)  Solutia cautata este y(X) =sin X+ X7—| :

. Sa se scrie solutia generala a ecuatiei:
4y|||2 _3yyIV o,

Indicatie. Tinem cont mai intai ca lipseste y si 'y’ , deci
notand y” (x) = z(x) obtinem 4(z')? —3zz" = 0. Deoarece nici
aici nu apare x explicit, notam 2z'(x)=u(z). Obtinem
z"(x) =u’u, deci avem 4u®-3zuu’ =0. Solutia u(z)=0
conduce la z'(x) =0, deci z(x) =C si y(x) = Cx? +C,x+C,.
Ecuatia 4u —3zu’ =0 este cu variabila separabila si conduce

4
la solutia u=C,z®. Revenind, din :—220323, gasim
X

z(x) = (C,x + K) i apoi calculdm pe y(x).
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B Si se scrie solufia generald pentru ecuatii
diferentiale de forma F(y"P y™)=0. Aplicatie la ecuatia

y||| — /1+(y//)2 '

Indicatie. Se noteaza Yy "V (x)=1z(x) si se reduce
problema la integrarea ecuatiei F(z,z’) =0, care nu contine pe
x. In cazul particular dat se gaseste:

y(x) =sh(x+C;)+C,x+Cj;.
l Sa se integreze ecuatia:
y! =2y’
Indicatie. Lipseste variabila independenta. Notand

Y (9=103) obtinem 2 5% =2y2, de unde 2 =0, sau 2= y2 +.C,
y

Rezulta = dx, unde se disting urmatoarele cazuri:

y2+C1

1
a) C, >0, cand solutia generala este: —arctgi =x+C,.

e
b) C; <0, cand solutia generala este:
1 In|y_ =G| _
2\-C, ‘y+1/—Cl‘

c) C, =0, cand solutia generala este y =

x+C,

X+C,
B Si se integreze ecuatia:

xyy" +x(y')? - yy' =0.
Indicatie. y(x) =0 este o solutia banala. Considerand

apoi y # 0 si impartind cu y?, ecuatia ia forma:

i 1\? /
Xy__x(y_} AN
y y
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/

Este deci indicata substitutia y_, , ca’in problema (1).
y

. (Ecuatia lantisorului). Folosind procedeul derivarii, sa

se integreze ecuatia.
1+(y")? = yy".

Sa se compare acest procedeu cu rezolvarea in cazul cand
lipseste x.

Indicatie. Derivand in ecuatia data obtinem yy”/ = y/ y” .
Deoarece yy"” #0 (vezi ecuatia!), impartim prin yy” si
obtinem:

n -
y y
Integrand ca 1n ecuatiile cu derivabile separabile, se
obtine:

dy" _dy

y! —cy =0,
unde deoarece yy” >0, avemC >0. Vom vedea (chiar in
capito-lul II) ca aceste ecuatii se rezolva usor, solutia cautata
fiind:
y(x) = Kleﬁ "+ K, e Vex,

Inlocuind aceasta solutie in ecuatia lantisorului se obtine
4CK,K, =1, ceea ce permite scrierea solutiei generale doar n
doua constante arbitrare. Considerand ecuatia de tipul
F(y,y',y")=0, notam y'(x) = z(y) si obtinem 1+z% =yzz/,
care este cu variabile separabile. Integrarea ecuatiei cu
variabile separabila este simpld, dar revenirea la solutia y(X)
este anevoiasa in comparatie cu primul procedeu.
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8 11.2. Ecuatii diferentiale liniare de ordin superior

Numim ecuatie diferentiala ordinard liniard, de ordinul
N, orice ecuatie de forma:

y® +a,()y P+ ra, )y =10, (1)
unde a,,a,, ...,a, si fsunt functii continue (de obicei reale)
pe un interval [a,b]. Daca f(x)=0, spunem despre ecuatia
(1) ca este omogena. Fiind datd o ecuatie o ecuatie de forma
(1) ecuatia:

y® +a, (x)y" + .. +a, (x)y=0, 2)
se numeste ecuatie omogend atasata ecuatiei (1). Operatorul
L:CL([a,b]) » Cr([a,b]), care se ataseaza fiecarei functii
de n ori derivabila si cu derivata a n - a continud, o alta
functie conti-nuda, prin formula:

L(y) =y® +a,()y"™ + ... +a,(x)y (3)

se numeste operatorul diferential liniar atasat ecuatiei (1).

Solutia generald a ecuatiei (1) este suma dintre o solutie
particulard a ecuatiei neomogene si solutia generald a ecuatiei
omogene atasate.

Numim determinant al lui Wronski, sau wronskian, al
functiilor yi, Y2, ..., Yo, presupuse de (p-1) ori derivabile,
determinantul :

Y1 Y2 Y

y/ y/ y/

WY Yo Yp) =) 2 p
yey gDy

Wronskianul este util in studiul independentei solutiilor :

O conditie necesara si suficienta ca n solutii ale unei
ecuatii diferentiale liniare omogene de ordin n sa fie liniar
dependente pe [a, b] este ca wronskianul lor sa fie identic nul

pe [a, b].
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Daca n functii Y, ,..., Y, reprezinta solutii ale unei ecuatii
liniare omogene de ordin n (de forma (2)) si daca wronskianul
acestor funcyii nu este nul intr-un punct al lui [a,b], atunci
wronskianul respectiv nu este nul Tn nici un punct din [a,b]
(Teorema Abel — Ostrogradski - Liouville).

Solutia generald a unei ecuatii diferentiale liniare si
omogene de ordin n este de forma:
y(¥) =Cry1 (¥) + ... + Cpy,(X), (4)
unde vy,, ..., Y, suntn solutii liniar independente particulare.
Metoda variatiei constantelor (Lagrange). Daca
fnlocuim constantele C,,...,C, din formula (4) a solutiei
generale pentru ecuatia (2), atasata ecuatiei (1), cu functiile
Ci(X),..., C,(x) presupuse derivabile, se pot determina
aceste functii incat functia -
Yo(X) =Ci()y(¥) + ... + C, (x)y, (x)  (5)
sd fie o solufie particulard a ecuafiei Q).

In practica se rezolva sistemul

Cly;+ .. +Cry, =0

Cly"? +..+Cy " =0
Cl/ yl(n_l) +.o.t Cn/ yn(n_l) = f (X)

Cu necunoscutele Cl/ ,...,C,ﬁ si determinantul principal W = 0.

Metoada practica. Pentru a integra o ecuatie diferentialda
liniard de ordinul n, de forma (1), cdutim n solutii liniar
independente ale ecuatiei omogene atasate (2) si scriem solutia
generala a acestei ecuatii omogene in forma (4). Aplicand
metoda variatiei constante-lor gasim o solutie particulara y, a
ecuatiei (1) si apoi scriem solutia generald a ecuatiei (1) sub
forma

Y9 = Yo () +Cpy; () + ... +Cy, (%)

50



Solutii particulare ale ecuatiei neomogene se pot gasi si prin
incercari (identificari) in expresii de forma membrului drept, f .

Probleme § 11.2

l Sa se scrie solutia generala a ecuatiei:
(2x? —272x+ 2)y" —2(2x - 7)Yy’ +4y =0
stiind ca aceasta ecuatie admite solutii de forma polinomiala.
Sa se rezolve apoi problema I[ui Cauchy corespunzatoare
conditiilor:

T
VO =0, y'(©)=7.
Indicatie. Cautam solutia de forma y(x) =a, +a, X+ ... +

+a,Xx". Prin inlocuirea in ecuatie, coeficientul termenului de
grad n este 4a, —4na, +2n(n—1)a,. Deoarece ecuatia trebuie

sa fie verificata identic de y, deducem n? —3n+2=0, adica
n,=1si n,=2. In primul caz, ciutind solutia de forma

y =ax+b obti-nem za+2b=0, deci y, = a(x —%j n cazul
al doilea, cautdnd solutia de forma y=ax?+bx+c, gisim

conditia:
ar’+br+2c=0,

deci y,(x)=ax? +bx —%(arr2 +bz). Se verifica direct ca

W(y;,Y,) =0, oricare ar fi x € IR. Solutia generala poate fi
scrisa sub forma C,y, +C,y,, sau putem lua pe y. drept
solutia generald, caci are doud constante. Solutia problemei lui

Cauchy este y(x) = —% X(X—7).
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. Sa se scrie ecuatiile diferentiale liniare care au
drept solutii functiile:

a) y, =sinx, b) y,=¢€ 2,
Yy, = COS X y, =e* |, y3 =xe*.
Indicatie. Se verificd mai Intai ca wronskianul solutiilor

nu este identic nul pe IR. Ecuatia cautata se obtine prin
bordarea wronskianului; de exemplu in cazul a) obtinem:

Yyi Yo y
i yvs y'|=0,
vi vy

care reprezintd conditia ca y sd fie combinatie liniara de y: si
Y2. Ecuatia este y/ Iy y = 0. In cazul b) se procedeazi la fel.
B se di ecuatia
I /
(x=Dy" =xy’ +y=(x-1)
a)sa se scrie solutia generald a ecuatiei omogene
atasate, stiind ca admite solutii sub forma polinomiala si sub
forma exponentiala.
b) sa se scrie solutia generala a ecuatiei neomogene.
Indicatie. Cautand solutii de forma y=a, +a,x+... +a,x",

3ezx'

se giseste mai intdi n=1. Inlocuind y =a, +aXx in ecuatia
omo-gena se obtine a, =0, deci o solutie este y; = a;X.

bx

Cautand solutii de forma y=ae, se obtin pentru b

conditii-le b> —b=0 si —b?+1=0, care se verifcd pentru
b =1. O alta solutie este deci y, = ae*. Deoarece wronskianul
lor este nenul, solutia generald a ecuatiei omogene atagate este
y=C,e*+C,x. Aplicind metoda variatiei constantelor
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obtinem C/(x)=(1-x)e® si Ch(x)=(x?-x)e*. Solutia
particulara cautata poate fi:

2
9
x)=e2| X _Zyi3 ,
Yo (X) > 7

deci solutia generald a ecuatiei date este y =C,e* +C,x+ Y.

l Sa se arate ca daca se cunoaste o solutie Y170 a unei
ecuatii diferentiale liniare si omogene, prin substitutia y =Y,
se poate reduce ordinul ecuatiei cu o unitate. Sa se aplice
rezultatul ecuatiei y" +a(x)y’ +b(x)y =0.

Indicatie. Tnlocuind y=y,z in ecuatiay™ +a,y™™ + ..+
+a,y=0 se obtine ecuatia z™ +bz" " +..+bz=0.
Deoarece y =y, este solutie a ecuatiei date, z =1 va fi solutie
a ecuatiei obtinutd prin transformare. Rezultd astfel cd avem
totdeauna b, =0, deci in ecuatia in z lipseste z. Notand
2/ (x) = u(x), ordinul se reduce cu o unitate.

In cazul particular dat, ecuatia in z este:
2"+ (Zy—1/+ a(x)Jz’ =0,
Y1
iar ecuatia in u este cu variabile separabile:

/
d—u+(2£+ajdx:0.

u Y1

X

- [a(s)ds
Integrand obtinem u(x) = > L e
y1 (X)
t
X - [a(s)ds
si apoi : Z(X):Clj PG o dt+C,.
y1 (t)

X0
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B si se integreze ecuatia:

xy" —y" —xy! +y=0

prin reducerea ordinului, stiind ca admite solutii particulare
de forma exponentialelor.

B si se stabileasci daci urmatoarele sisteme de functii
sunt liniar dependente sau nu:

a) yO:l’yl:X’yZZXzl---’yn:Xn'
b) y,=e™ y,=e"  y;=¢ 1,1, r,elR.

¢) yp =x°
Indicatie. a) Orice combinatie liniara este un polinom de
grad cel mult n, care nu poate fi identic nul decat daca toti
coeficientii sunt nuli; functiile sunt deci liniar independente.
b) Calculam wronskianul, care va fi un determinant
Vandermonde.
€) Procedam ca in cazul a) sau calculam wronskianul; se
obti-ne o combinatie liniara de forma —3y; + 2y, + y3 =0. Daca
folosim wronskianul, folosind teorema Abel — Ostrogradski —
Liouville, putem calcula acest determinant intr-un singur punct.
l Fie y1,...,.yn un sistem fundamental de solutii pentru o
ecuatie diferentiala liniara omogena de ordinul n. Sa se arate

+X+1,ys :xz—x+1, Y3 :x2+5x+1.

n
ca functiile zi=2cijyj,i=1,...,n, formeaza wun sistem
=

fundamental de solutii pentru aceasta ecuatie daca si numai
daci C =[Cjj| % 0.
Indicatie. Se stabileste relatia:
W(z,..,z,)=W(y,,...,y,)-C.
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81l. 3. Ecuatii diferentiale liniare cu coeficienti constanti

Consideram cazul particular de ecuatii diferentiale liniare,
y® +ay® +a,y=f(x), )
cand a,,..., a, sunt constante reale, sau complexe, iar f este o
functie continua pe IR. Problema principala este scrierea
solutiilor pentru ecuatia diferentiala liniard omogena atasata
y®» +a,y" +..+a,y=0. 2)
Polinomul
P()=r"+ar"" + ..+a,
se numeste polinomul caracteristic al ecuatiei. Raddcinile lui
P se numesc numere caracteristice sau valori proprii.

Metoda practica. Pentru a scrie solutia generald a unei
ecuatii diferentiale liniare si omogene de ordinul n, de forma
(2), scriem polinomul sdu caracteristic P(r) si gasim valorile
proprii. Atunci:

a) Fiecare radacina reald simpla, r, ne da o solutie de forma

y=e"™.

b) Fiecare radacina reald r, multipla de ordinul p, ne da p
solutii si anume

rx rx -1
yy=e", y,=xe", ..., y, =x"

e,

c) Daca P are coeficienti reali, fiecare radacind complexa
simpla r=a+ib, impreuna cu conjugata sa, ne furnizeaza doua
solutii si anume

y, =6 cosbx si y,=e*sinbx.

d) Daca P are coeficienti reali, fiecare radacind complexa
r=a+ib, multipla de ordinul p, ne furnizeaza 2p solutii si
anume

y, =e®coshx, y, =e®sinbx, y, = xe® cosbx, y, =xe* sinbx,

o Yapa = XPe® cosbx, y,, =xP"e®sinbx.
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Solutia generala a ecuatiei (2) va fi o combinatie liniara de
aceste n solutii.

O solutie particulara a ecuatiei neomogene (1), Yo Se poate
obtine totdeauna prin metoda variatiei constantelor, dar in
cateva cazuri putem identifica anumite solutii de forma
membrului drept.

Cazul 1. Daca f(x)=C,+C,x+...+C_x", atunci :
a) daca a,#0, ecuatia (1) admite o solutie de forma
Yo(X)=d, +dx+..+d_ X"

b) daca a,=a,,=..=a =0 si a,,=#0, atunci

n—p+1
ecuatia (1) admite o solutie de forma
Yo(X)=x"(d, +d,x+...+d x") .
Cazul 2. Membrul drept in ecuatia (1) este
f(x) :esx( C, +Cx+..+C_ x" ) selR.
a) Daca s nu este radacind a ecuatiei caracteristice,
ecuatia (1) va admite o solutie particulara de forma
Yo (X) = esx( do +d;x+...+d,x" )
b) Daca s este o raddcina multipla de ordinul p pentru
ecuatia caracteristica, adica

P(s)=P/(s)=.. =P®(s)=0, P®(s)%0,
atunci ecuatia (1) admite o solutie particuard de forma:
Yo (X) = xpes"(d0 +d,X+...+d_x" )
Cazul 3. Daca membrul drept al ecuatiei (1) are forma
f(x)=e¥ coswx(C, +C1x+...+mem),
unde s, @ si C,, C,,..,C, sunt numere reale, iar coeficientii
polinomului caracteristic sunt de asemenea numere reale,
atunci :
a) Daca s+iw nu este radacina a polinomului

caracteristic, ecuatia (1) va admite o solutie particulara de
forma
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Yo (X) =% - [S(X) cos wx + T (x)sin wx],
unde S si T sunt polinoame de gradul m in x.
b) Daca s+iw este o radacina multipla de ordin p pentru
polinomul caracteristic, ecuatia (1) va admite o solutie
particulara

Yo (X) = x"e% - [S(x) cos wx + T (x) sin wx],
unde S si T sunt polinoame de gradul m in x.
Acelasi rezultat se obtine si daca membrul drept are forma

f(x) =e* sin a)x(CO +CX+...+C X" )
Daca in membrul drept al ecuatiei (1) avem o suma de expresii
de formele considerate, o solutie particulara se poate obtine ca
suma a unor solutii partiale, corespunzatoare membrului drept
numai de aceste forme.
Ecuatia diferentiala liniara
n,,(n) n-1,,(n-1) / _

X"y +ax"y" Y+ +a, Xy +a,y = f(X),
unde a,...,a, sunt numere, iar f : IR > IR este o functie
continud pe IR, se numeste ecuatia lui Euler (neomogena).

. . . ie t . . .

Prin schimbarea de variabild x=e", orice ecuatie de tip
Euler se reduce la o ecuatie diferentiala liniara cu coeficienti
constanti.

Probleme §11.3

l Sa se scrie acea solutie a ecuatiei
y"v -5y +4y=0
care satisface conditiile: y(0)=1, y'(0)=y"(0)=y"(0)=0.
Indicatie. Ecuatia caracteristica este r*—5r°+4=0, deci
este o ecuatie bipatratad. Radacinile r=-2, r,=-1, r,=1,1,=2
sunt dis-tincte, deci solutia generala are forma
y(x) =C,e?* +C,e " +C,e* +C,e**.
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Rezolvarea problemei lui Cauchy se reduce la
identificarea constantelor C,, C,, C, si C,.
l Sa se scrie solutia generald a ecua}iei
y' 3y 3y +yY
Indicatie. Ecuatia caracteristicd r +3r6 +3r°+r'=0
are radacini multiple r=r,=r,=r,=0si r,=r,=r,=-1. Solutia
generala va fi
y(X) =C, +C,x+C,x* +C,x* +C .6 " +C,xe ¥ +C,x%e
. Sa se scrie solutia generala a ecuatiei
yrayY +ay" 4y =0.
Indicatie. Ecuatia caracteristica este r'+4r°+4r° +r=0.
O radacina este o = 0 si conduce la solutia y =C,. Celelalte
radicini se obtin din ecuatia r°+4r*+4r°+1=0 care este 0

ecuatie reciproca. Notdm r+%:u si dand factor comun pe 3

se obtine ecuatia u+u=0. Solutia u; =0 conduce la radacinile

—1+
r,=%i. Solutiile u, ,=+i duc la radicinile r; , = 1+ \/_
, 2

. 1445
S1 r5’6 =1

, care sunt conjugate doua cate doud (rs CU re

$iI4 CU I's). Solutia generald a ecuatiei date va fi

1+\/§ . 1+\/§X
2 2

Xx+C,sin

y(x) =C, +C,cosx+C,sinx+C,cos

\/_ 1—J§X
2

+C, cos X+ C,sin

l Sa se scrie solutia generald a ecuatiei
/i

y -3y +5y 3y +4y=0
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stiind ca admite doua solutii al caror produs este identic egal
cu o constantd.
Indicatie. In esenta solutiile unei ecuatii ca aceasta sunt

combinatii liniare de functii de forma x“e™. Doua solutii y; si
y> nu pot avea produsul identic egal cu o constanta decat daca
Y1 = Clerlx v Yo = Czerzx |
unde r,+r,=0. Vom rezolva ecuatia caracteristicd
r*—3r’+5r° —3r+4=0
tinand cont ca doua dintre radacini verifica relafia 1, +1,=0.

Deducem apoi r,+r,=3, r,r,=1 si r,r,=4, deci
: 3 .7
r1’2=il, r3'4:?_|7.

Solutia generala a ecuatiei va fi

o[ T T

y(x) =C,cosx+C,sinx+e? -| C, cs X+ C,sin x|,

. Sa se scrie solutia generala a ecuatiei
yV+2y" +3y" 42y +y=0.
Indicatie. Ecuatia caracteristica este o ecuatie reciproca:
r*+2r°+3r’+2r+1=0. Radicinile ei sunt

—1+i . —1—i
qzqé:__;%bﬁi si quh:___ibﬁi’

deci solutia generala a ecuatiei este

V3 V3

X
y(x)=e 2 (C1+xC2)cos7x+(C3+C4x)sin7x :

l Sa se scrie solutia generala a ecuatiei
I 1
ty=—-.
y y COSX

Indicatie. Ecuatia caracteristicA a ecuatiei omogene

atasate este r’+1=0, deci r,, i sisolutia generala a ecuatiei
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omogene este y =C, cosx + C, sin X. Pentru a gasi o solutie Yo
pentru ecuatia neomogena datd, aplicdim metoda variatiei
constantelor, considerand y,(x)=C,(x)cosx+C,(Xx)sinx.
Functiile C,(x) si C,(X) se determina din sistemul
C/cosx+C,sinx=0
. 1
~C/sinx+CJcosx=——
COS X
5 sin x . .
de unde rezultdi C/=-——, adicd C,(x)=In[cosx|, si
COS X
C, =1 adicd C,(x) = x. Solutia generala ciutati este:
y(x) = cosxIn|cos x|+ xsin x+ C, cos X+ C, sinx.

l Sa se scrie solutia generala a ecuatiei
yIV _4y// :1.

Indicatie. Ecuatia omogena are polinomul caracteristic
r'—4r’ deci radicinile sunt r=r,=0,r,=-2,r,=2. Solutia
generald a ecuatiei omogene atasate este

y(x) =C, +C,x+C,e?* +C,e**.

Pentru ecuatia necomogena, f(x)=1 este un polinom de
grad zero, deci nu are rost aplicarea metodei variatiei
constantelor, care necesitd patru cuadraturi. Deoarece in
ecuatia data lipseste y si Y/, vom cauta o solutie particulara de
forma y,(x)=Cx’.

Prin identificare se obtine C=-1/8. Solutia generala
cautata este :

2X

1 _
y(x) = —gxz +C, +C,x+C,e?* +C,e
Acelasi rezultat se obtine si dacd vom considera 1=e°* si
tinem cont cd 0O este rddicind dubld pentru polinomul

caracteristic.
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. Sa se scrie acea solutie a ecuatiei
yV—y=x’+x
pentru care y(0)=y'(0)=y"(0)=y" (0)=0.
Indicatie. Radacinile ecuatiei caracteristice sunt I, ,=+1
$i I, ,==1i, deci solutia ecuatiei omogene atasate este
y(x)=C,e*+C,e”™ +C,cosx+C,sinx.
Suntem n cazul cand f(x)=x’+x este un polinom de grad
trei, iar a =10, deci cautdm o solutie particulara de forma
Yo(X) =d, +d;x+d,x* +d,x°.
Identificand coeficientii obtinem Yy, (X)= —x*—x, deci
solutia generala data este :
y(x) =C,(x)e* +C,e* +C,cosx+C,sinx— x> — X,

Pentru problema lui Cauchy deducem C1=Z, C, =—2, C,=0

si C, = —g, deci obtinem

L shx—2sinx—x°—
y(x)_zshx 2smx X" —X.

. Sa se gaseasca o solutie particulara a ecuatiei
yV + y/// — XZEX .

Indicatie. s=1 nu este radacinda a polinomului
caracteristic r’+r’; vom cauta deci o solutie de forma
Y, =eX(d, + d x+dx?).

Identificand se obtine: d, :E, d,=-4,d, :i.

2 2

B i se scrie o solutie particulard pentru ecuatia

yIV_yIII_y/_I_yzxeX.
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Indicatie. s=1 este radacind a ecuatiei caracteristice
r4—r3—r+1=0, deci vom cauta o solutie de forma
y,(X) =x’e*(d, +d,X) .

Identificand obtinem do si d; .

. Sa se scrie o solutie particulara pentru ecuatia

y" —16y=4e **cos2x.
Indicatie. Numarul —2+2i nu este radacina a ecuatiei
carac-teristice r*—-16=0, deci cautim solutii de forma
y,(X) =& (Acos2x + Bsin 2x).
Identifican obtinem A=-1/20, B=0.
. Sa se gaseasca o solutie particulara pentru ecuatia
y" -4y’ +13y=e”*sin3x.
Indicatie. Numarul 2+3i este radicina a ecuatiei
caracteristice, deci cautam solutia particulara de forma
y,(X) =xe *" (Acos3x + Bsin3x).
B S se gaseasca solutia generald a ecuatiei
y' -y +13y=x+e* +e”.

Indicatie. Solufia generala a ecuatiei omogene atasate
este y(x) =C, +C, e*. Vom calcula apoi trei solutii particulare
Y1, Y2, Ys, respectiv pentru ecuatiile neomogene

y//_y/ — X, y//_y/ —e*, y//_y/ :eZX .
1

Acestea  sunt ylz—x(—x+1j, y,=xe" si y,=

1 2x
5 .

?e
Solutia generala cautata este :
y(x) = yo(x)+C1 +C2ex unde Yo=Yit Yo+ Y5
B Si se scrie ecuatia diferengiald liniard omogend de
ordin minim care admite ca solutii particulare functiile
y,(0=1, y,(x)=x, y,(x)=¢€*, y,=e"cos2x si y,(X)=e"sin2x.
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Sa se indice mai multe cai de rezolvare §i sa se compare
rezultatele.
Indicatie. Putem scrie solutia generala

y(x) =C, +C,x+C,e* +C,e* cos2x + C.e*sin 2x,
caci functiile date sunt liniar independente si elimindm
constantele Intre aceasta relatie si urmatoarele cinci derivate.

Putem scrie ecuatia si sub forma de determinant (care este
de fapt rezultatul eliminarii de mai sus):
Yi Y2 Yz Yo Y5 Y
ioY: Ve Ve ¥s Y|,
VA P A VA
Cel mai simplu este sa scriem polinomul caracteristic care
ar avea radacinile in asa fel Incat sa obtinem solutiile
respective. Se vede cd 0 este radacind dubla, 1 este radacina
simpla, iar 1 + 2i si 1 — 2i sunt radacini complexe conjugate,
deci
P()=r’(r-1)(r-1-2i)(r-1+2i)=r>-3r* +7r’-5r*,
. Sa se scrie solutia generala a ecuatiei
(x-1%y" +(x-1)y’' —y=0.

Indicatie. Notdnd x-1=u, ecuatia apare ca ecuatic
Euler. Putem face de la inceput substitutia x—1=e', sau putem
cauta solutii de forma y(x)=(x—1)" . Solutia ciutati va fi

y(x) = (x-1)[C, +C, In(x=1) + C; In? (x-1) .

. Sa se scrie acea solutie a ecuatiei

XSyIII +3X2y// + Xy/ _ y:X ’
pentru care y()=y'()=y"(1)=0.

Indicatie. Ecuatia este de tip Euler, neomogena. Facem

schimbarea de variabild x=e'. Solutia problemei este
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Y(X)ZX(In;_l) ‘/\/_—{\/_cos[‘/_lnx}sm[‘/—lnxﬂ

. Sa se scrie solutia generala a ecuatiei
A-x?)y" —=xy’ +n’y=0, nelN,
facand schimbarea de variabild X = cost .
Indicatie. Obtinem ecuatia liniara cu coeficienti constanti
" —n%z=0,unde z(t) = y(cost), care are solutia generald
2(t)=C.e" +C,e ", deci y(x)=C,e +C,e

narccosx narccosx
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CAPITOLUL 11

SISTEME DE ECUATII DIFERENTIALE

8l1l. 1. Sisteme de ecuatii diferentiale in forma generala

Unele consideratii de ordin foarte general asupra
sistemelor de ecuatii diferentiale au fost facute in primul
capitol, Tn paragraful introductiv. La inceputul acestui paragraf
vom relua toate notiunile privind sistemele de ecuatii
diferentiale, facand precizarile necesare.

Numim sistem de ecuatii diferentiale orice set de ecuatii
diferentiale care se cere sa fie satisfacute concomitent.

Forma generald a unui sistem este de obicei implicita,
adica

Fu (X0 Yo Ve V% Yy Y Y )=0
............................................................................... Q)

F. (x, Voo Vi Yy Yy ):O.

Ordinul sistemului se considera egal cu produsul ordinelor
ecuatiilor. Printr-0 solutie a sistemului (1) se intelege un
ansamblu de n functii, scris de obicei matricial

Y1 ()
Y(x)=| )
Ya ()
care inlocuite in ecuatiile (1) le verifica identic.

Prin problema lui Cauchy pentru sistemul (1) se intelege
determinarea acelei solutii Y, pentru care se impun conditiile
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Y1(Xo) = y10’ yl/ (Xo) = yll fpl_l)(xo) = 1p1_1

Yo%) =Yoo Ya(xo) = Yo v, P (x) =y

Spunem despre doua sisteme ca sunt echivalente daca ele
au aceleasi solutii, sau daca se deduc unele din altele.

Ca si in cazul ecuatiilor diferentiale, problema
fundamentald care se pune in legaturd cu sistemele de ecuatii
diferentiale este aceea a rezolvarii, adicd a scrierii tuturor
solutiilor.

Pentru probleme concrete ale practicii este suficient in
general cunoasterea solutiei pentru o problema a lui Cauchy.
Din punct de vedere geometric, o solufie se reprezinta ca o
curba in spatiul IR xIR", al variabilelor x si y,,..., y,, deci

rezolvarea unei probleme a lui Cauchy consta in identificarea
acelei curbe-solutie, care trece printr-un punct si are tangenta
cunoscuta, respectiv variatiile tangentei cunoscute.

In acest scop se foloseste procedeul scrierii de sisteme
echiva-lente cu sistemul dat. Proprietatea de echivalenta
stabilitd in propo-zitia ce urmeaza justifica interesul deosebit ce
se acorda sistemelor de ecuatii diferentiale de ordinul intai.

Orice sistem de ecuatii diferentiale este echivalent cu un
sistem de ordinul intai.

Un sistem de ecuatii diferentiale de forma

Vi = F.06 V0o Vi)

/

Yo = 5%, ¥y e Yn) ©)

/

Yo = fa(X, Yiiees ¥n)

se numeste sistem de ecuafii diferentiale de ordinul intai in
forma explicita. Conditiile Cauchy pentru sistemul (3) au
forma

V(%) =Y, Yo(Xe) =Yg e Yn(Xo) = Vi, (4)
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i1ar solutia generala depinde de n constante arbitrare si
permite rezolvarea oricarei probleme Cauchy.

Am vazut pe tot parcursul capitolelor I si II cd una din
problemele de principiu, care intervine mereu atat sub aspect
teoretic cat si practic, este aceea a existentei si unicitatii
solutiei pentru o problema Cauchy.

Vom schita in continuare cum se poate rezolva aceasta
problema pentru sistemele de ecuatii (3), care am vazut ca
inglobeazad prin forma lor generald toate ecuatiile diferentiale
explicite discutate in capitolele I si II, precum si sistemele de
ecuatii diferentiale ordinare.

Deoarece in aceasta teorema vom folosi conditia
Lipschitz, amintim ca o functie f(X,Vy,,..., Y,) se zice ca este

lipschitziand in raport cu variabilele vy, ,..., Yy, daca existd
constantele A,,.., A, pozitive, astfel Tncat pentru orice

pereche de puncte (x, Vi, Ve ) (x, yZ, ..,y ) s avem

| E 00y Vo )= T 0 ¥E o V) < A7 [t A ya V2 .
Sa consideram un sistem (3) si conditiile Cauchy (4). Daca
ntr-un paralelipiped P cu centrul Tn (xO VA yﬁ)

P =400 Yo )| [ X0 <2 Y-y <y v ¥
sunt satisfacute conditiile
a) Functiile f,,.., f, sunt continue in raport cu

ansamblul variabilelor.
b) Functiile f,,..., f, sunt lipschitziene in raport cu

<b, |

Y1,y Yn, atunci problema Iui Cauchy admite o solutie si

aceasta este unicd pe intervalul 1= {X| | X=X, |< h } unde

) b, b, .
h:mln{a,ﬁ,...,ﬁ} si M :spu’pi)‘ fi(x,yl,...,yn)‘.

(Teorema de existenta si unicitate Peano - Lipschitz - Cauchy)
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Teorema de existentd si unicitate a solutiei problemei lui
Cauchy (4) pentru sistemul (3) are in primul rand o insemnatate
teoreticd, dar este deseori utild In practica, atunci cand nu se
poate scrie solutia exactd a problemei. Mentionam ca in
aplicatii este utila problema de evaluare a erori.

Formula de evaluare a erorii aproximatiei de ordinul m
este

m An Ah (Ah)™
‘yi(X)_yi (X)‘Sk|:e —1—F—...—mi|,unde

A=A+ .. +A,, iar
k:sup{‘yil(x)—yi‘)‘ [[x=x,|<h, i=1,.. ,n}.

Sunt foarte putine cazurile cand se poate scrie exact
solutia unui sistem de forma (3). Vom discuta in continuare
metoda de rezolvare a sistemelor scrise in formad simetrica,
pentru care vom folosi notiunea de integrala primd. Aceastd

notiune apare in unele consecinte ale teoremei de existenta si
unicitate.

Functiile
F(X, Yy, Yy)=C;, 1=1,..,n %)
obtinite prin explicitarea constantelor C1, ... ,Cn din formulele
Y, (X) = @, (x, Xor Ve veens Yo ) i=1,..,n, se numesc integrale

prime ale sistemului (3).

In principiu, daci pe o anume cale, putem obtine n
integrale prime pentru sistemul (3), se poate considera ca am
rezolvat acest sistem, adicd avem o solutie generald. Intr-
adevar, presupunand ca din formulele (6) putem explicita pe

Y.,y Yy » S€ obtin solutiile de forma

V() =7,(x,C,, . .C,), =1, ...n  (6)
Este de retinut ca prin integralele prime se inteleg relatiile
intre X,Y,,..,Y,, deforma (5), care se verifica identic atunci

numai atunci cand vy, ,..., ¥, sunt solutii ale sistemului (3).
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Numim sistem de ecuatii diferentiale in forma simetricd,

orice sistem de forma
dx, _ dx, _ dx, )
Xo(Xpy e X)) X (X, ey X)) XXy ey X,)

Orice sistem de ecuatii diferentiale de forma (3) este
echivalent cu un sistem in forma simetrica (7).

O conditie necesara si suficienta pentru scrierea solutiei
generale a sistemului (7) este cunoasterea a n-1 integrale
prime ale acestui sistem.

Numim combinatie integrabila pentru sistemul (7) orice
ansamblu de functii

(X Xy ey X0 )y ey M (X Xg ey X))
pentru care:
X+ X+ +u, X, =0
L,0X + 1,0%, + ...+ p,dx, = dF . (8)
Cu alte cuvinte, combinatia integrald este un sistem de
functii cu care daca amplificam fractiile din sistemul (7), suma
numitori-lor este o diferentd totald exacti. Vom arata acum
importanta com-binatiilor integrabile pentru rezolvarea
sistemelor de forma (7).
Daca u,,..., u, este o combinatie integrabila pentru

sistemul (7), atunci F, pentru care are loc formula (8), este 0
integrala prima a sistemului.

Pentru a integra un sistem de ecuatii diferentiale ordinare
in forma generala (1) procedam astfel :

a) Scriem sistemul de ordinul intai, cu care acesta este
echivalent si studiem daca acest sistem, (3), are solutie.

b) Scriem sistemul in forma simetrica

ax_dy, _ _

1 f f
cu care sistemul (3) este echivalent.

(9)
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c) Cautam n combinatii integrabile pentru sistemul (9) si
calculam cele n integrale prime corespunzatoare.

Desigur, daca explicitarea este posibild, scriem solutia (6),
daca nu, rezolvarea unei probleme Cauchy se face direct Tn
formulele (5) ale integralelor prime.

Probleme §l111.1

l Ce vrelatii exista intre conditia Ilui Lipschitz si
proprietatea de continuitate? Sa se arate ca daca o functie
f(X,,X,,... ,X,) are derivate partiale continue in raport cu
variabilele x,, X, ,... , X,, atunci ea satisface conditia lui

Lipschitz. Sa se studieze daca urmadatoarele functii sunt
lipschitziene :

AJ1-x2—y?, xZ+vy2<i
a) f(x,y)= y y

0, x> +y>>1.
A
D) oy =fe T eyt
0, x*+y?>1.

Indicatie. Orice functie lipschitziana este continud, dar
nu si invers, asa cum se vede in cazul a). Sa presupunem ca f

are derivate partiale continue in punctul Xf Y e Xﬁ ) Atunci
aplicand formula cresterilor finite, gasim:
[ F0G oo X)) = FOC o XD <] F 0 %) = PO %) [+
FFOG %) = F O X)X X0 %) =
of of
0 0 0 0
— (X, Xp) [ S a_xl -‘xl—x1 ‘+...+ —n -‘xn—xn

Functia din cazul b) este lipschitziana in tot planul, caci
are derivate partiale si sunt continue peste tot.
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l Sa se scrie primele trei aproximatii ale solutiei ecuatiei
y'=xy care satisface problema Cauchy y(0)=1 in domeniul

D={(x,y)

sa se evalueze eroarea.

|X|£%, |y—1|£1}. Sa se compare solutia exacta §i

6

2 4
Indicatie. y,(X)=1+ X7 + % +% . Pentru eroarea acestei

Solutia exactd a problemei lui

. .. 1
<+
aproximatii avem ¢,< 3072

X2

Cauchy este y:eT.
l Sa se scrie aproximatia de ordinul doi pentru solutia
sistemului:

OI—y:x+yz

dx

dz ) )
— =X = ,
dx y

care satisface problema lui Cauchy y(0)=1, z(0)=0.
6 5
X X

4
Indicatie. yz(x):l—%+¥, zz(x):—x—z—o.

B sa se integreze sistemul de ecuatii diferentiale
dy x-z

dx z-y

dz  y-—x

dx  z-y'
scriindu-/ in  forma simetrica. Ce curbe sunt solutiile
particulare ? Sa se rezolve problema Ilui Cauchy

y(1»=0, z()=0.
Indicatie. In forma simetrica sistemul dat se scrie
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dx dy dz
Z-y X—-2 y-X

O combinatie integrabild este =, =u,=1, pentru care
obtinem dx+dy+dz=0, adica x+y+z=C,. O alta
combinatie integrabild este A =X, A,=Yy,A,=z. Pentru

aceasta se obtine xdx+ ydy+zdz=0, deci x*+y*+z°=C,.
Se vede ca solutiile particulare se obtin intersectand plane cu
sfere, deci sunt cercuri.

Daca inlocuim x=1,y=0,z=0, se obtine C, =1, C, =1,
deci solutia problemei lui Cauchy este cercul

X +y*+z° =1
{x +y+z=1
B sa se integreze sistemul
dx dy o dz
2y(2-X) x*+z:-y*-4x 22y’
Indicatie. O integrald prima se obtine egaland primul

. X—2
raport cu ultimul, anume ——=C,.
z

O a doua integrald prima se poate obtine cu combinatia
integrabild g, =X-2, y,=Yy, p,=-1.
(x=2)*+y*+2*+4 _

z

Aceasta este C,.
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8111.2. Sisteme de ecuatii diferentiale liniare

Sistemele de ecuatii diferentiale liniare reprezinta un caz
particular pentru sistemele de ecuatii diferentiale, pentru care s-
a dezvoltat o teorie matematica ampld, similara teoriei
ecuatiilor diferentiale liniare de ordin superior.

Sistemul

y1/ + all(x)yl +a, (X)Y2 +...+a, (X)Yn = fl(X)
y; + a21(X)Y1 +ay (X)yz +...+ay, (X)Yn = fz (X)

yr/1 + anl(x)yl + anz(X)Yz ot a‘nn (X)yn = fn (X)'
unde a;(x), i, j=1,...,n si f.(X),.., f,(X) sunt functii
continue pe un segment [a, b] , se numeste sistem de ecuatii
diferentiale liniare de ordinul intdi. Daca in sistemul (1) avem
f,(x)=...= f,(X) =0, spunem ca sistemul este 0Omogen.
Fiind dat un sistem de forma (1), neomogen, sistemul

yll +a11(x)y1 +a, (X)yz +...+a, (X)Yn =0
................................................................ @)
yr/1 +an1(x)y1 +anz(x)yz +--'+ann(x)yn =0

se numeste sistemul omogen atasat sistemului (1).
Pentru simplificarea scrierii  se introduce notatia
matriciald. Functiile necunoscute formeaza matricea

1)

y1(X)
X
Y(x) = y2:( )
Yn(X)
numitd matricea functiilor necunoscute. Functiile f,, ..., f,

formeaza matricea
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f,(x)
f,(x
fr (%)
numita matricea partii neomogene (perturbatoare).
Coeficientii a; (x), 1,j=1,..,n formeazd matricea
sistemului, notata

a,;(X) an(x) .. ay(x)
A(X) = ay(X) a,(xX) .. a,(x)
an(X)  a, . ag(x)

Notam cu L: M}![a,b]—> M, [a,b], operatorul

diferential liniar carec ataseaza fiecarei matrici cu n linii si o
coloana, formata cu functii cu derivata continua, o matrice tot
Ccu n linii si o coloand, formata din functii continue, definit prin
formula

L(Y)=Y'+AY. (3)

Ca de obicei (si conform proprietatilor matricilor), am
notat

Y1 (X)
/
X
Y/(X) — yZ( )
Y (X)

Se constatd usor cd operatorul L este intr-adevar liniar,
adica L(C,Y,+C,Y,)=C,L(Y,)+C,L(Y,), oricare ar fi
constantele C; si C,.

Cu ajutorul operatorului L sistemul (1) se scrie
L(y)=F (1), iar sistemul (2) se scrie L(y)=0 (2').
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Folosind teorema de existenta si unicitate, se arata usor ca orice
problema a lui Cauchy

yl(XO) = ylo v Y (Xo) = yr? | (Xo e[a, b]): 4)
are solutie si aceasta este unica. Conditia Cauchy se scrie

matricial prin formula
0

Y:
Y(Xo):YO =
0

Yn

Solutia generald a sistemului (1) este suma dintre o
solutie particulara a acestuia si solutia generala a sistemului
omogen atasat.

Din cele discutate mai sus rezultd cd pentru sistemele de
forma (1) se pun doui probleme:

1° Determinarea solutiei generale a sistemului omogen
atasat.

2° Determinarea unei solutii particulare a sistemului
neomo-gen.

Pentru a rezolva prima problema vom folosi notiunea de
dependentd liniara a solutiilor, care se intelege in sensul
spatiului de matrici M | 1([a, b]).

Se obisnuieste ca un sistem de n solutii liniar independente
pentru un sistem de forma (1) sau (2') sa fie numit sistem
fundamental de solutii.

O conditie necesara si suficienta ca n matrici coloana

1 2 n
yl yl yl
Y,=| |, Y= |, Y=o
1 2 n
Yn Yn Yn
sa fie liniar dependente (pe segmentul [a, b]) este ca
determinantul acestora sa fie identic nul
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1 2 n

i Yr o Vi

1 2 n
AQY,, . Y)=| 72 Y2 o Yoo

Yo Ya o Yn

Daca determinantul  A(Y,,...,Y,) a n solutii pentru

sistemul (2') este diferit de zero intr-un punct x e[a,b],

atunci el este diferit de zero pe tot segmentul [a, b] (Teorema
Abel — Ostrogradski — Liouville) .
O conditie necesara si suficienta ca sa putem rezolva

orice problemd Cauchy, (4) , pentru sistemul (2'), este sd
cunoastem un sistem de n solutii liniar independente pe [a,b]
pentru acest sistem.

In practica este utila reducerea numarului de ecuatii si de
functii necunoscute atunci cand se cunosc cateva solutii
particulare.

Fie Y,,..,Y, un sistem fundamental de solutii pentru
sistemul (2) si fie Y_l, ,Y_n un nou sistem de solutii, care se
obtine din primul, prin transformarea

mzzqm, i=1,..n.
J=

O conditie necesara si suficienta ca Y,,...,Y, sa fie un
sistem fundamental pentru sistemul (2') este ca determinantul
matricei de transformare sd fie diferit de zero, | C | :| C j|¢ 0.

Daca pentru un sistem omogen de ecuatii diferentile
liniare, (2'), cunoastem s solufii liniar independente
Y,, .., Ys, (s<n), integrarea sistemului se reduce la

integrarea unui sistem cu n—s ecuatii liniare, Omogene cu
N—S functii necunoscute.
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Sa consideram acum schimbarea de functii
1

Yi

s

Y1
o 0

y1 y?
Y = 1 SS -Z. (5)
ys+1 ys+1 l O
: S
y; ..o yr 0 .1
Vom arata acum ca dacd prima problema formulatd mai
sus este rezolvatd, adicd cunoastem solutia generald a

sistemului omogen (2/), atunci intotdeauna putem gasi o

solutie particulara a sistemului omogen (1/) . Tn acest scop vom

aplica metoda variatiei constantelor.
Metoda variatiei constantelor. Daca in expresia

Y =CY, +...+C.Y, a solutiei generale pentru sistemul 2"

inlocuim constantele C,,...,C_ cu functii C/,(X),...,C, (x),

putem determina aceste funcyii astfel incdt sistemul de functii
Y, =C,(X)Y; +...+C, (X)Y,

sd fie solufie a sistemului neomogen (1) .

Pentru a integra un sistem de forma (1/ ), cautam mai
intai solutia generala Y =C.Y, +...+C,Y, a sistemului omogen

atasar (2'). Pentru aceasta avem nevoie de n solugii liniar
independente Y, ,...,Y,, in calculul carora putem folosi pe
parcurs, eventual, reducerea numdrului de ecuatii cdnd se
cunosc s solutii. Calculam apoi o solutie particulara Y, pentru
sistemul neomogen cu metoda variatiei constantelor, Sau prin
incercari, in functie de forma functiilor din matricea F. Solutia
generala cautata va fi
Y=Y, +CY, +..+C)Y,.
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Vom discuta in continuare sistemele de ecuatii de forma

N N
(I') in care coeficientii a,,,

i,j=1,..,n sunt constante

(reale sau complexe). Fatd de cazul general, vom arata ca se
pot rezolva urmadtoarele probleme: determinarea solutiei
generale pentru sistemul omogen atasat si determinarea unei
soluti particulare pentru sistemul neomogen in cateva cazuri
particulare pentru matricea F (partea neomogena).

Sa consideram ca in sistemul (1/) elementele matricii A

sunt constante. Polinomul P(r)=| A+rl | se numeste polinomul

caracteristic al sistemului (l/). Ecuatia P(r)=0 se numeste

ecuatia caracteristica a sistemului (1/), iar raddcinile ei se
numesc numere caracteristice sau valori proprii ale matricii
A, respectiv ale sistemelor (1) sau (2’ ). Ecuatia diferentiala
liniara de ordinul n, omogend, a carui polinom caracteristic
coincide cu polinomul caracteristic P al sistemului (1) sau

(2/), se numegste ecuatia diferentiala liniard de ordinul n
atasatd sistemului.
Fiecare componenta y,(X), 1=1, ..., N, a oricarei solutii
y; (%)
Y = :
Ya ()
pentru sistemul de ecuafii (2'y €Ste o solufie a ecuatiei

difereniale liniare (omogene) de ordin n atasate sistemului (2")
Se constata usor ca nu orice sistem de functii

Y1
Y = :
Yn
in care y,, ..., y, sunt solutii ale ecuatiei diferentiale de ordin

n atasate sistemului, este o solutie a sistemului (2/). Totusi
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cunoasterea unei componente, de exemplu y:, in solutia Y,
conduce la scrierea solutiei in Intregime, operatie care se poate
face pe mai multe cai.

Metoda I. (pentru rezolvarea sistemelor omogene(Z’) ).
Pentru fiecare solutic y=e'™, a ecuatiei diferentiale de
ordin n atasate, identificim constantele C, , ..., C_ astfel incat
C, e
v Cz‘erx
Cn'erx

- . . . / . .
sa fie solutie a sistemului (2'), iar pentru fiecare solutie
k .Irx

y=Xxe ", identificam polinoamele Q,, ..., Q_de grad k, incat
Q.e”
Y _ Q2 'e rx
Q .erx

sa fie solutie a sistemului (2/). Evident putem lua C, =1 si
respectiv Ql(x):Xk, altfel coeficientii cdutati nu sunt unic
determinati.

Daca  coeficientii  a;;, i,j=1,..,n sunt reali,

coeficientii polinomului caracteristic al sistemului (2/) vor fi
de asemenea reali. In acest caz dacid r=s+iw este radicini a
polinomului caracteristic, r=s—iw va fi de asemenea
radacina.

Solutia Y generata de radacina r va fi

79



e+19%Q (x) e¥ (S, cosmx +iT sin wX)

Y = : = M =
e Q, (x) e¥(S, coswx +iT, sinwx)
e*™S, cosw X e T, sinwx
= : +i : =U +iv,
e™S, cosw X e T, sinw X

iar solutia generala de r vafi Y =U —iV . Daca trecem de la
un sistem fundamental Y, =Y, Y, =Y, Yoo Yoo oy Z,=Y,,
lasistemul Z, =U , Z, =Y, matricea de trecere este nesingulara,
deci se obtine un nou sistem fundamental. In acest caz putem
scrie solutiile reale folosind radacinile complexe conjugate ale
polinomului caracteristic (cazul radacinilor complexe simple se
obtine prin particularizarea polinoamelor Q,, S;,T,, i=1,..,n,
la constante).

Metoda Il. (functii de matrice). Se poate ardta ca oricare
ar fi o matrice patratica A, seria matriciala

I —&+ AX +.. 4+ (=)™ ATX
1! 2! m!

+.

. . . « —AX = .
este convergenta, 1ar suma €1 se noteaza € . Se constata apoi

U
< [-A -A .o . <
ca (e X) =-A. (e X ), deci oricare ar fi o matrice constanta

matricea Y =e "*C este o solutie a sistemului (2').
Particulari-zand matricea C la valori de forma
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0 0 1
se observa cd un sistem fundamental de solutii pentru sistemul

(2’) este format tocmai din coloanele matricei e **.
Din punct de vedere practic raiméane de precizat cum se

poate calcula functia de matrice e si altfel decat cu seria ce
o defineste. Mentiondm ca o metoda simpld este aceea de a
scrie un polinom g(z), de matricea -Ax, in locul exponentialei,

cu conditia ca polinomul si coincidd cu exponentiala e pe
spectrul matricei A. Aceasta inseamna ca se calculeaza valorile
proprii ale matricei A, anume A, ..., 4,, multiple de ordine

m,,..,m,, apoi se scrie polinomul g(z), care in punctele
A

cu derivatele sale pana la ordinele m -1,..., m, —1.
Pentru rezolvarea sistemelor neomogene sa consideram
ca in sistemul (1) (respectiv (1’ )) avem
f,(xX)=P(x),..., f,(X)=P,(x),
unde P, ..., P, sunt polinoame de grad cel mult m in x. Daca r

A, are aceleasi valori i iala e, 1 3
ey Ay si valori ca si exponentiala € =, impreuna

11

= 0 este radacina multipla de ordinul p pentru polinomul
caracteristic P(r) al sistemului (1), atunci o solutie particulara
pentru acest sistem are forma

Q,(x)
Y, = :
Q. (x)

unde Q,,...,Q, sunt polinoame de grad cel mult m+p, ai

caror coeficienti se identifica prin inlocuirea lui Y, Tn sistem.
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Sa presupunem ca in sistemul (1), respectiv (1/) , avem
fO)=eP (), .y T, (X) = 7P, (%),
unde B,...,P, sunt polinoame de grad cel mult m in x. Daca
r=a este o radacina multipla de ordinul p pentru polinomul
caracteris-tic al sistemului (1/), atunci o solutie particulard a
acestui sistem are forma

Q.(x)e™

Y, (X) = '

Q,(x)e™
unde Q,,...,Q, sunt polinoame de grad m+p i ai caror
coefici-enti se determina prin inlocuirea lui Y, in sistem.

Ca si in cazul ecuatiilor diferentiale liniare de ordin
superior, forma cea mai generald a par{ii neomogene este
f.(x) =e™ (P (x)cosox +Q,(X)sinwx), i=1,..,n
unde P;i si Qi sunt polinoame de grad cel mult m in x. Din cele
discutate mai sus rezultd ca in acest caz vom cauta o solutie
particulara de forma
e™ - (T, (x)cos wx + S, () sin wx)
Y, = :
e™ (T, (x)coswx + S, (X)sin wx)
unde T,,T,,..,T, si S,,S,,..., S, sunt polinoame de grad

m+p, p fiind ordinul de multiplicitate al radacinii a+iw

pentru polinomul caracteristic al sistemului dat.

Dacé partea neomogena este o suma de termeni de formele
studiate mai sus, vom cauta solutia particulard Y, ca o suma de
solutii de formele precizate pentru fiecare caz.
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Probleme 8111.2

B se considera sistemul
/ 2X
- -y =a(X
Y-,z V=2

/ 1 ’
7 —y+=-7=x
y X

Xx=0,

si se cere:

a) Sa se scrie doud solutii particulare liniar indepen-
dente pentru sistemul omogen atasat.

b) Sa se scrie o solutie particulara a sistemului dat,
(neomogen) folosind metoda variatiei constantelor, pentru
a(X)=0 si a(x)=XxX.

C) Sa se scrie solutia sistemului dat pentru care avem
y@ =2, z)=1, in cazul a(x)=0.

Indicatie. a) Sistemul omogen atagat se poate integra

incepand cu prima ecuatie, deoarece aceasta nu contine pe Z.

X3

Obtinem y=C,(1+x?) si z:cl(§+7j+czl. Solutia
X

generald se poate scrie sub forma ( y] =C,Y, +C.Y,, unde

z

1+ %2 ' 0
Yi=| x x| st Y,=| 1|

2 4 X
Aceste doua solutii sunt liniar independente deoarece

Ay, ):%(l+x2)¢0.

17 72

b) Cautam o solutie particulara de forma

1+ x? 0
Yo =Ci(%)- §+X_3 +C,(x)-| 1 |,
2 4 X
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X3

in cazul a(x)=0 gasim C,(x)=0, Cz(x):?, deci

0

3
C,(x)=-x* +gx2 —~ %In(1+ x%).

0
Y { NG ] jar in cazul a(x)=x gasim Cl(x)zéln(ljt x*) si

) Determindm constantele C; si C, in solutia generala

0 1+ x? 0
Y(x)=| X* |+C, 1+x_3 +C,| 1

2 2 4 X
incat sa fie verificate conditiile Cauchy date. Obtinem
1
C,=1, C,=——.
1 2 12

l Sa se scrie sistemul de ecuatii diferentiale liniare care
admite solutiile particulare

C0S2X —sin2x
Y= . si Y, = .
sin2x C0S2X
Indicatie. Daca, in general, cunoastem n matrici liniar
independente,

Y A A
Y, = CY,=| i e, Y= ,
Y, y?: y

sistemul de ecuatii diferentiale liniare care le admite drept
solutii se scrie sub forma

yi/ y.ll yi2 : yin :
Y1 yi y12 SR =0, i=1,..,n.
Y, yrooyloy
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In cazul nostru se obtine sistemul

%yll = ZY2 _
yé = 2y1

B si se integreze sistemul
y, —10y, +3y, +9y, =0
y,+18y,~7y,~18y, =0
y,—18y, +6y, +17y, =0
stiind ca admite doua solutii particulare

e—2 X eX

-2X . X
Y, =| —2e si Y,=| 3e

1

2% 0
Indicatie. Se face schimbarea de functii
e? e 0
Y=| -2 3e¢* 0] Z.
2272 0 1
Se obtine z,-2,=0, deci z,=¢", apoi z,=-3¢’" si z,=0.
—3e”
Revenind gasim Y, = 6e*
—5e*
B sa se determine o solutie particulara a sistemului
X +x+z=t
y +2x=t+1
7/ =t-1

folosind forma particulara a partii neomogene §i sa se verifice
rezultatul. Admite sistemul o solutie de forma
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X'Q,
Vo: XZQz
X°Q,
unde Q,, Q, si Q, sunt polinoame de grad 1?
Indicatie. Polinomul caracteristic al sistemului este
P()=r’(r+1),

deci r =0 este radacina dubla. Cum gradul polinoamelor din
partea neomogena este 1, vom cauta o solutie de forma

x(t)=a,+at+at’ +at’
y(t) =h, +bt+bt* +b,t’ .
2(t)=c, +ct+c,t’+c,t’

Inlocuind aceste expresii in sistem se determind valorile

1 5 1 1
a,=3 a, == a,=0, b, == bsz? c=-1o¢ =5 c,=0.
Celelalte valori nu se determina in mod unic, dar pot fi alese, in
cadrul conditiilor existente, drept a,=0, b,=1, b =1, ¢,=-3.
1,2
3t > t

O solutie particulard este deci Y, =| 1+t —%tz +%t3
1

—3-t-=t?
2
Identificarea coeficientilor pentru o solutie de forma 70

nu este posibila, asa cum se vede de exemplu daca incepem cu
identi-ficarea lui a; din ecuatia a 3-a.
B Sa se scrie solutia generald a sistemului

y, —3y,+8y,—4y,=0
Y, +Y,~5Y,+2y,=0
ys+3y,—14y, +6y, =0
folosind metoda coeficientilor nedeterminati (metoda a I-a).
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Indicatie. Radacinile polinomului caracteristic sunt -1, 1,
2, deci ecuatia diferentiala liniara de ordinul III asociata, are

solutiile e, e* gi e?*. Cautim solutia de forma

8 b, C,
Y =| a |- Y,=| b, [€", Y,=| c, |-
a3 b3 C3

siobfinem a =-2, a,=1, a,=4; b1:0, b2:1, b3:2; ¢, =4, ¢,=-2,
C, =—95. Solufia generald va fi

-2 0 4
Y=C| 1 -ex+c2[l}ex+c3 -2 |e™.
4 2 -5

B sa se integreze sistemul

Y=Y+ Y,~2Y,

Y, =4Y,+Y,

Y5 =2Y,+Y,~ Vs
folosind metoda matriciala §i sa se verifice rezultatul, inclusiv
independenta solutiilor obtinute.

Indicatie. Valorile proprii ale matricei A sunt
r=1r,=r=-1.

Deoarece sistemul este scris in forma Y’ = AY . Vom scrie
solutiile in forma Y = e™.C, unde C este o matrice coloana
formatd din constante. Notim f(z) =e” si rezultd conditiile
fl)=e*, f(-)=e, f'(-1)=xe™. Polinomul

9(z)=a,+az+a,z
care coincide cu f pe spectrul lui A, adicd pentru care
g) =€, g(-D=e, g'(-1) =xe™, are coeficientii
1.x,3 1 1 x 1 1x 1 1,.-x

a=e +Ze‘x+5xe‘x, a=5¢ —Ee‘x, a,=7e —Ze‘x—ixe
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Vom avea:

-11-2
eAX:g(A):(%eH%eX+%xex)l+(%ex—%exj 410 |+
21-1
1 -2 4
+(%ex—%e‘x—%e‘xj 0 5 -81.
0 2 -3

Coloanele matricii A formeazi un sistem fundamental de
solutii, anume

e xe*
Y,=| 2e*-2e7 |, Y,=| 2" —e*-2xe” | i
¥ —e™* e¥—e X —xe™*
—2xe™*
Y, =| —2e*+2e +4xe”*

3
—e * 427 +2xe7*

Pentru verificarea independentei solutiilor este suficient
(conform teoremei lui Abel — Ostrogradski — Liouville) sa
calculam determinantul celor trei solutii pentru x = 0; obtinem

A(Y,Y,,Y,)0)=1,
ceea ce se obtine totdeauna deoarece e”=1.
B sa se scrie solutia generald a sistemului
/ X
Y1 —2y, +Y, =Xe
y, =Y, — 2y, =e”* cosx,
tindnd cont de forma particulara a membrului drept.
Indicatie. Solutia generala a sistemului omogen atasat

COSX —sinx
Y=C| . |[e¥+C, e”,
sinx COSX
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raddcinile polinomului caracteristic fiind r=2+i si r,=2-1.
Membrul drept il consideram de forma F=F +F,, unde

X 0
F=| *¢ | si F,= .
: ( 0 j ik (ezxcosx]

Pentru sistemul Y'+ AY = F cdutam o solutie de forma
v [ @+ ax)e”
% (b, +bx)e* )’
deoarece r = 1 nu este solutie a polinomului caracteristic.
Pentru sistemul Y'+ AY = F, cdutim o solutie de forma
( (a, +a,x)cosx+ (b, +bx)sin xj ox

= . le

(¢, +¢,x)cosx+(d, +d x)sinx

deoarece r=2+i este radacina polinomului caracteristic. O
solutie
particulara a sistemului dat va fi Y, =Y, +Y,,.
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[AA]
[A-R]
[AVI]

[B-F-S]

[BT1]
[BT2]
[BT3]
[BV]

[B-N]
[BM]
[B-S]

[B-S-T]

[CS]
[CA]
[C-R]
[C&co]

[D-P-K]
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