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Preface

Aceastd culegere se doregte a fi, in primul rand, un rdspuns la necesitétile stu-
dentilor din anul intai, la nesiguranta lor in acest inceput de drum: facultatea.
Ea insd poate fi abordata foarte bine si de catre elevii de liceu, precum si de
catre studentii ultimului an, care se pregatesc pentru examenul de licenta.

Cartea este rodul unei experiente de seminar , in care am contabilizat cele
mai frecvente greseli si cele mai dese surse de confuzii. Acestea au fost punctate
pe parcursul intregii lucrari. Am incercat, de asemenea, fixarea notiunilor mai
importante prin exemple si contraexemple.

Culegerea este structuratd in opt capitole, fiecare dintre ele cuprinzand ,
gradat, diverse probleme rezolvate, de la exercitii clasice, cu un ridicat nivel
de generalitate, la probleme deosebite, de concurs, care necesita abordari rupte
de rutind. Fiecare capitol are un paragraf de probleme propuse cu scopul de a
cimenta metodele prezentate, dar prezentate si ca o provocare celor dornici de
progrese.

Suportul teoretic al acestei culegeri este cursul de analizd matematicd din
anul I al Facultatii de Matematica , al prof. dr. Constantin P. Niculescu, caruia
ii sunt recunoscéatoare si ii multumesc pe aceasta cale .

In speranta cd aceastd lucrare va fi un sprijin real tinerilor dornici sa de-
scifreze farmecul matematicii, autoarea doreste succes tuturor cititorilor si le
multumeste celor care au sprijinit-o in realizarea acesteia.

Martie, 2002

Autoarea
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Capitolul 1

Multimea numerelor reale

Acest capitol abordeazi cateva aspecte legate de teoria multimilor. Vom exem-
plifica aici notiunile de multime méarginita, supremum, infimum unei multimi,
precum gi supremum sau infimum unei functii.

1.1 Probleme rezolvate

Multimea numerelor reale este un corp comutativ total ordonat, (R, +,) care
verificd axioma elementului separator:

Axioma 1 Pentru orice pereche ordonata (A, B) de submultimi nevide ale lui
R cu proprietatea ca a < b pentru orice a € A gi orice b € B exista ¢ € R cu
a < c<b pentru orice a € A gi orice b € B.

Definitie 1 O multime A de numere reale este marginitda superior daca ex-
ista un magorant al lui A, adica exista M € R astfel incit a < M pentru orice
a € A.

O mullime A de numere reale este marginita inferior daca existda un mi-
norant al lui A, adica exista m € R astfel incat a > m pentru orice a € A.

Definitie 2 Fie A o multime de numere reale .

Spunem cd o € R este supremum (marginea superioard) pentru A daci:

1) v este un majorant pentru A;

2) « este cel mai mic majorant: pentru orice € > 0 existd a. € A astfel ca
e > o —¢.

Spunem ca § € R este infimum (margine inferioard) pentru A daci:

1) B este un minorant pentru A,

2) « este cel mai mare minorant: pentru orice € > 0 existd a. € A astfel ca
a: < pB+e.

Principiul marginii superioare: Orice multime majoratd de numere reale are
un supremum real.

Exercitiu 1 Fie A, B C R. Definim suma acestor multimi prin:
A+B={a+b/ acA, be B}
Aratati ca daca A si B sunt marginite, atunci A + B este marginiti §i
sup(A + B) =sup A + sup B, iar inf(A + B) = inf A + inf B.
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Demonstratie 1 Fie oy =sup A si as = sup B. Atunci:

a < a; §ib < ay pentru orice a € A gi orice b € B. Prin adunare obtinem
ci a+ b < ay + as,pentru orice a € A gi orice b € B.

In concluzie, ay + o este un majorant pentru multimea A + B.

Fie ¢ > 0; rezultd ca exista a. € A astfel ca az > ay — €/2 i exista b € B
astfel ca by > ag —€/2

Adundnd obtinem ca a. + b. > a1 + ag — €.

In concluzie, iy + g este sup(A + B). Analog se demonstreazi pentru infi-
mum.

Exercitiu 2 Fie A C R gi x € Ry .Definim produsul dintre un numdar i o
multime ca:

z-A={x-a/ a€ A}

Aratati ci dacd A este marginitda, atunct si - A este marginitd gi

sup(z - A) =z -sup A, inf(z - A) = x - inf(A).

Demonstratie 2 Fie a = sup A. Atunci:

a < «a pentru orice a € A . Rezultd ca x-a < x - a,pentru orice a € A . In
concluzie, x - o este un majorant pentru multimea x - A.

Fie ¢ > 0; rezulta ca existd a. € A astfel ca az > a —¢/x . Inmaultind cu x
obtinem ca x-a. > x - — €.

In concluzie, - o este sup(x - A). Analog se demonstreazi pentru infimum.

Exercitiu 3 Fie A i B doud multimi de numere reale. Daca B C A atunci
infA<infB <supB <supd

Demonstratie 3 Fie b € B, atunci b € A, prin urmare inf A < b < sup A.
Deci inf A este un minorant pentru multimea B. Cum inf B este cel mai mare
minorant pentru B rezulta ca inf B > inf A. Analog pentru supremum.

Exercitiu 4 Fie A, B C R+. Definim produsul acestor multimi prin:
A-B={a-b/ a€A, be B}
Aratati cd daca A gi B sunt marginite, atunci A- B este marginita gi sup(A-
B) =sup A -sup B, iar inf(A- B) = inf A - inf B.

Demonstratie 4 Fiec a € A. Multimea a- B este inclusd in A- B, deci folosind
exercitiul precedent rezulta cd inf(A-B) < inf(a-B) = a-inf B. Aceasta inegalitate
fiind adevarata pentru orice a € A, rezultd ca inf(A- B) este un minorant pentru
multimea (inf B) - A, deci inf(A - B) < inf ((inf B) - A) = inf B - inf A.

Pentru inegalitatea inversa sa observam ca inf A -inf B < a - b, pentru orice
a € A si pentru orice b € B, deci inf A-inf B este un minorant pentru multimea

A - B, prin urmare inf(A - B) > inf A - inf B.

Exercitiu 5 Fie A gi B douda mulmi de numere reale. Aratati cd
sup(A U B) = max(sup 4, sup B) gi inf(A U B) = min(inf A, inf B)

Demonstratie 5 Deoarece A C AUB i B C AU B rezultd cd inf(AU B) <
inf A ¢i inf(AU B) < inf B, deci inf(A U B) < min(inf A, inf B).

Pentru inegalitatea inversa : fiex € AUB | rezultd ci x € Asaux € B, deci
inf A < zsauinf B < z, deci min(inf A, inf B) < x, pentru orice z € AUB. Cum
inf(AU B) este cel mai mare minorant rezultd cd inf(AUB) > min(inf A, inf B).
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Exercitiu 6 Sa se determine inf A gi sup A pentru multimile urmatoare:
i)A={" |/ mneNg0<m<n}
i) A={E2 / nenNv}
i) A={{(2+V3)"} / n €N}, unde {-} reprezinti partea fractionard a
UnUL NUMar.

Demonstratie 6 i) Observim ca 0 apartine multimii A , iar celelalte elemente
sunt pozitive, deci inf A = 0.

Vom demonstra ca sup A = 1. Deoarece m < n rezultd ca 1 este un majorant
pentru A. Fiee > 0. Alegemn € N astfel ca 2 < e (spre exemplun = [1]+1) si
m =mn—1. Se observa imediat ca "T_l > 1—e¢, deci 1 este cel mai mic majorant.

i1)Se observi ca —1 < # < % st —1 g % apartin multimii, decisup A = %,
inf A =—1.

i11)Folosind binomul lui Newton obtinem cdi:

(2+V3)r =Cn2r + Cnton /3 on2on 2.3 4

(2—V3)r=Cn2r —Ccrnton /3 on2n2.3 —

Prin adunare obtinem (2+v/3)"+(2—v/3)" =2 (Cr2" + Cr=22""2.3+ .) =
peN

Deci (2++/3)" = p— (2 —/3)"

Deoarece (2 —+/3)™ € [0,1) rezulti ci partea intreagd [ (2+/3)"] =p — 1,
deci {(2+V3)"}=(2+V3)" —p+1=1- (2—V3)".

Deoarece elementele multimii sunt numere pozitive, iar 0 € A, rezultd ca
inf A =0.

In continuare vom aridta ci sup A = 1.

Se observa imediat ca 1 este un majorant pentru A.

Fie ¢ > 0; trebuie sa aratam cd exista un numdr natural n astfel ca 1—
(2 —3)" > 1 —¢. Echivalent (2 — V/3)" < ¢, deci nln (2 —/3) < Ing, de

Ine

unde n > YOTSve) (deoarece In(2 —\/3) este negativ). In concluzie, putem alege
— __Ilne
n = max (|:1n(2+\/§):| + 1, 1) .

In continuare vom defini supremul gi infimul unei functii si le vom exemplifica
prin cateva exercitii.

Definitie 3 O functie f : A CR — R se zice marginitd superior (inferior)
daca multimea f(A) este marginita superior (inferior).
Daca f : A— R este mirginita superior atunci numdarul real sup f(A) se

numegte marginea superioard sau supremul functiei f, gi se noteazd sup f(a).
acA

Daca [ : A— R este marginita inferior atunci numdarul real inf f(A) se nu-
megte marginea inferioara sau infimul functiei f, gi se noteazd ingf(a).
ac

Exercitiu 7 FEzplicitali functia f(x) = tir<1ft2.

Demonstratie 7 Deoarece functia g(t) = t* este descrescatoare pe intervalul
(—00,0), dacix <0, g(t) > g(x), deci tiI<1ft2 = g(x) = 22. Dacix > O,tir<1ft2 =0.
ST <z

Exercitiu 8 Determinatli supremul i infimul functiei f(x) = asinz 4 beosz,
pe R.
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. o v _ a Lo b . . . 2 2
Demonstratie 8 Observam ca f(x) = (7\/m SIn T + —=es - cos 1:) Va? 4 b2,
Daca o este ales astfel incdt cosa = ﬁ, un calcul elementar aratd ca

\/% = sin a.
a?+b

Astfel functia devine f(x) = (cosa - sinz + sina - cosz) -va? + b? = sin(a+
x) - Va? + b?

Deoarece multimea de valori a functiei sin(a + z) este [—1,1], rezultd ci

1Ie1ﬂf{f(x) = —Va? + b2, jar supf(x) = vVa® + b2
x

zER
Sa retinem de aici cd | f(z)| < Va? + b?, o inegalitate des folosita in aplicatii.

1.2 Probleme propuse

Exercitiu 9 Dati exemple de multimi A si B pentru care sup(A - B) # sup A -
sup B i inf(A - B) #inf A - inf B.

Exercitiu 10 Aflati inf A gi sup A pentru urmatoarele multimi:
i) A= {0/ neNy
i) A={-++ / mneN}
iii) A={{y/n} / neN}L
Exercitiu 11 Fie f,g: A C R — R doud functii marginite inferior.
i) Ardtati ca f + g este marginitd inferior gi
: . <
inf f(a) + infg(a) < inf (f +g)(a)
it) Daca f(A),g(A) C Ry, atunci
. e < '
inf f(a) - inf g(a) < inf (f - g)(a)

f
€A



Capitolul 2

Siruri de numere reale

In acest capitol vom evidentia cateva metode de abordare a problematicii (vaste
gi deschise, incd) a girurilor de numere reale. Ideea este de a prezenta metode
clasice, care au o acoperire larga gi care sa constituie pentru student un ”capital
initial”. Capitolul va fi structurat in doud pirti: Probleme rezolvate (care si
constituie un model de abordare ) gi Probleme propuse (care s ofere studentilor
posibilitatea s& jongleze cu modelele prezentate anterior).

2.1 Probleme rezolvate

In aceastd sectiune vom studia aspectele legate de convergenta, monotonia,
marginirea sirurilor, adicd a conceptelor de baza. Vom incerca o prezentare
diferentiatd a unor metode in functie de dificultatea si de generalitatea prob-
lemelor. Aceastd sectiune contine si un paragraf dedicat limitelor extreme .

Definitie 4 Se numegte gir de numere reale orice functie f : N — R cu f(n) =
an € R, n fiind rangul sau locul in gir al termenului a.,.
Vom nota sirul de termen general an prin (an),cy sau (an), -

Definitie 5 Dacing < ny < ...ng.. este un §ir de numere naturale, atunci sirul
definit de yi, = xp, pentru orice k numar natural se numeste subgir al sirului

Definitie 6 Un sir (a,), se numeste stationar dacd exista ng € N astfel ca
Qn = Qn, pentru orice n > ng.
Un sir (an)n se numegste constant daca a, = a pentru orice numar natural
n.

Un sir (an), se numeste periodic dact existda k€ N astfel ca anip = an

pentru orice ne N.

Exemplu 1 :

1) Sirul definit de relatia a, = ﬂ, adicd = %, =L ... este un sir de
numere reale.

2) Sirul definit prin a, = [1 + %} , n € N* unde [-] reprezintd partea in-
treaga, este stationar deoarece ay =4, as =2, az=2, a, =1 pentru orice
n> 4.
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3) Sirul a,, = (—1)" este periodic deoarece ani2 = a, pentru orice numar
natural n.

4) Pentru sirul a,, = 2%, Ty = Aopt1 = 227% este un subgir, numit subgirul
termenilor de rang impar.

Trei caracteristici mai importante se studiaza legat de sirurile de numere:
marginirea, monotonia si convergenta.

Definitie 7 Un sir (ay), se numeste:
1.marginit dacd exista M > 0 astfel ca |a,| < M.
2. crescator dacd a, < any1 pentru orice numar natural n;
descrescator daca a, = any1 pentru orice numar natural n;
monoton dacd este crescator sau descrescator.

Example 1 1) Sirul definit de relatia a, = %, este un gir marginit de

numere reale, deoarece termenii sai se gasesc in intervalul [—1,1]. Acesta nu
este monoton.

2) Sirul definit prin a, = n este monoton crescator, fard a fi marginit.

3) Sirul a, = + este monoton descrescitor si marginit.

Notiunea de limit este foarte intiutivi si natural. Inainte de a da definitia
riguroasd vom face un mic experiment.

Sa calculdm cu ajutorul calculatorului cativa termeni ai girului definit de
relatia a,41 = cos a, pentru orice numar natural n, iar a; = 1. Ob{inem urma-
toarele valori:

a; =cos1 =0,5403

as = cosay = 0,85755

a3 = cosas = 0,65429

as = 0,79348
as = 0,70137
arr = 0, 73876
alg = 07 7393
arg = 0, 73894
as0 = 0, 73918

Este foarte clar acum c& aceste valori se apropie de numirul 0,73. In capi-
tolele urméatoare vom arata ca acest sir are o limitd a cirei valoare se rotunjeste
la numarul 0,73. Pentru aceasta vom vedea ce este un sir convergent, care este
definitia limitei unui sir si vom evidentia metode de calcul a limitei unui sir.

Fie (an), un gir de numere reale si fie a € R. Spunem c& a este limita girului
(an)n dacd pentru orice € > 0 existd N € N astfel incat pentru orice n > N si
avem |a, — a|] < ¢.

Spunem c& limita sirului (ay,), este 400 (respectiv —oo) dacd pentru orice
e > 0 existd N € N astfel incat pentru orice n > N si avem a,, > € (respectiv
an < —€).

Se poate ardta imediat ci:

Un sir de numere reale are limita a dacd si numai daca orice subsir al sau
are limita a.

Spunem cd un gir este convergent daca are limita finita.

Uneori aflarea limitei unui sir se reduce la un calcul algebric :

Exemplu 2 Si se calculeze lim >, ——2——
n—oo

V2k+VaRT T
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Demonstratie 9 Amplificind cu conjugata obtinem:

. n 1 _ . n . P _ . L n _ P _
nlirr;o Db Werewyr=d nlLIr;O Dby V2k —VAk? -1 = nh—>H;o\/§ Yoheq Vik —2V4k2 — 1=

75 lim (V2E+1-v2k—1) = 2 (V2n+1-1) — oo

n—oo
Evident, definitia constituie o primd modalitate de calcul a limitei unui gir.

Exemplu 3 Aratati cd lim # =0.

n—0o0

Demonstratie 10 Fiee > 0. |a, —a| < ¢ & ‘#—0‘ = % <e&n > %,
deci putem alege N = [1] + 1.

In mod analog se poate arita ci:

lim n% = 0 daca p este strict pozitiv si este co daca p este strict negativ.
n—oo

: an+b _ a
nlgr;o cn+d T ¢

In general, limita unui sir de forma ZEZ; unde P si Q sunt dou& polinoame
este:

- 0 daca gradul lui P este mai mic decat gradul lui Q;

- este +o0o0 dacd gradul lui P este mai mare decat gradul polinomului Q;

- este 3 dacd cele doua polinoame au acelasi grad k, iar coeficientii lor
dominanti sunt ay, si by

Aceasta proprietate se foloseste, spre exemplu pentru urmétoarele exercitii:

Exemplu 4 Calculati limita sirului a,, = %

. —2)(n—1+1 —2).
Demonstratie 11 a, = ((7:1_3))!.((’;)”2:)) = (gnQ—)ln =1
Exemplu 5 Studiati convergenta sirulut a, = 7 - cos 5.

Demonstratie 12 In functie de valorile functiei cos distingem urmdatoarele
subsiruri:

Agn = 6211 - cos 2nmw = %, care are limita 6.

A6n+1 = gzg - COS (2n7r + g) = 221; . %,(wdnd limita %

6n+2 = 2213 - COS (2n7r + 2?“) = gZig . %1, limita sa fiind %1
agnt3 = gZii -cos (2nm + ) = —gZii cu limita -1.

G6n+a = gZig - COS (2n7r + 7+ %) = g::fé . %1, avdand limita %1

G6n+5 gZig - COS (2n7r + 27 + %) = gf}ig . %, cu limita %

Observam ca aceste subsiruri au limite diferite, deci sirul nu este convergent.

Deci, o prima metoda de a ardta convergenta unui sir este folosind definitia.

Aceastd metoda prezintd doua inconveniente: necesitd cunoasterea preala-
bild a limitei, si poate induce dificultati de calcul al rangului N. De aceea este
mai putin utilizatd in practica, folosindu-se mai degraba atunci cdnd dorim s&
aratdm ca un sir nu are limita a. Din aceastd cauzd apare necesitatea criteriilor
de convergentd. Vom exemplifica in continuare aceste criterii de convergenta:
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2.1.1 Criteriul clestelui

Fie (an)n, (bn)n §i (cn)n trei giruri de numere reale astfel incat exista N € N
astfel ca a, < b, < ¢, pentru orice n > N. Atunci:

i) dacd (an)n §t (Cn)n sunt convergente i au aceeasi limitd a, atunci gi (by )y,
este convergent gi are tot limita a;

it) dacd lim a, = oo, atunci lim b, = oo;

n—oo n—oo
it1) dacd lim ¢, = —oo, atunci lim b, = —oc0.
n—oo n—oo

sinn

Exemplu 6 Fie a,, = ; observam ca 0 < }%‘ < % gi cum lim 1 =0,

X n—?OOn
rezulta lim =2 = (.
n—oo
Observatie 1 Dacid lim |a,| = |a| nu rezultd totdeauna ca a, — a.Proprietatea
n—oo

este adevaratd daca a = 0.

; _yn sink ., o o n |sink| n 1
Exemplu 7 Fie a, = X}_,; 5%7; Observam ca 0 < Xp_ oo < Yp_ op <

n 1 _ n
k=17241 = w21 — 0

Exemplu 8 Aflati limita sirului a, = EZ:“LQLM.

. k k v 9 n

Demonstratie 13 Deoarece TR < P rezultd ca X7_,
n k .

Qp, S Zk=1n27+1’ dect

k _k
n2+n < n2+n <

1 n 1 n -y
nZ+n p=1k <an < nT',-lEk:Ikv adica

1 n(ntl 1 n(n+1
n2+n'%§a"§n27+1' (Q)Cum

i D Qi L 4D 1 o "
lim —— . 20D — iy . = 3, rezultd ca lim a, = =.
nﬂoon2+n 2 n—roon2+1 5 35 m ay, 5

Criteriul clestelui sta la baza unei reguli foarte des folosite ” Produsul dintre
un sir care tinde la zero gi un gir marginit, are limita zero”.Intr-adevar, daca
a, — 0si (by),, este marginit, avem :

0 < lanbn| < M |a,| — 0, deci apb, — 0.

Exemplu 9 Studiati convergenta sirului a, = "5,

n—cosn

cosmn

. . . . 1+ .
Demonstratie 14 Acest sir se mai poate scrie a, = {—etw, de unde se observa

"
ca limita sa este 1, deoarece “>* — 0, ca produsul dintre un gir care tinde la
zero, anume 1 si unul marginit, (cosn),.

Este bine de aratat aici cd nu exista limita girului x,, = sinn, si nici limita
sirului y,, = cosn. Demonstratia se face prin reducere la absurd. Presupunem

ca existd lim x, = [. Deoarece cosn = ;15“132, dacid [ # 0,atunci lim cosn = %
n—00 n—0oo

Dar cos 2n = 2cos® n— 1, de unde prin trecere la limita obtinem ca 1 =21 —1,

adica % = f%, ceea ce este absurd. Rdmaéne o singurd posibilitate, anume [ = 0.

Dar sin(n + 1) — sin(n — 1) = 2sin1lcosn, deci trecand la limitd obtinem c&
lim cosn = 0, ceea ce este in contradictie cu relatia sin?n + cos®n = 1.

n—oo

Aceeasi aborbare este recomandati gi pentru urmatorul gir:

Exemplu 10 Si se studieze convergenta sirului de termen general a,, = > ,_, In|sin k| .
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Demonstratie 15 Se observa ca sirul este descrescator deoarece a, — ap_1 =
In|sinn| < 0. Deci existd I = lim a, € R. Dacd am presupune cal € R, ar

n—oo
rezulta ¢ an — ap—1 — 0, adicd In|sinn] — 0= |sinn| — 1.
n—oo n—oo

Deoarece sin?n + cos?n = 1 = cos?n — 0. Dar cos2n = 2cos®n — 1,
-

de unde prin trecere la limita ar rezulta 0 = —1. Deci presupunerea facutd este
falsa. Sirul fiind descrescator rezultd ca lim a,, = —oo.
n—oo

Exemplu 11 Calculati nle — (1 + f + f + ...+ f)
Demonstratie 16 Pornim de la egalitatea Vk + 1 — Vk = de unde
se observa cd

1 T 1 .
W< k+1—\/E<m,d€CZ
21 2\/% < ot (Vk+ - \/E) < i ﬁa
adica dacd motam cu a, = 1+ % + % + ...+ ﬁ, avem any1 — 1 <

2vn+1—-2<ay,, deci

2vn+1—-2<a, <2vyn+1-1, de unde rezulta ca
2v/n+1—2 < an < 2v/n+1—1
ne ne ne :

Se observa ca :

\/W+f’

-dacd o > %, lim 27”;;172 = lim 27”::[2171 = 0, deci, folosind criteriul
n—oo n—oo
clestelui rezultd ca lim ‘:Lg =
n—oo
—dacaa<1/2 hm 2yntl 2—00 deci lim 42 = oo;
ne n—oo ”
-daca o = 2, hm 2”‘7; =2 — lim 27”?1 =2, adica lim &2 =2,
n—oo n—oo n—oo

Exemplu 12 Calculati limita sirului a, =Y p_, (1 /14 % — 1) .

Demonstra§ie 17 Ampliﬁcdnd cu conjugata obtinem ca
k
nZ 1

Zk 1 —ZZ:1 ni = L n2 Zk 1k =
1/1+ +1 \/1+n2+1 \/1+n2+1 ‘/1+n2+1

k
n oz _ _ 1 .
=Yk 4/1+ Sl = D=1 VITEHL T 1+ +1 e g b= Vi+i41

In concluzie,
1 n+1 < an 1 .ntl

Vitlsr 2n 1+5+1 2

Folosind acum criteriul clestelui obtinem ca lim a,, = %.
n—oo

Exemplu 13 Aratafi ca lim (1 + % + % + .t %) = o0.
n—oo

Demonstratie 18 Observam imediat cd girul este crescator, si
agn =143+ 3+ 45 =
1 1,1 1,1 ,1
I+5+G+1)+G+s+7
>1+d+ (A d) (el
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=1+5+2-7+4-3+..2"1 L =142 500

Deci, sirul este nemdarginit, el fiind gi crescator, rezultd ca tinde la infinit.

O altd metoda de abordare a unui gir o poate constitui urmatoarea propoz-
itie:

Propozitie 1 Fie (ay,), un gir de numere pozitive astfel incat existd lim % =
n—oo Yn
l.
a) Daca l < 1, atunci lim a,, = 0;
n—oo
b) Dacd | > 1, atunci lim a, = co.
n—oo N
¢) Atunci existd gi lim(ay,)» =1l
n—oo

Demonstratie 19 a) Deoarece | < 1, rezultna ca exista e > 0 astfel cal+e < 1.

Pentru acest € scriem ca lim % =1, deci exista N € N astfel ca pentru orice
n—oo %n

n > N sa avem
n > N. Rezulta ca:
INHL [ 4 g

aN

AN+2
avii < l+e¢

Ant1
an !

<e, adicil—e < 22 <l +e (%), pentru orice

anipit

anN+p ) ) ] '

(I 4 ¢e)P — oo, rezulta , folosind criteriul clestelui, cd anipr1 — O.
p—00

< l+e¢, de unde obtinem ci 0 < antpt1 < (I + €)Pan. Deoarece

b) Acest caz se reduce la cazul | < 1, considerand b,, = -~

ap”
¢) Din (*) rezultd ca, in acelagi mod ca la a) ci
l—gﬁp%—l~a W<a ﬁp-&—l<l 5N+I;+1.a NTPTI de
(l—¢) (an) (an+p+1) (l+¢) (an) :
unde prin trecere la limita dupd p — oo rezultd c).

n

Exemplu 14 Daci a,, = 2

nl»

. a . n+t1
lim %24l = Jim -2 7
n—oo 9n n—oo (P+1)!

! . . .
-;—,;:hm%:()<1,dec1 lim a, = 0.
n—oo n—oo

n

Exemplu 15 Pentru a, = 47—“

lim %242 = Jim 42 =4 > 1, de unde lim a, = .
n—oo %n n—oo M1 n—00
1 Isin &.....sin T .sin —&*— sin —2%—
Exemplu 16 lim (n! sin g -...-sin 1) " = lim (n+1)'b,m.2 el TE S S | Nl
n—oo n n—oo L n—oo n+l
T=T.

Exemplu 17 lim —% = lim (%)% = lim (1+2)" =e.

n
n!
n—00

n—oo (n!)n n—oo

O alta modalitate de a studia convergenta unui sir se bazeaza pe proprietatea
de completitudine a spatiului numerelor reale: orice sir Cauchy de numere reale
este convergent.

Definitie 8 Un sir (ay), este sir Cauchy daca pentru orice € > 0 exista un
rang N € N astfel ca pentru orice n,m > N sd avem |a, — an| < €.
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In cazul girurilor de numere reale orice gir Cauchy este convergent.

Exemplu 18 Studiati convergenta sirului de termen general a,, =y p_, k?%fl)

_ 1 1 1 1 _
T n+l n+2 +o.t n+p n+p+1

. 1 1 -
Demonstratie 20 |anip — an| < Grpymry T T gD =

[ < _1
(n+1)(n+p+1) n+1-°

Deoarece -2~ — 0 rezultd ca pentru orice € > 0 existd un rang N € N
n+1 n—oo
1

astfel ca pentm om'ce‘n > N avem oy < g, ceea ce implicd |antp — an| < €,
pentru orice n > N st pentru orice p € N.

2.1.2 Lema Stolz-Cesaro

In continuare vom demonstra lema Stolz-Cesaro, care permite rezolvarea unor
0

nedeterminari de forma 2 sau g :
Lema 1 (Stolz-Cesaro) Fie (ay),, §i (bn), doud siruri de numere reale cu ur-
matoarele proprietati:

1) (by),, este crescator la oo;

2) Eristd lim 7=t =] ¢ R.
n—oo bnt1—bn

Atunci exista gi lim 3= = 1.

n—oo °n

Demonstratie 21 Presupunem ca l € R. Atunci pentru orice € > 0 exista N

e e l‘ < €. Deci
n+1—"0n

(Il =€) (bnt1 —bn) < any1 —an < ({+¢€) (bpy1 —bn), n > N. Rezultd ca:
(I—¢)(bny1 —bn) <ant1—an < (I+¢) (bnt1 —bn)
(I =€) (bny2 —bny1) < ansz —antr < (I +¢) (bvg2 — bv41)

natural astfel ca pentru orice n > N sa avem

(I =€) (bN+pt+1 = bngp) < antpt1 — antp < (L+€) (bnpt1 — Dnp)

Prin adunare obtinem ci (I — €) (bn4p+1 — bn) < anvypri—an < (I +¢) (bnyps1 — bn),
deci

(l—é‘)(l b ><aN+p+1 an <(l—|—8)(1 by )<l—|—e’:‘.

T bN4pr bNtpr1  DN4pt1 T bnptr

Dar,(lfe)<1 by ):lfsf(lfs)- by > | — 3%, de la un rang,

B bN+p+1 bN+p+1

deoarece lim ¢ by —
p—oo PN+p+1

. a .
Decil — 35 < 7821 _an | 4 32 adicd
2 bN+p+1 bN4p+1 2

a . v
]— 38 4 _an < Sntpdl - [+35 + 2 Cum §1 aN — 0, rezulta
2 bN4p+1 bN4p+1 2 bN4p+1 bN4p+1
- anN = )
ca —5 < oy <3, de la un rang, deci
a
I -2 < 22 <[4 2.
Nfp+1

Cazul | = 00 se rezolva analog.

Exemplu 19 Sa se calculeze lim

n—oo

an=14+V2+ ..+ V/n, b, = ny/n, care este crescitor la co.

14+V2+..+vn
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lim et1=0n — Jipy o VAFL gy VAdl(dDyedlinyn)
n—o0 bnt+1—bn n—oo (n+1)vn+l-nyn n— o0 (n+1)3—n?
= lim Vnt+1((nd1)vntl4nyn) 2
T o 3n2+3n+1 - 3
rezulta deci cd si lim V2 yn %
n— oo ny/n

Observatie 2 Se pot formula doud reciproce ale acestei leme, insa nici una nu
este adevarata.

Reciproca 1. Fie (ay),, st (by),, doud siruri de numere reale cu urmdatoarele
proprietati:

1) (bn),, este crescator la oo;

2) Erista lim §= =1 € R.

n—oo "
Atunci existd gi lim 42— =1,
n— oo Ont+1—bn

Contraexemplu: Fie a, = (—1)" si b, =n . Observam cd lim 3= = 0, dar

n—oo
—2, daca n impar ) .
= , deci nu are limita.
2, daca n par

Ap41—0an
bnt1—bn

Reciproca 2. Fie (ay), si (by), doud siruri de numere reale astfel incat

erista lim %= = lim 7= € R. Atunci (by,), este crescator la oo.
n bnt1—bn n
n— 00 n—oo “nt
Contraexemplu: a, = b, = (—1)". Se observd ci $= = *H—= = 1 dar
n n+1—"0Un

(bp),, nu este nici crescator, nici nemarginit.
Totusi, se poate demonstra ca Reciproca 1devine adevarata daca se adauga
conditia:
3) Existd lim 2+ ¢ R*\{1}.
n—oo n

Exemplu 20 Calculati lim lnT"

Se observd ci este indeplinitd conditia 1) din lem&.

Calculim lim $=2* = lim( In(n + 1) —Inn) = lim In ntl _ .
n—oo n+1 n 00 n— 00 n

Deci, lim B2 — .

n—oo

Exemplu 21 nlinoloﬁ . ZZ:1 ﬁ = 2, deoarece

M Apt1—0an — M Vvn+1 —
A e, R = 2
: 1P42P4 40P 1 ) _ 1
Exemplu 22 nh_)r{.lon (772”1 TH) = 3, deoarece
) Gnti=an _ i (nADP (D) —(nd )PP 4Pt g
A 3 = Jim (nFD)7—n? =
1 . np(p—l—l)—‘—Clnpfl([)—&-1)—5—(72np’2(;o—‘,—l)-‘,—...—‘,—p—‘—l—anrl—C1 nP—C?, nPl_. . —14nPt?!
. lim P P - > - p+1 p+1 —
p+1 o nP+CLnP~1+C2nP=24 +1—nP
P(P+1)*C§+1 _1
(p+1)C} 2
R n n 2k
Exemplu 23 Calculati lim o - >, =

n—00
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on+1

. _ . Pl . 1)
lim %ntl1=%n _ {ipy — o L Jim L) o
n—oo bnt1—bn 00 2;_;1 _% n—ooMt1 n—1

3 i3 i3 o i3 n
Sa mai observam cd dacd notam cu b, = %,

b 5 < .
atunci = = 2n 2> 1, de unde rezultd ci (b,), este crescitor, iar
n n+l n )
potrivit propozitiei 11 avem lim b,, = cc.
n—oo

In concluzie sunt indeplinite conditiile lemei Stolz-Cesaro, deci

: n n ok _
lim FIZkZI? = 2.

n—oo
Lo 1,62 n
Exemplu 24 Calculati lim 232 fdn”
n—oo (n)
C Gppi—an s (n+n)™t1 < < _ (nD) !
nh_,ngoibwrbn = nh_,H;oi(n!)?n(nH) = 00, deoarece daca notam c,, = (CUEETCES]
un calcul simplu arati cid lim < = e > 1, deci lim ¢, = co.

n—oo n n—oo

Exemplu 25 Fie (x,), un sir definit de relatio xn41 = x,, + €777, 9 € R.
Aratati ca lim 7= = 1.
n—oo

nn

Demonstratie 22 Deoarece x,11 — x, =€~ > 0, girul (xn)n este crescator.

Daca presupunem prin reducere la absurd ca sirul (x,), este marginit, atunci

ar rezulta ca el este convergent , deci ar avea o limita finita [ , iar prin trecere

la limitd in relatia de recurentd, am avea | = | + e~!, ceea ce este imposibil.

Deci, (x,,), fiind crescitor i nemdrginit va avea limita oo , tar sirul definit
1

de y, = €*™ este gi el crescator la co. Observam ¢ yp11 = €+t =y, - evn
1

de unde rezulta ca lim =0 = lim e =1 — 1. Potrivit lemei Stolz-Cesaro
n— 00 n—oo  yn
i cd lim 4> =1.
rezultd ca Jim 53

Exemplu 26 Se considera sirul (x,,),, definit prin relatia x,+1 = H_IT":C%, x>
0. Sa se arate ca dacd lim nx, =1 exista si este diferita de zero, atunci in mod

n—oo

necesar va fi egald cu unu.

1 1
_ 1 . _ ZTptl  Tn .
= .- tna,, deci nx,, = . Dect,

1

Tn41

Demonstratie 23 Observam ci
1 1

Tntl Tn

n+l—n

existd lim

n—oo

=1 # 0. In concluzie, sunt indeplinite conditiile lemei

1
Stolz-Cesaro, de unde rezultd cd lim 2= = [, adicd lim —— = 1. Deci | = %,
n—oo ™ n—s oo "¥n l

tar sirul fiind de termeni pozitivi rezultda ca l = 1.

2.1.3 Siruri definite recurent

Sunt sirurile definite printr-o relatie intre doi, trei sau mai multi termeni ai
sirului.

Recurente omogene

Ne vom ocupa in special de o relatie de recurentd de forma a,+1 = f(an),
unde functia f este reala, de variabild reald. Desi pare cazul cel mai simplu de
recurentd, ea poate genera uneori comportamente complexe.

O prim& metodd de rezolvare a unei astfel de recurente constd in deter-
minarea termenului general al sirului:
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Exemplu 27 Fie (x,), un sir definit de relatia de recurentd 4x,41 = 5xy, +
3\/.%% — 4, T = g

a) Determinati termenul general al girului gi calculati limita sa;

b) Calculati nle ("”)I .

n
o0 2

Demonstratie 24 a) Se demonstreaza prin inductie ca x, = 2™ + 2%, de unde
rezulta ca lim x,, = oo.
n—oo
Tot de aici rezulta ca lim 52 = 1, deci la punctul b) avem nedeterminare

[1>]
2n

x 2" 41 2n
lim (:Jcn) " — lim (1+%) 27T zexp(hm 2°"+1 1 >:1

00 n 00 60 on 22n
O altd metoda de rezolvare a unei astfel de recurente poate fi teorema lui
Weierstrass: Orice gir monoton i marginit este convergent.

Este posibild aplicarea acestui criteriu daca functia f este crescatoare.

Propozitie 2 Fie (a,),, un sir definit de relatia a,1 = f(a,) pentru orice n
numdar natural. Daca functia f este crescatoare atunci (ay), este monoton.

Demonstratie 25 Dacidag < aq, atunci f(ag) < f(a1), adicd a1 < ag, §.a.m.d.,
deci girul este crescator. Dacd ag > aq, girul va fi descrescator.

Intr-un astfel de caz raméane de demonstrat doar mérginirea.

Exemplu 28 Fie girul definit de relatia xp,41 = axp, + b, ©g = p (recurentd
liniara).

Demonstratie 26 Pentru acest tip de recurenta se poate determina termenul
general al sirului. Intr-adevar,
Tpi1 = aTp+b=alax,_1+b)+b=a’r, 1+ab+b= a’x, o+a?b+ab+b=
=a"Ttzg +b(a™ +a" "t + ...+ a+1), de unde rezultd ci
Ty = ap + baa”:ll
Acum se poate studia convergenta sirului dupa cum a este subunitar sau nu.

Exemplu 29 Studiati convergenta sirului definit de relatia a,+1 = sina,, dacd
ag € [0, g]

Demonstratie 27 Se arata prin inductia ca a, € [0,5]. Deoarece pe acest
interval functia sin este crescatoare, rezultd ca girul mostru este i monoton
(deoarece sinx < x daca x > 0, rezultd cd a1 < ag, deci girul va fi descrescitor).

Dacd ag € [—%,0] sirul isi va schimba monotonia, deoarece sinz > 2 daca
xz <0.

Exemplu 30 Studiati convergenta sirului an+1 = /an(an+2), ag fiind pozitiv.

Demonstratie 28 Observam ca f(z) = /z(x + 1) este crescitoare, deci sirul
este monoton. Un calcul elementar aratd cd ag < aq, prin urmare sirul va
fi crescator. Presupundnd prin absurd cd este si marginit ar rezulta cd este
convergent, iar prin trecere la limita in relatia de recurenta, ar rezulta ca f are
puncte fize, ceea ce este fals. Deci, girul este crescator si nemarginit,adica are
limita oo.
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Exemplu 31 Studiati convergenta sirului (ay),, definit de relatia a,+1 = a? —
3a, + 4.

Demonstratie 29 In acest caz functia este crescitoare pe intervalul (%, oo)
Observam insd cd x* —3x+4 > % pentru orice x real. Deci, eventual cu exceptia
lui zq, termenii girului se afla in intervalul (%, oo) , de unde rezultd monotonia
sirului (z,,),, . Se observa usor ca f(x) > x, deci x1 > xo, adica sirul este
crescator.

Pentru a rezolva marginirea se demonstreaza prin inductie cd dacd x1 < 2
atunci x, < 2, deci in acest caz sirul este monoton i marginit, iar limita este
punctul fiz ol functiei, adicd 2; iar dacd x1 > 2, atunci x,, > 2, iar girul este
nemdarginit (in caz contrar girul ar fi crescator la 2). Deci, dacd z; > 2, atunci
lim z,, = oco.

n—oo

Urmatoarea intrebare este cum se schimba monotonia sirului dacd functia
f devine descresciatoare .Intr-un astfel de caz girul nu va mai fi monoton, ci
vom intalni aga numita bimonotonie: subgirul termenilor de rang par va avea
o monotonie, cel al termenilor de rang impar altd monotonie. Sirul poate fi
convergent daca cele doud subgiruri ”se adunad” spre acelasi punct.

Exemplu 32 Fie sirul (z,), definit de relatia n,41 =
ca girul nu este monoton, dar este convergent.

ﬁ, xg > 0. Aratati

Demonstratie 30 Si aceasti recurenta este de tipul x,,11 = f(xy,), unde f(z) =
H%' De aceasta data insa functia [ este descrescatoare §i aceasta va atrage fap-
tul ca girul nu este monoton. Se poate demonstra totusi cd subsirurile de rang

par, respectiv impar sunt monotone. Pentru aceasta comparam xg cu xo. Pre-
supunem ci xo < T2, rezultd ci x3 + o — 1 <0, adicd xg € (%‘/5, %\/g) .

Deci, daci zg € (0, _1"5‘/5) , atunci xg < Tz, de unde f(xo) > f(x2), adica
x1 > x3. Continudnd acest procedeu rezulta ca xo < T4 §i x3 > x5, deci vom
obtine ca subsirul (zay),, este crescdtor, iar subgirul (x2n+1)n este descrescator.
Cele doua subsiruri sunt gi marginite fiind cuprinse intre xg §i x1, deci sunt

convergente. Fie ly = lim x9, g1 lo = lim xopny1. Trecdind la limita in relatia
n—oo n—oo
de recurenta, obtinem l; = ﬁ st ly = de unde rezulta ca l; = lo, deci

sirul nostru este convergent.

_1
1+11°

Exemplu 33 Studiati convergenta sirului definit prin an11 = \/an +4 — 4\/an+
ap +9—64/a,.

Demonstratie 31 Consideram functia f(z) = |\/x — 2|+|v/x — 3|. Se observa
¢t girul din ipotezd verifica relatia de recurentd an+1 = f (an) .

Aratam, mai intdi ca pentru orice ay existd ng astfel incat f0(ay) <4:

Daca ay € ]0,4] atunci putem alege chiar ng = 0.

Daca a1 € (4,9], atunci f(a1) =1 < 4.

Daca a1 € (9,00) demonstram prin reducere la absurd. Presupunem ca
pentru orice n € N f"(ay) > 9, deci a, > 9, pentru orice n € N. Deoarece
f(z) < x pentru orice x € (9,00), rezultd ca f(an) < an, pentru orice n € N,
deci sirul este descrescator. Fiind si marginit inferior rezultd ca este convergent
. Trecand la limita in relatia de recurentd, limita sa l verifica ecuatia f(x) = x,
ceea ce este absurd, deoarece aceastd ecuatie nu are radacini in intervalul [9, 00).



16 CAPITOLUL 2 SIRURI DE NUMERE REALE

Neglijand eventual primii ng termeni, putem presupune ci a; € [0,4]. Pe
acest interval functia f este descrescatoare. Punctul fix al aplicatiei este o =
7— 21/6.

Dacd a1 < 7 — 2v6, un calcul simplu arati ci a1 < az <= 8y/a1 > —a? +
10a; — 5, ceea ce este adevirat deoarece a; € (0,7 —2v/6) C (0,5 —+/20), iar pe
acest ultim interval membrul stdng este negativ, deci este mai mic decdt 8/a.
In concluzie a1 < as, tar functia [ este descrescatoare, deci subsgirul termenilor
de rang par este descrescator, iar cel al termenilor de rang impar este crescator.
Analog cu exemplul precedent rezulta ca cele doua subgiruri au aceeasi limita,
deci girul este convergent la punctul fir , anume 7 — 2v/6.

Exemplu 34 Studiati comvergenta sirului (ay), definit prin relatia ani1 =

a*2“+ pentru A € [1,4].

Demonstratie 32 Consieram mai intdi cazul ay > 0 gi X € [1,2].

In acest caz functia care genereazd sirul este fx(x) = -2, Aceasta are trei

241"
puncte fite: xg =0, x1 = VA —1, 20 = =/ A — 1.

Daca a1 € (0,v/X—1) se demonstreazi prin inductie ci f(a1) > a1, deci
a1 < az. Cum pe acest interval fx este crescatoare, rezultd ca girul (ay),, este
crescator. Tot prin inductie se aratd cd a, € (0,v/A — 1]. In concluzie girul este
convergent, iar prin trecere la limita obtinem limita sa, VA — 1.

Daca a; € [\/%,oo), atunci f(a1) € (0,vV/A — 1], tar de aici discutia merge
ca gt in cazul precedent.

Dacid a1 € (VA -1, \/%), atunci f(a1) € (VA —1,1) (am {inut cont aici
gt de faptul ca X € [1,2]).Pe intervalul (v/A — 1,1) functia fx este crescatoare i
flar) < a1, deci sirul va fi descrescitor si marginit. Limita sa va fi tot VA — 1.

Daca A € [2,4], consideram mai intdi ci a1 € (VA —1,00). In acest caz se
poate demonstra ci a, > 1 pentru orice n > 3. Pe intervalul (1,00) functia
fx este descrescatoare , iar as < ai( aceasti inegalitate este echivalentd cu
af +2a3 +1 - X > 0, adici a? > X\ — 1, ceea ce este adevirat). Deci sirul va
avea doud subsiruri convergente la aceeagi limitd, VA — 1. m

O altd modalitate de abordare a unei recurente se bazeazd pe teorema lui
Banach de punct fix.

Teorema 1 Fie f : R — R o contractie (existd o constantda ¢ € [0,1) astfel ca
If(z) = f(y)] < clx —y| pentru orice z,y € R). Atunci f are un punct fix unic,
care se determind prin metoda aproximatitlor succesive.

Vom schita in continuare aceasta metoda a aproximatiilor succesive:

Pentru zo arbitrar ales construim sirul (z,),, definit de relatia de recurenta
Znt+1 = f(zn). In ipoteza c& f este contractie se demonstreaza cd acesta este un
sir Cauchy de numere reale, deci este convergent. Trecand la limita in relatia de
recurentd, obtinem ca limita acestui sir este punct fix al aplicatiei. Unicitatea
acestui punct se bazeaza pe proprietatea de contractie a functiei.

In concluzie, orice gir definit printr-o relatie de forma x,, 1 = f(x,) unde f
este o contractie, este convergent.

O clasd de contractii este familia functiilor f :R — R derivabile cu |f’(z)| <
1, pentru orice z € R.
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Observatie 3 Multimea numerelor reale se poate inlocui cu un interval inchis
§t marginit.

Exemplu 35 Si se arate ca sirul (xy,), definit prin x,41 = n>0,x €

1
4+l‘% ’
R este convergent..

Demonstratie 33 Aceasta este o recuretd de tipul x, 11 = f(x,) unde f R — R

, flz) = ﬁ. Un calcul elementar arata ca f'(x) = ﬁ, iar f"(x) =
62”8
o)

Un studiu al semnului derivatei a doua aratd cd f/(z) € [0, 6—\/3], deci derivata

este subunitara. Prin urmare functia este o contractie, deci sirul este convergent
la punctul fix al functiei.

Exemplu 36 Si se arate ca sirul (x,,),, definit prin x, 1 = % (zn + x%) ,n >

0,20 > 0,a € (0,00), este convergent gi sa se afle limita sa.

Demonstratie 34 Se demonstreazi prin inductie cd x, > \/a,¥Yn > 1
2

Fie [ :[\a,00) = R, f(z) =3 (z+ %), f'(2) = 3 - =5*.
Se observa ci | f'(x)] < %, deci girul este convergent la solutia ecuatiei f(z) =
x, care este \/a.

Observatie 4 Acest exercitiu constituie o metoda de aproximare pentru +/a,
. o L o . 1
iar urmatorul exemplu constituie o metodd de calcul computerizat pentru ar .

Exemplu 37 Si se arate cd sirul (z,,),, definit prin 1 = 2 ((p— Dzn +a- (x,)'7P) ,Vn >

P
0,29 > 0,a>0,p €N, p> 2, este convergent si limita sa av.

Toate exemplele anterioare se incadreaza in acelagi tip de recurenta: un ter-
men al girului este functie numai de termenul sdu anterior, a,+1 = f(a,). Vom
analiza acum situatia in care un termen este functie de doi termeni anteriori,
Zpt1 = 9(Tn, Zn—1). Cea mai simpl4 situatie de acest fel este aceea a unei functii
g liniare. Sa vedem ce se intdmpla in acest caz:

Fie sirul (z,,),, definit de relatia de recurentd x,41 = ax, + bxp_1, To si 1
fiind date. Acestei relatii de recurentd i se asociazi ecuatia x? = ax + b, care se
numeste ecuatia caracteristica a relatiei.

Teorema 2 Dacd ecuatia caracteristica are doud radacini reale o gi 3, dis-
tincte, atunci termenul general al recurentei este T, = cia™ + 8", unde c; i
co se afla din conditiile initiale.

Exemplu 38 (Lucas) Sa se determine girul (Ly,),, definit prin : Lyi1 = Ly, +
Ln—la ar L0=27L1 =1.

Demonstratie 35 Ecuatia caracteristict a sirului este ©2 = x + 1, care are
radacinile z, = 1=/ 1445

Deci termenul genaral al sirului este L, = ¢ (1_7\6) + ¢ <1+\/5) . In-

§1 T2 =

2

n n
locuind Lg gi L1 obtinem ¢ = co = 1, deci L, = (#) + (1+2\/5) .
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Teorema 3 Dacd ecuatia caracteristicd are o radacing dubld o, atunci ter-
menul general al recurentei este x, = c1a™ +n-cy-a”.

Exemplu 39 Si se determine sirul (x,,),, , astfel incdt x4 = 4y, — 4,_1.
Demonstratie 36 Ecuatia caracteristici a sirului > = 4z — 4 are rddicina
dubla o = 2, deci x,, = ¢12™ + ¢co - n - 2", iar din conditiile initiale rezultd ca
c1 =1, iar cog = 0, deci z,, = 2™.

Teorema 4 Daca ecuatia caracteristica are discriminantul negativ i are radacinile
x1 = R(cost+isint) gi zo = R(cost—isint) atunci sirul va avea termenul gen-
eral de forma x, = R™(c1 cosnt + co sinnt).

Exemplu 40 Pentru o recurentd de forma x,41 = 2x, — 4,1, 29 =21 = 1

se aplica teorema anterioara si se obtine x, = 2" cos %

4
x
a:Sn 7$0:1a ZII1:2.
n—1

Exemplu 41 Fie (xy,), un sir definit de relatia ©,41 =

Sa se calculeze limita sa.

Demonstratie 37 Aceasta nu este o recurentd liniara, dar se poate determina
termenul general al sirului.

3 an
o ¢ Tp4l Ty _ _ [z __ o3" ; _ 93", _
Observam ca o= (7%_1) =..= (zo) =2°, deci Tpy1 =2° -xy, =
n n—1 n n—1 0 gntl_;
23" .93 g, = =23 Ay = T — 00.

Un alt tip de recurenta este acela in care in relatia respectiva apare un alt
termen dependent de n, deci girul este de forma x,,+1 = ax,, + f(n).

Solutia generald a acestei ecuatii este suma dintre solutia generald a relatiei
omogene Yn+1 = ayy si o solutie particulard a relatiei neomogene, adicd un sir
(2n),, €U Zpy1 = azp + f(n).

Un alt tip de recurente apare atunci cind termenii girului verificd anumite
inegalitati:

Exemplu 42 Fie (z,,), un sir de termeni pozitivi care verifica relatia 422 | <
2z, — 1. Aratati ca sirul este convergent gi calculati limita sa.

Demonstratie 38 Observim ci 2z, — 1 < 22, de unde rezultd 422 | < 2?2

n?
2
deci (T"—“) <1 adicq Zntr < 1
Tn Tn 2

VRl
. o +1 v
Obtinem astfel ca % st L < (%)n , de unde rezulta ca 0 <
n n—1 xo
Tpt1 < (%)n - xg, deci, folosind criteriul clestelui rezulta ca lim x, = 0.

n—oo

Sisteme de recurente

In cele ce urmeazi vom studia sirurile definite printr-un sistem de relatii:

Tpt1 = ATy + byn

Yn+1 = CTyp + dyn, unde a, b, ¢, d, xg $i yo sunt numere reale date.

Pentru a determina forma generald a sirurilor inmultim a doua relatie cu «
si le adunam:

Tnt1 + QWnt1 = (@ + ac)z, + (b+ ad)y,, n > 0.
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Determindm « astfel incat a + ac = a(b + ad) si astfel relatia precedentd
devine:

Tl + OYns1 = (a+ ac)(xn + ayn).

In aceasta relatie notand cu z, = x, + ay,, se obtine:

Znt1 = (@ + ac)z,, iar zp = xo + ayo,

ceea ce definegte o progresie geometrici.Din ea se obtine z, = (a + ac)"zp.

Din cele anterioare « trebuie s verifice ecuatia b+ ad = a(a+ ac), care este
o ecuatie de gradul doi, a?c+a(a—d) —b = 0. Daci ¢ # 0 atunci discriminantul
A = (a—d)? +4bc = (a+ d)? — 4(ad — be).

Dacd A > 0, atunci ecuatia are doud rad&cini, o si s , deci se poate aplica
aceastd metoda pentru determinea celor doud siruri.

Daca A < 0 aceastd metoda nu functioneaza, insd se poate aplica metoda
matriceald: se scrie sistemul sub forma echivalents

Tpt1 ab Ty
Yn+1 cd Yn
Tn To a b
de undare = A" , A=
Yn Yo c d

Acum problema se reduce la determinarea puterilor unei matrici.
Vom da insa un exemplu de sistem de recurente neliniar:

Exemplu 43 Fie a sib doua numere strict pozitive si (ay),, i (by),, doud siruri
definite de relatiile:

An+1 = % (an + bin)

bpt1 = % (bn + ﬁ) ,tar ag = a §i by = b. Aratati ca cele doud siruri sunt

convergente §i calculati limitele lor.

Demonstratie 39 Un calcul simplu aratd ca ‘Z"E =n = = ‘Z—g, deci a, =

1 1
7 b, de unde a,q = 5 - (an—k%- )

An

n

2
a—b-ay

Se observa ca ani1 — an = 5 §i se demonstreaza prin induclie ca a, <
n

\/%. In acest fel obtinem atdt momnotonia, cdt i marginirea sirurilor. Prin
trecere la limita in relatia de recurentd se obtine ca ambele siruri au aceeasi

limiti \/%.
2.1.4 Siruri clasice

1) Aritati ci lim nw = 1.

n—oo
Notdm z, = n# — 1, rezultd c& (z, + 1)" =n, decin =1+ CL -z, + C2 -
xi +...> C’ﬁ ~x2 adic 0 < m% < % Deoarece x,, este pozitiv obtinem ca

no

0<a, < %, de unde rezultd ci x, — 0, folosind criteriul clegtelui.

2) Aritati ca sirurile ©, = (14 2)" gi y, = (1+ 1)"™ sunt monotone si
marginite.

Monotonia acestor siruri se demonstreaza folosind Inegalitatea lui Bernoulli:
(14 2)™ > 1+ nx, pentru orice n € N, si pentru orice x > —1, care se poate
demonstra imediat prin inductie matematica.
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n+1 ntl_n n+1
X Tntl 1 . 1 _ (n+2) n" | n(n+2) .
Intr—adevalm . (1 + 7n+1> (1_,'_%)" = T(nt1)2Fr T [(n+1)2
n+1l __
n 1
n+l | 1— 1 s >n+1' 1— n+1 _n+l  _n =1
n (n+1)2 = n (n+1)2 ) — -

Deci, sirul (z,,),, este crescitor.

n+1
e _ ()™ iy 2],
Ynt+1 (1+ni1)n+2 - nt1l.(n42)n+2 - | n(n+2) nt+l

n 1 n+2 n 1
Rezultd astfel ci (y,), este descrescitor.
S& observam céd dacd n < m, atunci x,, < x,, = (1 + %)m < (1 + %)mﬂ =
y’ﬂl;

iar dacd n > m, atunci x, = (1—|— %)n < (l—l— - = Yn < Ym. Deci,
pentru orice numere naturale n, m avem x,, < y,,. De aici, folosind si monotonia,
obtinem c4i girurile noastre sunt marginite inferior de z( si superior de yg. Cele
doua siruri indeplinesc conditiile Teoremei Weierstrass, deci sunt convergente.
Deoarece nh—>ngo (1+ %)R—H = T}LII;O (1+ %)" (14 1), rezultd ci ele au aceeasi

limitd. Limita lor comuna se noteazi cu e si verifica inegalitatile :

1 n 1 n+1
(2) 2o (1)
n n

Intr-adevir, logaritmand inegalititile precedente obtinem:
3)Pornind de la aceste inegalititi vom demonstra cd girul:

l)n+1

R .
Cn = s tgtto nn

este monoton gi marginit, deci este convergent.
Intr-adevar, logaritmand inegalitatile precedente obtinem:

1 1
<1<(m+1)-m2F

n-ln

adica, n%_l <In(n+1)—Inn <1

Folosind prima inegalitate obtinem c& ¢, 1 —c, = ﬁ —In(n+1)+Ilnn <0,
adica girul (c,), este descrescitor.Pentru mérginire sumam inegalititile prece-

dente si obtinem ca
n n n 1
Ek:lm < Xioi(n(k+1) —Ink) < Ek:1g
Deci: %+%+...+n%_1 <hn(n+1) <143+ 35 +...+ 21, adicd
¢n > In(n+1) —Inn > 0, deci sirul este marginit inferior.
Avem un sir descrescator si marginit inferior, deci si convergent. Limita
aceatui gir se numegte constanta lui Fuler si se noteaza, de obicei, cu c.
Urmatoarele doud exercitii sunt aplicatii pentru aceasta problema:

Exercitiu 12 Studiati convergenta sirurilor x,, = %H + n%ﬂ +...+ % $4 Y =
1-i4+1 -+ (-1nd

n

Se observa cd x, = cap — ¢ + 102 = y,,, de unde rezultd ci cele doud siruri
sunt convergente gi au aceeagi limita, In 2.
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2.1.5 Limite extreme

Definitie 9 Fie (ay,),, un sir de numere reale.
Se numeste limita superioard a sirului (a,), si se noteazd lim a, sau
n—oo
lim supa,, cantitatea inf (supay).
n—oo nZlg>n

Se numeste limita inferioarda o sirului (a,), §i se noteaza lim a, sau
n—oo

liminfa, cantitatea sup(infay).
n— oo n>1k>n

Limitele superioard gi inferioard se mai numesc i limite extreme.
Legatura cu notiunea de limita este data in urmatoarea teorema:

Teorema 5 Un sir (ay),, este convergent la a dacd si numat dacd
lim supa, = liminfa, =a.

n— o0 n—00

Daca (ay),, tinde la co, atunci limsupa, = oo, tar dacd (a,),, tinde la —oo,
n—oo
atuncs lim infa,, = —oo.
n—oo

Exemplu 44 Pentru sirul a, = (—1)" ,
lim supa,, :ir;f (sup(—1)*) = infl(l) = 1, iar liminfa, = sup(inf(—1)*) =

sup(—1) = —1.
n>1
. . _ (=1)"n+42
Exemplu 45 Fie sirul a,, = “—5,——
. . (=1)*E42
lim supay, —mfl(supT).
n— o0 nz k>n
Se observa ca sirul y, = 2’:1:2 este descrescator la % Deci, daca n este par
. 1) k42 . < . . —1) k42
atunci sup()TJr =y, = ”;;2, iar dacd n este impar, atunci sup()T+ =
k>n k>n
n+3

Yn+1 = 25132-

Deci, réméane de gasit inf{ys, Yo, Y4, Y, ...} = inf (2212

_ 1 d .
= =, deoarece girul
o3 ) =13 §

este descrescitor la 3.

Definitie 10 Un punct a este punct limita al unui sir (ay,), daca existda un
subgir (ax, ), care tinde la a.

Lema 2 Limita superioarda si limita inferioard sunt puncte limita ale sirulus.

Demonstratie 40 Fie a = limsupa,. Presupunem ca a este real, cazul lim-
n—oo
itelor infinite fiind asemdandator. Pentru orice p numar natural exista n, € N

astfel ca

a< supak<a+l,
p
k>ny,

de unde, folosind definitia supremului , rezultd ca existd k, astfel ca a <
ar. < a+ L. Prin trecere la limitd rezultd ci (ag este un subsir care tinde la
» p »/p
a.



22 CAPITOLUL 2 SIRURI DE NUMERE REALE

Observatie 5 Se poate demonstra ca sirul y,, = supay, este descrescator , iar
) )
k>n
sirul z, = ’znf ay este crescator , deci putem spune cd
>n

lim supa,, = lim (supag), tar liminfa, = lim (inf ag).
n—oo n—=00 k>p n— oo n—oo k>n

Vom nota cu L (a,) multimea punctelor limitd ale sirului (ay,),, -

Observatie 6 Se observa imediat ca dacd m = iI;flan7 iar M = supa,,, atunci
n7

L(zy) C [m, M] -

Observatie 7 Se poate intdmpla ca liminfa, > m, cum este exemplul sirului

n—oo

n—

a, =1— L, pentru care liminfa, =1, dar inf a,, = 0.
n S n>1

Observatie 8 Se poate demonstra ca
lim supa,, = sup L(ay,), tar liminfa,, = inf L(a,).

n—o00 n— o0

2.1.6 Comportarea limitelor extreme la operatii cu siruri

1) Dacd a > 0, atunci
liminf(aa,) = aliminfa,, si lim supaa, = alimsupa,;
n—o00 n—oo n— oo n— oo

Daca o < 0, atunci
lim inf aa,, = alim supa,,, iar lim supaa,, = aliminfa,,.

n—00 n—oo n—oo n—oo
2)lim sup(a+a,) = a + lim supa,,, pentru orice a numéar real.
n—oo n—o0
3) limsup(ay, + by,) # limsup(a,) + limsup(by,) si
n—oo n—oo n—oo
liminf(a, + b,) # liminf(a,) + lim inf(b,,)
n—0oo n—oo n—0oo

Exemplu 46 Fiea, = (—1)"+1, iar b, = (—1)""1. Se observi ci a, +b, = 1,

dect
lim sup(a,, + b,) = liminf(a, + b,) = 1,
dar lim sup(ay,) + limsup(b,) =3, iar
lim inf(a,, ) + liminf(b,) = —1.

Se poate , insd demonstra ca
lim sup(a,, + b,,) < limsup(a,) + limsup(b,), folosindu-se c& sup(A + B) <

n—0o0 n—oo n—oo
sup A + sup B;
De asemenea, liminf(a, + b,) > liminf( a,) + liminf(b,,)
4) lim sup(a,, - bnl) # lim sup(ay,) - limsup(b,) si liminf(a,, -b,) # liminf(a,,)-
lim inf(b,,)

Exemplu 47 Fie a,, = (=1)" + 1, dar b, = (=1)""1; observam ci a,, - b, =
(—=1)"=t — 1, deci limsup(a,, - b,) = 0, iar liminf(a, - b,) = —2.
Pe de altd parte, limsup(a,) = 2,iar limsup(b,) = 1, deci,

n—oo n— oo
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limsup(a,,) - limsup(b,,) = 2.
Analog, liminf(a,) = 0, iar liminf(b,) = —1, deci liminf(a,) - liminf(b,)

n— 00 n—oo n—oo n—oo

Daca ambele giruri au termenii pozitivi, atunci se poate demonstra ca
lim Sup(an : bn) <lim Sup(an) -lim sup(bn),

n—oo n—oo n—oo
iar in conditiile in care unul dintre siruri are limita strict pozitiva, aceasta

devine egalitate.

2.1.7 Probleme rezolvate pentru limite extreme
Calculati limitele extreme, infimum si supremum pentru urmétoarele giruri:

nm

Exercitiu 13 Fie a, = sin 5

Demonstratie 41 In excercitiile practice se foloseste foarte des faptul ci
lim supa,, = sup L(a,,), iar liminfa,, = inf L(a,).
n— o0

n—oo
In acest caz G4n = Q2n, = 0,04p41 = 1, tar agny3 = —1, deci
L(a,) ={-1,0,1}, de unde rezulta ci limsupa,, = sup L(a,) = 1,
n—oo
iar liminfa,, = inf L(a,) = —1.
n—oo

Exercitiu 14 Aratati ca daca limsupa, < [ atunci a, < | cu exceptia unwi
numdar finit de termeni.

Demonstratie 42 Folosind definitia limitei superioare avem inf (supay) < l.
n>1ps,
Infimum unei multimi fiind mai mic decdt | , rezulta ca macar un element
al acelei multimi este mai mic decdt | . Deci, exista N numdr natural astfel
ca supag < l. Dacd supremul unei multimi este mai mic decdt | atunci toate
k>N
elemente acelei multimi au aceastd proprietate. Deci, ay, < I pentru orice k > N.
An41

un gir de termeni pozitivi astfel incdt lim sup =

Qn

Exercitiu 15 Fie (z,),,
I < 1. Aratati ca sirul (an), tinde la zero.

Demonstratie 43 Fie ¢ > 0 astfel ca |l + ¢ < 1. Folosind exercitiul precedent

Gn

obtinem ca exista un rang N astfel ca === <1+ ¢ pentru orice n. > N.
Deci:
INHL ]t ¢

anN

N2 ] 4 e

aAN+1

AN+4p+1
anre < l+¢

Inmultind aceste relatii rezultd ci (“V;i;’“ < (l+¢)P, deci

0<anipr1 < CLN(Z + e)P.

Deoarece | +¢ < 1 avem cd lim an(l + ¢)? = 0, deci, folosind criteriul
p—0Q0

clestelui rezultd ca lim anyp41 = 0.
p—o00



24 CAPITOLUL 2 SIRURI DE NUMERE REALE

Exercitiu 16 Fie (a,),

lim 32492 =1,
n—oo 9n

Aratati ca (ay),, este convergent la zero.

. un gir marginit de numere reale astfel ca

Demonstratie 44 Fie | = liminfa,. Deoarece girul este marginit rezulta ca l

n—oo
este un numar real. 1 fiind un punct limita al sirului rezula ca existd un subgir

(ax, ), care tinde la l. Presupundnd ci l # 0 avem ci lim Totkn — sinl pe de
won n—oo %kn l

o S o q- sin ay . .. L o .
alta parte, din ipoteza lim ——*= = 1. Din unicitatea limitei rezulta ca sinl = [,
n—oo n

ceea ce ar implica | = 0. In concluzie, liminfa, = 0. Analog se demonstreaza ca

n—o0

lim supa,, = 0, deci sirul este convergent la zero.

n—oo

Exercitiu 17 Fie (ay), un sir de numere reale astfel ca
lim sup(a,, + b,) = limsupa,,+ lim supb,, sau
n— oo n— oo n—oo
lim sup(an,by,) = limsupa,,- limsupb,, pentru orice sir (b,),, de numere reale.
n—oo n—oo n—oo

Aratati ca (ar),, este convergent.

Demonstratie 45 Daca b, = —a,, relatia din enunt devine:
lim sup(a,, + b,) = limsup0 =0 =
n—oo n—oo
= lim supa,,+ limsup(—a,,) = limsupa,, — liminfa,,
n—oo n—oo n— o0 n—oo
Concluzia este ca limsupa,, = liminfa,,
n—oo n—oo

ceea ce atrage convergenta sirului (ay),, .

Exercitiu 18 Fie (ay), un sir marginit de numere poztive.
Atunci lim supn (Hsi"*l — 1) > 1.

n—oo

Demonstratie 46 Presupunem cad lim supn (1‘*‘;17%1 - 1) < 1. Potrivit unusi

n—oo
s V. 14a, .
ezercitiu precedent rezultda ca n (% - 1) < 1 pentru orice n > N. Aceasta

este echivalentd cu m < (n + 1)a, — nany1, far prin impartire cu n(n + 1)
obtinem ca n-ls-l < fm— aﬂ"ﬁ Insumand aceastd relatie de la N la N + p rezulta

e 1 1 1 aN _ AN4p+1 o - . . -
CAxygtype T TN <N~ Nipit- Aceasta inegalitate este imposibild

deoarece cand p — oo girul din membrul stang tinde la oo (vezi exemplul 13,
Capitolul 2), iar cel din membrul drept este marginit.

Exercitiu 19 Aratati ca
liminfa, < liminf%

ai+...4an
n—oo n—oo n

< limsup < lim supa,,.
n—oo n—oo

Demonstratie 47 Fie b, = w, lim supa,, = a,limsupb,, = b.
n—oo n—oo

Presupunem ca a < oco. Din definitia limitei unui gir rezultd ca pentru orice
e > 0 exista N € N astfel ca a, < a+¢ pentru orice n > N. Deci, an +an41 +
o tangp < (p+1)(a+e).

[ — a1taz+t..+anip _ artazt..tan—1 + aN+taN41+...+aN4p <

n— +p N+p N+p -

a1+a2+;+aN_1 + a1+a2:;1+w‘1 < a1+a2+;+aN‘1 +a+ ¢, de unde rezultd

v

cd
limsupb, < a +e¢.

n— oo
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Observatie 9 Daca sirul (a,,), este convergent atunci (by,)

limitele sunt egale.

este convergent §i

n n

2.2 Exemple si contraexemple

Aceasta sectiune constituie o incercare de aprofundare a notiunilor anterioare,
prin intermediul unor exemple concrete.

Exercitiu 20 Daca sirul (z,,),, este nemarginit , atunci (%) este marginit?
"/ n

n, daca n este par

Demonstratie 48 Raspunsul este "Nu” dupd cum o arata girul z,, = { .

=, daca n este impar
Exercitiu 21 Daca (), este convergent, iar (yy,), este divergent ce se poate
spune despre produsul lor?

Demonstratie 49 In general, produsul unor astfel de siruri nu este un gir

convergent. Exemplu:

Ty = %, iar y, = (—1)"n>.

Exercitiu 22 Fie (zp)n §i (Yn)n doud giruri de numere reale.
a) Daca lim x, =0, rezulta ca lim z, -y, = 07

n—oo n—oo
b) Daca lim z, -y, = 0, rezultd cd lim z, =0 sau lim y, = 07
n—oo n—oo n—oo

2

Demonstratie 50 a) Raspunsul este negativ: x, = %, ar Yy, = n-.

. . 1 . 1
b) Sirurile zg,, = 2n, To,11 = @2 18T Yon = 353, Yangl = 2n + 1.

2.3 Probleme propuse

Exercitiu 23 Calculati urmatoarele limite :
lim [J —n((n+1)% — n%)}

lim (cos® £ + ksin® )"
n—oo

1
lim [(1 +n*)e — n]

ops . 2 .
Exercitiu 24 Fie (a,),, an = (’;jf;jnl, pentru orice n > 1.
a) Aratati ca (ay), este monoton si marginit si calculati iI;flan §1 SuUpay,.
nZz n>1

b) Calculati lim (n!an)%n;

¢) Studiati convergenta girului b, = y1ya2...Yn, Yn = a®".

k
k(=1)"++v/n24+n+1cosd nw

Exercitiu 25 Studiali convergenta sirului a,, =
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Exercitiu 26 Fie (x,,), un sir cu xg =0, z, =n(r,—1 + (n —1)!)
a) Aratati cd (xr,),, § ((axn)%) sunt diveregnte;
n
b) Aratati ca x, = n - nl;
¢) Aratati cd girurile
Sp =21 +x2+ ... +Ty SLY, = ﬁ—i— 1-552 +...+ﬁ
sunt convergente si calculati limita lor.

Exercitiu 27 Fie (x,), definit de relatia x,, 41 = arctana,.
Calculati lim na?

n.
n—oo

Exercitiu 28 Calculati ), sin” 7.

Exercitiu 29 Calculati lim

n—oo

114924 4n”
(n!)? ’

Exercitiu 30 Fie (x,,),,,(Yn), §i (2n), trei siruri de termeni pozitivi astfel ca

3xn+1 S Yn + 2n
3Ynt1 < Tp + 2p
3Zn+1 S Tn + Yn
Aratati cd cele trei siruri sunt convergente si aflati limitele lor.

Exercitiu 31 Daca termenii sirului (z,,),, se afla in intervalul (0,1) si verifica

a
inegalitatea 4x,1+1(1 — xp,) > 1, atunci lim x, = %
n—oo

Exercitiu 32 Ardtati ca dacd lim n(z,+1 — x,) = 1, atunci lim z,, = oo.
n—oo

n—oo

Exercitiu 33 Aratati cd dacd lim (2,11 — 2, — 22) =0,
n—oo

atunct lim xz, =0 sau lim z,, = oco.
n—oo n—oo

Exercitiu 34 Studiali convergenta sirurilor definite de relatiile: xp41 = /4@, — 2
80 Yn = (0.4)" cos .

o S iy Ltete’t. e’
Exercitiu 35 Calculati nlgrolo s

oL . . . . _ Ba,+3 o
Exercitiu 36 Fie (ay), un sir definit de relatia ani11 = s, a1 > 0. Sa se
o . an—3 . .o .o .
arate cd girul b, = P este o progresie geometrica §i sa se studieze convergenta

sirurilor (an),, st (bn),, -

n

Exercitiu 37 Fie (ay), st (by,), sirurile de numere naturale determinate prin
descompunerea dupd binomul lui Newton : (2 + \/5)n = a, + b,V/5. Calculati

lim %=,
n—oo ’n

Exercitiu 38 Fie (a,), definit de 5% = 4%-143%~2 q9 =0, a; = 1. Aratati

ca (ay), este convergent si calculati limita sa. Generalizare.

Exercitiu 39 Studiati convergenta sirului (z,,), definit de relatia:
Tn=14+3+E+ 5+ + g
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1+xi71
2%p—1

Exercitiu 40 Fie (x,), un sir definit de relatia x, = , To > 1. Aratati

ca sirul este convergent si calculati limita sa.

2
Exercitiu 41 Fie (xy,), un sir definit de relatia x,41 = z;gjfl", xo € (0,1].

Aratati ca girul este convergent gi calculati limita sa.

Exercitiu 42 Fie (xy,),, un sir definit de relatia <, 41 = xn(1—xy), 1 € (0,1).
Aratati ca girul este convergent, calculati limita sa si aratati ca lim nx, = 1.

n—oo
Exercitiu 43 Fie (a,), st (bn), doud siruri definite prin relatiile ani1 =
Vap by, byy1 = @, cu ag §t by numere pozitive, ag < by. Aratali ca cele
doua siruri sunt convergente si au aceeagi limita.

Exercitiu 44 Fie (z,), un sir de numere pozitive, ai cdrui termeni sunt in
progresie aritmeticd crescatoare. Aratati ci lim TrT3eTenol
nooo T2:T4...T2p

Exercitiu 45 Studiati convergenta sirului z, = ,._, C‘)stk!







Capitolul 3

Numere cardinale

Acest capitol isi propune si exemplifice notiunile de multime finitd, multime
numarabild, multime de puterea continuului.

Definitie 11 O multime A C R este finita daca exista un numar natural n gi
o aplicatie bijectiva f : A — {1,2,..n}.

O multime A C R este numarabila daca existi o aplicatie bijectiva f : A —
N.

O multime A C R este cel mult numarabila daca este finitd sau numara-
bila.

Observatie 10 Elementele unei multimi numarabile pot fi enumerate.

Propozitie 3 1) Orice submullime infinita a unei multimi numdrabile este
numdarabila.

2) Reuniunea unei multimi cel mult numarabile de multimi cel mult numdara-
bile este cel mult numarabila.

Folosind aceasta propozitie se demonstreaza ca multimea numerelor rationale
este numarabila.
S I o0 o0 m
Intr-adevar, Q = Upt__ Ul {™}.
Exercitiu 46 Daca A gi B sunt doud multimi de numere reale cel mult numara-
bile, atunci produsul cartezian A x B este o multime cel mult numarabila.

Demonstratie 51 Elementele multimilor A gi B se pot enumera astfel:

A= {al,ag, vy, } s tar B = {bl, bg, bn, }

Fie

Ch :{(alvbn) / nGN*},

Cy :{(az,bn) / nEN*},...

Cm ={(am,b,) /| mneN*} ...

Observam ci Ax B = U_,C,,, deci este o reuniune numdrabild de multimi
cel mult numarabile. Folosind propozitia precedenta rezulta ci A X B este cel
mult numarabila.

Exercitiu 47 Mult{imea polinoamelor cu coeficienti rationali este numarabila.

29
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Fie M multimea tuturor polinoamelor cu coeficienti rationali. Fie M, =
{PeQ[X] / gradP <n}.
Observam cd M = U2 M,,.

Exercitiu 48 In continuare aratam prin inductie ca M,, sunt multimi numara-
bile.

Demonstratie 52 Pentru n =0, My = Q care este o multime numdarabild.

Presupunem ca M,, este o multime numarabila, sa aratam ca My, este
numarabila.

Un P un polinom din M, 1 se poate scriec P = P' + a, 12", unde P’ €
M,

Deci unui polinom P din M, 1 i se poate asocia perechea (P’ a,y1). Aseasti
asociere este reciproca. In concluzie putem identifica My 11 cu M, x Q, care
este un produs cartezian de multimi numdarabile, deci este numarabila.

Exercitiu 49 Multimea numerelor algebrice este cel mult numarabila.

Demonstratie 53 Un numar a se numeste algebric daca este radacing a unut
polinom cu coeficienti intregi.

Pentru un polinom P € Z[X] , P(X) = a, X" + ... + a1 X + ap definim
lungimea acestui polinom ca fiind suma modulelor coeficientilor:

|P|| = lao| + |a1| + ... + |an] .

Evident existd un numdar finit de polinoame din Z[X] de lungime m, ceea
ce atrage un numar finit de radacini ale acestor polinoame de lungime m. O
reuntune numarabild de mul{imi finite este o multime cel mult numarabild, deci
multimea numerelor algebrice este cel mult numarabila.

Exercitiu 50 Orice multime de intervale reale, disjuncte este cel mult numara-
bila.

Demonstratie 54 Fie (I.),.; o familie de intervale reale, disjuncte. Din
teorema de densitate a lui Q in R rezulta ca existd ro, € I, NQ pentru orice
a € J. Deci, putem defini o aplicatie f : {(Ia),c;} — Q , care asociaza fiecarui
interval I, numarul rational ro. Deoarece intervalele sunt disjuncte rezultd cad
aceastd aplicatie este injectiva. Q fiind numarabila rezulta ca familia {(1a) s}
este cel mult numarabila.

Definitie 12 O multime A este o multime cu puterea continuului daca existi
o bijectie intre A i intervalul [0, 1].

Exemplu 48 Intervalele de forma (a,b], (a,b), [a,b), R sunt multimi cu
puterea continuului.

Exercitiu 51 Aratati ca multimea tuturor sirurilor formate din zero gi unu are
puterea continuului.

Demonstratie 55 Fie £ € [0,1].

Impartim intervalul [0, 1] in Ag = [0, %} s1 A = [%, 1], apoi fiecare in Ngg =
[0, i], Agp = [%,%], Ajg = [%, %], A = [%,1], s.a.m.d. Se poate pune in
evidentd un gir de intervale Agy D Agjey D oo D Agjeye,, D ... care Bl contin
pe & unde g; € {0,1}. Avdnd in vedere acest sir de incluziuni numarului &
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girul format numai din zero sau unu €1,€, ..., En, .... (Teprezintd scrierea diadicd
a numdarului ). Folosind principiul lui Cantor pentru sirul de incluziuni de
mai sus, deoarece lungimea intervalelor este 2%, deci tinde la zero, rezultd ca
intersectia Az, NAgyey, M. NAL o, 2, N... este formata dintr-un singur numdar,
anume &. Se poate deci realiza o aplicatie bijectiva de la mulfimea girurilor de
elemente zero sau unu la intervalul [0, 1].

Exercitiu 52 Multimea tuturor sirurilor crescatoare de numere naturale are
puterea continuulus.

Demonstratie 56 Fie k1 < ko < ... < k, < ... un gir crescator de numere
naturale. Acestuia i asociem un gir in care termenii de rang ki, ko, ..., kn, ...
sunt unu iar ceilalti sunt zero.

Se observad imediat ci aceasti asociere este bijectiva, deci §i aceasta multime
este de puterea continuului.

Exercitiu 53 Multimea tuturor sirurilor de numere naturale are puterea con-
tinuului.

Demonstratie 57 Fie mq,mso, ..My, ... un gir de numere naturale. Acestuia
putem sa-i asociem girul crescator de numere naturale k1 = mq, ks = mq +
M2, .oy kn = m1+mao+..4+m,,. Se demonstreaza imediat ci aceastd corespondenti
este biunivoca.

Exercitiu 54 Multimea sirurilor de numere reale are puterea continuului.

Demonstratie 58 Fie £ = (£1,&,,...8,,, --..) un gir de numere reale. Fiecare &,
se poate scrie ca suma dintre partea intreaga §i partea sa fractionard, &, = [€,,]+
{&,}. Deoarece {€,,} € [0,1) folosind scrierea diadica, putem sa-i asociem girul
(€1,€2, ey Eny -..) format din zero gi unu. Cum [€,)] este un numdar intreg, rezultd
cq oricarui &, 1 putem asocia girul de numere intregi (Pni,Pn2, ---Pnk,---) - In
concluzie, lui & 11 putem asocia tabloul

pbi1 P12 .- Pik
P21 P22 ... D2k

Pk1 Pk2 -+ Dkk

care se poate scrie ca un sir de numere intregi. Deci multimea girurilor
de numere reale se pune in corespondenta biunivocd cu multimea girurilor de
numere intregi, care are puterea continuului.

Exercitiu 55 Fie (x,,),, un sir de numere reale nenule. Aratati ca exista o € R
astfel incit o+ x,, $i -z, SG fie irationale pentru orice n € N.

Demonstratie 59 Si observim ca multimile A, = {q —z, /| q € Q} i
B, ={;L- / q€Q} sunt numarabile pentru orice n € N ,deci A = U521 A,
§t B = U5 By, sunt numarabile.

Fie a € R(A U B) (aceasta multime este nevidi deoarece R are puterea
continwului , iar AU B este numarabild). Se observa imediat ca o este cel
cautat.
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Exercitiu 56 Aratatfi ca orice multime nemarginita A se poate scrie ca o re-
uniune numarabila de multimi marginite.

Demonstratie 60 Putem scrie A = U2, (AN [—n,n]).

Vom reveni asupra acestor notiuni la capitolul ”Functii continue”, cand vom
demonstra cad discontinuitatile unei functii monotone sunt cel mult numarabile
si multimea functiilor continue C0, 1] are puterea continuului.



Capitolul 4

Elemente de topologie

In acest capitol vom extinde putin studiul convergentei sirurilor, privindu-le intr-
un cadru mai larg, acela al spatiilor metrice. Introducerea notiunii de spatiu
metric ne permite sd vorbim despre distantd nu numai intre numere sau puncte,
ci gi intre functii, matrici, etc. Totusi, in aceastd parte vom rdmaéane in spatiul
numerelor reale.

Vom face gi o trecere scurta printre notiunile de multime deschisa, multime
inchisa, puncte interioare, aderente si de acumulare pentru o multime.

4.1 Spatii metrice

Definitie 13 Se numeste distanta (metrica) pe R orice functied : RxR — R
astfel incat:

D1) d(x,y) > 0, pentru orice z,y € R si d(z,y) =0z =y;

D2) d(x,y) = d(y, x) pentru orice x,y € R ;

D3) d(z,y) < d(x,z) + d(z,y) pentru orice x,y € R .

Exemplu 49 Metrica uzuald pe R este metrica euclidiand d(z,y) = |z —y|.

Definitie 14 Un sir (x,), de numere reale este convergent la x € R in
metrica d daca si numai dacd pentru orice € > 0 exista N € N astfel incdt
pentru orice n > N sa avem d(z,,x) < €.

Un sir (xy,),, de numere reale este gir Cauchy tn metrica d daca i numai
daca pentru orice € > 0 exista N € N astfel incdt pentru orice n,m > N sda avem
d(Tp, Tm) < €.

Observatie 11 Observam ca un gir (x,,), este convergent la x in metrica d
daca gi numai dacd d(z,,x) tinde la zero in metrica euclidiand.

Exercitiu 57 Pe R definim urmatoarea distantd d(z,y) = 1, dacd x # vy, i
d(z,y) = 0 daca x = y. Aceasta se numegte metrica discretd (gi se poate defini
pe orice multime X ).

Aratati ca un sir (xy,), de numere reale este convergent in metrica discreta
daca i numai dacd este constant de la un rang.

33
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Demonstratie 61 (z,), fiind convergent avem ca pentru orice € > 0 exista
N € N astfel incit pentru orice n > N sa avem d(z,,x) < €. Dacd alegem
e = 1/2, obtinem ci d(xn,x) < 1/2, ceea ce implicd d(xn,x) = 0, de unde
rezultd x,, = x pentru orice n > N.

Implicatia inversa rezulta imediat.

Observatie 12 Folosind exercitiul precedent se poate ardta ca R impreund cu
metrica discretd este un spatiu metric complet (orice gir Cauchy este un gir
convergent).

Exercitiu 58 PeR X R definim functia d(z,y) = |arctan z — arctany|. Aratati
¢ d defineste o metrica pe R , dar R nu este spativ metric complet cu aceastd
metrica.

Demonstratie 62 Vom arata ci x, = n este un gir Cauchy, dar nu este con-
vergent in aceasta metrica.
Observam cd d(Ty, Tntp) = |arctanz,, — arctan c,4,| =

_ - _ ntp-—n | _

= |arctann — arctan(n + p)| = |arctan Tntts) | =
j4 P 1

arctan b < b s < o

deci girul nostru este un gir Cauchy.
Presupunem ca (x,),, este convergent la x. Atunci d(xy,x) — 0, deci |arctan x,, — arctan x| —
0, adica |arctann — arctan x| — 0, #n metrica euclidianda, de unde, folosind unic-

itatea limitei, ar rezulta ca arctanz = 3, ceea ce este imposibil.

4.2 Spatii topologice

Fie X o multime nevid& si 7 o familie de parti ale lui X.

Familia 7" se numeste topologie pe X daca satisface urméitoarele axiome:

T X si eT;

T2) dacd 7o C T , atunci Urer, T € T

T3) dacd Ty C 7T si 7o este finitd atunci Nper, T € 7.

Dacd Teste o topologie pe X atunci perechea (X, 7) se numeste spatiu
topologic, iar orice multime T' € 7 se numeste mulfime deschisa.

O multime este inchisd daci complementara sa este deschisa.

Exemplu 50 Vom evidentia aici cdteva topologii importante:
1) T3 = {X,0} - topologia discreta:
2) T; = {R,0} U{(a,0) : a € R} - topologia inferioard a lui R;
3) T, ={R,0} U{(—o0,a) : a € R} - topologia superioard a lui R;

Definitie 15 O multime V C X se numeste vecinatate a punctului x € X in
topologia T (notam V € V,) dacd exista T € T cux € T C V.

Observatie 13 O multime nevida este deschisa daca i numai dacd este vecind-
tate pentru orice punct al sdu.

Proprietatile familiei vecindtatilor unui punct:
V1) x € V pentru orice V € V;

V2)dacd V € V, iU DV atunci U € V,;
V3) dacd Vi, Vs € V, atunci Vi NV € Vy;
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V4) pentru orice V € V, existd U € V, cu U C V 51 V € V,, pentru orice
yeU.

Puncte speciale relativ la o multime:

i) punct interior pentru A (si notdm x € IntA) dacd existd o vecindtate V
aluizcuV C A;

ii) punct exterior pentru A (si notdm = € ExtA) dacd existd vecindtate V a
lui z astfel ca V- C C'A);

iii) punct de frontierd pentru A (si notdm z € FrA) daci pentru orice
vecindtate V a lui z avem cd VN A #£ () si VNCA # 0

iv) punct aderent pentru A (si notdim x € A) dacd pentru orice vecinitate
V alui x avem c& VN A # 0;

v) punct de acumulare pentru A (si notdm x € A’) dacd pentru orice vecing-
tate V a lui z avem cd V N (A\{z}) # 0;

vi) punct izolat pentru A (si notdm x € IzA) dacd existd o vecindtate V' a
luiz cu VNA={z}

Exemplu 51 IntQ = 0;
Q=R
IntR =R
(a,b) = [a,b) = (a,b] = [a,b]

Exercitiu 59 Aratati ca Int(AN B) = IntAN IntB

Demonstratie 63 Fie x € Int(ANB). Existd deci o vecindtate V a lui x astfel
ca VCANB. Prinurmare V C A iV C B, deci x € IntA gi x € IntB.

Reciproc, daca x € IntA N IntB, rezultd ca existda doud vecinatati Vy §i Va
ale lui x cu' Vi3 C A gi Vo C B. Observam ca Vi N Vy este o vecinatate a lui x
inclusa in AN B.

Observatie 14 Pentru reuniune nu ramdne valabila decdt o incluziune :
IntAU IntB C Int(AU B)
Daci A=Q si B=R\Q atunci IntAUIntB = () iar Int(AUB) =R, deci
incluziunea tnversd nu este adevarata.

Exercitiu 60 AUB=AUB

Demonstratie 64 Fie x € AU B. Presupunem, prin reducere la absurd ca
x ¢ AUB. Rezultd ca exista Vi si Vo doud vecinatati ale lui x astfel ca ViNA = ()
5t Vo N B = 0. Atunci multimea Vi N Vo este o vecindtate a lui x care nu
intersecteaza nici pe A wici pe B, ceea ce contrazice x € AU B.

Observatie 15 Proprietatea nu ramdane adevdaratd pentru intersectie, iar con-
traexemplul poate fi ales cel de la observatia precedentda.

Aceste exercitii se pot generaliza pentru o familie numarabila de multimi.
Observatie 16 Fie {A,,n € N*} o familie de multimi . Atunci:

1) UnEN*Tn C UnEN* An
Q)QnGN*An C mneN* An
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Incluziunile inverse nu sunt adevarate dupd cum arata si exemplul urmator:

Daci A, = [1,1], atunci 4, = [1,1]. Se observd ci Upen+A, = (0,1], iar
Unen+ A, = (0,1] = [0, 1] e _

Dacd A, = {=,m € N*,(m,n) = 1} , atunci A,, = A,,U{0}, deci Nyen-A4,, =
{0}, iar Npen-A, = 0.

Exercitiu 61 Sa se determine IntA, A, A’ pentru urmatoarele multimi in
topologia naturald a lui R, in topologia superioard respectiv inferioard a lui R.
i) A=N

In topologia naturals IntA =0, A
In topologia superioars IntA = 0, 4
In topologia inferioars IntA =0, A=R

ST

Exercitiu 62 ii)) A= {1 neN*}

In topologia naturali IntA = (), =AuU{0}, A ={0}.
In topologia superioars IntA = 0, A=10,00), A"=1[0,00)
In topologia inferioard IntA =0, A= (—o0,1], A’ =(—o0,1)

(=D".

}

In topologia naturala IntA = 0, A = AU{Lt m e N}U {
N}, A'={l meN}uU +u{o}.

In topologia superioars IntA = (), A=[-1,0), A =][-1,00)

In topologia inferioard IntA =0, A= (-o0,3], A =(—o00,32)

)2
Definitie 16 O multime A este densd in R daca pentru orice numere reale
a <b avem AN (a,b) # 0.

1)71 c

O multime A este densa in R daca orice numar real este limita unui gir de
numere din A.

Teorema de densitate a lui Q in R ne oferd un exemplu important de multime
densa.

De asemenea, multimea numerelor irationale este densa.

Exercitiu 64 Sa se arate ¢ mullimea A = UneN*{%, 23, vy 221 este densi

2n

in [0,1].
Demonstratie 65 Fie x € [0,1].

Impartim intervalul [0,1] in Ag = [0, 1] si Ay = [, 1], apoi fiecare in Agg =
0,4, Ag = [4,;] A = [3,3], AH = [2,1], s.a.m.d. Se poate pune

in evidenta un sir de intervale Ag, D Dejey D oo D Do, O ... §i care 1l
contin pe x. Intervalele A¢ e, .. e, au capetele puncte din multimea A. Fiind vorba
despre un sir descrescator de intervale de lungime tinzdnd la zero, intersectia
acestora este formata dintr-un singur punct, anume x. Rezultd ca x = lim a,

n—o0

unde (an)n este format din capetele intervalelor Ag c,. ., -

Definitie 17 O multime este compacta daca din orice acoperire deschisa a sa
se poate extrage o subacoperire finita.
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Exemplu 52 Orice interval [a,b] este compact.
Exemplu 53 Multimea numerelor naturale N nu este o multime compacta.

Fie D, = (n—1,n+ 1) . Familia (D,,),, este o acoperire deschisi pentru N
. Cum orice multime D,, contine un singur numar natural, n dacd am extrage
o subacoperire finita ar rezulta ca N este finita, ceea ce este absurd.

In R o multime este compactd daca este inchisa si marginita.

4.3 Probleme propuse

Exercitiu 65 Sa se demonstreze ci aplicatiile d; : R xR — R |, dy(z,y) =
In(1+ |z —y|)

dy R xR =R, dy,y) = /154

sunt metrici, echivalente cu metrica euclidiana pe R (adica existd o, 8 > 0
astfel ca ad; < d. < [ds.

Exercitiu 66 Fr(AUB) C FrAUFrB
Exercitiu 67 (ANB) Cc A’nB’
Exercitiu 68 (AUB) = A" UDB’

Exercitiu 69 Si se determine IntA, A, A’ pentru urmdtoarele multimi in
topologia naturala a lui R, in topologia superioard respectiv inferioard a lui R:
A=7 U(1,2)
2
A=Q U{n”—ﬂ, n € N}
Az{%—i—%—f—%,m,nméN}.

Exercitiu 70 Fie x un numar irational. Aratati ca multimea
A={mx+n, m,necZ} este densa in R.

Folosind acest rezultat se poate ardta ca multimea punctelor limita pentru
sirul (sinn), este [—1,1].






Capitolul 5

Seril numerice

Seriile numerice au aparut din incercarea de a extinde sumele uzuale pentru un
numar finit de termeni la unul infinit. Aceastd incercare a dat nagtere unor
dileme : una binecunoscuta este a sumei infinite 1 —1+1— 1+ ... care daca s-ar
grupa (1—1)4+(1—1)+... ar fi zero, iar dacd s-ar scrie 1 —(1—1)—(1—1)—... ar
avea suma unu. Pe de alt# parte folosind identitatea 1 — 2z +22% —... +(—1)"z" =

17(11_72”%, prin trecere la limitad mai intai cand n — oo, apoi cdnd z — 1, vom
obtine aceeasi suma, dar cu valoarea %

Se va dovedi c4 seriile infinite nu au aceleagi proprietiti ca cele finite (spre
exemplu nu intotodeauna avem comutativitate).

Vom prezenta in continuare notiuni si proprietédti generale legate de seriile

numerice.

5.1 Notiuni generale

Fie (ay),, un sir de numere reale si S, = ag +ai + ... + a,, sirul sumelor partiale.
Cuplul format de un sir si sirul sumelor sale partiale formeaza o serie pentru
. . o0
care vom folosi scrierea ), 7 an sau Y-, < Gn.

Definitie 18 O serie ZZOZO an, se numeste convergenta dacd sirul sumelor
sale partiale este convergent. Limita sirului sumelor partiale se mai numeste
suma seriet.

O serie care nu este convergentd se numeste divergenta.

Daca seria modulelor este convergentd, atunci seria initiald se numeste ab-
solut convergenta.

Observatie 17 Orice serie absolut convergenti este gi convergentd, insa recip-
roca nu este adevarata.

Exemplu 54 Seria Z,ZO:O % este convergenta §i are suma e deoarece girul sumelor
partiale este B, = 1+ % + % + ...+ % despre care am aratat in Capitolul 2 ci

este convergent la e.

Exemplu 55 Seria 1 —1+1—1+ ..., cu termenul general a,, = (—1)™ este

divergentd, deoarece sirul sumelor partiale are subsirul termenilor de rang par
0, tar subsirul termenilor de rang impar 1.

39
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Exemplu 56 Seria Z —04q" (seria geometrica de ratie q) este convergentd nu-
1

mai dacd q € (—1,1) i are suma .
Exemplu 57 Sema Zn o5 este divergenta (am aratat in Capitolul 2 ca sirul
Sp=143%+3%+..+ are limita 00).

1 ¢
Exercitiu 71 Aratati ca seria Z _, arctan v a——" este convergenta §i are suma
us
Z.
. _ n 1 —
Demonstratie 66 S, = Y ;_; arctan o5 = >/, [arctan = — arctan —— n+1 =
1 s
arctan 1 — arctan — — 7.
2n+1
Tot folosind deﬁm;m se stabileste natura seriei y - CESNCE=)E
Intr-adevar, calculand sirul sumelor partiale obtinem
2k41 n 1 1 3.1 ) _1. _ 3.
=21 Ty = ket (2 T T 3 n+2> =3 Cn Tt g1~ 3
Cn+27

unde ¢, =1+ % + % + ...+ % — Inn, gir pe care l-am studiat in Capitolul 2,
unde am ardatat cd este convergent la constanta lui Euler, notata c.

In concluzie (S, ),, este convergent la % c+c— % - ¢, adica la 0.

Deci, seria y oo, m este convergenta si are suma 0.

Exercitiu 72 Studiati natura seriei Zf;;z In (1 — #) .

Demonstratie 67 S, =Y ;_ 2111( 12) = h_sIn kz_l = kool (% : %) =
0 (T 52T ) 2w = o

k n nooo

Deci seria este convergenta gi are suma 0.

Exercitiu 73 Sa se afle suma seriei y -, Q,L :

. ™ o o —qn . n_
Demonstratie 68 Deoarece cos STy = Sin (2 2(n+1)) =sin §- 2,

cc“z

=3 (2 cos — sin ZRED ) — s L. . sin — 55 - sin
k1 37 T 2(k+2) ) = 2uk=1 \ 2F—1 2(k+1) 2k 2(k+2)

Termemz acestei sume fitnd consecutivi, se reduc doi cite doi gi oblinem ca

V2 _ 1 m(ntl) V2
Sp =% — g¢ -sin 2n42) oy 2
oy . .. [o') n2+n+1
Exercitiu 74 Aflati suma seriet )~ CESyE= e ey e IR

Demonstra}le 69 Observam ca )
+k+1 k24 k+1

(k— 1)'+k'+(k+1)'+(k+2) F—D1+k+k(b+ D) +R(k+1D) (k+2)]
_ E2+k+1 _ 1 _ 1 1
= =DI[E3+4k>+4k+1] — (k—DI(k+1) k! (k+1)!"

De aici rezulta ca

_ k24 k+1 _ 1
Sp = Zk:l k—D)HkF(E+D) 1+ (k+2)! Zk 1 (k' - k+1)') =1- (n+1)!

n—oo

Deci, suma seriei este 1.

Exercitiu 75 Aratati ci seriay -, (515 + 3005 + - + ) este divergenti.

nlnn
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Demonstratie 70 Demonstreatia se bazeazd pe aceeasi idee pe care am folosit-
o pentru a ardta ci lim (1444 ...+ 1) =00
n—oo

_ 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Son = 21n2+(31n3 + 41114)""(51115 + 61n6 + 71n7 + 81n8)+"'+((2“*1+1)1n(2“*1+1) +o Tt 2n~1n2n> 2
1 1 — 1
21112+2'21114+4'41118+"'+2n T = 21n2 (1+ ot ) IR

n—oo

Deci, seria este divergentda.

ey o .y . [e’e] n (VA ENY]
Exercitiu 76 Aratati ca seria anl @)1 este convergenta i sa se afle suma
et.

Demonstratie 71 "5y = R (%;7:%;:1 =1 ((2n£2)! + %) , deci

n k _\n 1 1 1 _ 1 2n 1 __ e
Zk:lm_zk:1§(7(2k—2)!+m)_5' k=1 B = 3

Propozitie 4 Dacd se modificd un numar finit de termeni ai unet serii , atunci
seria 1§1 pastreaza natura.
De asemenea, natura unei serii se pastreazda prin inmultirea cu o constanta.
Suma a doud serii convergente este o serie convergenta.

O intrebare naturald : Care este legdtura intre convergenta sirului (a,,),, si
. o0 ?
seria >~ an?

o . v - o0 19 . .
Propozitie 5 Daci seria),~, a, este convergenta atunci sirul (a,,),, este con-
vergent la zero.

Observatie 18 Reciproca nu este adevarata , dupa cum o aratd §i seria Zn_l =

Exemplu 58 Seria fo:o ﬁ este divergentd deoarece lim

n—oo n2+1

Exemplu 59 Seria > o, % este gi ea divergentd deoarece

n

2
hmw—?’#o

n—oo

Exemplu 60 Seria ). - _osin 5t este divergentd deoarece girul a, = sin 5+ nu

are limitd (a3, = 0, a1 = 5

Acesta este Insa numai un criteriu necesar.
Un criteriu necesar si suficient este :

Teorema 6 (Criteriul lui Cauchy) Seriay ., a, este convergenta dacd §i nu-
mai dacd pentru orice € > 0 existd N € N astfel ca pentru oricen > N gi pentru
orice p € N avem |ap41 + Gng2 + ... + Gpyp| < e

Exemplu 61 Seria >, n?;?_ﬁ) este convergenta deoarece :

sin(n+1) 4o+ ( sin(n+p)

lans1 + G2 + oo+ apgp| = ’W (n+p)(n+p+1) <

sin(n+1
CESY (n+2)‘ +..t
1

n+1 - n+2 +ot 71+p n+p+1 S n+1

Cum +1 — 0, rezultad ca sunt indeplinite conditiile Criteriului lui Cauchy.
O parte importanta in studiul seriilor o constituie seriile de numere pozitive.
Pentru acestea exista mai multe criterii.

sin(n+p)
T 7T <
1 1

1 1
CES =y ‘ Rl [ ey ey ‘ <
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5.2 Serii de numere pozitive

Pentru seriile de numere pozitive girul sumelor partiale este crescator, deci con-
vergenta acestuia se reduce la studiul marginirii acestui gir.

. . . . - o0 - (oo} 9
Teorema 7 (Primul Criteriu de comparatie) Fie Y " an §i Y, by, doud
serit de terment pozitivi.
o . . o) " .o . [
1) Daci ay, < by, siseria ), by este convergenta, atunci gi seria’y ,—_, an
este convergenta,
o . . [e'e) . v . . [e'e]
2) Dacd an, > by st seria )~ by, este divergentd, atunci gi seria )~ an
este divergentd;

. o) . e’} o .. . e o Lo
Corolar 1 Fie) >~ jan §i ), by doud serii de termeni pozitivi. Daca existd
constantele o gi B astfel incit o - a, < b, < §-b, pentru orice n > N, atunci
cele doud serii au aceeasi naturd.

Exemplu 62 Seria Z —p Sin 2 este convergenta deoarece:

. L L .
sin 5 < =5 §1

n n 1 1 _

Sp =2 k1 k2 <Dk k(k+1 < k=1 (E - le) 1 — 37 <1, deci girul
sumelor partiale pentru seria Z 12 este marginit. Cum seria este de termeni
pozitivi , marginirea asigura Convergenpa seriei E deci se poate aplica
Criteriul de comparatie.

£ . . o0 . T
. 111 schimb, seria )~ ; sin 5
itati cunoscute:

sing > 2z obtinem ca sin &~ > L1 Deoarece seria ZOO, L este divergenta

X e . R 2n' n . n=1n ! 0 . ﬂ_’
folosind punctul 2) al Criteriului de comparatie, rezulta cd seria )~ sin g~
este divergenta.

n= 1n2’

este divergenta, deoarece potrivit unei inegal-

Exercitiu 77 Studiati natura seriei Y, In (1 + #) .

Demonstratie 72 Folosind inegalitatea In(1 + z) < x pentru orice x > 0
obtinem ca
In (14 75) < n—lg

Seria Zn 1 n2 fiind convergenta rezulta ca i seria initiala este convergenta.
Exercitiu 78 Studiati natura seriei ZZO:I [Sin% —1In (1 + %)] .

Demonstratie 73 Folosind un studiu al derivatelor se aratd cd sinx > In(1+

x) pentru orice x € (0,1), deci seria datd este de termeni pozitivi.

In Capitolul 2 am ardtat ci (1 + %)H—H
obtinem ciln (1+ 1) > n%rl
Prin urmare, Sin% —In (l—l— %) < % — %H = m < # Cum seria

> # este convergenta , folosind primul Criteriu de comparatie , rezultd ca
seria datd este gi ea convergentd.

> e, de unde , prin logaritmare

Exercitiu 79 Studiati natura seriei Y oo | —

(In n)% '
Demonstratie 74 Avem > L dar lim 4 = 1 # 0, deci seria
Inn)n nn n—oonn
> L este divergentd. Folosind Criteriul de comparatie rezultd ca si se-

nn
ria noastrd este divergenta.



5.2 SERII DE NUMERE POZITIVE 43

Exista o altad variantd a Criteriului de comparatie , care evitd folosirea unor
inegalitati , in favoarea unor limite fundamentale:

Teorema 8 (Al doilea criteriul de comparatie) Fiey " an §i Y by doud

n= n=
serii de termeni pozitivi. Daca exista lim 3= € R* atunci cele doua serii au

n—o0 ’n

aceeast natura.

Demonstratia este simpla : scriem definitia limitei gi folosim primul criteriu
de comparatie.

1

Exemplu 63 Studiati natura seriei ZZOZO 2" tan 5.

Demonstratie 75 In ideea de a folosi limita fundamentald lin}Jta,“gc =1, con-
€Tr—>
o _gm
sideram b, = 5=
Deci lim 7= =1 € R*, deci cele doua serii au aceeasi natura. Cum seria
n—oo " n

n o . .o e o . .
> (%) este convergentd (seria geometricd pentru q¢ = %), rezultd ca si seria

initiald este convergenta.

o . . .. o0 . 2n
Exercitiu 80 Studiati natura seriei ano arcsin 57 .
. . T arcsin 74"{‘3_,"’71 « . . 00 :
Demonstratie 76 Observam ca lim ——z"—+ =1 € R*, deci seria )~ arcsin
n—oo  In2_1 n=
o] 2n

are aceeagi naturd cu seria’y

2n

. 2 _ . . . 9
lim 2221 — % € R*, iar seria Z:}:o% este divergentd.

_ g . Aceasta din urma este divergenta deoarece
n=0 4n2—1

n—0o0 n

Exercitiu 81 Ardtati ca seria Y . ntlnn oste divergentd.

n=0 n24+1
n+lnn 2
. . 2 . v v .
Demonstratie 77 Deoarece lim 2~ = lim % = 1, rezulta ca seria
n—oo n—oo Mt

noastra are aceeasi naturd cu seria y .., %, deci este divergenta.

Exercitiu 82 Fie (a,), un sir descrescator de numere pozitive astfel incdt seria
oo o an este convergenta. Aratati ci lim n - a, = 0.

n—0o0

Demonstratie 78 Fie b, = n(a, — an+1). Aratam ci seria ZZOZO b,, este con-
vergenta.

Sp=b1+ba+...+b, =a1 —as+2a3 —2a3+3a3 —3a4+... + na, —na,4+1 =

=a1+az+ ... +ap —Napp1 < Sy,

unde (sp),, este sirul sumelor partiale pentru seria Y ., an - Deci (Sy),,
este marginit, iar seria fiind de termeni pozitivi rezulta ca Y by este con-
vergenta.

In plus, n-apy1 = s — Sy, deci exista lim na,41 =1 € R. Presupundnd ca

n—oo

1 # 0 ar rezulta cd lim 22 € R* deci, folosind al doilea criteriu de comparatie

n—oo n
o . fo%e) . o . %) 1

ar rezulta ca seria )~ a, are aceeasi naturd cu seria )~ -, care este,
insa divergentd. Contradictia provine din faptul ca am presupus | # 0. Deci
lim na,41 = 0.
n—oo

9 v . oo 9 v v .

Deoarece am aratat ca seria’y ., by este convergenta, rezultd ca lim n(a,—

n—oo
ans1) =0 i, deci 731_{20”% = 0.

2n
4n2—1
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Observatie 19 Reciproca acestei propozitit nu este adevarata: FExista giruri
(an),, astfel incat lim n-a, =0, dar seria Y, a, este divergenta.
n—oo

Este cazul sirului a,, = Se observa imediat ca lim n - a, = 0. Vom

n—oo

demonstra ca o aplicatie a Criteriului urmdator ca seriay .| an este divergenta.

nlnn

Corolar 2 Fie (ny), un gir crescator de numere naturale astfel incdt seria
Yoo i este convergentd. Atunci lim -~ = 0.
nk
k—oco

Un alt criteriu specific seriilor pozitive este Criteriul de condensare:

Teorema 9 (Criteriul de condensare) Fie (ay),, un sir descrescdtor de numere

pozitive. Atunci seria Y- a, are aceeasi naturd cu seria y o 2" - agn.

Exemplu 64 Seria 220:1 n% este convergentd pentru o > 1 gi este divergenta
pentru o < 1.

Demonstratie 79 Daca o < 0 atunci n% > 1. Cum seria -, 1 este diver-
genta rezultd ca in acest caz seria noastra este tot divergenta.

Daca a > 0, atunci girul (n%)n este un gir descrescator de numere pozitive,
deci se poate aplica Criteriul de condensare. Deci seria > .-
naturd cu seriay .., 2"

n=1

el na are aceeast
1

ﬁ care este de fapt seria geometrica anl @y
de ratie ¢ = 2'7%. Aceasta este convergentd mnumai dacd q € (—1,1), adica
pentru 1 — a < 0, deci pentru o > 1.

Exercitiu 83 Studiati natura seriei Y -, anm

Demonstratie 80 Deoarece a™™ = n'™, seria noastrd devine Y .., ﬁ

Folosind exercitiul precedent rezulta ca seria este convergenta dacd —Ilna > 1,
adica a < %

1

Exercitiu 84 Sa se arate ca seria ) . 5 ——

este divergenta.

Demonstratie 81 Observam ca girul ( este descrescator si pozitiv,

n- lnn)nZQ
deci putem folosi Criteriul de condensare. Deci, seria noastra va avea aceeasi
naturd cu seria y ., 2" care este de fapt seria > - deci este

divergenta.

1
t2nn2n n=2 nln2’

Exercitiu 85 Fie (ay), un sir de termeni pozitivi in progresie aritmetica cresca-

ag-...- p
toare. Studiati natura seriei -, (%) .
= n

Demonstratie 82 Deoarece termenii sunt in progresie arirmeticd avem:
a9 = %’ ay = %7-'-,(1271 — G2n—1F02n41
Deci:
R 5 3
Acum foloszm megahtatea medzzlor §i obtinem ca:
A2+ A4+ ... Gop 2 4/01 03 - 1/A3 Q5 ... \/G2n—1 " Q2ny1 =
_ 1
= Var ca1 a3 ..t A2p—1 ° 4/A2n41
Prin urmare,

a1+a3 . astas | L G2n—1+02n41
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a1+az-...a2n—1 < Val

ag-a4-...A2p - A2n 41 :
Repetam procedeul pentru termenii de rang impar:
az = az—é—(m7 ar = "’4—5(16,...,@2”_1 _ a2n722+a2n
Deci:
az - as- ... Aop_1 = ag;% . a“;a‘* e az"’;Jraz“
Acum folosim inegalitatea mediilor si obtinem ca:
A3+ Q5 ... " A2p—1 = /A2 - A4 - \/Qyq - A6 ... - /A2 2 Q2 =
—_— 71 . . . . . 1
= Vas az - Q4 - ... - A2n e

Prin urmare,
a1-a3-...-Q2n—1

> 2l
az-a4-...°Q2n — y/az-\/azn’

1

45

0103021

D - ay < a1-ag-...caan—1 < Vai 5
ec Vaz\/azn — az-as...azn = \/G2nt1’ adict Va2 \/a1+(2n71)7‘ -
_ Ve
Vai+2nr’®

unde 7 este ratia progresiei .

Deci ( ay )”. 1< (al.ag-...-aznfl)” < Wy
\/E (a1+(2n71),")§ - ag-a4+...:a2n - (a1+2nr)§

a2:A4-...-A2n

2 . . v . v . o0 1
In CO'I’LCZUZZ@; seria noastra are aceeagt natura cu seria Zn—l —p, care este
=15

convergentd dacda § > 1, adica p > 2 si este divergenta in rest.

Teorema 10 (Criteriul raportului) Fie Y, a, o serie de termeni pozitivi.

v o1s - . (e 9] ]
1) Dacd limsup22tt < 1, atunci seria _, an este convergenta;
) n=0 ’

An
n—oo

VR T . QAn 41 . . o0 . v
2) Daca lim inf o > 1, atunci seria Y omeo Gn este divergenta.

n—oo

Corolar 3 Presupunem ci pentru seria de termeni pozitivi Y

lim et — ],

n—oo n

0 Qn €xistad

Daca | < 1, atunci seria este convergenta, iar daca | > 1 seria este diver-

genta.

Exercitiu 86 Studiati natura seriei )~ %

n+1 n—00

n
Demonstratie 83 Deoarece “2+ = (1 — L) — 1 <1 rezultd ca seria

este convergenta.
oy . . .. fo'e) a™
Exercitiu 87 Studiati natura seriei )~ .

. nt1
Demonstratie 84 %2ttt — 2 . . — —
an n+1 «@ n+l o

Daca o < 1 atunci seria este convergenta.

n oa-n

(0%

Daci oo > 1 atunci seria este divergentd, iar dacd o = 1 seria devine Y -

care este divergenta.

1
n

Teorema 11 (Criteriul radacinii al lui Cauchy) Fie Y .~ a, o serie de ter-

ment pozitivi.

1 . o
1) Dacd limsup (a,)™ < 1 atunci seria este convergenta;

n— oo

1
2) Daca liminf (a,,)™ > 1 atunci seria este divergentd.

n—oo

n
Exercitiu 88 Studiati natura seriei > -, (3’;112) .
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1 : . o
Demonstratie 85 (a,)" = 37;—:12 — % < 1, deci seria este convergenta.

n
Exercitiu 89 Studiali natura seriei Y ., (a- %) .

Demonstratie 86 (an)% — a.

Daca a < 1 atunci seria este convergenta;

n
o . . o _ : ; oo n?+n+1
Daca a > 1 seria va fi divergentd, iar pentru a = 1 seria devine )~ | (T

. v . 2 n
care este divergentd deoarece lim (22} —=¢ £ 0.
n—oo n

P28 4.4n®  n\"
’YL3 4 .

Exercitiu 90 S se studieze natura seriei y ., (

. 1834234, 4+n® n " _ n2(n+1)2 n " _ [ 2n3+n? "
Demonstratie 87 (7# 1) == 1) = s

1 y .
Deci (ap)™ — % < 1, de unde rezulta convergenta seriei.

n—oo

Exercitiu 91 Studiati natura seriei Y ., V2"

Demonstratie 88 Folosind tot Criteriul radacinii avem:

1 . = S .y
lim (a,)™ = nlirrgo (nJ\r/li) = % < 1, dect seria este convergenta.

n—oo

Aceste doud criterii nu sunt elocvente in cazul in care limita este unu. O
7salvare” intr-un astfel de caz poate fi urméatorul criteriu:

Teorema 12 (Criteriul Raabe-Duhamel) Fie Y " a, o serie de termeni poz-

itiwi. Presupunem ca existd lim n ( o 1) = 1.
n—o00 An+1

1) daca l > 1, atunci seria este convergenta;
2) dacid | < 1, atunci seria este divergenta.

oo (2n)!

Exercitiu 92 Studiati natura seriei Y, FIEIER

Demonstratie 89 Calculind “2+ = Crt2)@ntl) obtinem limita 1.

4(n+1)2

i ; : an 1) — T n’48nt1 1) — 1 L 2n—1  _

In schimb nlilréon (an+1 1) = nlingon ( 171650 1) = nh—{gon T tonTs =
% < 1, deci seria este divergenta.

.. .. oo  1-3-....(2n—1)
Exercitiu 93 Se cere natura seriei )~ | —55———.
Demonstratie 90 Deoarece lim 22+ = 1, calculdm lim n (a— — 1) = limn (gn-s-? — 1) =
n—oo n n—oo An+1 n—oo n+

% < 1. Prin urmare seria este divergenta.

Un ultim criteriu pentru serii de termeni pozitivi pe care-l prezentam:
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Teorema 13 (Criteriul logaritmic) Fie Y - a, o serie de termeni pozitivi.
1

¢ g g, Ing=
Presupunem ca existd lim <= =1[.
n—oo nn

1) daca 1 > 1 atunci seria este convergentd;
2) dacd | > 1 atunci seria este divergentd.

In n'ln(l—&-%)

Exercitiu 94 Studiati natura seriei >, -

1

. . In a .
Demonstratie 91 lim %= = lim
n—oo n—oo

2 > 1, deci seria este convergenta.

Inn Inn

n—oo

Exercitiu 95 Studiati natura seriei 2212 (th)hm

. . In L . o n-n(ln n
Demonstratie 92 lim —%= = lim Inn-ln(lnn)
n—oo

Inn " 00 Inn

= 00 > 1, deci seria este con-

vergenta.

5.3 Serii alternante

Teorema 14 (Criteriul Abel-Dirichlet) Fie (ay,), si (bn), doud siruri cu pro-
prietatile :

1) (ay),, este descrescator la zero;

2) girul sumelor partiale pentru seria 220:1 b, este marginit.

Atunci seria ZZOZO anb, este convergenta.

Corolar 4 (Criteriul lui Leibniz) Fie (ay,), un sir descrescator la zero. Atunci
seria Y o (—=1)"a, este convergentd.

Exemplu 65 Seria .~ (—1)"% este convergenta.

. 14+(—1)" . o .
Exemplu 66 Seria 220:1 Bl ) MRV este divergentd deoarece se scrie ca suma

n
dintre o serie convergentd , y .- (_\/1% (Criteriul lui Leibniz) si una divergenta,

ot

Exercitiu 96 Studiati natura seriei Z;’Ozl sinTy/n? + 1.

Demonstratie 93 Folosim egalitatile sin(x — nm) = sinz - cosnm — sinnrw -
cosx = (—1)" - sinz.
Deci, in general, sinx = (—1)"sin(xz — nr), de unde rezulta ca
. . ; 1
sinTyn?+1= (—11)” sinT(vVn?+1—n)=(—-1)"sinm- T
Deoarece sin - T 0, rezultd ca se poate folosi Criteriul lui Leibniz,
deci seria este convergentd.

sin n-sin n>

Exercitiu 97 Studiati natura seriei Z:‘;l T

Demonstratie 94 a,, = ﬁ este un gir descrescator la zero.
1

b, = sinn-sinn? = 1 (cos(n — n?) — cos(n + n?)) = 1 (cosn(n — 1) — cosn(n + 1),

deci Sy, = by +by+ ...+ b, = 2 [1 — cosn(n + 1)], de unde rezultd ci (S,),, este
marginit.
Deci sunt indeplinite conditiile Criteriului Abel Dirichlet.

2Inn—In(Inn)—In(In(n+1)) — lim (2 __In(lnn)  In(In(n+41))

Inn

>:
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a(a—l)..'.(a—n) )

Exercitiu 98 (Seria binomiali) Studiati natura seriei y .
cind « € R\N .

a—n

Demonstratie 95 Observim ca | 22+t
a n+1

n

— 1, deci nu se poate folosi
n—oo

Criteriul raportulus.
Calculam lim n (% — 1) = limn ("—“ — 1) =a«a+1. Deci daca a+1 >

n— 00 n n— 00 n-a
1, adicd a > 0 seria este absolut convergentd (deci §i convergentd). Dacd oo < 0
atunci seria modulelor este divergenta, dar aceasta nu ne da informatii despre
natura seriei initiale.

Observam cd a,, = (—1)"(_O‘)'(l_a)""'(n_l_a).

n!

(ca)-(1=a)-.(n-1-0)

Studiem monotonia girului de termeni pozitivi x,, =

I;“ = 7% < 1 numai dacd a > —1.

Deci daci a < —1 atunci (xn)n este un gir crescator de numere pozitive,
deci nu poate avea limita zero. In concluzie nici sirul ((=1)" - xy), nu poate
avea limita zero, dect seria noastrd nu este convergenta.

Dacid o > —1 girul este descrescator si pozitiv , deci este convergent la L.

Pentru a arata ca limita sa este zero, vom aplica Lema Stolz-Cesaro. Vom

serie @, = 8t Atunci a,q = bl‘*‘b?‘*‘-y-ifﬁ-bnﬂ _ nay;;bfwl, de unde
bp+1 = (n+ 1)apt1 — na, = —aay,. Prin trecere la limitd obtinem L = —alL,
deci L = 0.

In concluzie, sunt indeplinite conditiile Criteriului Leibniz, prin urmare in
acest caz seria este convergenta.

In concluzie, seria binomial¥ este:

- absolut convergentd dacd a > 0;

- semiconvergentd dacd o € (—1,0) (adicd este convergentd dar nu este
absolut convergenta;

-divergenta daca a < —1.

ape L, . oo 1 1
Exercitiu 99 Studiatli convergenta seriei )~ , -5 - Ty
Demonstratie 96 Seria fiind de termeni pozitivi, aplicam Criteriul logaritmic:
. In2t .
lim : an _ Jim plnn+qgin(lnn) =p.
nn Inn

n—oo n—0o0

Deci, daca p > 1 atunci seria este convergenta, iar dacd p < 1 seria va fi
divergenta. Ramdne de studiat cazul in care p = 1.

Daca g > 0 atunci girul (m) este descrescator la zero, deci se poate
n

folosi Criteriul de condensare. Seria moastrd va avea aceeasi naturd cu seria

o n 1 Y o] 1 o .
anz 2m. T In2)a adica anz na(nz)as Care este convergenta pentru q > 1 si

divergenta pentru q < 1.

Inn)~9

Daci g < 0 seria se scriey ( . Deoarece —q > 0 rezultd ca (Inn)~7 >

1, dect % > % Cum seria ZZOZQ% este divergentd rezulta, folosind Cri-
teriul de comparatie, rezulta ca in cazul p =1 gi ¢ < 0 seria este divergenta.

Exercitiu 100 Fie ), ., un, 0 serie de termeni pozitivi, ug > 0 i (Sy,),, sirul
Un

sumelor sale partiale. Aratati ca seriile de termen general u, si S+ au aceeagi
n
natura.
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Demonstratie 97 Parcurgem urmdatoarele etape:
Mai intai aratam ca dacG seria Y ,~qUn converge, atunci seria D ,-qUn
converge.
Fie S!, = vg +v1 + ... + vp. Atunci S, = %o 4 51250 4 4 Sn=Snor
n = Vo 1 n- n = 5, 5 s,

=1+1-2+1-2 4. 41— =

2
_ S s Sy
_n+1—(s—g+s—;+...+Tj).
Seriile fiind de termeni pozitivi, rezulta ca putem aplica inegalitatea mediilor,
deci:

1

S0 4 51 Sn—1 So .S, S\ (Se)”

s T Tt s Zn(sl o =n|g.
1

1
S,’1<n+1—n(§:)':n<1—(§:>">+1.

Seria Y, <o un fiind convergentd , rezultd ca sirul (Sy),, este convergent,
deci marginit. Prin urmare,

1 1
g—g > %, de unde 1 — (g—:) <1-— (%)E
1
Deci S/, §n(1— (%)) + 1.
1
Cum limn(l— (50)") =In %o

b)
s Sn M

rezultd ca girul (S},),, este marginit. El

este gi crescator, seria fiind de termeni pozitivi, deci va fi convergent.

Pentru partea a doua, vom ardta ca daca HILH;OUTL = 0, atunci seriile ano Un

§i Y soIn(l —v,) au aceeasi naturd.
Presupunem ci seria Y., <, vn este convergentd, deci sirul (S,)
vergent.
SI'=In(l —wvo)+In(l —vy)+...+In(1 —v,) =In(1 —vo)(1 —vy1)...(1 — vy).
Folosind tot inegalitatea mediilor avem
(1= vo) (1 = v1)e(1 = v)) 7 < MH=Sn

n va fi con-

n=1
< oan s\t
Deci, S]] <lIn (1 - )
. PRV S! .
Deoarece lim S], =1 € R, rezultd ca lim a1 =0, deci
n—oo n—oo

. s \ntl lim S/ . . L an .
nlin;o (1 - nfl) =en— ", ceea ce atrage marginirea sirului (S))), , deci
convergenta sa (el fiind descrescator).

Recioroc, daca seria ), ~oIn(1 —vy,) este convergenta, atunci girul (Sy),
este convergent.

Fie a, = In(1 — v,,). Rezultd ca v, =1 — e, deci

Sl =n+1—e% — . —en.

Se cunoagte ci €* > x+1, deci 1 —e” < —x de unde rezulta ca S;, < —S) <
—M, deci, sirul (S,),, va fi marginit, deci convergent, deoarece vy, > 0.

Pentru a incheia demonstratia observam ca

s;;:1n(1—vo)(1—v1)...(1—vn):m( —%)( —gg) (1_%:) _

So . S1, | Sn-1_qp, uo
S s, = In 5. ’
Daca seria ano vy, este convergenta, rezultd ca seria ano In(1 —wv,) este

convergentd, deci exista lim S) € R , adica exista lim In &> € R.

n—0o0 n—oo
Presupunand ca lim S, = 0, ar rezulta ca lim S;, = 0. Cum (S),),, este
n—oo n—oo

crescator ar rezulta u, = 0, ceea ce este imposibil.
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Prin urmare, lim In g> € R deci lim S, € R.
n—oo

n n—oo

5.4 Alte proprietati ale seriilor de numere

Vom discuta mai intdi comportarea seriilor la operatii cu serii:
1) Suma a doud serii convergente este tot o serie convergenta.
2) Suma a doud serii divergente nu este intotodeauna tot o serie divergentd

00 -1
n=1 n+1

oo 1 <o . o
Do 7tarT) adicd o serie convergenta.
3) Inmultirea cu o constantd a unei serii pastreazi natura seriei.
Spre deosebire de sumele finite, seriile nu sunt totdeauna comutative.
)
(="

n

Spre exemplu seriile Y7 | % $id sunt divergente, dar suma lor este

Exemplu 67 Am aratat ca seria Y .., este convergenta. Vom vedea ca

nu este comutativa.

Demonstratie 98 In Capitolul 2 am ardtat ci sirul sumelor partiale are limita
r=In2.
Presupundnd ca seria este comutativa, atunci:

_ oo 11 1 1\ o
=D <4n73 T2 T In-1 4n) g
_ oo 11
T = En:l (271—1 Qn)
. . o0
Prin adunare obtinem 371 =x+35 = anl (4n1_3 — 4n1_2 + 4n1_1 — 4%) +
S (s - ) =
n=1 \ 4n—2 4an | T

Yot (ﬁ+4n1—1 _%> =l+g3-5+s+3—3.=2

de unde ar rezulta ca x = 0, ceea ce este absurd.

Motivul pentru care seria precedentd nu este comutativa este faptul ca seria
modulelor nu este convergenta.

Teorema 15 Fie Y a, o serie absolut convergentd cu suma s. Atunci pen-
tru orice permutare a termenilor, seria nou oblinutd va fi convergentd , cu
aceeast Suma s.

e . . o0 . o0 v .. .
Definitie 19 Fz.e Z%O an §i Y, by doud serii de numere. Seria produs a
acestora este seria ano cn, de termen general ¢, = agby + a1bp_1 + ... + anbp.

Produsul a doua serii convergente nu este neaparat o serie convergenta:

. . —1)" PRV . . v
Produsul dintre seria Y -, E/% cu ea insisi este o serie divergentd. Intr-

adevar,

=57 G U gy 1
n T Lek=1 /k+1 ~n—k+1 k=1 /(k+1)(n—k+1)

Observiim cit (k+ 1)(n—k+1) = (2 +1)* = (2 —k)* < (2 +1)°.

‘. n 1 _ 2n}t2 < = .
Deci: [cp| > 54 1) = niz > 1, de unde rezulta cd (cy), nu tinde la
zero, deci seria Y~ ¢, este divergentd.

Se pot da exemple de serii diveregnte al ciror produs este o serie absolut

convergenta.

. o0 . v . oo 3
Teorema 16 Fie )~  a, o serie absolut convergentd iy~ by o serie con-
vergentd. Atunci produsul acestora este o serie convergentd a carei sumda este
produsul seritlor initiale.
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5.5 Calculul aproximativ al sumelor de serii

Dupéd cum s-a vazut multe criterii stabilesc doar natura seriilor, fard a da infor-
matii despre suma acestora.

Deoarece girul sumelor partiale tinde la suma seriei, acest sir aproximeaza
oricat de bine aceastd suma.

Exercitiu 101 Evaluati eroarea comisa inlocuind suma seriei -, 7 Prin
suma primilor p termeni.

1
Demonstragle 99 S-S5, (p+1)2 + (p+2)2 +...> (p+1)(p+2) + oo T

=1 1 ., 1 =1
P+1 p+2 p+2 p+1°

Deci eroarea comisa este cel mult m

Exercitiu 102 Evaluati eroarea comisd inlocuind suma seriei > .- (l)
n=1nl \2
prin suma primilor n termeni.

Demonstratie 100 S — S, (n+1)'2n+1 + (n+2)'2n+2 4+
:W(l+n+2'§+m'2ﬁ+m) <

1 1
<W(1+n+l'§+m'?+"'><
1 1

< (n+1)127+1 1o T = Jlpontl-

oy . VN . .. 2n—2
Exercitiu 103 FEvaluati eroarea comisd inlocuind suma serieiy . n- (%)

prin suma primilor n termeni.

Demonstratie 101 S-S, =R, =(n+1) (i)% +(n+2) (i)2"+2 + ...
TlﬁR (n + ) ( )2n+2 2n+4

+(n+2) ()" +-
Prin scadere :
2n
BR.=(+1) (1) +
2n
= (n+15) (1)
Problemele se pot formula si alfel:

Exercitiu 104 Calculati numarul e cu doud zecimale exacte.

Demonstratie 102 Se foloseste faptul ca Y ., % are suma e §i se pune
conditia S — S, < 1072,

_ 1 1 | 1 1 = —
S — S = m + m+2)! +o= (n+1)! (]‘ + (n+1) + (n+1)2 + ) T (n+1)! ’
1
J an <

Deci sunt suﬁczeng‘i 100 termeni pentru a avea e cu doud zecimale exacte.
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5.6 Probleme propuse

Exercitiu 105 Stabiliti natura seriilor:

jes} 1
Zn:l \/n(n+1)(\/ﬁ+\/n+1)
o 1
Zn:l n(l4+a+a?+..+a™)
Yo (L —cos %)
n=1 (14tan a)(1+tan %)...(1+tan %) ’
Yo (~)nETE g€ [0, ]

n=1 n+1

a € R*\{1}

Exercitiu 106 Calculati suma seriilor:

> et AT
n=1 n(n+2)
ZOO 77,2+2n+5

n=1 n!
Doy (%)7171
k n
Sne(H+) @yt -+ B @+ 3)7)

Exercitiu 107 Aratali ca in criteriile raportului, radacinii $i Raabe-Duhamel
cazul | = 1 nu este elocvent

Exercitiu 108 Fie > 7 a, o serie convergentd. Studiati convergenta seriei

o n=1
> me1 Yn, unde
n+1

Yn = — Tn
— In
Yn = Tp

Ty
Yn = Inn



Capitolul 6

Limite.Continuitate

Scopul acestui capitol este de a studia conceptul de continuitate , insd nu intr-un
cadru general, limitAndu-ne la cazul functiile reale de variabila reald.

6.1 Limita unei functii intr-un punct

Pentru inceput ne vom ocupa de notiunea de limita a unei functii intr-un punct.
Fie f: A C R — R o functie, a un punct de acumulare pentru multimea A.

Definitie 20 (definitia cu vecinatdti) Vom spune ca functia f are limita l in
punctul a ( i vom scrie lim f(z) = 1) dacd pentru orice vecindtate V a lui l
r—a

exista U o vecindtate a lui a astfel incdat f(U) C V.

Definitie 21 (definitia cu § i €) Spunem ci lim f(x) = | dacd pentru orice
r—a

e > 0, exista & > 0 astfel ca pentru orice x € A cu |x —a| < § s& avem

@) -1 <e.

Definitie 22 (definitia cu siruri) Spunem ca lim f(x) = [ daca pentru orice

r—a

§ir xp, — a avem f(x,) — 1.

Analog se definesc limitele laterale:
pentru limita la stanga (notata li}n f(z) ) in plus conditia & < a, iar pentru
xr a

cea la dreapta (notatda lim f(z) ) z > a.
z\,a

Observatie 20 Daca existd limita este unica.
Cu exceptia unor cazuri de nedeterminare : 0o — 0o, 22, %, 1%, 00-0,0°, etc.,
sunt valabile operatiile cu limite: lim (f(z) + g(z)) = lim f(z) + limg(x),
Tr—a r—a r—a

lim (f(x) - g(z)) = lim f(x) - lim g(z), etc.
Pentru calculul unor limite se folosesc deseori limite fundamentale:

. In(1 ‘1 s i im <
lim ) — gy sine — 0 pptane — 0 fp €=l =,
z—0 T z—0 % z—0 ¢ 20 *
. 142)"—1 . arcsi : —
lim =L — i aresinz — -y =1 — I g, ete.
z—0 x z—0 @—=0

n(cos z-(cos z)% -(cos z)%>

arcsin(l—cos z)

1
Exercitiu 109 Calculati | = lirr%J
Tr—

33
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Demonstratie 103 [ — lir%< In(cos z) + In(cos z) ; +1 In(cos x) ) —

arcsin(l—cos x) 2 arcsin(l—cos x 3 arcsin(l—cos )

_ 11y In(cos x) — lim In(l-y) _
6 _.parcsin(l—cosx) y—0 ATcsiny
In(1 —
= limd=y) . _—v  _ _q
y—0 Y arcsiny

0 0 . . 1-2 ‘EQ — p—
Exercitiu 110 Calculati lim &+t —cosaz—cosbr
2—0 sin ax?-+sin bx

. . 12 12_ ] — ] . 1:2_ 12_ — 3 _— a
Demonstragle 104 lim & +b zcosqxb gosbx = lim & 1+b 1+12co:=aac+1 cos bx |
20 sin ax®-+sin bx 2—0 xT
22
sinaz?4sinba?’
Folosmd limite fundamentale avem:
o2 2

L =Ina, L —Inb
xTr—
lim 1— cosam — lim2Sin2 ZTZ . ‘th = %2’
xz—0 z—0 (%)

L2 ba
son 1—cosbx __ 2sin” 3¢ p2  p?
LS YO
2
T s 1 _ 1 _ 1
I%sin ax?2+sinbxr?2 T ig}rb sin an«Esin b2 11 Osm az? +:.m b2 b ~ a+b
x (IT
2 2 b2

3 : s a® 4+b% —cosaz—cosbr __ Imatlnb+ 4 +
In COHCIHZIE’ Jljll% sin ax?+sin bx? - a+b '

Exercitiu 111 Calculati lim e~ unde [x] reprezinta partea intreagd a lui x.
xTr— 00
Demonstratie 105 Folosind definitia partii intregi avem:
r—1<[z] <x, deci et <e Pl <e®
Nu ne mai rdmane decdt si observim cé lim e *+! = lim e™® = 0.

r—00 xr—00

Exercitiu 112 Aratali ca nu eristd lim sinx.
Tr— 00

Demonstratie 106 Presupunem ca existd lim sinxz = [. Folosind definitia cu
r—00

giruri a limitei rezultd ca pentru orice sir (xr,),, care tinde la 0o, avem sin z,, — .
Fie x,, = 2nm — o00; deci sinx, = sin2nm =0 — 0;
Pentru x, = 2nm + § — oo rezultd sinx, = sin(2nm + ) =1 — 1, ceea ce
contrazice unicitatea limite.

Analog se demonstreaza pentru celelalte functii trigonometrice.

Exercitiu 113 Sa se calculeze llr%x sin l

—

Demonstratie 107 Observaim ca nu exista hr% sm = dar avem produsul dintre

T—
o functie care tinde la zero, f(x) = x §i una margmité g(z) =sin L, deci limita
ceruta este 0.

I 511‘1 1 — l

Exercitiu 114 Calculati hm

sin x

L. xsind =0.
xT xT

sin L . -
Exercitiu 115 Calculati lim LL, a fiind pozitiv.

r—01+x+az=
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Demonstratie 109 Daca a < 1, atunci limas = o0, 1ar limaz = 0.

z,/0 z\,0
A 1+sin £
Deci lim —2— = 0, de unde rezultd cd si thnl = 0 (ca produs
w/01+x+a; z,/01+z+ax

dintre o functie care tinde la zero gi o functie marginita).
La dreapta situatia se schimba radical. Vom arata prin reducere la absurd
ca nu existda limita la dreapta.

14sin L
Presupunem ca existd lim ——= = [. Folosind definitia cu siruri a limitei
x\,0 1+.L+(J,T
avem cd pentru orice gir (), pozitiv care tinde la 0, rezultd ca
1-+sin %
f(zn) = 2= =
1+zn+a®n
_ 1 1
Pentru z, = 35—, f(x,) = T rarr b
1ar pentru x, = QM%, avem f(mn) =0 — 0, ceea ce contrazice unicitatea
limite.
o . 1+sin &
Daca a > 1 vom avea lim = = 0, sar limita la stdnga nu exista.
z\014+z+a=

ool wrl=

1
Exercitiu 116 Calculati hm%.
7

N2 N

0(1+=x) 11—z
Demonstratie 110 Solutia se va baza pe limita fundamentala lirrb % =
xTr—>
T 1 1 1 1
lim (14z)4 —14+1—(1—x)5 — lim (1+w)471+17(171)5 . T
z—0 (1+z)% +1—(1—x)% x—0 (1+a:)%—1+1—(1—;v)é
1 1
lim U1 1=0m0)8 gy (1+$)4 L 4 lim 7(1 OLES A =1+1=2,
z—0 f lac—)O . z—0 .
jar lim FDT=1H=0=0)8 gy Qo) 7oL gy A=o)821 1 L 15
0 z z—0 r—0 = T8 56

Exercitiu 117 Calculati lirrb:r [%] .
xTr—

Demonstra§ie 111 Folosind definitia partii intregi:
<[4 <d
avem 1 —z < x [;] < 1, de unde , prin trecere la limita, folosind criteriul
clestelui, rezultd ca limita este 1.

Exercitiu 118 Dacad f: R — R este o functie periodica si neconstantad, atunci
f nu are limita la +oo.

Demonstratie 112 Presupunem ca exista lim f(x) = l; atunci pentru orice
r—00

gir (zn),, care tinde la oo, avem f(z,) — l. Deoarece functia este neconstanta,
rezultd ca exista o # 3 astfel ca f(a) # f(5).
Fie T perioada functiei f si fie x,, = o+ nT, atunci f(z,) = f(a) — f(@)
Iar pentru x,, = B+ nT avem f(z,) = f(8) — f(B), ceea ce ar contrazice
unicitatea limitet.

17\/1n(e+1:) ‘In(e+2z)-...-In(e+nz)

Exercitiu 119 Calculati limO

17\/1n(e+m) In(e+2z)-...-In(e+nz)

Demonstratie 113 Notam cu L, = lirr%J
€Tr—

L, = lim

1— \/ln(e+r)~ln(e+2m)~...-1n(e+(n7 1)m)+\/ln(e+x)-ln(e+2m)~...-1n(e+(n7 1)m)7\/ln(e+x)<ln(e+2x)-...-ln

(e+nx) _

z—0 z
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\/ln(eJr:c) ‘In(e42z)-...-In(e+(n—1)x)- (17\/ln(e+na:))

— lim 17\/ln(e+z)<ln(e+2z)-‘..-ln(eJr(nfl)z) x

x—0 z

= Ly + lim VD)
deoarece lilrb\/ln(e +z)-In(e+2x) ... - In(e+ (n — 1)z) = 1.
1—4/- In(e4nzx) — 1—In(e+nz) 1 1:.. 1—In(e+nz) _ %hm 1*111(6(:4*%))

+ lim =

x—0

b

lim = lim—F—————L_ = =.]lim =
z—0 z z—0z(14++4/In(e+nz)) 2 2550 r z—0
_ 1, lim 1—1—1n(1+%) _ 1, lim ln(l—&-%") n_ _n
2 z—0 z z—0 % € 2e
L ¢ 1. In(1
(am folosit limita fundamentald hn})w =1).
r—

In concluzie, L, = L1 + 55 Seriind recursiv aceste relalii obtinem ca:

Ln=Li—5m+Mm-1)+..+2)

Dar Ly = lim ==V VRS L decis Ly =~ (n+ (n—1) 4+ ..+ 2+ 1),
xr—

x

deci
I = -2zt

12 o
Exercitiu 120 Calculati il_‘mOe;#

7)2 T2
Demonstratie 114 lim &—$25% — ]im ¢ —ltl-cosz
N z—0 x z—0 R x
= lim ot 4 lim g = 1 i 2R =14 g =
(@)
Exercitiu 121 Fie f : R — (0,00) cu f(z)In f(x) = €®. Calculati lim <1 + }?;3) ’
r—00

Demonstratie 115 Deoarece f(x)In f(x) > 0 rezultd ca f(z) > 1.
In f(z) < f(x), deci f*(x) > €%, adica f(z) > e3.

@) 5 €2 deei lim L2 = 0.
x xr T—00 x
Inz T R Inz
< %, deci lim =0.
fl@) ™ 37 200 f (@)
Prin urmare, avem nedeterminare 1°°.
. 1 @ lim oz f(z) lim 2z
Dec@} lim (1 + fr(lxw)) — proood (@) T — ppce T — 60 =1.
Tr— 00

6.2 Continuitate

Fie f: A C R — R o functie, a € A un punct de acumulare pentru multimea A.

Definitie 23 Spunem ci f este continud in a daca lim f(z) = f(a).
r—a
O functie care nu este continua se numeste discontinua, iar discontinuititile
unei functii pot fi:
-de speta intai: existd limitele laterale si sunt finite;
-de speta a doua: care nu sunt de speta intai.

Exemplu 68 Functia f(x) = [z] este continud in o <= o ¢ Z.

Exercitiu 122 Aflati punctele de continuitate ale functiei f(x) = [;12] , dacd
x €R* ¢i f(0)=0.
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Demonstratie 116 [z% = acd st numai daci n — 1 < % <n<=ax¢€
11 _ 1
[I,ﬁ)sauxe[ =1 f)

Daca a € ( , = ) atunci f(x) = n, intr-o vecindtate suficient de micd

a lui a, deci f este contmua in a.
Dact a = ==, atunci lim f(z) = limn = n, iar lim f(z) =n+ 1
= lim f(z) = limn =mn, ior lim f(z) =n+1,
deci f nu este continud in punctele de forma :I:ﬁ.

|z—1]a""+z+1

Exercitiu 123 Studiati continuitatea functiei f(x) = lim Tolame+2

Demonstratie 117 Vom face discutie dupd cum a este subunitar sau nu.
Daca a < 1, atunci lim a™® este 0 dacd © > 0, este 1 daca x = 0 i este co

n—oo
daca x < 0.

LH
Deci, f(x) = {

1—x

pentru x > 0

, pentru x < 0

Se observa imedwt ca 0 este singurul punct de discontinuitate.
Cazul a > 1 se rezolva analog.

Exercitiu 124 Fie f,g : R — R doua functii continue si h : R — R definitd
prin h(z) = f(x), daca z € Q gi h(x) = g(x) daca x € R\Q. Studiati continui-
tatea functiei h.

Demonstratie 118 Fie g un punct de continuitate. Deci pentru orice sir
(xn),, care tinde la xo rezulta ca h(x,) — h(xg).

Daca z9p € Q , atunci h(zo) = f(zo) si alegem sirul (x,), de numere
irationale care tinde la xo (este posibil deoarece multimea numerelor irationale
este densd tn R ). Atunci h(zy,) = g(x,) — g(xo). Din conditia de continuitate
rezultd cd g(xo) = f(xo).

De fapt, se poate arita ca h are limitd numai in punctele de continuitate.

Exercitiu 125 Daca f,g: R — R sunt doud functii continue astfel ca f(x) =
g(x) pentru orice x € Q atunci f = g.

Demonstratie 119 Fie a € R \Q si fie (an),, C Q un sir care tinde la a. (ex-
istenta este asiguratd de Teorema de densitate a lui Q in R). Deoarece functiile
sunt continue rezultd ci f(an) — f(a), iar g(a,) — g(a). Cum f(a,) = g(ay)
pentru orice n € N, rezultd ca f(a) = g(a).

Pe baza acestui exercitiu vom demonstra :

Exercitiu 126 Multimea functiilor continue pe [0,1], C[0,1] are puterea con-
tinuului.

Demonstratie 120 Deoarece functiile constante sunt continue avem [0,1] N Q
c C[0,1].

Fie Q = {ry,7a,...1n, ...} i f € C[0,1]. Functia f este complet caracterizati
de walorile {f(r1), f(r2), ..., f(rn),...} (vezi exercitiul precedent). Deci, putem
realiza o corespondentd injectiva tntre C[0,1] i multimea sirurilor de numere
reale, care are puterea continuulus.

In concluzie C[0,1] are puterea continuului.
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Exercitiu 127 Studiati continuitatea functiei lui Riemann

0, pentru z € (0,1\Q
g@)=1{ | .
2. pentrux = E.p g e N*, (p,q) =1

Demonstratie 121 Fie 2o € (0,1]\Q si fie (xy,), un sir convergent la x.
Daca x,, € (0,1\Q de la un rang, atunci f(z,) =0 — 0.

Daca x,, € Q de la un rang, deci x, = 2=, pp, qn € N*, (pn,qn) = 1, atunci

f(@n) = i-
Ardtam ca (qn)n este un gir nemarginit de numere naturale. Presupundnd cd
(qn),, este marginit, cum q, € N ar rezulta ca (qn),, ia un numar finit de valori

an’

n

distincte; dar sirul (’q’—) este si el marginit (fiind convergent), deci (py),, va
n n
lua si el un numar finit de valori distincte.

In concluzie, (—Z") este un gir convergent care ia un numar finit de valori
n
n

distincte i rationale, deci va fi constant. Aceasta este imposibil, deoarece limita
sa este un numdar irational.

Prin urmare, (qn),, este un gir nemdrginit de numere naturale, deci q% — 0,
adica si in acest caz f(x,) — 0.

Cazul cind (x,,),, este format dintr-un subsir de numere rationale si unul de
numere irationale, este o reunire a situatiilor precedente.

Deci, f este continud in orice punct irational.

Daca xzy € Q atunci dacd alegem un sir (xy,), de numere irationale care
tinde la xo, vom avea f(zy,) — 0 # % = f(xg), deci f nu este continud in x.

Deci f este discontinud in punctele rationale.

Aceasta problema duce la intrebarea dacé exista functii continue pe multimea
numerelor rationale i discontinue pe multimea numerelor irationale? Raspunsul
este negativ, si are la bazd urmatoarea teorema.

Teorema 17 (Voltera) Fie f,g : [0,1] — R doua functii astfel ca multimile
punctelor lor de continuitate , Cy si Cy sunt fiecare dense in [0,1]. Atunci f si
g au un punct de continuitate comun.

Deci, dacd ar exista o functie continud pe Q , si discontinud pe (0,1]\Q ,
ar trebui sa aibd un punct de continuitate comun cu functia lui Riemann. Acel
punct ar fi rational, ceea ce este imposibil.

Exercitiu 128 Fie f: R — R o functie continud si a > 1. Daci f(az) = f(x)
pentru orice x € R, ardatati ca f este constanta.

Demonstratie 122 Observam ca f(x) = f(2) = f(5) = ... = f(%) pentru
orice x € R g1 pentru orice n € N.
Cindn — oo avem 5 — 0, iar functia f fiind continua rezultda ca f(5) —
n—oo
f(0)
Deci f(x) = f(0) pentru orice x € R, adica f este constanta.

Exercitiu 129 Dacd a € R* determinati f : (0,00) — R continud astfel ca

f@?) = f(z) = ax(1 - 2).
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Demonstratie 123 Relatia este echivalentd cu f(z?) + ax? = f(z) + az.
Daci g(z) = f(z) + az, relatia de mai sus devine: g(z?) = g(x) ceea ce
implica g(z*") = g(x) pentru orice numdr natural n.
Daci x < 1 atunci 2"

ca g(x) = g(0); 1
Daca x > 1, atunci se arata cd g(x) = g(zz™
In concluzie, f(x) = ax + b.

— 0 rezulta, folosind si continuitatea functiei g,
n—oo

) $i se trece din nou la limita.

Exercitiu 130 Determinati functiile continue f : [0,00) — [0,7] cu f(z) <
x - f(sinz) pentru orice x € [0, 00).

Demonstratie 124 Dacid x — sinx , atunci f(sinz) < sinz - f(sinosinz),
deci

f(z) <z -sinz- f(sinosinz)

Repetand procedeul rezultd cd f(sinx) < z-sinz-sinosinz-...-sino...osinz-
f(sino... osinx)

Fie g, (x) = sino...osin x; Folosind g, (z) = singp—1(z) < gn—1(z) se demon-
streazd ca nlin;ogn(x) = 0 pentru orice x.

Cum |sinz - sinosinz - ... - sino... osinz| < 1, rezultd ca f(x) = 0.

6.3 Proprietati ale functiilor continue

Definitie 24 O functie f : A C R — R este uniform continud dacd pentru
orice ¢ > 0 ewistd § > 0 astfel incdt pentru orice x,y € R cu |x —y| < § implica

[f(@) = f(y)l <e.

Clase importante de functii uniform continue:
1. Functiile lipschitziene

2. Functiile continue pe un compact

3. Functiile derivabile cu derivata marginita
4. Functiile continue cu asimptote la +oo.

Exercitiu 131 Fie f : (a,00) — R, f(x) = lnz, a > 0. Aratali ca f este
uniform continuda daca i numai daca a > 0.

Demonstratie 125 Presupunem ca a > 0. Atunci f are derivatd marginitd,
deci este uniform continua.

Reciproc, daca f este uniform continua presupunem prin absurd ci a = 0.

Deci pentru orice € > 0 exista & > 0 astfel incdt pentru orice x,y € R cu
|z —y| <& implica | f(z) — f(y)] <e.

Fie x,, = % §1Yn = 5.

Alegem e = In2. Deoarece |z, — yn| — 0 rezulta ca |y, — yn| < & pentru
orice n > N. T

Deci, rezultd ca |lnx, —Iny,| <In2 adicid In2 < In2, ceea ce este absurd.

Exercitiu 132 Aratali ci functia f : R* - R, f(x) = sin% nu este uniform
continua.
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Demonstratie 126 Presupunem ca f este uniform continud, deci pentru orice
e > 0 exista § > 0 astfel incat pentru orice x,y € R cu |z —y| < & implica
[f(@) = f(y)l <e.

Fiee =1 gi fie (zn),, § (Yn)n » Tn = ﬁ §1 Yp = ﬁ

Deoarece |, — yn| Rl 0 rezultd cd |z, — yn| < 6 pentru orice n > N. Ar
rezulta ci |f(zn) — f(yn)| < 1, de unde 1 < 1, ceea ce este absurd.

Analog se demonstreazd cd functia sinz® nu este uniform continud: vom

alege T, = \/2nT + 5 §i Yp = V2nT.

Exercitiu 133 Fie f : R — R o functie continua i periodica. Aratati ca f
este uniform continud.

Demonstratie 127 Fie T o perioada a lui f. Pe intervalul [0,T] functia este
uniform continud (continud pe un compact): deci pentru orice e > 0 existd §' > 0
astfel tncat pentru orice x,y € [0,T] cu |x —y| < § implica |f(z) — f(y)] <e.

Fie § = min{d', T} si fie 7,y € R cu |z —y| < J. Deoarece |z —y| < T,
rezultd ci exista x',y" € [0,T] si existi n € N astfel incit x = =’ + nT si
y=1y +nT.

Deci, [f(x) — f(u)| = |f(& +nT) — f(y/ +nT)| = |f(&') — F@)| < &, deoarece
pe intervalul [0, T] functia este uniform continud.

In concluzie, functiile sin si cos sunt uniform continue.
Exercitiu 134 Aratati cd functia f(x) = € nu este uniform continua.

Demonstratie 128 Demonstratia se face tot prin reducere la absurd.
Presupunem ca f este uniform continua, deci pentru orice ¢ > 0 ewisti 6 > 0
astfel tncdt pentru orice x,y € R cu |x — y| < 0 implicd |f(x) — f(y)] < e.
Fie x,, = n + g §i yn = n. Pentru aceste giruri |z, — yn| < § pentru orice

n € N . Prin urmare |f(zn) — f(yn)| < €, de unde rezultd cd e - |2 — 1’ <e

pentru orice n € N, ceea ce este absurd deoarece lim e”
n—oo

S
. 6271‘:

Exercitiu 135 Fie f,g: R — R doud functii continue cu
lim (f(x) - g(2)) = lim_(f(x) — g(x)) =0 .

Daca g este uniform continud, aratati ca f este gi ea uniform continud.

Demonstratie 129 Fie ¢ > 0. Din existenta limitelor avem :

Ezxistda 61 > 0 astfel ca pentru orice x € (01,00) sa avem |f(x) — g(x)| < e §z
exista 02 > 0 astfel incat pentru orice x € (—o00, —d2) sa avem |f(z) — g(z)| <

Putem spune ca exista §' > 0 astfel incdt daca x € (—oo,—8") U (§',00) sa
avem | f(x) — g(x)| < e.

Pe intervalul compact [—6' — ¢,8' + €] functia f este continud, deci va fi si
uniform continud pe acest interval. Existd deci 8" > 0 cu proprietatea ci pentru
orice 1,y € [—0' —¢,8 +¢] culz —y| <8 sd avem |f(z) — f(y)| <e.

Scriem acum ci g este uniform continud, deci exista 6" > 0 astfel incat
pentru orice z,y € R cu |z —y| < & implica |g(x) — g(y)| < e.

Fie 6 = min{d",6" ¢} si fiex,y €R cu |z —y| < 4.

Daciz,y € (—00,—08") sauw,y € (§',00) avem |f(z) — g(z)| < e 5i|f(y) — g9(y)| <
€, deci
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[f(@) = f)| = [f(z) = g(z) + g(x) = 9(y) + 9(y) = f(y)| <

|f(x) — g(x )|+| ( ) —9W +19(y) — fy)| <e+e+e=3e

Daciw € (—00,—68") siy ¢ (—o0,—6"), atunciz,y € [—0' —¢,8 +¢| (deoarece
distanta dintre x §i y nu este mai mare decdt €), deci |f(x) — f(y)| < & (tinem
seama de faptul ca |z —y| < " ).

In concluzie, f este uniform continua.

O consecinta a acestei proprietati este faptul ca orice functie continua f care
are asimptote la 400 si la —o0, este uniform continud. Dacd dy : miz+ny = p1
este asimptota la +oo, iar ds : mox + ny = po asimptota la —oo.

miz+mny —py, ¢ € (—00,a)
Fie g(x) = { az + 8, © € |a, b )

max 4+ ng — pa, x € (b,00)
cu « si 8 convenabil alese astfel ca g sa fie continua. Functia g fiind liniard
pe portiuni se demonstreaza imediat cd g este uniform continua.
Analog daci este vorba despre asimptote orizontale.

Exercitiu 136 Functiile :
fl( ) = xsin =, pentru x # 0 §i 0 in origine
fa(z) =vVa?+ax+1
fa(x )—e |I‘ln(1+x )
fa(z) =
sunt umform continue deoarece sunt continue §i au asimptote la +oo §i la
—00.

Fie I interval.

Definitie 25 O functie f : I C R — R are proprietatea lui Darboux dacd
pentru orice doud puncte a gi b din I i pentru orice X intre f(a) si f(b) exista
c intre a gi b cu f(c) = A

Teorema 18 O functie f : I C R — R are proprietatea lui Darboux daca si
numai daca duce orice interval tot intr-un interval.

Teorema 19 (a valorii intermediare) Orice functie continua definita pe un in-
terval are proprietatea lui Darboux.

Teorema 20 Orice functie injectivi cu proprietatea lui Darbouz este strict
monotond.

Exercitiu 137 Fie fo(z) = sinl daca v # 0 si f(0) = a. Ardtati ca [ are
proprietatea lui Darboux dacd si numai daca o € [—1,1].

Demonstratie 130 Presupunem ca f are proprietatea lui Darboux. Atunci
f duce orice interval intr-un interval. In particular, f(R) este interval. Dar
f(R) =[—-1,1]U{a}, care este interval numai daci o € [—1,1].

Reciproc, presupunem ci o € [—1,1]. Fie J un interval.

Daca 0 ¢ J atunci f/J = sin%/J, care este interval deoarece functia sin%
este continud pe acest interval.
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Daca 0 € J, atunci intervalele [ sunt incluse in J de la un

rang.
Deci: f( - #]) c f(J) € f(R), adict [~1,1] C f(J) C [-1,1],

Eo] —
21’L'rr+2 2nm o3

deci f(J) = [-1,1], adica f(J) este interval.

1 1
2nm+3 0 2nm— 5

. ] } 22, pentru x <0 .
Exercitiu 138 Aratati ca functia f(x) = { nu are propri-
2%, pentru x > 0

etatea lui Darbouz.

Demonstratie 131 Fie I = (—3,3). Atunci f(I) = f((—3,0) U f((0,3)) =
[0, i) U (1,v/2), care nu este interval. Deci, f nu are proprietatea lui Darbou.

Motivul pentru care functia precedentd nu are proprietatea lui Darboux este
faptul ca ea are discontinuitdti de speta intai:

Propozitie 6 O functie f care are proprietatea lui Darbouz are numai discon-
tinuitati de speta a doua.

Demonstratie 132 Presupunem ca f are o discontinuitate de speta intdi in
punctul a. Presupunem ca li}n flz)=1< f(a).
xr a

Deci pentru orice € > 0 exista 6 > 0 astfel ca pentru orice x € (a — d,a) sd
avem f(x) € (I —¢e,l+¢).

Alegem € < f(a) — 1 i fie intervalul I = (a — 0,a]. Atunci f(I) = f(a —
d,a)U{f(a)}. Deoarece f(a—3d,a) C (I—¢,l+¢) iar f(a) ¢ (I—¢,l+¢) rezultd
cd fla—9d,a)U{f(a)} nu poate fi interval, ceea ce ar contrazice faptul ca f are
proprietatea lui Darbouz.

. , x, pentrux € QN[ 0,1] )
Exercitiu 139 Functia f(z) = { nu are proprietatea
27, pentru x € [ 0,1\Q

lut Darboux .

Demonstratie 133 Fie intervalul I = (3, 3) . Observim ci f(I) = f(INQ)U
)

Dar, f(INQ) C (3,3), iar f(I\Q) C (1,2). Cum cele doud multimi sunt
nevide, rezultd cd reuniunea lor nu poate fi interval.

Comportarea functiilor cu proprietatea lui Darboux la operatii cu functii:

1) Dacd f are proprietatea lui Darboux si ¢ € R atunci f +csic- f au
proprietatea lui Darboux.

2) Suma a doud functii cu proprietatea lui Darboux nu are intotdeauna
proprietatea lui Darboux.

Exemplu 69 Functiile f si g definite prin f(x) = sin %, daci x # 0, si f(0) =
0, iar g(z) = —sin %7 pentru x # 0 si g(0) = —1, au proprietatea lui Darbouz,
iar suma lor nu are aceastd proprietate , deoarece (f + g)(R) = {0,1}, care nu
este interval.

3) Dacd functia f : R — R are proprietatea lui Darboux si f(z) # 0 pentru
x € R, atunci functia % are proprietatea lui Darboux.
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Demonstratie 134 Fie I un interval. Atunci f(I) este interval care nu-l
contine pe 0. Se observd atunci ca i %(I) este un interval.

4) Produsul a doud functii cu proprietatea lui Darboux nu are intotdeauna
proprietatea lui Darboux.
Spre exemplu,

fz) = ﬁ, dacd z # 0i f(0) = 1 are proprietatea lui Darboux deoarece

este % unde g(x) =2+ sin%, dacd = # 0 g1 g(0) = 1.

Fie h(z) =2 +sin i, daci  # 0 si h(0) = 2.

Observidm c& f-g(x) =1, dacd x # 0, iar f-¢(0) = 2, deci (f-g)(R) = {1, 2},
care nu este interval, deci f - g nu are proprietatea lui Darboux.

5) Inversa unei functii cu proprietatea lui Darboux are proprietatea lui Dar-
boux.

Exercitiu 140 FEuzistd functii f : R — [0,00) ce au proprietatea lui Darboux gi
fo f(x)=a* pentru oricex € R, a > 0,a # 17

Demonstratie 135 Presupunem ca existd astfel de functii.

Aratim ca f este injectiva. Fie f(x) = f(y) rezulta ca f (f(x)) = f(f(y)),
deci a® = a¥, de unde © = y.

O functie injectiva cu proprietatea lui Darbouz este strict monotond .

Daca f este strict crescatoare, din f(x) > 0 rezultd ca f (f(x)) > £(0), deci
a® > f(0) pentru orice x € R. Dar multimea valorilor functiei exponentiale este
(0,00) deci ar rezulta ca f(0) = 0.

Atunci f (f(0)) = f(0), prin urmare 0 =1, absurd.

Daca f este strict descrescatoare, din f(x) > 0 rezulta ca f(f(x)) < f(0),
deci a® < f(0) pentru orice x € R, ceea ce contrazice faptul ca multimea valorilor
functiei exponentiale este (0, 00).

S& observam ci se putea inlocui functia exponentiald cu orice functie injec-
tiva, pozitiva si nemarginita.

Exercitiu 141 Sa se arate ca nu exista functii continue f : R — R cu propri-
etatea ca f(x) este rational dacd i numai daca f(x + 1) este irational oricare
ar fi x € R.

Demonstratie 136 Presupunem ca exista astfel de funciii.

Fieg:R—-R , g(z) = f(z+1) — f(z).

Se observi cd daca f(z+ 1) € Q atunci f(z) € R\Q gi invers, deci g(z) €
R\Q pentru orice x € R . Deoarece f este continud rezultd ca g este continud,
deci g are proprietatea lui Darbouz, deci g(R) este un interval inclus tn R\Q .
Prin urmare, g este constanta.

Prin acelagi rationament rezulta ca functiah : R — R | h(z) = f(z+1)+f(2)
este gi ea contantd. Deci, f = h — g este constantd, ceea ce este imposibil,
deoarece f are atdt valori rationale, cdt si irationale.

Exercitiu 142 Fie f : [0,1] — [0,1] o functie cu proprietatea cd existd a,b €
[0,1] cu f(a) =0 gi f(b) = 1. Studiati echivalenta propozitiilor:

p: 7 f are proprietatea lui Darbouz”

q: 7 f este surjectiva”
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Demonstratie 137 "p = ¢” Fiey € [0,1] = [f(a), f(b)]. Deoarece f are
proprietatea lui Darbouzx rezultd cd existd x € [a,b] C [0,1] cu f(x) =y. Deci,
f este surjectivi.

Cealalta implicatie nu este adevarata in general.

Fie f:[0,1] — [0,1] prin f(z) = { @, pentru € QN0 1]

11—z, pentru z € [0,1\Q

Se observa ca fo f =idj ), deci f este bijectiva.

Presupunem ca f are proprietatea lui Darbouz.

Fie I = (%, %) .Observam ca f(I) = f(INQ) U f(1\Q).

Dar, f(INQ) C (3,3), iar fF(I\Q) C(%,3). Cum (1.3)N(3,3) =0 &
cum cele doud multimi sunt nevide, rezultd ca f(I) nu poate fi interval.

Observatie 21 In ipoteza acestui exercitiu daca f ar fi strict monotond, atunci
ar fi adevarata i cealalta implicatie.

Propozitie 7 Daci f : I — I este o functie continud si a,b € I cu f(a)- f(b) <
0, atunci existda ¢ intre a gi b astfel ca f(c) =0.

Corolar 5 Orice functie continud care nu se anuleazd are semn constant.

Exercitiu 143 Fie f : R — (—00,1) si g : R — (1,00) doud functii continue
pe R . Sa se arate ca daca existd x1,12 € R cu x1 < w2 astfel incdt f(z) =
x1, g(x2) = x9, atunci exista x3 € (v1,22) cu f(x3) - g(xr3) = 3.

Demonstratie 138 Fie h: R — R, h(z) = f(x) - g(z) — .
h este continua, deci are proprietatea lui Darbouz.
hz1) = f(@1) - g(z1) — 21 = 21(g(21) — 1) > 0
h(z2) = f(x2) - g(x2) — w2 = w2(f(22) = 1) <0
de unde rezultd ca existd x3 € (x1,x2) astfel ca h(xz) = 0.

Exercitiu 144 Fie f,g : [a,b] — [a,b] doud functii continue cu fog = go f.
Atunci exista c € [a,b] cu f(c) = g(c).

Demonstratie 139 Presupunem cd f—g nu se anuleaza. Cum ea este continud
rezultd cd pastreazd semn constant. Presupunem cd f > g.
Fie k= inf (f(x)—g(z))>0.
z€[a,b]

Presupundnd k = 0, ar rezulta ca existda un sir (zy), C [a,b] cu f(xn) —
g(xz,) — 0.
n—oo
Cum orice sir marginit are un subsir convergent, putem presupunem cd (),

este convergent la x. Deoarece | gi g sunt continue rezultd ca f(x,)—g(x,) —
n—0o0o

f(z) — g(x). Din unicitatea limitei rezultda ca f(x) —g(z) = 0, ceea ce contrazice
presupunerea facuta.

Deci, k > 0. Atunci f(x) > g(x) + k pentru orice x € [a, b].

(@) > g(f(2)) + k= f(g(x)) + k > g(g(x)) + 2k.

Continudnd acest procedeu rezulta ca f™*(x) > g™ (x)+nk, unde f™ reprezinta
compunerea lui f cu ea insagi de n— ori.

Prin trecere la limita dupa n — oo se obtine o contradictie , deoarece nk —
00, dar f(x) gi g"(x) se afla in intervalul [a,b).
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Exercitiu 145 O functie monotond nu poate avea discontinuitali de speta a
doua.

Demonstratie 140 Fie f o functie crescatoare, si a un punct de discontinui-
tate .
Artam cd lim f(z) = supf(z) = a.
z,/a r<a

Functia fiind crescatoare rezultd ca f(xz) < f(a) pentru orice x < a, deci a
va fi un numdar finit mai mic sau cel mult egal cu f(a).

Fie e > 0. Din definitia supremului rezultd ca existd v < a astfel ca a—e <
flze) < a.

Fie 0 > 0 astfel cax. < a—96, sifiex < a culzr —al <. Avema—6 <z < a,
deci . < x < a de unde rezultd ci f(xze) < f(z) < «, adici o — e < f(z) < a.

In concluzie, lim f(z) = a.

z,/a
Analog se demonstreaza cd lim f(z) = inf f(x).
z\a r>a

O consecintad a acestui exercitiu este faptul ca multimea discontinuitatilor
unei functii monotone este cel mult num#rabils. Intr-adevir, fiecirui punct a
de discontinuitate i asociem intervalul I, = (f(a—), f(a+)), care este nevid,
unde f(a—) = lim f(z) iar f(a+) = lim f(x).

x,/a \a

Folosind monotonia se arata ca aceste intervale sunt disjuncte doua cate
doua, iar o familie de intervale nevide si disjuncte este cel mult numérabild
(vezi Capitolul 3).

Exercitiu 146 Fie f : R — R o functie continud astfel incat f(x) € Z implici
x € Z . Demonstrati ca sirul a,, = f(n) — n este descrescator.

Demonstratie 141 a,+1 —a, = f(n+ 1) — f(n) — 1.

Presupunem ca exista k € N astfel ca agy1 — ar > 0. Echivalent

f(k+1)— f(k) > 1, deci existd p € Z situat intre f(k+1) si f(k). Deoarece
f este continua, ea are proprietatea lui Darboux, deci exista ¢ € (k , k+1) cu
f(¢) = p. Deoarece p € Z rezulti ca c € Z , ceea ce este absurd.

Exercitiu 147 FEzistd functii f : [a,b] — (a,b) bijective care sa aiba propri-
etatea lui Darboux?

Demonstratie 142 Presupundnd ca exista astfel de functii, ar rezulta ca f este
strict monotond (injectivitatea si proprietatea lui Darboux implica monotonie
strictd).

O functie monotond nu are discontinuitati de speta a doua, iar o functie
cu proprietatea lui Darboux nu are discontinuitdti de speta intdi. In concluzie
f nu are discontinuitati , deci este continud. Dar orice functie continud duce
compacti in compacti, deci f[a,b] este compacta, ceea ce contrazice bijectivitatea

6.4 Probleme propuse

Exercitiu 148 Calculati Tan;O x arcsin \/%%

™ JT—ax’

@

Exercitiu 149 Calculati lim —£22_
z/
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Exercitiu 150 Sa se determine « §i 5 astfel incdt functia
1

1 1
f(@)= (234 az? +1)® — (2% + Ba?sin’z +1)7 ,
sa aibd limita la oo egald cu 1.

Exercitiu 151 Calculati lir% 1+In(l+2z)+..+In(l+ nm))%

sin L
Exercitiu 152 Studiati limita in zero a functiei f(x) = 1a+b 2’;~
+242%

Exercitiu 153 Calculati lim (1731“‘T)(lfigjfi”'(lfsinn 2)

™
2

Exercitiu 154 Fie f:R >R, f(z) =sinvz?2 4+ 1 —sinx

Calculati lim f(z) gi lim (f(glj))%zbm f@)
Tr—00 Tr— 00

Exercitiu 155 Gasiti functiile periodice care au limita la +o0o sau la —oo.

Exercitiu 156 Aratati ca o functie continud care are limite finite la —oco gi la
+o00 este marginita.

Exercitiu 157 Existi functii continue f : R — R astfel ca sin® z - f(z) +In(1+
x) <07

Exercitiu 158 Fie I C R un interval gt f : I — R o functie cu proprietatea
lui Darboux astfel incdt | f| este continud. Ardatati ca f este continud.

Exercitiu 159 Fie functia f : [a,b] — [a,b] continud pe [a,b] (a < b, a-b > 0).
Sa se arate ca existd xo € [a,b] astfel ca xg - f(xo) =a-D.



Capitolul 7

Calcul diferential

7.1 Functii derivabile

Fie f: A C R — R o functie si a un punct de acumulare pentru A.

Definitie 26 Spunem ca f are derivata in punctul a daca existd
f@)=f(a)

r—a

lim
Tr—a

Functia f este derivabila in a dacd are derivata finitd in acest punct.

In acest caz limita lim (m) f( ) se noteazi cu f'(a) si se numeste derivata

r—a

functiei f in punctul a.

Observatie 22 Orice functie derivabila intr-un punct este continud in acel
punct. Reciproc nu este adevdrat: spre exemplu functia © — |z| nu este deriv-
abila in x = 0.

Exercitiu 160 Fie f : R — R o functie definita astfel: f(x) = |z — a| - sinz.
Gasiti punctele in care f este derivabila.

(x —a)sinz, pentruz > a
Demonstratie 143 f(z) = {
(—x 4+ a)sinz, pentruz < a
Observam ci functia este derivabila pe R \{a}.

In punctul a studiem separat;
fx)—f(a)

lim = lim sinz = sin a.

\,a r—a \,a

limw = lim —sinz = —sina

z,/a Tr—a z,/a

Deci functia este derivabila in a dacd $i numai dacd sina = —sina, adicd

a=nm,nel.

1 _ 1
5w, PENITU T =

Exercitiu 161 Fie f:[-1,1] = R, f(x) =1
0, in rest

Sa se arate ca f este derivabild in 0 gi sa se calculeze f'(0).

Demonstratie 144 Fic (z,), un sir care tinde la zero. Daci x, = + de la un

n)=J(0 b
rang, atunci (1 ) f() = =2 =yn.

3

3

67
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n
Acest gir tinde la zero, deoarece y;“ =atl . 2 - ndl

Deci, in acest caz exista lim M =0.

n—oo

Daci z,, ¢ {3,k € N*} pentru orice n > N, atunci M =0.

1

" este o reunire a celor doud

Cazul cind xo contine un subsgir de forma
variante anterioare.
In concluzie, existd lim

n—oo

W = 0, deci functia este derivabild in zero

st derivata sa este zero.

a, entri <l|z| < -~
Exercitiu 162 Fie functia f : R—R , f(z) ={" b "H = ,

0, pentru x =0
a < 1. Studiati derivabilitatea functiei f in x = 0.

Demonstratie 145 Vom ardata cd f nu este derivabild in © = 0. Fie (xy,), un

n
sir care tinde la zero astfel ca x, € (n%_l, 7) pentru orice numar natural n.
Atunci 7’0(“) [(0) _ 3w _ _1
Tn n Tp
Dar € (’—L "";1) deci —1— — 00, de unde rezultd ca functia nu este
ne-x, ne’ n ? ne-x, ’

derivabila in zero.

. . 0, pentrux <0
Exercitiu 163 Fie f : R—>R , f(x) = { . Este aceasta

e’%, pentru x > 0
functie derivabila de doua ori?

) 0, pentru x <0
Demonstratie 146 Observam ca f'(z) = {

L e = pentmx>0
l 1
iar f(0 )—h\m0 = lim % = lim % =0

J,\Oe‘L Yy—00
f(0) =0, deci functia este derivabila gi in x = 0.
Analog se demonstreazi si derivabilitatea de doua ori.

2 1
x”cos =, pentru x # 0

Exercitiu 164 Fie f : R - R, f(z) ={ . Ardtati ca
0, pentruxz =0

functia este derivabila pe R , dar derivata ei nu este continud in x = 0.
Demonstrayie 147 Daci x # 0 atunci f'(x) = 2w cos 23 +2?- =2 - (—sin %) =
2z cos 7 —|— = .sin gﬂ% iar

2 1
T~ Ccos
f’(()) = hmiﬂ”2 limz - cos =5
z—0 z r—0
z =0.

Pentru a studia continuitatea derivatei in x = 0, alegem sirul x, =

L =0, deci functia este derivabild gi in

1

,/2n7r+g
st observam ca

f'(xn) = 2/2nm + T, care tinde la infinit, deci functia f nu este continud
tnx=0.

Exercitiu 165 Fie f : R >R, f(z) = aysinx + assin 2z + ... + a,ssinnz.
Daca | f(x)| < |sinz| pentru orice x € R, atunci |a; + 2a2 + ... + na,| < 1.
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1(z)

Demonstratie 148 Observam cd a1 + 2as + ... + na,| = |f'(0)] = hlr%)
< lim 12| < Jim [ sn| = 1.
z—0| % r—0

Exercitiu 166 Fie f o functlie definita intr-o vecinatate a originii, derivabila
inxz =0 g f(0)=0. Calculati hm Sy f (nQ) in functie de f'(0).

Demonstratie 149 Deoarece lir%@ = f(0) rezultd cd pentru € > 0 fizat,
xr— N

exista 6 > 0 astfel ca pentru orice © cu |x| < § sa rezulte )% - f’(O)’ < e.
Adica:

—ela| < f(z) —xf'(0) <elz|

Fie N € N astfel ca % < & pentru orice n > N. Atunci = or < < 0, deci:

e < f() - S0 <e- 35
Sumdnd dupd n obtinem ca:
e- L <Zk 1f(n2) e f(0) <e-
= f'(0), de unde rezultd cd limita ceruta este

In continuare vom calcula derivata de ordinul n pentru diverse functii:

1

Exercitiu 167 Calculati derivata de ordinul n pentru functia f(x) = Pt

Demonstratie 150 O modalitate de rezolvare a unor astfel de exercitii se
bazeaza pe metoda inductiei matematice:

o o .2.h3
Observam ci f'(x) = —W7 ['(x) = (ax+b)37 f"(x) = _7(3301%)1,
Este usor acum de probat prin inductie ci f (z) = (=1)" - %

Exercitiu 168 Calculati derivata de ordinul n pentru functia f(x) = In(ax+D).

Demonstratie 151 Observam ca f'(z) = t5; folosind exercitiul precedent

obtinem ci ") () = a- (~1)"~1 - L

Exercitiu 169 Calculati derivata de ordinul n pentru functia f(x) = m.

Demonstratie 152 Observam ca f(z) = m,
pune in fractii simple si se aplica exercitiul precedent.

dupa care se descom-

O altd modalitate de abordare a unei astfel de probleme se bazeaza pe regula
lui Leibniz :

Daca f,g : R — R sunt doud functii care admit derivate pani la ordinul n
atunci

(F- )™ = T, Clfnb . g0,

Demonstratia se face prin inductie matematica:

Pentru n = 1 regula devine (f -g)' = f" -9+ f ¢

Presupunem c& (f - ¢)™) = >oreo Ckfn=Fk) . g(F) & s§ demonstram c& (f -
) D) = L ok k) (),

Sunt adevarate urmatoarele relatii:

(£:9)D = ((f - 9) ™) = (Shop ChFm=) - g®)) = S0 Gk (F=h) . g®))" =
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s Ok ((fmfk))’ L g®) 4 fln—k) | (g<k>)’) =
S CE (f(n+1—k) gk 4 f(n—k) .g(k+1)) =
= COftD). gy (C’?Lf(”) g +CLf™) .g')+(cif(nfl) g L 2D .9(2)) +
+ (C,%f("_Q) B 4 3 =2 g(3)) T

02+1f(n+1) g+ C%Hf(n) g+ Cr%ﬂf("_l) N ICNE C’f;ﬂf("‘z) cg® 4+
Deci (f - g)" 1) = Zié Ch oy fOrH1=R) - gtk

Exercitiu 170 Calculati derivata de ordin n a functiei h(x) = x3e®.

Demonstratie 153 Folosind formula lui Leibniz obtinem :

R (z) = 30, CE (@) . (e7) (k) = 0023 . e + CL322 - e + C26z - € +
C36 - e”.

7.2 Teoreme fundamentale ale calculului difer-
ential

Exercitiu 171 Fie f : R — R o functie definita prin f(z) = 2 (1+ sin %)
dacd x # 0, gi f(0) = 0. Ardtali ca atdt f cat si f' se anuleazd de o infinitate
de ori in fiecare vecindatate a originii.

Demonstratie 154 Sa observam cd f este derivabila:
Daci x # 0 atunci f'(z) =2z - (1+sinl) + 2% (=) cos i, iar
£/(0) = 111%7“-”);“0) = limz - (1+sin ) =0.

f(x)=0=sinl =—1, deci z,, = 5=, n €N

2nm—3
727”3_1 este convergent la zero, rezultd cd orice vecind-
2

Deoarece sirul x,, =
tate a lui zero contine o infinitate de zero-uri ale lui f. Intre doud zero-uri ale

lui f exista unul al derivatei (care se obtine aplicand teorema lui Rolle ).

Exercitiu 172 Fie f,g : [a,b] — R doua functii continue pe [a,b], derivabile pe
(a,b) gi f(a) = f(b) = 0. Aratati cd existd ¢ € (a,b) astfel tncat f'(c) + f(c) -
g'(c) =0.

Demonstratie 155 Fie h(xz) = f(x) - e9®). Se observi ci h este o functie
Rolle, deci va exista ¢ € (a,b) astfel ca h'(c) = 0. Dar h'(z) = f'(z) - 9@ 4
f(z)- g (z)-e9®) si cum exponentiala nu se anuleazi rezultd concluzia doriti.

Aceeasi idee se foloseste pentru urméatoarele doud exercitii:

Exercitiu 173 Fie f : [a,b] — R o functie continud pe [a,b], derivabila pe
(a,b). Atunci intre doud zerouri ale lui f exista cel putin un zerou al functiei

A+ 1

Az

Demonstratie 156 Se aplica teorema lui Rolle functiei h(x) = f(x)-e™*, care

are aceleagi zerouri ca §i f.

Exercitiu 174 Sa se determine functiile f : R — R derivabile care verifica
relatia f'+ Af =0 gi f(0) =0.
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Demonstratie 157 Inmultind relatia dati cu e obtinem ci (e’\r . f(:c))/ =0,
de unde rezultd cd functia e’ - f(x) este constantd, adici f(r) = c-e 7.
Deoarece f(0) =0 rezultd ca ¢ =0, deci f = 0.

Exercitiu 175 Fie f : [a,b] — R o functie continud pe [a,b], derivabila pe
(a,b). Aratati ca existd c € (a,b) astfel ca f'(c) = (C‘If;;ﬁ.

Demonstratie 158 Se aplici teorema lui Rolle functiei h(z) = (x — a)(x —

b)f(x).

Elemente ale calculului diferential se folosesc pentru a demonstra o serie de
inegalitati:

Exercitiu 176 Sa se demonstreze inegalitatile:
[sinz —siny| < |z — y| pentru orice z,y € R;
|cos & — cos y| < |z — y| pentru orice x,y € R;
nz" < y < ny™ L pentru orice x,y € R.

Demonstratie 159 Se aplica teorema lui Lagrange functiilor sin, cos, respectiv
T +— "

Un studiu al derivatei se foloseste pentru a demonstra urmatoarele inegal-
itati:

sinz < z pentru orice x > 0 (respectiv sinz < x pentru = < 0)

In(1 + z) < x pentru orice z > 0;

e > x, pentru orice x € R

tanx > x, pentru orice z € [0, )

arctan z < x, pentru orice x > 0.

Exercitiu 177 Aratati ca x < % -sinx, pentru orice x € [0, 7).

Demonstratie 160 Fie f(z) = %

(o) = 2emsgzsne _ s,

Deoarece x € [0,%) rezulta imediat ca f'(x) < 0, deci functia f este de-
screscatoare.

Deci, x < § implica f(z) > f(5) = =

Ca o consecinta :

sina a
< AN

Exercitiu 178 Sa se arate ca § < 3¢ - %, pentru orice 0 < a <b< F.

Demonstratie 161 Folosind functia f de la exercitiul precedent, obtinem ca
f(a) > f() > f(ﬂ)7 rezultd ci %~ < Lo < 2 de unde $ < SR8 jgr

sinb’
sna . < 1-2, de unde rezultd si cea de-a doua megalztate
a smb

Uneori este nevoie si de studiul derivatei a doua pentru stabilirea unor ine-
galitati:

Exercitiu 179 Ardtati cd e® > 1+ 1In(1 4 x), pentru orice x > —1.
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Demonstratie 162 Fie f(x) = ¢* — 1 —In(1 + z).

fl(z) =e*"— H%, iar f"(z) = e”’—l—ﬁ, deci derivata a doua fiind pozitivd,
rezultd cd [’ este crescitoare.

Daca x > 0, atunci f'(z) > f'(0) = 0, deci functia f este crescitoare pe
intervalul (0, 00)

Prin urmare, daca x > 0, atunci f(z) > f(0) = 0.

Daca x < 0, atunci f'(xz) < f'(0) =0, deci functia f este descrescatoare pe
intervalul (—1,0)

Prin urmare, daci x < 0, atunci f(z) > f(0) = 0.

Exercitiu 180 Fie f : (a,00) — R o functie derivabild astfel incat existd
lim f(x) si este finitd gi exista lim f'(x) .Atunci lim f'(x) = 0.

Demonstratie 163 FEvident lim @ = 0. Folosind regula lut L’Hospital rezulta
r— 00

cd 0= lim @ = lim % = lim f/(z)
Exercitiu 181 Fie f : (a,00) — R o functie derivabila astfel tncat exista
lim f(x) si este finitd gi exista lim - f'(x) .Atunci lim - f'(z) = 0.

Demonstratie 164 [ = lim f(z) = lim %(”’) = lim w =[+ lim z-
Tr—00

Tr— 00 Tr—00 Tr—00
f'(x) , deci lim z - f'(z) = 0.

Exercitiu 182 Dacd f : (a,00) — R este o functie neconstanta, de doud ori
derivabila gi f' >0, f” >0, atunci lim f(x) = co.
r—00

Demonstratie 165 Deoarece f' > 0, si f” > 0 rezultd cd f si f' sunt crescitare,
deci exista lim f(x) i exista lim f'(z). Presupundnd cd lim f(z) =1 € R ar
xr—00 xr—00 xr—00
rezulta, folosind requla lui L’Hospital:
0= lim @ = lim f'(z).
r—00 Tr—00

Cum f' >0, rezultd ca f' =0, deci functia f este constanta.

1

Exercitiu 183 Si se calculeze lim (g — arctan x)m .

r—00

Demonstratie 166 Avem nedeterminare [0°].
1
Fie f(z) = (5 — arctanz) ™ . Prin logaritmare:

In( %
In f(x) = Emmetens)
dect, aplicand regula lui L’Hospital, rezulta
1 —1

—arctan m)

=1 —1
T —arctane 14+a2 1 —z?

lim In f(z) = lim 2—F—" = lim w—=*—— =%, = —1. lim —5— =

P f( ) 0o % 400 5 —arctan® 1422 w~>oo_1+1m
—1.

de unde rezultd ca lim f(z) =e~!.

r—00

. 1
arcsin x ) 22

Exercitiu 184 Sa se calculeze lim (
z—0 z



7.3 APLICATII ALE CALCULULUI DIFERENTIAL 73

Demonstratie 167 Avem nedeterminare [1°°].

lim (arcszinw)z% _ .£1_>Ir10 (1 4 arciin$ _ 1)9%2 _ il (1 + arciinw _ 1)m)

z—0 —0

. i — . . —/1—12

lim 2588 2=2 — Jim ( L 1) - —312 = ljm 12122 312 - = %
z—0 x z—0 1-z z z—0 z

Prin urmare, limita este es.

Exista gi alte criterii de tip L’Hospital care pot fi utile in anumite situatii :
Propozitie 8 Fie f,g: (a,00) — (a,00), a € R, astfel incdt:

i) lim f(z) = lim g(z) = 0;

e f(x

it) wh—>Holog(x) € (0, 00).

Atunci lim 2@ _ 1
Jm o

Aceasta ramane adevarata si in cazul de nedeterminare 2.

Aplicatii pentru calculul limitelor:
Intan &

xh_,I{.lolntan% »a,b>0

lim lo (L — an)

T—00 gsinzzz z? zt
In sin ax

lilrn1 P
.'L\O narcsin ox

7.3 Aplicatii ale calculului diferential

Analiza matematicd are aplicatii in alte domenii sau alte ramuri ale matematicii.
Vom prezenta in continuare cateva aplicatii ale calculului diferential la probleme
de extrem care pot si apard in geometrie si fizica.

Exercitiu 185 In triunghiul isoscel ABC cu baza BC = 2a si indltimea AD =
h, sa se inscrie dreptunghiul de arie maxima, cu o laturd pe baza BC.

Demonstratie 168 Vom nota cu z si y laturile dreptunghiului. Folosind re-
latiile rezultate din asemanare a triunghiurilor, avem

b= hot — gy = a(h,:z), deci aria dreptunghiului va fi S = %

In concluzie, aria dreptunghiului este mazimi dact functia f(x) = (h — z)-x
este mazima.

Punctele critice se gasesc anuland derivata f'(x) = h — 2z, rezulténd un
stngur punct critic T = %

Cum derivata a doua este —2, deci negativa, rezultd ca punctul este punct
de mazim.

h

Cu alte cuvinte aria dreptunghiului este mazima se obtine pentru x = 3, iar

aria mazrimda obtinutd este S = %.

s . Lo 2 2 ) ,
Exercitiu 186 Sa se inscrie in elipsa &5 + % = 1 un dreptunghi de arie maz-
mma, avdnd laturile paralele cu azele elipsei.

Demonstratie 169 Un punct curent al elipsei are coordonatele (m, % Va2 — xQ)
, deci aria unui dreptunghi inscris in elipsa va fi 2x - 2y, adica
S:4~:z:~§~\/a27m2.

Astfel, pentru a gasi aria maxima trebuie sa gasim extremele functiei
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f(@)=z -va*—2?

. 2_ 2 . 192 v . . .
Derivata este \“/11237712, iar radacinile acesteia sunt v = :l:%.
Calculdnd derivata a doua vom vedea ca punctul r = % este un punct de

maxim.
Aria mazima va fi S = 2ab.

Exercitiu 187 Sa se determine trunchiul de con circular drept de volum minim,
circumscris sferei de razd T.

Demonstratie 170 Dacd notam cu x raza bazei mict a trunchiului, iar cu y
raza bazer mari, avem volumul trunchiului:

V:§~(Hy2—hx2)

C D

Demonstratie 171 unde H, h sunt inaltimile conurilor din care provine trunchiul. Intre
acestea exista relatia

ho_ _ H

=y = h=

Folosind faptul ca H — h = 2r, obtinem

H=2% jarh= yzf" deci:




Capitolul 8

Siruri si serii de functii

8.1 Siruri de functii

Generalizadnd notiunea de sir de numere, se pot defini sirurile cu elemente in
alte multimi . Dacd A este o multime , definim un sir cu elemente in A ca o
aplicatie s : N — A, si convenim s& notdm aceste giruri prin (a,), . Daci A este
o multime de functii, atunci sirul respectiv se numeste sir de functii.

Doud probleme vom studia in legdtura cu aceste siruri de functii: conver-
genta punctuald si convergenta uniforma.

Definitie 27 Fie (f,),, un sir de functii , f, : ACR — R . Spunem ca (fy),,
converge punctual la f : A — R daca pentru orice x € A i pentru orice
e >0, exista N € N astfel ca pentru orice n > N si avem |fn(x) — f(z)| < e.
(fn),, converge uniform la f: A — R dacd pentru orice € > 0, exista N €
N astfel ca pentru orice n > N gi pentru orice x € A sa avem | fn(x) — f(z)] < €.

Cele doua definitii sunt periculos de aseméanatoare. Convergenta punctuald
presupune gasirea unui rang N care depinde de x si de €. Daca acest rang poate
fi ales independent de x, atunci aceasta atrage si convergenta uniforma.

Pentru un gir de functii f, : A C R — R, convergenta punctuald se poate
studia folosind metodele prezentate la capitolul ”Siruri de numere reale”. Con-
vergenta uniforma foloseste metode noi, cele mai frecvente fiind evidentiate in
continuare.

Propozitie 9 Fie (fy), un sir de functii , f, : A C R — R astfel incat exista
un gir de numere (ay,),, ,care tinde la zero, astfel ca |fn(z) — f(2)| < an pentru
orice n € N gi pentru orice v € A. Atunci (fy),, converge uniform la f.

Demonstratia este evidentd, nu avem decéat sa scriem ce inseamna cd a,, — 0.

Propozitie 10 Daca (f,), este un gir de functii , f, : A C R — R care
converge uniform la functia f, atunci sup |f,(z) — f(z)] — O.
n—oo

z€A
Exercitiu 188 Fie f, : [1,2] — R, prin fu(z) = ;5. Aflati limita punctuala
a acestui gir si aratali ca ea este uniforma.

(0]
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Demonstratie 172 Se observi ca pentru orice x € [1,2], avem lim I_%n =0,
n—oo
deci f, 5 f=0.
Deoarece x € [1,2], avem |fn(z) — f(z)| = 5 < 1_%” Deoarece 1_‘2% — 0,

folosind propozitia precedenti, rezultd ca f, — f = 0.

Situatia se schimba semnificativ dacd pentru acest sir modificim domeniul
de definitie.

Exercitiu 189 Fie f, : [1,00) — R, prin f,(z) = — - Aflati limita punctuald
a acestui sir i ardatali ca ea nu este uniforma.

x

Demonstratie 173 Evident, lim
n—oo

= 0 pentru orice x € [1,00).
Presupundnd ci fn, — 0, ar rezulta ci pentru orice € > 0, existi N € N

astfel ca pentru orice n > N gi pentru orice x € [1,00) sd avem |f,(z)] < €.
Pentru e = %, exista N € N astfel ca pentru orice n > N gi pentru orice

x € [1,00) sa avem |fn(z)| < §. Daci & = n, atunci 2— < %, ceea ce este

n+n 2
absurd.

Exercitiu 190 Fie f, : [0,1] — R, f,(x) = a™. Aratati cd girul este conver-
gent, dar nu este uniform convergent.

) i 0, pentru x € [0,1)
Demonstratie 174 Observim cd lim f,(z) = {

n—oo

1, pentruxz =1

Deoarece functiile f,, sunt continue, iar functia limita nu este continud,
rezultd ca aceasta convergenta nu poate fi uniformda.

Exercitiu 191 Ardtati ca sirul f,(z) = \/(n2 + 1) sin® T+ nx—+/nx este uni-

form convergent pe [1,00).

(n®+1)sin® Z
241) sin? Z {na4/nx

Demonstratie 175 0 < \/(n2 +1)sin® I + nz—/nz = 7

241 e deci sirul , l
< g < I, deci girul converge uniform la zero.

Exercitiu 192 Aratati ca sirul f, : (0,00) = R, fo(z) => 1, 2F sin
este uniform convergent.

ﬁ nu
Demonstratie 176 Presupunem ci este uniform convergent si folosim Cri-
teriul lui Cauchy:

Pentru orice e > 0, exista N € N astfel ca pentru orice n > N, pentru orice
p € N gi pentru orice x € (0,00) s& avem |fnip(x) — fr(z)] <e.

Alegem e = %, p=mn, §ix= ﬁ si obtinem ca:

[fan(@) = fal@)] = [27T (=)™ + o+ 227(=1)] > §

Exercitiu 193 Studiati natura sirului (f,),, de functii , definit de
fo(z) = e"7” . sinna.

Demonstratie 177 Sirul converge punctual la 0, ca fiind produsul dintre un
gir marginit, (sinnx), si unul care tinde la zero, (e’""’”2) .
n

1

n) = e 7w -sinl > e 1.ginl > 0, deci

Observam ci sup |fn(z)] = fn (
z€R

convergenta nu este uniformda.
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Exercitiu 194 Fie (P,), un sir de polinoame care converge uniform pe R la o
functie f. Atunci f este o functie polinomiala.

Demonstratie 178 Folosind Criteriul lui Cauchy, pentru € = 1 obfinem un
rang N astfel ca |P,(z) — Py(x)| < 1, pentru orice x € R, si pentru orice
n > N.

Prin urmare, polinomul P, — Py este marginit pe R, de unde rezultd cad este
constant. Dect, existd ¢, € R astfel ca P, = ¢, + Py.

Deoarece (Py),, este convergent, rezultd ca girul (cy), este convergent.Prin
trecere la limita in relatia precedentd, rezultd ca f = ¢+ Py, de unde concluzia
dorita.

Urmaitorul exercitiu stabileste comportamentul convergentei uniforme la op-
eratii cu siruri de functii.

Exercitiu 195 Fie (fy), §i (9n), doud siruri de functii, uniform convergente
la f, respectiv g. Atunci:

1) (fn + gn), converge uniform la f + g;

2) Daca f si g sunt marginite, atunci (fy - gn),, converge uniform la f - g.

3) Daca [ si g sunt nemdarginite, aceastd proprietate ne este neaparat ade-
varata.

Demonstratie 179 2) |f,(x)g.(x) — f(z)g(x)| =
= |fn(@)gn(x) — f(@)gn(2) + f(2)gn () — f(2)g(2)| <

< |fa(@) = F(@)] - [gn ()] + lgn(z) — g (z)] - | f(2)]

Deoarece g, — g, pentrue = 1, existd un N € N astfel ca |gn(z) — g (z)] < 1,
pentru orice © € R. Cum g este marginita rezultd ca gi g, sunt marginite, de la
un rang, de aceeasi constantd (deci sunt uniform marginite, de la un rang).

8) Un exemplu este dat de f, = idg , iar g, = +.

n

8.2 Serii de functii

O serie de functii este cuplul format dintre un gir de functii f,, : D CR — R si
sirul sumelor partiale asociat , S,(z) = >, _; fn(2). Ca si in cazul sirurilor de
functii se vor pune doud probleme: convergenta punctuala ( o serie Y, 4 fn(2)
este punctual convergentd daci sirul sumelor partiale este punctual convergent)
si convergenta uniforma ( o serie Y -, fn(x) este uniform convergentd daca
sirul sumelor partiale este uniform convergent) .

In studiul convergentei punctuale se vor folosi criteriile de la seriile numerice
, iar pentru cea uniforma vom evidentia citeva metode speciale.
Exercitiu 196 Studiati natura seriei Zn>1 sin’z o e R,

Demonstragie 180 Vom folosi Criteriul radical al lui Cauchy:
|sin z\

hm (|fn\) = lim T = |sinx].

Decz, dacd |sinz| < 1, seria va fi avsolut convergenta.
Daca sinz = 1, seria devine Y . deci este convergentd pentru o > 1,
st divergenta pentru o < 1.

n>1 nﬂ )

¢ . . . (-
Daca sinz = —1, seria devine 3, -,

1 . o
ey deci este convergentd pentru
a > 0, si divergenta pentru o < 0.
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Exercitiu 197 Studiali convergenta punctuald a serieiy , -, % . (i;iz)

An+41

n

Demonstratie 181 Folosind criteriul raportului avem lim

n—oo

= 1422

< 1, deci seria este punctual convergentd. Dacd x =

Daca x # 0, atunci }1+ -

. ) (=)™ ) R
0, atunci seria devine anz s care este convergenta, urmare a Criteriului
lui Leibniz.

Exercitiu 198 Studiati caracterul convergentei serieiy . -, (ﬁ — m) .

Demonstratie 182 Un calcul direct aratd ca girul sumelor partiale este s, (x) =
— x, care tinde la —x. Pentru a proba convergenta uniforma avem:

T
14+nz
[50(@) = s(2)] = |5z

< % — 0, deci convergenta este uniformd.

Exercitiu 199 Aratati ca seria ), ,(—1)"
vergenta. B

1+n3z4 este absolut gi uniform con-

. _ 22203 1 1
Demonstratie 183 |f,(z)| = 75557 - -7 < 5 0.

Exercitiu 200 Ardtati cd seria Y., ~,; (e — (1 +
vergenta. -

") - S este uniform con-

Si=

n+1 o
l) este descrescator la e , avem:

Demonstratie 184 Deoarece sirul (1 +

1\n+1 1\7 cos nx|
|fn(@)] < [(1 + *) - (1 + 7) } leomrel L <
1\™ . 1
< (1+ﬁ) ‘n’ n+1 < n(n+1) < n2
Criteriul lui Weierstrass e spune ca dacd |fn, ()| < an, , pentru orice n € N
i pentru orice x € D, iar seria numericd ), ., a, este convergenta, atunci

seria Yy, <o fn(x) este absolut si uniform convergentd pe D.
Acelasi Criteriu al lui Weierstrass se aplica si pentru seria urmatoare:

Exercitiu 201 Studiati natura seriei ), -, arctan ==, = € R .

+

Demonstratie 185 Deoarece functia arctan este crescatoare gi arctanz < x,
pentru orice x >0, rezulta ca
arctan < arctan - < %

2+ 4
Cum seria anl oz este convergenta, rezultd ca seria noastra este uniform
convergenta.

Exercitiu 202 FEste posibil ca o serie de functii continue sda conveargd neuni-
form la o functie continua?

Demonstratie 186 FEste posibil, dupd com o aratda gi urmatorul exemplu:
Pentru seria Zn>1 (1-13512 — l_i?n_li; ) girul sumelor partiale este s, (x) =

care converge uniform la 0, o functie continud. Aceastd convergenta nu

nr
Trn?a?>
este uniformda, deoarece pentru x =+, |s,(x) — 0| = %

Exercitiu 203 Aratati cd seriay ., (x” -z — gl x2"_2) converge ne-

uniform pe [0, 1].
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Demonstratie 187 Sirul sumelor partiale S,(x) = ™ — 2®" tinde la zero.

1
Aceasti convergentd nu este uniformi deoarece pentru x = (1), [Sp(2z) — 0] =
1

1.

Exercitiu 204 Fie (ay,), un sir descrescator la zero, Atunci seriile )", - a, cosnz
§i Y, 51 ansinnz sunt uniform convergente pe orice multime compacta A C
(0,2m).

Demonstratie 188 Vom aplica Criteriul Abel-Dirichlet, care asigurd conver-
genta uniforma a seriilor de functii de forma -, <, un(x) - vo(x), pentru care
(un),, este descrescator gi tinde uniform la zero, iar sirul sumelor partiale pentru
seria Y., <o Un(z) este uniform marginit (exista M > 0 astfel ca |>"_ovi(z)| <
M, pentru orice n € N i pentru orice x € D).

In cazul nostru aceastd ultima conditie trebuie probata.

sn(z) = > p_, coskx = w, deci |sp ()| < |

21 x . .
s sin & |

Functia x — Fng] este continua pe orice compact A C (0,27), deci este
3
1

in £
|sm 2|

marginita, adica exista M > 0 astfel ca < M pentru orice x € A.

8.3 Serii de puteri

O serie de puteri este o serie de functii, in care functiile au o forma particulars,
adica f(x) = cp(x —20)", pentru orice n € N , iar (c,),, este un sir de numere.

Pentru o serie de puteri ) - ¢n(xz—20)" convergenta se stabileste folosindu-
ne de raza de convergentd, p = sup{R € R / pentru orice z cu |z — z¢| < R,
seria este convergentd}

Teorema Cauchy-Hadamard ne permite calculul razei de convergenta:
1 1

1 — 3. Cn

limsup|ey, | lim SUPicII
n— o0 n—oeo

Dacd z € (zo — p, To + p), atunci seria Y, - cn(z — 20)" este converegnta;

Dacd x € (—00,z9 — p) U (20 + p,00), atunci seria } 3, -, cn(z — 20)" este
divergenta;

In capete se studiaza de la caz la caz. Daca x este unul din capete, iar seria
este convergentd in x, atunci teorema a doua a lui Abel ne spune cd suma seriei

este continua in x.

Exercitiu 205 Aflati raza de converegnta a seriei ), -, n2z™~ L, apoi calculati
suma et pe multimea de converegnta.

Demonstratie 189 p = ﬁ =1
limsupT

n-— oo

In concluzie, dacd x € (=1,1) atunci seria este convergentd. Dacd x €
(=00, —1) U (1,00) atunci seria este divergenta.

Daca x =1, seria devine )", -, n?, care este divergentd, iar dact r = —1,
seria devine Y, -, n*(—1)", care, de asemenea, este convergent.

Pentru a-i calcula suma pornim de la suma seriei ano x™.

Fie S(z) = Y72, 2. Deoarece seriile de puteri pot fi derivate termen cu
termen obtinem ca S'(x) = Y gy kat71, iaz" xS (z) = Y o ka*.

Derivind inci o data rezultd ci (zS'(z)) = > po, k*2*~1, adicd exact suma
seriet noastre.
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Pe de altd parte, S(x) = % (suma seriei geometrice de rafie x) , S'(x) =

T g2 z
- w)z’ iar (25'(@))’ = ((17@2) - le+ig)c(l o= (Lwﬂ - (11:0)3.

"

Exercitiu 206 Se cer raza de converegni si suma seriei Y - FIGESIE

Demonstratie 190 p= —— =1
§ p= hmsup%

n— oo

Daca x =1, seria devine Zn>1 ninFD) care este convergenta, iar dacd x =

n+1) ’
care este §i ea converegnta.

—1, seria devine anl ﬁ,
Deci, mullimea de convergentd este [—1,1].
Pentru a-i calcula suma ne vom folosi de de faptul ca seriile de puteri pot fi
integrate termen cu termen.
Fie S(z) = Y32, 2%, Prin urmare, fo tydt =30 Jot Tt =3,
Pe de alta parte, [ S(t)dt = [ dt = ln(l — ).
Deci —In(1 —x) = >, 5 % Integrdnd inci o datd, [} —In(l — t)dt =

Zn21 Oz tn dt, dect

n+1
fO - ln(]‘ - t)dt = ZnZl n?n#»l) :
n+1
Calculdnd integrala obtinem ca ), -, % =-1Z.In(1-2)-1.
Deoarece seria este convergenta gi pentru x = —1, obtinem ca
1)t
Zn>1 (n(n)+1) =2ml2-1.

8.4 Dezvoltarea unei functii in serie Taylor

Unei functii f : I — R indefinit derivabild ii putem asocia seria de puteri

> >0 f(’:zl(a) - (z —a)™, pentru a € Intl, care se numeste seria Taylor asociatd
functiei f in punctul a.

Daca seria Taylor asociatd este convergentd si are suma f, atunci functia f
se numesgte dezvoltabild in seria Taylor in jurul punctului a.

Nu orice functie indefinit derivabila este dezvoltabila in serie Taylor, dupa
cum o arata si urmatorul exemplu, al lui Cauchy:

e_x%, pentru x # 0
Functia f(z) = { este indefinit derivabild i f()(0) = 0
0, pentru x =0

pentru orice n € N, deci seria Taylor asociata functiei f este seria identic zero,
care este convergentd, dar nu are suma f.

Exista mai multe metode de a dezvolta o functie in serie Taylor. Una dintre
ele se bazeazi pe urméatorul Criteriu suficient de dezvoltare:

Teorema 21 Daca f: I — R este o functie indefinit derivabila astfel ca exista
M>0,6>0 cu propm'etatea ca |f™ (x)’ < M - 6" - n! pentru orice n € N gi
pentru orice x € (a — 5,a + ), atunci [ este dezvoltabila in serie Taylor.

Folosind acest criteriu se demonstreaza, spre exemplu c& functiile sin, cos si
exponentiala sunt dezvoltabile in serie Taylor.
Pentru f(x) = sinz, |f(") (:E)| <1< 1-1"-nl, deci sunt indeplinite conditiile

sin(® )(0)
n!

criteriului, de unde rezulta ca sinz =3 -, , adica
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3 5
sinz =x — 57 + %7 —
Analog se demonstreaza ca
2 4 2
J— x X 3 xr __ Y X
cosx=1—G + 57 —..gie"=1+F{+5 +..

Exemplu 70 (Seria binomiala)Aratati ca
1+z)*=1+ anl W Cn.

Demonstratie 191 Raza de convergenta R =

a(a—1) .. (a—n)

n!
(n+1)! ‘a(a—1)-...(a—n+1)

lim sup

n— oo

1.
Deci, daci x € (—1,1) seria este convergentd. Fie f(x) suma acestei serii.
)

Un caleul direct aratd ca f'(x)+zf'(z) = af(x), deci ff/((f)

_a
T+a”

de unde prin
integrare rezulta f(x) = (1 + z)*.

O alta metoda de dezvoltare in serie Taylor se bazeaza pe seria binomiala si
pe faptul ca seriile de puteri pot fi integrate si derivate termen cu termen.

Exemplu 71 Aratati caIn(l+2z) =2 — % + % — ... pentru orice x € (—1,1].

Demonstratie 192 Mai intdi observam raza de convergentd pentru seria 2721(71)”*1%
este R = 1.

Deci daci © € (—1,1) seria este convergentd. Dacd x = 1 seria devine
>ons1 (1)L care este convergenti (Criteriul lui Leibniz). Pentru x = —1,

atunci seria este Y., -, =, deci este divergenta.

Asadar, multimea de convergenta este (—1,1].

Fie f(x) =In(1 4+ z). Atunci f'(x) = H%zc = (1+ )7L, deci am ajuns chiar
la seria binomiala, pentru o = —1.

Prin wrmare, f'(x) =14+, <, EDEDEn)  gn 4 Do (D)™,

n!
n+1

Prin integrare obtinem cd In(1+x) =z + 3 o (—=1)" T

A doua teorema a lui Abel ne permite sa prelungim prin continuitate $i in
z=1.

Exercitiu 207 Dezvoltati in serie Taylor functia f(z) = arctanx.

Demonstratie 193 f/(z) = 15 = (1+2%)"! =

1422
=14+ Zn>1 (—1)(—2'-.~(—n) L2 =1 4 Zn>1(_1)nm2n’
- n 2+l -
f@)=a+3 5, (-D)" 57
n a2n

Deoarece seria ), <, (—1) snoT are raza de convergenta 1 gi este conver-
gentd si in punctele 1 i —1, relatia va fi adevarata pentru x € [—1,1].

Exercitiu 208 Dezvoltati in serie McLaurin functia f(x) = In(x + V22 + 1).

Demonstratie 194 f'(z) = o= = (2" +1)7 =
—1y,—1 -1

3.

2

— —1"% ...2”;1' 2n _ (2n—1)!' on
= +an1( ) al = +an1 2nll LT

de unde rezulta ca
- (2n—1)ll g2+l
f@) =2+, 51 5 St

Exercitiu 209 Dezvoltati in serie McLaurin functia f(x) =

x—4
2 —5x+6"
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Demonstratie 195 Observim ci f(z) = 225 — -15.

Calculam derivatele de ordin n pentru o functie g(x) =

L Observam ci
r—a

J(z) = *ﬁv g’ (z) = ﬁ, g"(z) = f%, de unde rezultd imediat,
prin inductie ci g™ = (—1)"#.

Prin urmare,
f(n) (1’) = (—]_)n . ’I’L' ((I*ZZ)?H'I - (w,;)n+1) 5 deci
|f(”)(x)| <nl-2.6",

unde & este max{ sup ’% , sup ﬁ‘}
ze(—1,1) ze(—1,1)
Sunt deci indeplinite conditiile din Criteriul suficient de dezvoltare, enuntat
mai sus. Rezultd ca

) L
f(@) =20 L7100 n!(o) -x™, adica

(gt ) o 2 1 n
f(z) = ano ! T = ano (_2n+1 + 3n+1) "z

8.5 Calculul limitelor cu ajutorul dezvoltarilor
in serie Taylor

22

Exercitiu 210 Sa se calculeze li%%

xTr—>
Demonstratie 196 Retinem termenii de rang mai mic decdt patru din dez-
voltarea functiilor care apar la numarator:
z? z* 6
cost =1— 5 + & 4 o(z°)
z2 2 4

et:1+%+t2—2!+o(t3), de unde e~ T =1 — Z- 4+ L + o(2f).

Prin urmare,

.2 2 4 2 4 _ .4
lim cose—e” T _ lim e e - lim Tz o) to@?) _ _ 1L
z—0 ! z—0 zt z—0 zt 12°

1

. Lo 2(1— sinz—xz3(1—xz2)4

Exercitiu 211 Calculati lim (1—cosz)sinz—a (1—27)%
10 sin® x—x

Demonstratie 197 sinz =z — %3 + o(z?)

5
3 =1 pola), dect (32)] = (1= %) wolet) = 0105+

T T
ofa*) S
Asadar, (%) =1- 5% + o(x*), de unde rezultd ca
7
sin® z — 2% = =5 4 o(a?).
2
De asemenea, 1 — cosx = 7 - 51 + 750 +0( )
jar sinx = v — F + & ﬁ + o(2” ), de unde
5 7

2(1 - coslx) sinz = 2% — & 4+ L5 + o(2")
(1-2%)7=1-f2— Za? + o(z?).

. 2(1—cosx)sinz—z>(1— x2)4 T +0(3" ) 57
lim sin® z—1z% - 156:) +o(x9) — 400"

z—0 z—0
Cu ajutorul dezvoltarilor in serie Taylor se pot calcula si limitele unor siruri:

(="

Exercitiu 212 Sa se arate ca sirul a, =1 — % + % -+ este convergent

st sa se calculeze limita sa.
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Demonstratie 198 Pornim de la dezvoltarea functiei In(1+ x) :
z> z3 n—1z" zn !
ln(1+$) =T — 74— 3 _(_1) 17—’_ (14c)(n+1) "
. —1)"™
Atunciln2=1- 1+ % — ot n) + (1+C)1(n+1), unde ¢ € (0,1).

Deoarece lim ——+—— =0, rezultd cd lim a, = In 2.
n—»oo(1+5)(n+1) ’ n— 00 "







Functii de mai multe
variabile

Observam frecvent in aplicatiile practice cd anumite functii depind de mai multe
variabile. Spre exemplu, pentru a exprima pozitia unui punct pe o harta este
nevoie de 2 coordonate, deci avem de-a face cu o functie de doua variabile.
Profitul unei firme se exprima ca o functie de venituri si cheltuieli, deci este vorba
tot despre o functie de mai multe variabile. Volumul unui corp paralelipipedic
este o functie de trei variabile (lungimea, latimea si inaltimea).

Vom defini R™ ca fiind multimea n uplurilor (x1,xs, ..., z,) unde x1, ...z,
sunt numere reale. In cazul lui R? vom nota aceste perechi cu (z, z) iar in cazul
lui R? vom folosi notatia (z,, 2) .

O functie realda f : D — R de n variabile este o aplicatie care asociazad
fiecdrui n uplu (z1, xa, ..., ) din submultimea D a lui R™. Vom spune ca D este
domeniul de definitie al functiei f. In cele ce urmeazi D va fi o multime deschisi,
adica dacd (z1,%2,...,2n) € D, existd r strict pozitiv astfel incat pentru orice
(Y1, Y2, ---Yn) Cux;—7r < y; < x;+7r pentru orice i=1, n rezultd (y1,ya,...yn) € D.

Exemplu 72 1. f($17.’132,$3) = ($1 + X2 +.’133)/.’1?2

Example 2 2. f(x1,22,23) =sin (1 - 2 - x3)
3. f(2,9,2) = pyrae

Exercitiu 213 FEzprimati volumul V al unui con in funciie de generatoarea sa
T §i de raza bazei y.

Demonstratie 199 Stim ca volumul unui con este

2
h a v . . .
V = = unde h este inaltimea conului. Dar h = \/x? —y?, prin urmare
2 2 2
_ Tyt /at—y
V= 3

1

[4—x2—y2 :

Demonstratie 200 Functia este definitd dacd 4 — 2% — y?2 > 0, aceasta fiind
conditia de existentd a radicalului gi in plus, 4 — 2 — y? este nenul. Deci

Exercitiu 214 Determinati domeniul de existentd al functiei f (x,z) =

D emonstratie. z? 4 y? < 4, ceea ce inseamn# ci domeniul de definitie
al functiei este format din multimea punctelor interioare cercului de razi 2 cu
centrul in originea axelor de coordonate. m

Exercitiu 215 Determinati domeniul de existenta al functiei f (x,y) = arcsin §+

JTY

85
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Demonstratie 201 Primul termen al functiei este definit pentru —1 < 3 <1,
adica pentru —2 < x < 2.

Al doilea termen are valori reale dacd x > 0 sty > 0 sau z < 0 siy <0,
adica este vorba despre punctele situate in primul si al treilea cadran.

Exercitiu 216 FExprimati volumul V al unei piramide requlate patrate in functie
de inaltimea x gi de latura sa laterald y.

Demonstratie 202 Volumul piramidei este V = Ariabazei-inaltimea _ M

Daca VO este tnaltimea piramidei si VA una din muc:;mle laterale, atuncz
din triunghiul dreptunghic AVO rezulta ca
AO = \/y? — 22, aceasta fiind de fapt jumditate din diagonala bazei.
Un calcul imediat aratd ci latura bazei a = /2 - \/y? — 2.
2(y27x2)-z
3

Prin urmare, V =
Exercitiu 217 Determinali domeniul de definitie al functiilor urmatoare:

Exercise 1 1. flz,y) =In(z + 2)
2. flx,z) = x + arccosy
3. flx,2) =V1—a22+ /1 —y2

4. f(x,z) = arcsin £

Pentru functiile de doud variabile reale se poate trasa graficul in R3.
Ca si in cazul functiilor de o variabild putem defini notiunile de limitd a
functiei intr-un punct.

Definitie 28 Daci 29 €R? spunem cia VC R? este o vecindtate a punctului zo
daca 'V contine o multime U deschisa astfel ca z9 € U.

Definitie 29 (definitia cu vecinatati)Fie f : D C R™ — R o functie reala de n

variabile gi lER. Spunem ca lim f (x) =1 dacd pentru orice vecinatate V a lui
T—T

I, existd o vecinatate U a lui zo astfel ca (U) C V.

Definition 1 Definitie 30 (definitia cu siruri)Fie f : D C R™ — R o functie
reald de n variabile i IER. Spunem cd lim f(x) = | dacd pentru orice gir

T—T0

(xn), CR™ care tinde la x rezultd ca f(x,) — L.

Definitie 31 (definitia cu 6 sie ) Fie f : D C R™ — R o functie reald de n

variabile gi IER. Spunem ci lim f (x) =1 dacd pentru orice € > 0 exista 6 > 0
Tr—T0

astfel ca pentru orice x € R™ cu ||z — zo|| < 6 sa avem |f(z) — 1] < e.

Definitie 32 Fie f : D C R™ — R o functie reald de n variabile si ac D.
Spunem ca f este continud in a dacd lim f () = f(a). Deci, putem spune ca f
r—a

este continud in a daca este indeplinitd una din urmdatoarele trei conditii:

1. Pentru orice vecindtate V a lui f(a) , existd o vecinatate U a lui a astfel
ca f(U) CV.

2. Pentru orice sir (x,,), C R"™ care tinde la a rezultd ca f (x,) — f(a).

3. Pentru orice € > 0 exista § > 0 astfel ca pentru oricex € R" cu ||z — a]| <
d sa avem |f(z) — f(a)| < e.
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Existd foarte multe exemple de functii continue de mai multe variabile.
Functiile elementare ca exponentiala, logaritmul, functiile sin si cos, functiile
polinomiale de mai multe variabile, functiile lipschitziene gi compuneri ale aces-
tora sunt toate functii continue.

Exercitiu 218 Gasiti limitele functiilor urmatoare:

Exercise 2 1. lim 22 4+ y?) sin +
(x,y)~<070)( V) Y

0< | (@2 +9?)sin | < (2 + )|
Deoarece  lim (a:2 + y2) =0, rezulta ca si limita cerutd este tot 0.
(#,y)—(0,0)
2. lim ey oy Mo, .99
(2,9)—(0,2) (z,9)—(0,2) Y
3. li 24y
<Lw§&mﬂ“f
0< xéig = =7 =+ T2+y2 <z + — 0 atunci cand (z,y) — (00, 00)
4 lim (1+g)$: lim <(1+£)%>y:ek
(2,y)—(00,k) “ (2,y)— (00, k) *
5. lim mOdwy) gy nOdey) ey gy n(1 4 ogy)ee
@)=00) T @y)=00) T @)= 00) (L+a9)®
oy .
m24,y2 - lne (‘l”y%l_%o O) 2+y
In continuare vom ardta ca nu exista  lim 2+ =, folosind definitia cu
(z,9)—(0,0)" Y
sirurui. Presupunem prin reducere la absurd ca exista lim =1

@wammI+y
Rezultd cd pentru orice sir (z,), C R? care tinde la xy rezultd ca f(x,,yn) =
Tl launde Zn = (ijyn)

z3+ya
Pentru (zn,yn) = (£, 1) — (0,0) rezultd ci f (zn,y ):L%:l_)l
ny JIn n’n bl ny JIn %J’_ﬁ 2 2
Pe de alta parte, pentru (Tn,yn) = (%, 5) (0,0) rezultd ca f(Tp,yn) =
2 1
nn 2
artar 0

Deci, pe de o parte ar rezulta ca |l = 2, iar pe de altd parte | = % Aceasta
contrazice unicitatea limitei. Contradictia provine din presupunerea cG existd
limata.

Aceasta este o metoda foarte des folositd pentru a ardta ci nu existd limita
unei functit de mai multe variabile.

. tan(z3+y5) o tar1(;c3+y5) w34y’
o (w,y%l—*m(0,0) oty (I7y%1—>(0 o) Y’ e = 1:0=0, deoarece
3 5 3 5 23
o +y T Y Yo
— —| < 0.
x2 4y 22 4yt + 22 4yt = |22 + Y 2|+ lyl —

Ezxercitiu 219 Studiati continuitatea functiilor:

pentru (x,y) nenuli gi 0 pentru (z,y) = (0,0).

1. flz,y) = \/ma
Demonstratie 203 Pentru punctele diferite de origine, functia este continud
ca o compunere de functii elementare, iar in origine studiem separat:

22. 2. A/ x2- \/x2- .
0 < ‘\/ﬁ < §4+yg . \%y < % — 0 = f(0,0) atunci cand
(z,y) — (0,0).

Deci, functia este continuda.
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2.f (z,y) = g;"”T'yyz, pentru (x,y) nenuli gi 0 pentru (z,y) = (0,0).

Demonstratie 204 Pentru punctele diferite de origine, functia este continud
ca o compunere de functii elementare, iar in origine studiem separat prin Te-
ducere la absurd, ca la exercitiul precedent, punctul 5.

Exercitiu 220 Studiati continuitatea functiei definita de relatia flx,y) = ( + 2zy ) pE ,
pentru (x,y) nenuli gi 0 pentru (z,y) = (0,0).

Demonstratie 205 Pentru punctele diferite de origine, functia este continud
ca o compunere de functii elementare, iar in origine studiem separat, rezolvand
limita ca o nederminare obisnuitd de forma 1°°:

21y2 2y

m _1_N\ 32,3 lim 22y,

li 1+2 3+y = li ( 14 92702 me2> +y° (=, y)~>(0 0) 745
(z,y#(om( +20y)? () (0.0 (1+2097%) =e

Exercise 3 Demonstratie 206 Limita care a apdrut la exponent nu exista,
aceasta demonstrandu-se ca si in cazurile precedente prin reducere la absurd.

o .o . 2ry? . . . . .
Presupunem ca exista  lim x;fyg, = [. Folosim apot definitia cu siruri a
(z,y)—(0,0)

limiter si utilizam sirurile: ,

(xnayn) = (%7 %) - (070) pentru care f (xnvyn) = z?;z? =1

St " :

(xnayn) = (%7 %) - (070) pentru care f (xnvyn) - ignfzg = %

Aceste relatii contrazic unicitatea limitei, contradictia provenind din pre-
supunerea ci ar exista limita. In concluzie, functia datd nu este continud in
origine.

Exercitiu 221 Fie functia F:R?> — R definita prin F(z,y) fu t)dt, unde
f este integrabili. Arétati cd F este continud pe R?.

Zo

Demonstratie 207

F(t)dt+ 2 (et — [20 F()de| =

)t — dt‘—
x T Y
Ioftdt+ yoftdt‘—|fmof dt|+‘fyo dt‘_

< [0 1@l dt+ [ | F@)]dt < M-(Ja — 20| + [y — yol) < 2M-|[(z,y) — (zo — )|,
unde M este marginea superioard a functiei f (aceasta fiind integrabild este gi marginita) .
Cu alte cuvinte functia F este lipschitziand, deci este gi continud.

Pentru o mai buna vizibilitate vom defini notiunea de derivata partiald pen-
tru functii de doud variabile, generalizarea facAndu-se usor.

Demonstratie 208 (derivate partiale)Fie f : D € R?> — R si (a,b) € D.
Spunem ca f este derivabila partial in raport cu x in punctul (a,b) daca existd
limita lim {Z-0)=1(a.)
r—a r—a

cu % (a,b).

§i este finitd. Aceasta limitd se noteazd cu fl; (a,b) sau

Definition 2 Analog, f este derivabila partial tn raport cu y in punctul (a,b)

fla,y)—=f(a;b)
y—b

daca exista limita lim gt este finitd. Aceasta limita se noteazd cu

y—>b

fty (a,b) sau cu - (a b).
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Observatie 23 Pentru a calcula derivatele partiale in raport cu o variabila,
privim celelalte variabile ca nigte constante si derivam functia de o variabild
dupa requlile cunoscute.

Observatie 24 Generalizarea pentru functii de n variabile se face usor:

Remark 1 Daca f(x1,xa,...,x,) este o functie definiti pe domeniul D C R™
st (a1,a2,...,a,) € D, atunci derivata partiald o lui f in raport cu variabila x;
in punctul (a1, as,...,a,) este definita prin

(9f (a a “ ): lim f(al,ag,...,ai—&-hi,...,an)—f(al,aQ,...,an)
3(Ei 1y @2y .eey U hy—0 hz

Definitie 33 Fie f : D C R? — R si (a,b) € IntD. Spunem ci f este difer-
entiabild in punctul (a,b) dacd existd numerele reale \ gi p §i functiaw : A — R
nuld gi continud in (a,b) astfel ca

Definition 3

F@9) = (@) + Ma —a) + Ay =) +w(,y) /(2 - ) + (y — b)°
pentru orice (x,y) dintr-o vecindtate a lui (a,b) .

Propozitie 11 1. Orice functie diferentiabild intr-un punct este continud in
acel punct.

Proposition 1 2. Daca [ este diferentiabild in punctul (a,b) atunci f are
derivate partiale in punctul (a,b) atdt in raport cu x, cdt gi in raport cu y i, in
plus, 'z (a,b) = A, iar]wy (a,b) = p.

3. Daca f este liniard , i.e. flx +y) = f(x)+ f(y) pentru orice z, y € D,
atunci df = f in orice punct.

4. Daca f este constanta, atunci df=0.

Observatie 25 Dupda cum vom vedea in urmdatorul exemplu reciproca punctului
2 din propozitia precedentd nu este adevarata.

Exercitiu 222 Aridtati ca functia f: R?> — R, flx,y) = /|xy| are derivate
partiale in raport cu ambele variabile in origine, dar nu este diferentiabild in
origine.

Demonstratie 209 f, (0,0) = }E%%fg(o,o) =0
— Tim £O00)—f(0,0) _
Analog, f;(0,0) = ;ll)r%)yyfo =0
Presupunem acum ca f este diferentiabild in origine, deci existi numerele
reale A §i p §i functio w : A — R nuld si continud in (0,0) astfel ca
Jy) = £(0,0)+ Az — 0) + Ay — 0) +wlz,y) -/ (z — 0)° + (y — 0)°,
iar A = fqlr (070)7 n= fg; (070)

Deci, f(z,y) = w(z,y) - V2% + y2, de unde:
V 1wyl

w(x = iar in origine w este nula si continua.Dect lim  w(z =
(z,y) Ve g (@) (0.0) (z,y)
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o A w oy . . \ |zy
Vom arata insa ca nu exista  lim |2 ‘2,
(z,y)—(0,0) V&2+y

. . Vzyl
supunem ca existd — lim =1.
(z,9)—(0,0) V22 +y?
Folosim apoi definitia cu siruri a limitei si utilizam sirurile:

prin reducere la absurd. Pre-

(Tn,yn) = (£, 1) — (0,0) pentru care f(zn, yn) = ;iﬁ!’% =1
st
(Tn,yn) = (2,1) — (0,0) pentru care f(zn,y,) = 5{#?3 =2

Aceste relatii contrazic unicitatea limitei, contradictia provenind din pre-
supunerea ca ar exista limita.
In concluzie, functia data nu este diferentiabila in origine.

Propozitie 12 Daca functia f : D C R? — R, are derivate partiale f1, (z,y),
[y (x,y) continue intr-o vecindtate a punctului (a,b) € IntD, atunci f este difer-
entiabild in (a,b).

Observatie 26 In ipotezele propozitiei precedente, diferentiala functiei f este

aplicatia liniara notata df ) definita astfel:

Remark 2 df(,) (z,9) = fi(a,b)(z—a) + fi (a,b) (y —b) = %L (a,b)dzx +
5L (a,b) dy

Exercitiu 223 Folosind definitia sa se gaseasca derivatele partiale ale functi-
ilor urmatoare in punctele indicate:

Exercise 4 1. f(z,y) = z¥ in punctul (1,2).
F1(1,2) = lim [ J(2) — iy 2221 — Jim (2 + 1) = 2

z—1

—1 x—1
— Iim LA =f@2) g 11
fy(1,2) = ;:I%T = g%yfg =0

2. flz,y) = kx*y?, unde k, o, B € R (pentru valori pozitive ale parametrilor
functie se numeste functia de productie a lui Cobb-Douglas)

Derivatele se pot calcula folosind regulile de derivare:

[w = kaz®~'yP

f’y — kﬁ.’l’}o‘y’g_l
Exercitiu 224 1. Ardtali ca functia flx,y) = jz'j‘;g, pentru (z,y) nenuli si
0 pentru (x,y) = (0,0) are derivate partiale f.,, f’, in punctul (0,0) desi este
discontinud in acest punct.

Demonstratie 210 Discontinuitatea a fost obiectul unui exercitiv anterior.
. ,0)—£(0,0
£1.(0,0) = lim [EO=HO0 — g,

Analog £, (0,0) = 0.

Exercise 5 2.Folosind requlile de derivare sa se calculeze derivatele partiale ale
functiei f:R?\ {(0,0)} = R, flz,y) =e®In (xQ + y2) )

Demonstratie 211 % =e” (ln (2% +9%) + $22_fy2) , tar %5 =e’- xz%ily»

Exercise 6 3. Calculati derivatele partiale ale functiei:
flz,y) = \/yTzﬁ’ pentru (x,y) nenuli gi 0 pentru (z,y) = (0,0)




8.5 CALCULUL LIMITELOR CU AJUTORUL DEZVOLTARILOR iN SERIE TAYLORY1

Demonstratie 212 Pentru puncte diferite de origine derivam dupa regulile de
derivare ale functiilor compuse:

. 2 2 o, 2z
f’ _ Y/ T Fyc—xy 2/t ie® _ 42
! o y? (@2+y?) 3
3
Analog, [/ = —2—
Y (x24y2)2

In origine calculam derivatele folosind definitia:
f; (0 O) = lim f(2,0)—£(0,0) =0
TA z—0 z=0 )

Analog f%, (0,0) = 0.

Exercitiu 225 Folosind definitia sa se arate ci functia f:R*> — R, flz,y) =
23 — 3y este diferentiabild in punctul (1,2).

Demonstratie 213 f este diferentiabila in punctul (1,2) daca existda numerele
reale X si p §i functia w : A — R nula si continud in (1,2) astfel ca

Jaoy) = FLD+A @ -1+ Ay —2) +wley) /@ -1+ (y - 2%
iar A = fé (172)7 Hw= fg; (172)

Dar f’, = 622, deci f’, (1,2) = 6,

iar [’y = =3, cu alte cuvinte A =6, p = —3.

Astfel relatia devine:

203 —3y+4=6(x—1)—3(y —2)+w(z,y)- \/(a: —1)* + (y — 2)%, de unde
223 _Gz+4 N 2(171)(:z:2+172)

w(ﬂ%y) = \/(m—1)2+(11_2)2 \/(m—1)2+(?]—2)2

In plus w este nula (1,2). Astfel, pentru a proba diferentiabilitatea functiei
f trebuie sa aratam ca w este gi continud in (1,2).
— .2 —
lim  w(ey)= lm 2e-Dlre-2)
(z,y)—(1,2) (z,9)—(1,2) V (@—1)"+(y—2)

2($—1)<x2+ac—2) _ N
< | Jovmaar| < 22+ 2 -2 =2|(z 1) (x+2)] (z,9) — (1,2)

= 0 deoarece

Exercitiu 226 Studiati diferentiabilitatea functiei f (z,y) = (1+ ﬂcy)ﬁ pen-
tru (x,y) diferit de (0,2) g1 f(0,2) = 0.

zy
sin x

i

Demonstratie 214 Observim ca  lim (1 + zy)ﬁ = e =0T _ o2,
(,9)—(0,2) .

Cum f(0,2) = 0, rezultd cd f nu este continud in punctul (0,2). In concluzie

functia nu este nici diferentiabild in acest punct.

Exercitiu 227 Studiati diferentiabilitatea functiei f (x,y) = ﬁLﬁ’yz pentru (x,y)
diferit de (0,0) gi f(0,0) =0, in origine.

Demonstratie 215 f este diferentiabild in punctul (0,0) dacd existd numerele
reale X §i p §1 functio w : A — R nuld i continud in (0,0) astfel ca
Jwy) = £(0,0)+ Az — 0) + Ay — 0) +wlz,y) -/ (z — 0)° + (y — 0)°,
iar A= f1(0,0), p= £(0,0).
1£(0,0) = lim H=0=J00 —
Analog f%, (0,0) = 0.
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Deci, relatia devine:

f(xy—wxy ) - Va? 4 y2, de unde

z’y
wiT,y) = 3

(=.9) = (224y2)2
Deoarece w trebuie sa fie nula gi continudg in origine, rezulta:

lim —Z¥ _—q,
(z,5)—(0,0) (x*+y?) 2

Folosim apoi definitia cu siruri a limitei si utilizam sirul:

2, S

(TnyYn) = (%, %) — (0,0) pentru care f(x,,yn) = —=Yr s = —=u2 =

3 3
2 2)5 1\3%
T ()

ﬂ‘,_‘

1, deci limita nu poate fi 0.

In concluzie, functia nu este diferentiabila. Acesta este un exemplu de functie
continud in origine, care are deriwate partiale in origine, dar nu este diferenti-
abila in acest punct. Tragem cocluzia ca derivatele partiale nu sunt continue in
nici-o vecinatate a originii.

Exercitiu 228 Studiati diferentiabilitatea functiei flx,y) = \/|zy| in origine.

Demonstratie 216 f este diferentiabild n punctul (0,0) dacd existd numerele
reale A gi pu §i functio w: A — R nula gi continua tn (0,0) astfel ca

fl,y) = £(0,0) + A (z = 0) + A (y = 0) + w(z,y) - \/(x = 0)* + (y — 0)%,
iar A = f1(0,0), u = f; (0,0).
. 2,0)— £(0,0

££(0,0) = lim JE=FO0 — 0
Analog f, (0,0) = 0.
Deci, relatz'a devine:
flz,y) =w(z,y) - V2?2 + y?, de unde

_ /=yl
w(z,y) = Ve

Deoarece w trebuie sa fie nula i continud in origine, rezulta:
lim iyl _
(2,y)—(0,0) V&2 +v?
Folosim apoi definitia cu siruri a limitei si utilizam sirul:
- /T.1
(£,1) = (0,0) pentru care f(xy,yn) = lonvnl _ Vww

n’n \/,.2 2 1 T
Tutyn \/ﬁ+ﬁ

(xnayn) =

deci limita nu poate fi 0.
In concluzie, functia nu este diferentiabila in origine.

Exercitiu 229 Sa se studieze diferentiabilitatea functiei f(z,y) = = + y?
punctul (1,2).

Demonstratie 217 flz,y) = f(1,2)+X (z — 1)+ (y — 2)+w(m,y)-\/(:c ~ 1)+ (y—2)%

jar A= £1(1,2), =1} (1,2).
fr =1, dar f, =2y, deci A = 1, p =4 adica

Fleg)=5+@—1)+4@y -2 +wy) /@-1°+@y-27

de unde

—_ —Atdy—y? o ; —
w(z,y) = m dacd (z,y) # (1,2) siw(1,2) = 0.
trebuie sa mai aratam ca w este continud in origine.
0 < ’ _ (y—2)° — |y —2|. ly—2] < ly—9 0
< |w(z,y)| o W e S
cand (z,y) — (1,2)

In concluzie, functia este diferentiabila in punctul (1,2).
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8.6 Derivarea functiilor compuse

Cazul unei variabile independente. Dacd z = f (z,y) este o functie derivabila
de variabilele x si y care, la randul lor sunt functii derivabile de o variabila
independenta t

L= ¢(t) » Y= ’L/)(t),

derivata functiei compuse z=f(¢(t),1(t)) se poate calcula dupa formula 42 =

ox +(’)y dt*

In particular, daca t coincide cu una dintre variabile, spre exemplu cu x,
atunci

dz _ 9z 4 9z dy

dx ~— Oz Oy dx

Exemplu 73 Calculati ‘fl—'tz daca z = In (x + 2y) unde x=cost , y=12.
: dz _ 9 l 9z dy _ 1 d 2 dy _ _1
Demonstratie 218 G = 57 - G + 5, @ = o33y @i T whey @t = w3y
: 2 __ 4t—sint
(=sint) + =5, - 2t = = 350°

Exemplu 74 Calculati derivata partiala % §t derivata totald % dacd z=e"Y,
unde y=¢ (x)

Demonstratie 219 g—i =e".y
d
oot oy oo o ()
Cazul mai multor variabile independente. Daca z este o functie compusa de
mai multe variabile independente, spre exemplu z = f (z,y) unde = = ¢ (u,v)
iar y = v (u,v), atunci derivatele partiale ale lui z in raport cu u si v , se

calculeaza dupa formulele:
&_azlax_’_az.ﬁy
du ~ Oxr Ou oy
@_az.3m+az.8y
dv — Oz Ov oy

Exemplu 75 Calculati a—i st 82 daca z=f(z,y) unde r=uv, y==2

Demonstratie 220 32 f’~g—i+f?; o= frv+ [y
G=lsmty gi_fé'“Jrfé (=)

Exemplu 76 Ardtati ca functia z=p (x2 + yz) verifici ecuatia

Example 3 y - ——x gZ:O

Demonstratie 221 g—; =¢ (2 +y?) 22
gz = (302 + %) 2y
Dect, y - ﬁ—x g;—y~<p’(£c2+y2)~2x—w~g0’(x2+y2)'Zy:()

Exercitiu 230 Calcula;‘z ¢ daca Z—g, unde x=c' , y=Int
Demonstratie 222 % = % . %%—% . %‘I; =

a7 (1= 71r)

el —

Logt_ @ 1 _ 1 t__e 1 _
y y2 t t
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Exercitiu 231 Calculati 3 az §t g dz dact z = arctan?, iar y=a>.

i 9z — 1 _  (_¥)_—__u
Demonstratie 223 22 = 1+£ (—%) = i
diz—i_’_gdiy— + 1 .l_ T—y
der — Oz dy dx 12+y2 1+% z ~ x2+4y?

Exercitiu 232 Calculati 2 52 513 62 daca z=f(u,v), iar u=1*> — y*, v=e*Y

Demonstratie 224 az—gfi 8“—1—— g;— Z-2x+%-y-ewy
R L R

o . 9z . 9z o P o - o
Exercitiu 233 Calculati 5% si 3> daca z = arctan T unde xr = usinv, y =
UCOSV

7& 9z 0y _ 1 1. oz ). =
Demonstratie 225 52 = = +ay u =Ty -sin v+ +Lz ( yQ) Ccosv =
Y
W'Sln’l}—m COS v
giz:%.i_’_az.%: — § uCcosv + s (%)-(usmv):
2+ 5 ucosv—}—iyzwusinv

8.7 Derivate si diferentiale de ordin superior

Derivatele partiale de ordinul 2 ale functiei z = f (x,y) sunr derivatele partiale
ale derivatelor sale partiale de ordinul intéai.

2 (d 22

2 (5) =55 =l @y

o (0 _ 0 _

2
b (55) = 57 = fiy (@)
2
o (gTj) = aiay = iy (x,9)
Derivatele 6(2;28235 si 8‘1 5y se mai numesc si derivate mixte de ordinul doi.
Daca derivatele partiale de ordinul intai sunt continue, atunci rezultatul
derivarii succesive nu depinde de ordinea de derivare.
Inductiv se definesc in acelagi mod derivatele partiale de ordin n.
Diferentiala de ordinul doi a functiei z = f (z,y) este diferentiala diferentialei
de ordinul intai a acestei functii
d*z = d(dz)
Daca o fuctie are diferentiala de ordinul doi continua, atunci derivatele mixte
de ordinul doi ale acestei functii sunt egale.
Analog se definegte diferentiala de ordin superior:
d"z=d (d"’lz)
Dacd z = f(x,y) unde x si y sunt variabile independente, diferentiala de
ordinul doi a functiei z se calculeazd dupé formula

dz-azdx +2azdxdy+g dy?

In general, avem formula simbolici:
n

d"z = (d:(:% + dyg%) z
care se va dezvolta dupa regula binomului lui Newton.
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Exemplu 77 Sa se calculeze derivatele de ordinul doi ale functiilor urmatoare,

Example 4 1. f(z,y) = 423 — 220y> + 62 — 5y + 7

9 = 1222 — 2y* + 6,

2 2
9L = 24a, g—yé =
& (1227 = 2% +6) = —4

. . . . .. 2 — ﬁ 2 32f
Diferentiala de ordinul doi a functiei f va fi d°f = 55dz* + 2—awydxdy +

82
ity

%J.; =—4dzy—5
62
Az, g = L (—dey—5) = —dy;

Y

d*f = 24xdx® + 2 (—4x) dedy — dwdy?

2 fla,y) =¥

%=y~$y_1, g—i:xy-lnaﬁ

Sl=y (y—1)-av2 g%jzc:zy'(hw)2

9*f o)

g0y = s (@Y -Inw) = 5 (z¥) - Inz+2Y- 2 (nw)=y-2¢" - Inz+a¥-

1):87/

2" Y (ylnw+1);
%f _ 9

) < Y-
tar dydr ~ Oy (y x

271 (1+ylnx)

Dect,

&f = Shde? 2.2,
z¥ - (In ;C>2 dy?

3. flx,y)=e"- (xy+ % +sinas)

g—i = a% (e7® (zy+ L +sinz)) = 6% (e7)(zy+1 —I—Sinx)—i—e’x-é% (zy + 2 +sinz)

= —e_"”~(acy+ % +Sinw)—|—e_“3-(y— :%2 —l—cosac) = e‘”(—my— % +y— = —sinx—i—cosm)
%:%(67I~(xy+%+sinx)):eﬂ“%(zeriJrsinx)ze’z'm
%’;:8%(6_1-(—xy—%—i—y—x%—sinx—i—cosx)):
:—e_“”~(—xy—%—l—y—;—Q—Sinx—i—cosx)—&—e_”(—y—i—z%—&—m—ﬂ-2x—cosx—sinx)
:e_‘”(my—i—%—y—&-x—lz—i—sina:—cosm—y—i—w%—i—%—cosm—sinx):

o)

7

:e—x(xy+%_2y+z%+x%—2cosx),

2f _ 0

oy Ty(e_w x) =0,

dzdy ~ Ox

2°f d (

g

)=

=g e oy +i -2+ 5

oz

9 (efa:

)-zte

1é)

o e oy
o _ VIR
Oy 224y’ (z24y2)2
3
o = o ((ﬂiaé’) =" Gy 3 (@ 4) 2
=3’ gy (704 v)t = =y o]
3
= ((:r:y)) =a® Gy 4 (@ + )T 2y = 3y

ar

8% f

oyox =

(y)'xy_l""y'a% (xy—l) =2V 4ya¥ling =

dudy+3Ldy® = y-(y — 1)a¥=2dz>+229~" (yIna + 1) dudy+

He (1) = —ze " He" = e (—a+1);

—200533)) = e‘”a% (my—i— % -2y + ;22 —2cosm)

—1

(z2+y2)3 :

1
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(z2+y?)2
3 3_ 1
’f _ o S 322 (2% +y2)2 —a®- 3 (a2 44?) 2 20 _ 3a%.y? (27 +y?)2 _
Oz 0y ox (1'2+y2)% (22+4y2)3 (#2442)°
32242
— .3
(a2 +y?)F
3 3 1
9% f _ 9 o° _ 3y2‘(m2+y2)7—y3%~(m2+y2)7*1.2y _ 3z2,y2,(x2+y2)7 _
Oyox Oy (gc2+y2)% (22+y?)3 (z2+y?)
32242
— .5
(x2+y2)2

Exercitiu 234 Calculati derivatele mizte de ordinul doi in origine pentru functia
f definita prin

Exercise 7 f(z,y) =2y izi;zj pentru R%/{(0,0)} si f(0,0) = 0.

I x2 2 —or 127 2
Demonstratie 226 & =y 227 4 g 22(407)20( =) ) pa i o))

2+y (224y2)2

deci gi 4:1:(712179:21;23;
5 (0,0) = m%w 0

2 2 4y?) 2y (2 —y?
%= i y( (yac2)+y3)(2 ) pe R?/{(0,0)}
of _ a’—ay'taey’
T
af I fo’ 7f 070 _
gy (0,0) = Jim Z2E=52 = 0
o2 of . J(:c 0) V(O,O) '
2fr _ a (a T am(’u) 1(00) B
Qo o %) 0.0)= 1}%% g}% yy =-1

Observam ca cele doud derivate mizte in origine nu sunt egale.

Exercitiu 235 Calculaz}z G5 %, azzazy daci z= f (x,y),unde u = 22+ y?,
v=2xy

Demonstratie 227 Calculd, mai intdi derivatele de ordinul intdi folosind for-

mulele de derivare ale Sfunctiilor compuse
8z _ Of . du dv _ Of . of .
EomETh R gy
z U v
dy ~ ou dy+8v dyiaiu'2y+7v'm

%2 _ 0 (9z\ _ 9 (9df
3.7’[:’; — oz (Bi) — 9z (au 2:17+ 81; y)
Trebuie sa tinem cont ca 2L si af depind de x si y prin intermediul lui u si

Ou
v, dect, deriwand dupa regulile produsului obtinem ca:

9z _ 0 of of
a.Tcg*a:r( ) 20 + 3 2*37«(%)'9

pentru a calcula 2 s (%) st (,% ( ) folosim formula obtinuta mai sus: gz =

2xg, af yav, inlocuind pe rand pe f cu gi, respectiv df

de

8 (df\ _ o (9of 8 (df\ _ *f 8% f
oz (a*u) =2z3, (a) Y5, (aﬁ) =225 + Yguoa
o (df\ _ o (of o (of\ _ 8f &%f
Frs (%) =225, (%) Y5 (%) = 20500 T Yooz

; ; ; *f  9%f .
Prin urmare (presupunand ca derivatele mizte 5 - , 5= sunt egale) avem:
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Ps =20 (205 +y 2k ) +v (20 +u5h) +25

g% = 4%2% + 2xyaajgv —&—y?g% + 2%

Calculam a% (%) §t 8% (g—i) inlocuind in formula g—; =2y- % +x- % pe
feu %, respectiv %.

Obtinem

8 (%) =2 £ (%) +o- 8 () =28id + o L2k

Deci,

giyg =2z (Qy% Jr:caaljzgu) + % +y (anajgv + xg%!:) =

= 4xy% + 2 (mQ + yz)

0% f 9%f | of
o0 T2y 5.z + 5y

ou

of

ov

)

Acum vom calcula a‘igy.
iy = (55) = % (3 20+ 8 w) =280 + 20 (35) + v (
% (%) st % (%) le-am calculat deja mai sus si am obtinut
% (50) =2 5h +uid;
2 (8) =202f +u5h
?f;’: 288 + 20 (205 +y 2k ) +y (2024 + o)
y u w vdu wdv B
681‘262’51 = 49522275 +dzy ‘(?:811 + 922275 + 2%

Exercitiu 236 Calculati % daca u = f(z,y,2), unde z = ¢ (x,y)

i Qu _ 0f 4 0f 0z _ Of | Of  O¢
Demonstragle 228 oxr ~ Oz + 0z Ox ~ Oz + 0z Oz
Oy _ 0 (ow)_ 2 (95, 0f 9e) _ 04 0o (95). 9e 9. 0 (0
0x2 = Ox \Ox/) = Ox \ Oz 9z Oz ] T 0x2 oz \ 9z ox 9z Oz \ Oz
o (or\ _ 05 | 01 oe
Oz \ 8z ) = 0z0z 922 Oz
In concluzie,
2u _ 0°f o f O°f 0¢\ . 0¢ |, Of 8 (9¢
022 = 922 T \oz0z T 927 "oz ) "oz T 5z oz \ox
Pu_ 0f 2 e | 0 (00) | 0%
oz2 — 0x2 0xdz Oz 022 ox Ox?

Exercitiu 237 Aratati ca functia urmatoare satisface ecuatia corzii vibrante

Pu _
ot2 T

29%u

Ox?

Exercise 8 u= ¢ (z — at) + ¢ (x + at),
unde @ §i ¢ sunt doud functii derivabile.

Demonstratie 229
B = ¢ (z—at) + ¢

8%u
ot?
8%u
Ox?
Deci

ou
ot
ou
ox

9
ot
1%}

7 (
Pu _
7 Ot2 T

(

9
ot
9
Oz
20%u
ox2 "

ou

ot

= —ay' (v — at) + a¢’ (x + at)
(z + at)
(—ay’ (z —at) + a¢’ (z + at))

— a2 Lp”

(v — at)+a?¢" (x + at)

((p’ (x —at)+ ¢ (v + at)) =¢" (v —at) + ¢" (x + at)
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Exercitiu 238 1.Determinati functia u(z,y) dacd g% =0

Exercise 9 Din gi = 0 rezult ca 5 (—) =0, deci a” este constanta in raport
cu x, adica

%7; = c(y) ceea ce implica u (x,y) = xc( )+ E(y)

2. Determinati functia u(z,y) dacd 53 =0

Din 2271; =0 rezult ca 8% (87;) =0, deci a—z este constanta in raport cu y,
adica

g—Z = c(x) ceea ce implica u(x,y) = yc( )+ k(x)

3. Determmaz}z functia u (z,y) daca awy =0

Din 8903 = 0 rezult ca ;I (ny) =0, deci d“ este constanta in raport cu z,
adica

%Z = c(y) ceea ce implica u(z,y) = [ c(y)dy + k (x) = a(y) + k(z)

Exercise 10 Calculati d*z daca z = (t), iar t = 22 + y>

Definition 4 d’z = 8—d 28‘3wzydxdy + zdy
2
55 = ((32;) =5 (') 5E) =5 (¢ ( )-22) = £ (¢(1) 20429/ (1) =
=¢"(t) g; 22 +2-¢'(t)
In concluzze, % = 4z2¢" (t) + 2<p (t)

2 = gy( ) = 2 (1) ) () 2y) = 5 (Y1) -2y +2-
¢'(t) =
=<p”(t) o2y +2-¢/(1)
Deci, 2 W =4y2¢" () + 2¢'(t)
fr = % (5) = (VO ) = & (02 = F (¢0) 20 -
= ¢"(t) - &L - 2y = dayy (1)
Az = (422" (t) + 2/ (1)) dz® + Swy” (t)dady + (4y>¢" () + 2¢' (1)) dy?

Exercitiu 239 1. Calculati d*z daca z = f (u,v), iar u = i, v = xy.

Demonstratie 230 d?z = 82 dy

%*aﬁ'@**‘@**? au+ff By

L= ) =2 (3 %+v3)=22(8)+v 2(%)
2(8)=t-2()+v & (¥)=t F+v ok

2(50) =22 (%) +v- & (%) =12k +vid

Gi=1 (b Gt +v-gd) vu(bom tust) =

:y%%JFQa(fafu* 2:?;)5

G=d ()= (o Hre 8 = E () +=4 ()
g (50) == (5) +o & (B) =3k + ol

3 (30) = =i (8) + o & (3) =~ ad + o5k
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%:%'%_;7 _%%4'9%6562)+$(_570Tgu+xgi§)
it R R TRkl R

2 e

Ze=-2(E)=-2 (-5 &L+=-%)=0

e =—hi-52 (8)+ 5 +a2 (%)

o= o3 %+y'32£u)+%+x(%aajgu+y%>
ey = o~ — avkn 9t S UG

dect,

TR e R

In final,

d?z = (y%% + 2;ng + ngzT{) daz?+2 (_y%a% - f—g% +3 4 chg%) dzdy+
(3 Bt -2 )

Presupunem c& o functie f (z,y) posedd in vecindtatea punctului (a, b) derivate
partiale continue pana la ordinul n+ 1 inclusiv. In aceste conditii in vecinatatea
considerata avem formula lui Taylor:

f (@) = £ @0+ |5 (@.0) (2 = @) + 5 (a,0) (y = )|+ 3 [ 524 (0.0) (v — @) + o (a.b) (w = @) (y — ) +
tot @0 Z+ -0 2] f @)+ Ry (,y)

n+1
Ry (@) = oim [@—0) 2+ -0 %] xflatr@=—a),b+7(y-1b)
cul<r<1

Cu alte notatii formula precedenta poate fi scrisa:
2 2 2
f@+hy+k) = (@ y)+d (B3 o) + k5L (0,0)]+ 4[R2 (0.9) + kR (2,) + K25 (o,9)] +

n n+1
Foot & PR ARZ] T @y) + ok B2+ RE]T F@trhiy - rR)
sau
Af (z,y) = Hdf (z,y)+5,d* f (z,y)+..+ 5d" f (=, y)erd”“f (x+Th,y+ Tk)
Formula se poate scrie analog si pentru functii de mai multe variabile.
In cazul particular « = b = 0 formulele precedente se numesc formulele
MacLaurin.

Exemplu 78 Gasiti cresterea functiei f (z,y) = 2° — 2y3 + 3zy

8.8 Gradient si derivata dupa o directie

Definitie 34 Derivata functiei z = f (x,y) dupd directia data T = (g, ly), de
normd 1 (, [I2+ 12 = 1) , tn punctul (a,b) este

Definition 5 % = lim f(a+hlzvbtjlly):f(a’b)'

—0

Observatie 27 Dacd z este o functie diferentiabila, avem formula % = % cos a+

.
% sin a, unde « este unghiul format de directia | cu aza Oz.
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Observatie 28 In aceiasi manierd se defineste derivata dupa directia T a unet
functii f(x,y, z) de trei variabile

Definitie 35 % = % cosa + % cos 8 + % cosy, unde «, B,y sunt unghiurile

N
pe care le face directia I  cu azele de coordonate.

Derivata dupa o directie caracterizeaza viteza de variatie a functiei in acea
directie.

Exemplu 79 Calculati derivata functiei z = 222 — 3y? dupa o directie care

formeaza unghiul de 2?” cu aza Oz.
i 0z _ 0z 9z g — 0z 2m | 9z g 27 Ly
Demonstratie 231 31 = 32 cosa+ gy SN = Fo Cos 3 +55sin 5F =4 ( 2)
V3
6y-5

Exemplu 80 Calculati derivata functiei z = x3 —xy? — 1 = f (z,y) in punctul
P(1,1) dupa o directie care uneste acest punct cu M(2,3).

Demonstratie 232 FEcuatia dreptei PM e&tez% =221 adici y =

3-1°
2 — Tiyy Llathle bthly)=Ff(ab) _
o (1L 1) = ilzlg%) e N

N|—

_|_

I8

Definitie 36 Numim gradient al functiei z = f (x,y) vectorul ale carui proiectii
pe azxele de coordonate sunt derivatele partiale ale functiei
9z

ere ;P 9z
Definition 6 grad z = 5% i + 9y J

N
Observatie 29 Derivata unei functii dupa o directie | este legatd de gradien-
tul acestei functii prin formula urmatoare:

Remark 3 % = projpgrad z

8.9 Maxime si minime relative. Probleme de
optimizare

Definitie 37 Functia f: A C R™ — R admite un mazim local (minim local) in
punctul a = (a1, az,...,a,) € A daca existd o vecinatate V a punctului a astfel
incat oricare ar fi x = (x1, T2, ...,x,) € VN A are loc inegalitatea f (z) B f (a)
(respectiv f (x) B f (a) ). In aceste conditii, spunem ci punctul a este punct de
extrem local pentru functia f .

Definition 7 Daca inegalitatile de mai sus sunt verificate pe tot domeniul de
definitie A , spunem cd punctul a este punct de mazim (minim) global pentru

functia f .

Definitie 38 Fie f : A C R” — R . Punctul a = (a1, az,...,a,) € intA este
punct stationar pentru functia f daca f este diferentiabila in a gi diferentiala

df(a) = 0.

Propozitie 13 Daca punctul a = (a1, as,...,a,) € intA este punct stationar,
atunci derivatele partiale in raport cu toate variabilele sunt nule in punctul a.
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Teorema 22 Fie f: A C R2M R si (a,b) € intA un punct stationar pentru
f . Presupunem ca f admite derivate partiale de ordinul doi, continue intr-o
vecinatate V a punctului (a,b). Consideram expresia

2
Theorem 2 A (a,b) = (affgy) - gzé . giy%c . Atunci:

1. Dacd A(a,b) <0, atunci (a,b) este punct de extrem local, si anume:
2

- punct de minim local, dacd % >0 ;
82

: - 0°f
- punct de mazim local, dacd 725 <0 .

2. Dacd A(a,b) > 0, atunci (a,b) este punct sa.

Teorema 23 Fie f: AC R*" B R . Presupunem ca punctul a € A este punct
stationar pentru f i functia f are derivate partiale de ordinul doi continue intr-o
vecinatate V a punctului a . Atunci:

Theorem 3 1) dacd d®f(x;a) < 0 , pentru orice x € VN A , atunci a este
punct de mazim local;

2) dacd d*f(z;a) > 0, pentru orice x € VN A, atunci a este punct de
minim local;

3) daci d*f(x;a) este nedefinitd, atunci a este punct sa.

Algoritm de determinare a punctelor de extrem local pentru o functie f :
ACR"—=R

Etapa 1. Determinam punctele stationare, care sunt solutiile sistemului:

% (21,9, ..kp) =0

(%’; (1,22, ...kp) =0

% (21,29, ..ty) =0
Etapa 2. Stabilim care dintre punctele stationare sunt puncte de extrem
local.

Pentru fiecare punct stationar P(aq, as, ..., a, )calculdm matricea hessiang

9*f 9% f o f
527 (a1,a2,...,a5) F2des (a1,a2,...;an) ... T (a1,az, ...
9% f ( i 8?
A (a1,a9,...,a,) 5% (a1,a2,...,an) ... (a1, aq,
H(al,ag, ...,an) = 020z, O 0x20Tn
3 f 3 f d*f
m(al,ag,...,an) m(al,aQ,...,an) ..... W%(al,ag,...
si minorii Ay, Ag,...... , A, ai acesteia, unde A; este minorul format din

primele i linii i i coloane ale matricei H(a,b) , i = 1,n.

B Daci toti minorii A; > 0, atunci P(a1,as,...,a,) este punct de minim
local.

B Daci minorii A; alterneazi ca semn, incepand cu minus, atunci P(aq, ag, ..., @y, )
este punct de maxim local.

M Orice altd combinatie de semne, cu ll; B0 , implica P(aq, ag, ..., a,) punct
sa.

Exemplu 81 Aflati extremele functiei f (z,y) = 322y + y3 — 12z — 15y

Demonstratie 233 Aflam punctele stationare rezolvind sistemul
9 = 6oy —12=0
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=322 +3y2 - 15=0

De aici 2 +y* =5, ceea ce implica (z + y)2 —2zy =5 gi xy = 2.

Deci, (x + y)2 =9, adici v +y = +3

Obtinem urmdatoarele puncte stationare: Py (1,2), Py (2,1), P3(—1,-2),

Py (_27 _1)
Matricea hessiand a functiei este
6y 6x
H; = Y
6x Gy
Deci,
12 6 .
Hy (P) = , adica A7 = 12 > 0, Ay = 144 — 36 > 0, ceea ce
6 12
dovedeste ca P1 este un punct de minim local.
Analog,
6 12 ) ]
Hy (Ps) = , adica A1 =6 >0, Ay = 36 — 144 < 0, deci Py nu
12 6
este punct de extrem.
—12 —6
Hy (P3) = , adica A = —12 < 0, Ay =144 — 36 > 0, ceea ce
-6 —12
dovedeste ca Py este un punct de mazim local.
-6 —12
Hy (Py) = , adicd A = —6 < 0, Ay =36 — 144 < 0, ceea ce
—-12 —6

dovedeste ct P1 nu este punct de extrem local.
Exercitiu 240 Gasiti extremele functiei f (z,y) = (:c2 + y2) -exp (f (z2 + y2))

Demonstratie 234 % = 2z exp (— (J:2 + yz))—Qa:-(xQ + y2) exp (— (332 + yz)) =
0

o)

5 =2yexp (= (a2 +%) =2y~ (22 +2) exp (= (2 +47)) =0

de unde rezultd fiex =0 siy =0, fiex = 0 si 22 +y2 = 1, de unde rezultd ci
y = +1, sau dacd x si y sunt nenuli rezultd cd x? +y2 = 1, adicd toate punctele
aflate pe cercul unitate, (cos o, sin«) sunt puncte stationare pentru f.

In concluzie, avem urmitoarele puncte stationare Py (0,0), Py (0,1), P3 (0, 1),
P4 (1,0), P5(—1,0) gi Ps(cosa,sina).

Incercam sa stabilim natura acestora folosind hessiana.

% =2exp (— (22 +y?)) (1 — 5a? 4 22 + 22%y? — 3?)

02

% =2exp (— (22 +y?)) (1 — 5y? + 2y* + 22%y? — 2?)

2
oray = —doyexp (= (2° +97°)) 2 -2 —y?)
Deci,

20
Hy(P) = 0o adica Ay =2 >0, Ay =4 > 0, ceea ce dovedeste ca

Py este punct de minim local.
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00
Hy (P) = , adica Ay = 0, Ay = 0, nu potem decide natura folosind
00
hessiana.
2exp (—1) (—2sin® ) —4sinacosaexp (—1
Hy (Ps) = p(=1)( ) PN e A, =

—4sinacosaexp (—1) 2exp(—1) (—2cos® @)
—4exp (—1)sin*a <0,
Ay = 16exp (—2) sin? acos?a > 0, ceea ce dovedeste ci P este punct de
maxim local.

Exercitiu 241 Gasiti extremele functiei f (xv,y) =z +y + % + %

Demonstratie 235 3L =11 =0
af __ 1 _
8 -1-%=0
De aici rezulta ca punctele stationare ale functiei f sunt Py (1,1), P (=1,1),

PS (17_1)7 P4 (_17_1)'

Hessiana
2
= 0
Hi=| " ,
0o =2
y3
de unde
20
H;(P) = , adica Ay =2 >0, Ay =4 > 0, ceea ce dovedeste ci
02
Py este punct de minim local.
-2 0
H; (P) = , adica A1 =2 < 0, Ay = —4 < 0, ceea ce dovedeste
0 2
ca Ps nu este punct de extrem local.
2 0
Hy (P3) = , adicd Ay =2 >0, Ay = —4 < 0, ceea ce dovedeste
0 -2
ci P3 nu este punct de extrem local.
-2 0
Hy (Py) = , adicd A1 = —2 <0, Ay =4 >0, ceea ce dovedeste
0 -2

ci Py este punct de maxim local.

Un caz aparte de extreme sunt cele cu legaturi. Un extrem cu legaturi al
unei functii este prin definitie un maximum sau un minimum local al aces-
tel functii atins in conditiile in care variabilele verificd ecuatia ¢ (z,y) = 0
( ecuatie care se mai numeste legdturd) .

Pentru a determina extremele functiei f in preyenta unei legdturi ¢ (z,y) = 0,
form&m ecuatia auxiliard numitd ecuatia lui Lagrange

F(z,y) = f(z,y) + Ao (z,y)

apoi cautam extremele obisnuite ale acestei functii. Conditiile necesare de
extrem impreuna cu legdtura formeaza un sistem de trei ecuatii cu trei necunos-
cute x,y gi A
9F — 4 1A% =0

oOF __ Of dp __
oF — o 1 \% =0
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¢ (z,y) =0

Natura punctelor stationare se afld studiind semnul diferentialei de ordinul
2 a functiei lui Lagrange

2 2 2

P°F = §5de® + 2 5 dudy + Gk dy?

cu conditia ca dz si dy si fie legate intre ele de ecuatia

9 op 7. _

In aceiagi maniera se gisesc extremele unei functii de trei variabile in prezenta
a unei sau doud legaturi. In cazul a doua legaturi in functia lui Lagrange intro-
ducem doi termeni nedeterminati.

Exemplu 82 Gasiti extremele functiei f (x,y) = x — 2y in prezenta legaturii
2+ =1

Demonstratie 236 Functia lui Lagrange atasatda este

F (z,y) :x—2y+)\(x2+y2—1)

Pentru a afla punctele stationare avem de rezolvat urmatorul sistem de 3
ecualit cu 8 necunoscute

14+2X =0
242y =0
x2+y2:1

de unde rezulta

T = 5—;, Yy = %, tar din cea dea treia ecuatie rezulta

& =1, adica A = :I:%.

Pentru A = % obtinem punctul stationar M, (—%, %) , tar pentru A =
—% obtinem punctul stationar M, (%, —%) .

d’F = 2)\dxz? + 2)dy?,

Trebuie sa tinem cont si de legaturd, deci

2zdx + 2ydy =0
Pentru My avem —%dm + \;gdy =0, adica dx = 2dy gi revenind in difer-

entiala de ordin doi, obtinem

d*F (M) = 2- é -5dy* > 0, de unde rezultd ca M este un punct de minim
local.

Procedand analog avem d*F (My) = —2-% -5dy? < 0, deci My este un punct
de maxim local.

In situatiile in care legiturile sunt reprezentate de ecuatii simple, se poate
folosi metoda reducerii, adica se scoate una dintre variabile in functie de celelalte
si se inlocuiegte in functie, apoi se determind extremele prin metoda clasica.

Multe probleme practice sau interdisciplinare se rezolva folosind metodele
expuse mai sus.

Exercitiu 242 Sa se descompund numarul pozitiv a in suma a trei numere
pozitive astfel incat produsul lor sa fie maxim.

Demonstratie 237 Vom afla extremele functiei f (z,y,z) = zyz, in prezenta
legaturii x + y + z = a.
Functia lui Lagrange asociata este F (v,y,z) =zyz+ A(z+y+2z—a).

%—izyz—i-)\:()
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9E — 424+ X=0

Oy
%—f:my—i—)\:o
rT+y+z=a

de unde rezulta yz = xz = xy, deci avem urmdatoarele puncte stationare
M;(0,0,a), M5 (0,a,0), M;(a,0,0), My (%,%, %)
d’F = 2zdxdy + 2ydxdz + 2zxdydz

In plus, legatura ne da dx + dy + dz = 0, de unde dz = —dx — dy
d*F = —2ydx? — 2xdy? + 2 (a — 2z — 2y) dzdy

—2a —a

Hp (M) = _?’a _?;a , de unde Ay = *:,f“ <0, Ay = (%%)2 _ % _
3 3

a2

% >0, ceea ce inseamna ca My este un punct de mazim.
N N N a a a
Deci solutia problemei este (g, % 3) .
Observatie 30 Deoarece legatura are o forma simpla, se putea evita extremul
cu legaturi daca se inlocuia z cu a —x —y i se aflau extremele functiei de doud
variabile zy (a — x — y) .

Exercitiu 243 Scrieti un numar pozitiv a ca un produs de patru numere pozi-
tive care sG aitba suma minimd.

Demonstratie 238 Trebuie si gasim minimul functiei f (z,y,2,t) =z +y +
z 4+t in prezenta legaturii xyzt = a
Functia lui Lagrange este F (z,y,z,t) =z +y+z+t+ A(zyzt — a)
g—i =1+ Ayzt=0
OF _ | 4 \xzt =0
%—I: =14+Adzyt=0
%—I; =1+Xxyz=0
zyzt = a
Din primele trei ecuatii rezultd cd v =y = z = t = Ya, iar A = —
Singurul punct stationar este M (Va, Va, a, a).
d’F = 2> ztdxdy + 2 xtdydz + 2 zzdrdz + 22z zdydt + 2y zdxdt + 2 xydzdt
In plus, yztdx + xztdy + xytdz + xyzdt = 0, de unde, tindand cont ci x =
y:z:t: Va rezultd cd dx + dy + dz + dt =0, deci dt = —dx — dy — dz
F (Va,/a, ¥a, {a) = -2 7= (dody + dydz + dedz + dy (—~dz — dy — dz) + do (—dz — dy — dz) + dz (~dz — d
F (Va, Va, Va, ¥a) = ( dz? — dy? — dz* — dady — dwdy — dzvdz — dzdy)
dQF(\f Va, Va, /a) = 42 (dx + dy? + dz* + dady + dxdz + dzdy)

1
Vs

Ya

2 1 1

Ve Vi
H (Y, ¥/a, /0, ¥a) = | 3= 2 -+

1 1 2

% Vo Ve

Al = {*f >0, Ay = q— > 0, Ag {‘)% > 0, de unde rezultd ca punctul

M ({a, Va, Ya, Ja) este un punct de minim local.

Exercitiu 244 Sa se afle dimensiunile unui bazin acoperit in forma de paralelip-
iped dreptunghic astfel ca acesta s aiba volumul V gi sa se foloseasci minimul
de material pentru constructia lui.
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Demonstratie 239 Fie x,y, 2z dimensiunile bazinului. Pentru a se folosi min-
imum de material trebuie ca paralelipipedul sa aibd suprafata totald minimda.
Suprafata totald este 2 (xvy + xz + yz), iar volumul V = zyz. Cu alte cuvinte
trebuie si aflam minimul functiei f (x,y,2) = vy+xz+yz cu legdtura zyz = V.

Functia lui Lagrange acociata este

F(z,y,2)=zy+az+yz+ A(ayz—V)

1ar sistemul care ne genereayd punctele stationare
?Ti =y+z+Ayz=0

% =z4+x+ X xz=0

?TI; =y+z+Ayz =0

zyz =V

Pentru a rezolva sistemul scadem primele 3 ecuatii doud cdte doua gt obtinem

(x—2)1+Xy)=0

(z—y)(14+Xx)=0

(y—z)(1+A2)=0

Singura situatie posibila este x = y = z, ceea ce corelat cu xyz = V ne
da punctul stationar M (W, VV, W) .Valoarea lui A corespunzatoare acestui

punct se afld din una din ecualii.
2z + A\x? = 0, adicia \ = —% = -+

Vv
Situatia z = x iy # z ar implica A = f%, iar inlocuwind in cea de-a doua
ecuatie ar rezulta
2x — % -x-x =0, dect x =0, ceea ce contrazice xyz = V.

Deci, avem un singur punct stationar M (W, VV, W) .

Pentru a-i stabili natura calculam diferentiala de ordinul doi.

d*F =2 (1+ \2)dxdy + 2 (1 4+ \x) dzdy + 2 (1 + \y) dzdz

In plus, diferentiind si legatura avem

yzdx + xzdy + xydz = 0

In punctul M avind x = y = z, rezultd ci dx + dy + dz = 0, deci dz =
—dx — dy.

Revenind obtinem

2F (W IV, W) = 2(1+ \a) (dzdy — dy (dz + dy) — dz (dz + dy))

2F (W IV, W) = 2(14 Az) (—da® — dy? — dady)

Darl+Xz=1-2.z=-1

2F (W IV, W) = 2 (—da? — dy? — dady)

&2F (W IV, W) — 2da® + 2dy? + 2dxdy

Scriind matricea hessiand obtinem

. 21

,VV, = ,adica Ay =2>0, Ay =4—-1=3>0, deci

H(YV, IV, IV dici Ay =2>0, Ay =4—1=23>0, deci
12

M (\3/‘7, \3/17, W) este un punct de minim local.

Cu alte cuvinte dimensiunile cerute de problemd sunt egale toate cu V'V,
deci ideal va fi sa construim bazinul in forma de cub.

8

Exercitiu 245 Determinati dimensiunile unei piscine in forma de paralelipiped
dreptunghic de capacitate data V astfel ca sa utilizam minimum de material
pentru constructia sa.
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Demonstratie 240 Fie x,y, z dimensiunile bazinului. Pentru a se folosi min-
imum de material trebuie ca bazinul sa aiba suprafata minima. Suprafata bazin-
ului este xy + 2xz + 2yz, ( suprafata totald din care s+a scos partea de sus) iar
volumul V = zyz. Cu alte cuvinte trebuie sa aflam minimul functiei f (z,y,z) =
zy + 2xz 4+ 2yz cu legatura zyz = V.

Functia lui Lagrange acociatd este

F(z,y,2) =2y +2x2 4+ 2yz + A (ayz — V)

1ar sistemul care ne genereayd punctele stationare

‘?TI; =y+2z2+Ayz=0

IE — 9t x4+ Axz=0

dy
%:2y+2x+/\yx:0
xyz =V

Pentru a rezolva sistemul scadem primele 8 ecuatii doud cdte doua gi obtinem
(2z—z)(2+ M\y) =0

(2z—y)(2+Ax)=0

(y—z)(1+X2)=0

Singura situatie posibila este x =y = 2z, ceea ce corelat cu xyz =V ne da

. P V q V - V
punctul stationar M (2 v/ 524/ 5 \3/7> . Valoarea

) 2
lui A corespunzatoare acestui punct se afla din una din ecuatii.
do + Az =0, adicd)\z—% =

Na%
Situatia y = x §i y # 2z ar implica A = f%, 1ar inlocuind in cea de-a treia
ecuatie ar rezulta
de — = .z -2 =0, deci x = 0, ceea ce contrazice ryz =

Decz, avem un singur punct stationar M ( 1/ T 1/ T 2/ V)

Pentru a-i stabili natura calculam diferentiala de ordinul doi.
d*F =2 (1+ X\2)dzdy + 2 (2 4+ A\z) dzdy + 2 (2 + \y) dwdz
In plus, diferentiind gi legatura avem

yzdr + zzdy + xydz = 0

In punctul M avind & = y = 2z, rezultd ca dx + dy + 2dz = 0, deci dz =
—d.L dy

Revemnd obtinem

PF (2 i \ﬁ\/?) 2 (14 \2) dady+2 (2 + Az) - ~2=9 . (dg + dy)
2F (2\3/2,2\3/2, \3/7) = —dady + 2da? + ddady + 2dy?

deoarecel—l—/\x—l—; =—1,dar2+ Xz = -2

&2F (2.3/3, 2¢/¥ f/g) = 2da? + 3dxdy + 2dy?

Scriind matricea hessiand obtinem
2
32

3
Ve 1%
neyE a5y -
deci M ( \/g \/g \@) este un punct de minim local.

Exercitiu 246 Dintre toate triunghiurile de perimetru dat 2p sa se gaseascd
acelea de arie mazima.

M\H

[\)

cadica Ay =2>0,Ay =4-9 =150,

Demonstratie 241 Fie =, y, z laturile triunghiurilor . Aria triunghiului o
calculam folosind formula lui Heron
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S=vrp—2)p—y)(p—2)

Cl alte cuvinte trebuie si gasim mazimum pentru functia f (x,y,z) = (p—z) (p—y) (p — 2)
in prezenta legaturii x +y + z = 2p.

Functia lui Lagrange este

F(z,y,2)=(p—=)(p-y)(p—2) + Az +y+2z—2p)

=y p—2)+r=0

G=—(-2)(p—2)+A=0

G=—-y-2)+r=0

r+y+z=2p

Scazdndu-le doud cdte doud oblinem x =y = z = %, deci avem un singur
punct stationar M (%”, %, %) .

d*F =2(p— 2)dxdy + 2 (p — z) dydz + 2 (p — y) dzdz

d*F (M) = 28dxdy + 28 dydz + 28 dxdz

Din legatura avem dx + dy + dz = 0, deci dz = —dx — dy

d*F (M) = 25dady + 25dy (—dx — dy) + 25dx (—dz — dy)

d*F (M) = —22da? — 22dy* — 2Ldady

—2p p
2p 2p 2p) _ 33 o _ =2 _ 4 P _
H(3’3’3)— b 2 , adica Ay = =P <0, Ay = =5 s =
3 3
i>0diM(2—p2—p2—p) te un punct de mazxim
3 , dec ~, %, %) este un punct de )

Exercitiu 247 Determinati distanta de la punctul M (1,2, 3) la planul de ecuatie
r=—44Z
3T 2

Demonstratie 242 Fie N un punct in plan. Pentru a calcula distanta de la
M la plan trebuie sa gasim minimul lungimii segmentului MN, adicd minimul
functiei f (z,y,2) = (x —1)* + (y — 2)° + (2 — 3)° cu legatura = + 4-2=0.
Functia lui Lagrange este:
Fry,2)=(@—-1"+uy—-22+(=-32+A(a+%-2)
Pentru a afla punctele stationare avem de rezolvat sistemul:
OF — 9z —1)4+A=0

or
9 —2(y-2)+4=0

9 =2(2-3)-3=0

r+%-5=0

Acesta este echivalent cu:

20 —24+A2=0

6y —12+AX=0

4z—12—-X=0

r+4-5=0

De aici: x = 7)‘;2, Y= 7)‘(;*12, z = M;ll?

Revenind in ultima ecuatie obfinem

A2 | —AF12  A412 ¢y _ 12 Lo 43 . _ 96
2 + =35 s = 0, de unde rezulta A\ = 35, adica x = 35, y = g,
T e ; 43 96 150
Punctul stationar este M (49, 19 19 )

d’F = 2dx? + 6dy? + 4dz?, iar dz + %dy — %dz =0, deci dz = 2dzx + %dy.
In concluzie,

d*F = 2da? + 6dy® + 4 (4dz? + Sdady + 2dy?)

d*F = 18da? + Zdxdy + ‘P dy®
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18 16
Hp (M) = Sl A =1 A, — 30 _ 256 _ 288-256 :
F( ) 16 16 y 81 8 >0, Ay 3 5 5 > 0, deci
3 9
punctul M (%7 %, %) este un punct de minim.
' ‘ j 43 2, (96 2 | (150
Distanta de la punct la plan este lungimea segmentului MN = \/(E _ ) + (E _ ) + (Tg B
V364449 _ 1
19 =7

Exercitiu 248 Determinati azele elipsei de ecuatie 5z + 8xy + 5y = 9.

Demonstratie 243 Daca M (z,y) este un punct pe elipsa, atunci distanta de
la M la originea elipsei, care este si originea axelor de coordonate este x% + y2.
Vom cauta extremele functiei f (x,y) = 22 +y? cu legatura 5z +8ry+5y*—9 =
0.

Functia Wi Lagrange este F (z,y) = 2% + y* +X (522 4 8zy + by? — 9) .

OE =22+ 10Az +8\y =0

G =2y +10Ay +8\z =0
522 +8xy + 542 —9=0
Scazdnd primele doud ecuatii obtinem (x —y) (2+2X\) = 0, de unde avem

fiex=y, fie A=—-1.

Daci x = y revenim in legdturd gi obtinem 18z% =9, deci v =y = :I:@. In
acest caz dacd revenim in prima ecuatlie avem
22 + 8\z + 10\z = 0, iar = fiind nenul rezultd ci A = — %

8"

Daca x # y atunci A = —1, din prima ecuatie rezultd cd —8x — 8y = 0, deci
y = —x. Din legaturd obtinem x = :l:%.

In concluzie, punctele stationare sunt My (@, @) , My (—g, —@) , core-
spunzatoare valorii A = —% i

M; (¥7 —%) , My (—%, %) , corespunzatoare valoric A = —1.
d*F = (2 4+ 10)\) dz? + (2 + 10A) dy? + 8A\dzdy

tar din legdturd

(10x + 8y) dx + (10y + 8z) dy = 0

Pentru My avem dzx + dy = 0, deci

d*F (M) = 2(2 4 12)) da?

d*F (My) =4 - %dmZ, deci M, este punct de minim local
Analog, d*F (M) = 2 (2 + 12)) dz?

d*F (My) =4 - %d:ﬁQ, deci st Mo este punct de minim local.
Una dintre axe este MMy = 2

Pentru M3 avem

dxr —dy =0, deci dx = dy

d*F (M3) = (44 28)\) dx?, A= —1

d*F (M) = —24dx?, deci M3 este punct de maxim local
Analog, d*F (M) = —24dxz? deci i My este punct de maxim local.
A doua azxd este MM, = 6.

Exercitiu 249 Sa se determine distanta de la punctul M (1,2,3) la dreapta de

or— Y _z
ecualie r = —35 = 3.

? -
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Demonstratie 244 Fie N (z,y, z) un punct pe dreaptd. Vom cduta acel punct
N pentru care lungimea segmentului M N este minima. Cu alte cuvinte cautim
minimul functiei f (x,y,2) = (& — 1)°+(y — 2)°—(z = 3)* cu legiturile z = —¥

§i—% = 3.
Functia lui Lagrange este:
F(z,y,2) = (@~ 1)+ (y = 2)" = (2 = 3)" + M Bz +y) + h2 (29 +32)
98 —2(z—1)+3\ =0
=2y -2+ M +2X0=0
9L —2(2—3)+3X =0
r=—4%
Y _z
372
A,Uem T = —3>\21+27 y = —/\1—22)\2-‘1-4, o= —3>\22+6
Revenind in ultimele doud ecuatii obtinem A\ = %, Ao = %, T = 1—14, y = I—i’,

7= 2

ﬁ.

d’F = 2dx? + 2dy? + 2dz?

In plus avem din legaturi dy = —3dx si dz = —%dy = 2dz

Deci d?F = 2dxz? + 18dx? + 8dx? = 28dx?, de unde rezultd cd punctul

1 -3 2 -
(ﬁ, i ﬁ) este un punct de minim local.

Distanta de la M la dreapta va fi egald cu \/(ﬁ . 1)2 + (_3 — 2)2 — (3 — 3)2 =
V2730

14 -

Exercitiu 250 O intreprindere realizeaza produse in cantitatile x gi y. Cheltu-
ielile totale deproductie sunt c(x,y) = 10 + 4o — 4y . Preturile unitare ale celor
doud produse depind de nivelul productiei astfel: p; = 16 — 2% ,ps = 8 — 2y.
Sa se determine in ce cantitati trebuie sa fie fabricate produsele gi la ce preturi
astfel incdt beneficiul total sa fie mazim.

Demonstratie 245 f(z,y) = p12z + poy — c(x,y) = (16 — 22) + y(8 — 2y) —
10 — 4z + 4y adica:
flz,y) = —a® —2y> + 120+ 12y — 10, >0,y >0
Pentru a gasi punctele stationare rezolvam sistemul
9 = -322+12=0
L =——ay+12=0
Deci, avem un punct stationar M (2,3).
—6x 0 —-12 0
Hy = ,adicd Hy (M) = , deci Ay = —12 > 0,
0 -4 0 —4
Ay =48 > 0.
In concluzie, M este un punct de mazxim, adica beneficiul maxim este f (2,3) =
24 gi se obtine pentru p; = 12, py = 2.

Exercitiu 251 Cursurile a doud rduri sunt aproximativ reprezentate de o parabold
y = 2 si de o dreaptd de ecuatie x —y — 2 = 0. Se pune problema sd reunim
cursurile celor doud rduri printr-un canal rectiliniu astfel ca lungimea sa s fie
minima. prin ce puncte raurilor se va face trecerea?

Demonstratie 246 Fie M (z,y) i Ms (2,t) doud puncte aflate pe paraboli,
respectiv pe dreaptd. Deci x®> =y siz —t —2 = 0.
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Lungimea segmentului MMy este \/(m —2)°+ (y — t)>. Pentru ca aceasti
lungime sa fie minima, vom cauta minimul functiei

f @y, z,t) = (@ —2)+ (y — t)° cu doud legaturi x® =y iz —t — 2 = 0.

Functia lui Lagrange este

F(z,y,zt)=@—2"+@y—1t>+X\ (22 —y)+ X (z—t—2)

Pentru a gasi punctele stationare rezolvam sistemul

%ig(m_2)+2)\lf:0

Sy =2(y—2—A=0

%—;:—2(36—2)4—)\2:0

WZ—Q(y—t)—)\QZO

> =y

z—1t—2=0

Adundnd ecuatiile a doua $i a patra obfinem Ay = —\y.

Adundnd prima §2’ a treia ecuatie obtinem 2 \1x = —Ao. Deci 2\1x = A1, de
unde avem ﬁe a? = ﬁe A= 0.

Daca x = , atuncz y = . Revenind cu aceste valori in ecualii obfinem

z= )‘1“ St = )‘1 3 pe care daca le anlocuim an a patra ecuatie obtinem A1 = Z
In concluzze z= 8 sit= =2
11 11 =5

Avem deci punctul stationar (2, 4, 55

d*F = (24 2)\;) dz? + 2dy* + 2dz? + Qahf2 4dxdz — Adydt

Iar prin diferentierea legaturilor 2zdx — dy = 0 i dz — dt = 0, adicd pentru
punctul stationar obtinut avem dy = dx si dt = dz.

Deci

d’F (% i, 18—1, _?5) = %dﬁ + 2da? 4 2dz? — 4dxdz — 4dxdz
111
274

a?F (3,1, 4 28) = 12422 4 4d2? — 8dwdz
5 _

H(%%%’?): 2 de unde Ay = 3 >0, Ay =30 — 16 = 14 >
-4 4

0, deci punctul este de minim.

In concluzie punctele care vor determina canalul cerut sunt M (%, i) i

11 =5

My (%, %)
Exercitiu 252 O fabrica de mobila realizeaza doud produse pentru export cu
cheltuieli unitare fixe de productie de 4 w.m. §i 5 u.m. Cererile pe piata externd
ale celor doud produse sunt: x1 = 2(py — p1), 22 = 3p1 — 10p2 + 8 unde py §i po
reprezintd preturile de vanzare ale produselor. Sa se determine preturile py §i
p2 astfel incat beneficiul realizat din vdnzarea celor doud produse s fie mazim.

Demonstratie 247 Beneficiul este f (p1,p2) = p1x1 + paxe — 4wy — Hrg =
p1-2(p2 — p1) +p2 - (3p1 — 10p2 + 8) — 8(p2 — p1) — 5(3p1 — 10p2 + 8)
f;plaPZ) = —2p? — 10p3 + Bp1p2 — Tp1 + 50p2 — 40

2L — —dp +5p—7=0
L — —20py + 5p1 +50 =0
Rezolvind sistemul obtinem py = 2, po = 3, deci avem un singur punct
stationar M (2,3) .
-4 5
Hy = , A1 =—-4<0, Ay =80—25=55>0, deci M este un
5 —20

punct de maxim local, adica beneficiul maxim se obtine pentru preturile p; = 2
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w.m. gi po =3 u.m. iar beneficiul va fi f(2,3) = 28

Exercitiu 253 Se considera functia de productie: f(x,y) =12 — % — %
x §i y sunt niwvelele factorilor (materii prime, energie etc.). Daca factorii au
costurile unitare 2, respectiv 4 u.m., iar pretul unitar al produsului finit este 9

u.m., sa se determine structura productiei astfel incdt beneficiul sa fie maxim.

, unde

Demonstratie 248 Beneficiul este B (z,y) = 9f (z,y) — 2z — 4y = 108 — 1& —
%—2x—4y,x>0,y>0.
OB _ 18 _ 9 _ )

98 =38 _4=0
oy — y? -
deci, avem un singur punct stationar M (3,3) .
=[O
Bml oy ==
yS
deci
=36
Hp (M) = 27 Y ,A1:%4<0, z'arA2:%~§>O, deci punctul
0 =
27

M este punct de mazim.
Beneficiul mazim este B (3,3) = 72.

8.10 Aproximare liniara. Metoda celor mai mici
patrate

S4 revenim la derivata functiilor reale de o variabild reald. Fie y = f (z) o astfel
de functie. Derivata acesteia in punctul ¢

% (c) = ;ILIE%) f(c+h});f(c)

)
ceea ce poate fi rescris Ay = % (¢c)h +¢h,
unde Ay = f (c+h) — f(c), iar € = €(h, ¢) este astfel ca }ILLIT%)S =0.
Aceastd ultimé formuld ne di o aproximare liniard pentru y = f ()
fleth) = f(o)+Z(e)h
Incerciim si obtinem o astfel de aproximare liniarg si pentru functii de dous
variabile.

Propozitie 14 Fie z = f(x,y) o functie de doud variabile si (a,b) € R2.
Presupunem ca derivatele partiale fy, f, sunt continue pe un dreptunghi D care
contine punctul (a,b) in interior. Atunci pentru orice (a + h,b+ k) € D avem

Proposition 4 A z = f(a+h,b+k)—f(a,b) = 5L (a,b) h+ 5L (a,b) k+e1h+esk

de ey, o depind de (a,b), de h st k st verifica i =0, 1l
unde 1, €5 depind de (a,b), de h i §zvemﬁca(h7k)1ir1(070) 1 (h7k)Lr11(070) 9

Aceasta teoremd ne permite si facem aproximarea

fla+hb+k)~ fa,b) + 5L (a,b) b+ 9L (a,b) k

pentru h si k suficient de mici.

Una din problemele actuale cu care se confrunta in special agentii economici
este prognoza nivelului rezultatelor unei anumite activitati. Pentru realizarea
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acestui obiectiv este necesara inregistrarea valorilor rezultatelor pentru o pe-
rioadd mai mare de timp si gisirea unei functiicare si modeleze ciAt mai exact
fenomenul studiat. In teoria economici matematic, cele mai utilizate sunt
modelele de ajustare a datelor folosind metoda celor mai mici patrate.

Tipurile de ajustare frecvent utilizate sunt:

B Ajustare liniard: y = ax +b

B Ajustare parabolici: y = ax? + bx + ¢

B Ajustare hiperbolicd: y = a + g ;
liniara

B Ajustare dupd o functie exponentiald: y = b - a®; prin logaritmare se
obtine: Iny = Inb + zina sau z = A 4+ Bz gi se ajunge tot la o ajustare liniara.

cu notatia z = L se ajunge la ajustare
xr

Exemplu 83 Consumul de materii prime al unei societati comerciale inprimele
5 luni ale anului, exprimat in milioane lei, a fost:

Luna ianuarie  februarie martie aprilie  mai

Consum(mil. lei) 2,7 2,5 3 3,9 4,1
Sa se ajusteze datele dupd o dreaptd si sa se faci o prognozd pentru luna
ulie.

Example 5

Demonstratie 249 Tabelul poate prezentat sub forma urmatoare
x -2 -1 0 1 2
v 2,7 25 8 839 4,1

Consideram functia de ajustare f(x) = ax + b.
Suma patratelor erorilor este datda de functia

Fab) = () ul> = 3 azi + by

=1 =1
Punem conditia ca suma patratelor erorilor si fie minima:

%—5: > 2z (ax; +b—y;) =0
i=1
5

98 = > 2(az;+b—1y) =0

i=1
Sistemul este echivalent cu

5 5 5 5 5 5
ay xi+by wi— Y wiyi =0a) x;+bY 1 — Y y; =0
=1 i=1 i=1 =1 =1 =1

5

Ywi=-2-1+0+14+2=0

i=1

5

2% =2T+25+3+39+4,1=16,2
i=1

5
Ya?=44+1+0+1+4=10

—

l ele doua ecuatii ale sistemului devin:

10a —4,2=0

5b—16,2=0

de unde a = 0,42 g1 b= 3,24

Am obtinut dreapta de ajustare f(z) = 0,42z + 3,24.
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Pentru o prognoza pe luna iulie vom considera x = 4 gi vom obtine f (4) =
4,92 mal. les.

Exemplu 84 Volumul vdnzarilor, unui produs, tn mil. lei, in timp de 7 luni a
inregistrat urmatorea evolutie:

Luna ian.  febr. mart. apr. mai dun. ul

Volumul vanzarilor 30 54 76 82 70 50 45
Sa se ajusteze datele dupd o parabola si sd se facd o prognozd pentru luna
urmatoare.

Example 6

Demonstratie 250 Tabelul precedent poate fi prezentat sub forma:
x -8 -2 -1 0 1 2 3
yi 30 54 76 82 0 50 45
Consideram functia de ajustare f (x) = ax? + bz + c.

Suma patratelor erorilor este datd de functia:

7 9 7 9
F (a’7 b7 C) = Z [f (1’1) - yZ] = Z (axf + bxl +c— yl)
=1 i=

Punem condilia ca suma patratelor erorilor sa fie minima. Sistemul care ne
da punctele stationare este:

7
9L — 3222 (az? + bz +c—y;) =0
i=1

. 7

9E = 3 2a; (az? +bx; +c—y;) =0
i=1
7

9L — 32 (aa? +bxi+c—y;) =0
i=1

adica

7 7 7 7
ay ai+by a} ey al — Y alyi =0
=1 =1 =1 =1

7 7 7 7
a} @} +byai ey wi— ayi =0
i=1 i=1 i=1 i=1
7 7 7 7
ad> x? +b> i +cd1— Yy =0
i=1 i=1 =1 i=1
7
z;=-3-2-1+0+1+2+3=0

©
Il
-

el

yi = 304+ 54 + 76 4+ 82 + 70 4 50 + 45 = 407

©
Il
s

o8

«
Il
-

27 =9+44+1+0+14+4+9=28

Ty =—-3-30—2-54—-1-764+0-824+1-70+2-50+3-45 =31

M=~

©
Il
-

= -27T—-8—-14+0+1+8+27=0

Mﬂl:\Mq
8
=

©
I
—

z}=81+164+1+0+1+16+81 =196

22y; =9-30+4-54+1-76+0-82+1-70+4-50+9-45 = 1237

o8

s
Il
_
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FEcuatiile sistemului devin:

196a + 0 - b+ 28¢c = 1237

0-a4+2804+0-c=31

28-a+4+0-b+7c =407

de unde: a = —4,654, b=1,107 gi c = 76,761

Astfel, parabola de ajustare va fi f (x) = —4,6542% + 1,107x + 76, 761
Pentru o prognoza pe luna urmdatoare vom calcula f (4) = 6,725 mil. lei.

Exercitiu 254 La un magazin de desfacere a unui anumit produs, procentul
de produse nevindute a scazut ca urmare a imbundatatirii calitatii produsului
conform tabelului:

Ani 2008 2004 2005 2006 2007 2008

Procent 20 15 12,5 9 8 6
a. Sa se determine tendinta de scadere a procentului produselor nevindute.
b. Sa se faca extrapolarea pentru anul 2009.

Exercise 11

Demonstratie 251 Vom incerca o ajustare hiperbolica: y = a + g.
Tabelul poate fi prezentat sub forma:

z -8 -2 -1 1 2 3

yi 20 15 12,5 9 8 6
Suma patratelor erorilor este datda de functia:

6 6 2 6 ) ,

Fab)=Y [f@) -yl =% (a+ L —u) =3 (a2 + 22 + 5 47 — 20y, - 2
i=1 i=1 i=1 :

6

1 _ 1 1 1 1 _

6

;§3=§+5+1+1+i+$—2 8

6

>y = 70,5

@
Il
-

e

y? = 962,25

s
Il
_

=2 D 125+9+4+2=11,606

(a,b) = 6a® — 141a + 12b% — 23,32b + 962,25
Pentru ca suma patratelor erorilor sa fie minima:
9L —12a—141=0

o = 49p—23,32=0

de unde a = 34 = 11,75 gi b = 22329 — 4 28

0
Hp (11,75, 4,28) = R de unde rezultd ca punctul este de minim.

0 X
9
Deci, hiperbola de ajustare este y = f(xz) = 4,28 + %, iar prognoza pe
anul 2009 este f (4) =7,21.

Mo
S

<Ji

Exercitiu 255 Volumul vdnzarilor la un articol in sezoanele toamna-iarnd in
cadrul unui magazin de specialitate este:
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Luna sep. oct. nov. dec. ian. febr. mart.

Volum vanzar: 20 40 50 70 50 30 10
1.5a se determine tipul curbei de ajustare cu ajutorul reprezentarii grafice.
2. Sa se determine trendul vanzarilor in vederea stabilirii stocurilor lunare
pentru aceeasi perioadd a anului urmdator.

Exercise 12

Demonstratie 252 Vom incerca o ajustare parabolica.
zx -3 -2 -1 0 1 2 3
yi 20 40 50 70 50 30 10

Consideram functia de ajustare f (x) = ax? + bz + c.
Suma patratelor erorilor este datd de functia:

7 7
F(ab,c) = Y [f (i) —yil* = 32 (a2? + bxi + ¢ — ;)

i=1 =

Punem conditia ca suma patratelor erorilor sa fie minima. Sistemul care ne
da punctele stationare este:

7
%—5 =Y 2z? (az? + bz +c—y;) =0
i=1

7

%—IZ = > 2x; (ax?—i—bxi —|—c—yi) =0
i=1
7

%: 2(amf+bxi+cfyi):0
i=1

adica

7 7 7 7
ad ozt +bY xd +ed>a? — Y aty; =0
i=1 i=1 i=1 i=1
7 7 7 7
ay w} +by al + ey wi— Y wiyi =0
i=1 i=1 i=1 i=1
7 7 7 7
ad> x? +b> i +cd1— Yy =0
i=1 i=1 i=1 =1
7
S =-3-2-140+1+2+3=0
i=1

7
S yi = 20 + 40 4 50 + 70 + 50 + 30 + 10 = 270
i=1

27 =94+4+1+0+1+4+9=28

o8

«
Il
-

M=~

2y =—3-20—2-40—-1-50+0-70+1-50+2-3043-10 = —50

«
Il
-

7 =-27-8—-14+0+1+8+27=0

]~
Sw

o
Il
_

2} =814+16+1+0+1+16+81 =196

o8

h
Il
—

7

Sa?y; =9-20+4-40+1-504+0-70+1-50 +4-30+9-10 = 650
i=1

Fcuatiile sistemului devin:

196a 4+ 0 - b+ 28¢ = 650
0-a+280+4+0-c=—-50
28-a+0-b+T7c=270
de unde: a = —5,11, b= —1,78 si ¢ = 59,01
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Astfel, parabola de ajustare va fi f (x) = —5,112% — 1,78z + 59,01
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