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INTRODUCERE

In multe domenii in care activeazi, omul isi precizeaza reflectiile cu
ajutorul relatiilor matematice. Unul din aceste domenii in care trigonometria
si geometria sunt foarte mult folosite este topografia. Multe probleme
topografice (de intocmire a planurilor portiunilor de teren) au ca model
matematic rezolvarea triunghiului.

In numeroase probleme practice el trebuie si cunoascd distantele
dintre anumite puncte de pe suprafata padmantului si unghiurile dintre
directiile determinate de cate doua din aceste puncte. Masurarea directd a
acestor distante si unghiuri este dificild si, in unele cazuri imposibila.
Folosind insa cunostinte matematice de trigonometrie plana sau sferica si de
geometrie, o astfel de problema se reduce la masurarea in teren a distantelor
intre anumite puncte accesibile si a unghiurilor dintre anumite directii
urmand ca celelalte distante si unghiuri sd fie determinate prin calcul
folosind teoreme ale trigonometriei si geometriei.

Distantele in teren se masoara cu ruleta sau cu panglica iar unghiurile
cu teodolitul. Pentru vizarea obiectelor, teodolitul este prevazut cu o luneta
care se poate roti atat in plan orizontal cat si in planul vertical. In acest fel cu
acest instrument se pot masura unghiul dintre proiectiile orizontale a doua

directii si unghiul dintre o directie si proiectia sa pe planul orizontal.



CAPITOLUL 2 Elemente de trigonometrie

2.1 Definitie

Trigonometria (din limba greacd tpiywvog trigonos = triunghiular si
Uétpov métron = masura) € o parte a matematicii care studiaza unghiuri,
triunghiuri si functii trigonometrice precum sinusul, cosinusul si tangenta.
Unii matematicieni considera trigonometria o subdiviziune a geometriei iar

altii o stiinta matematica distincta.
Istorie

Originea trigonometriei se considera a fi in cultura antica din Egipt,
Babilon si Valea Indului, acum mai mult de 3000 de ani. Matematicienii
indieni au fost pionierii calculului algebric, cu aplicatii in astronomie si in
trigonometrie. Lagadha e unicul matematician cunoscut care a utilizat
geometria si trigonometria pentru astronomie in cartea sa Vedanga Jyotisha,
cu toate ca multe din lucrarile sale au fost distruse de catre invadatorii Indiei.

Matematicianul grec Hipparchus a compilat un tabel trigonometric
pentru triunghiuri in circa 150 1.Hr.. Un alt matematician grec, Ptolemeu
(circa 100 1.Hr.) a continuat sa dezvolte calculul trigonometric.

Savantul Shia Musulman Nasir al-Din Tusi a fost probabil primul care
a considerat trigonometria ca o disciplina matematica distincta si a fost
primul care a descris sase cazuri ale unui triunghi dreptunghic in
trigonometria sferica.

Matematicianul de origine silesd Bartholemaeus Pitiscus a publicat o
lucrare importantd in trigonometrie in anul 1595 si a introdus cuvéntul in
limbile franceza si engleza.

O importanta speciala detine tehnica de triangulatie care este utlizata
in astronomie pentru a masura distanta pana la stelele apropiate, in geografie
pentru a masura distantele intre repere terestre si in sisteme de satelit pentru

navigatie (maritimd, in aviatie si in spatiul extraterestru). Alte domenii care
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utilizeaza trigonometria sunt: muzica, acustica, optica, statistica, biologia,

farmaceutica, chimia, oceanografia, ingineria si multe altele.

2.2 Functii trigonometrice

B

A > C

Definitia functiilor trigonometrice se bazeaza pe rapoarte intre laturi
ale unui triunghi dreptunghic plan. Intr-un astfel de triunghi, latura cea mai
lunga, opusda unghiului drept, se numeste ipotenuza, iar laturile care
formeaza unghiul drept se numesc catete.

In triunghiul dreptunghic, sinusul unui unghi ascutit este definit ca
raportul dintre lungimea catetei opuse (c.0.) si lungimea ipotenuzei (i).
Similar, cosinusul unui unghi ascutit este raportul dintre lungimea catetei
aldturate si lungimea ipotenuzei:

sinA = cateta opusa/ipotenuza

cosA = cateta aldturata/ipotenuza

Acestea sunt cele mai importante functii trigonometrice; alte functii
pot fi definite ca diferite rapoarte ale laturilor unui triunghi dreptunghic, dar
pot fi exprimate in termeni de sinus si cosinus. Acestea sunt tangenta,

cotangenta, secanta si cosecanta:

sin A cos 4
1g4 = ctgd =
& cos A & sin 4
secA = cosecA=—
cos A sin 4
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Definitiile anterioare se aplica doar la unghiuri intre 0 si 90 grade (0 si
n/2 radiani). Utilizand cercul unitate (un cerc cu raza de lungime 1) ele pot fi

extinse la toate argumentele, pozitive si negative.

Functia sinus
Functia sinus este functia definitd pe R cu valori in R prin care Vv a

apartine lui R 1 se asociaza un numar y, notat sina.

PROPRIETATI :

l. -1<sina<1

2.Formula fundamentala a trigonometriei :
sin‘a+cos’a=1 =>sin @ = +v/1-cos’ &

3.Functia sinus este o functie periodica de perioada 2km unde k

apartine lui Z : sin (o+2kn) = sinx pentru orice x real si orice k intreg.

4.Functia sinus este _o functie impard adica  sin(-x)= -sin(X) pentru

orice x real.

5. Semnul functiei sinus

Cadranul I II I1I v

Functia sinus | + + - -

6. Monotonia functiei sinus

Cadranul I IT III IV

Functia sinus — S T~ —

Functia cosinus

1. Cosinusul lui a notat cosa este abscisa punctului M, .
2.Functia cosinus este functia definita pe R cu valori in R prin care

v a apartine lui1 R 1 se asociaza un numar X, notat cosa.
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PROPRIETATI :
1.-1<cosa <1
2.Formula fundamentala a trigonometriei :
sin‘a+cos’a=1 =>cosa =+l -sin’a

3.Functia cosinus este o functie periodica de perioadd 2km unde k

apartine lui Z : cos(a+2km) =cosx

4. Functia cosinus este o functie para adica cos (-X)= cos(x)

5. Semnul functieil cosinus

Cadranul I II I1I v
Functia + - - +
cosinus

6. Monotonia functiel sinus

Cadranul I 1T 111 A%
Functia \ \ /' —
cosinus

Functia tangenta

1. Tangenta unui unghi a notata tga este raportul dintre sinusul unghiului o

si cosinusul acestuia.

Sm @ /4
iga = aeﬁi—{(2k+l)—|keZ}
cosa 2
PROPRIETATI :




1. Functia tangentd este o _functie periodicd de perioada kr : tg(atki)

=tga pentru oricare oo din R | {(2k+1)%,k eZ }

2. Functia tangenta este o functie impard tg(-x) = -tg(x)

3. Semnul functiei tangenta

Cadranul I II I v
Functia + - + -
tangenta

4. Functia tangenta este strict crescatoare pe intervale de forma [— %%)

Functia cotangenta

1. Cotangenta unui unghi o notatd ctga este raportul dintre cosinusul
unghiului a si sinusul acestuia.

cosx
ciga =

ha aclkr|keZ}

PROPRIETATI :

1. Functia cotangenta este o _ functie periodicd de perioada ki :

ctg(a+km)=ctga

unde oricare o din R|{kn| k apartine lui Z}

2. Functia cotangenta este o functie impara ctg(-x) = -ctg(x)

3. Semnul functiei cotangenta

Cadranul | IT I v
Functia + ; + _
cotangenta

4. Functia cotangentd este strict descrescatoare pe intervale de forma (o, 7).




Relatii trigonometrice

sin’x+cos?x=1
sin(x+y) = sinx cosy + siny cosx
cos(X +y) = CosX cosy — Sinx siny
sin(X- y) = sinx cosy — siny cosx
COS(X - y) = cOsX cosy + sinx siny

. . . X+ X —
sinx+siny=2sin 2y cos*—2;

. . . X— X+
sinx-siny=2sin 2y cos 2

X+ X —
cosx+cosy=2cos 2y cos——2;

.ox+y . ox-—
COSX-COSy=-2sIn al 5 Y sint 5 L.

sin( x £ y)
tgx ttgy =———-=.
sr=& COS XCOS y

Teorema sinusurilor

Daca laturile unui triunghi oarecare sunt a, b si ¢ ti unghiurile opuse acestor
laturi sunt A, B si C, atunci teorema sinusurilor este:

sinA_sinB_sinC_L
a b c 2R

unde R este raza cercului circumscris triunghiului.
Teorema cosinusului
In orice triunghi ABC avem:

a* =b* +c¢* —2bc-cos A
b*=a*+c¢*—2ac-cos B
¢’ =a’*+b*-2ab-cosC


http://ro.wikipedia.org/w/index.php?title=Cercului_circumscris&action=edit&redlink=1

2.3 Masurarea unghiurilor

Unitatile de masura pentru unghi sunt diviziuni ale cercului.
Gradul sexagesimal (1°) = a 360-a parte din masura unui cerc;
Minutul sexagesimal (1) = 1/60*1°  1°=60’;
Secunda sexagesimala (1) = 1/60*1°=1/3600%*1°.
Gradul centesimal (12) este a 400-a parte din masura unui cerc.
Radianul=masura unui arc de cerc de raza R a carui lungime este egala cu R.
Leere=2mR (R>0,raza)
1 rad=masura unui unghi la centru notat ABC care subintinde un cerc AB de
lungime R.
Functia de masurare in radiani a unghiurilor si respectiv a arcurilor de cerc
se noteaza cu “un” (miu)
Masura in radiani a unui cerc este: 2x rad
n=3,1415926535...
Relatia de transformare a gradelor sexagesimale in radiani:
(1) a=n/180%*n°
(1) n°=180%n*a
(2) 1 rad=57°17"44"’

Valorile functiilor trigonometrice

a 0° 300 459 60° 90°
sin a L E ﬁ
0 2 o 2 1
3 NE 1
CoSsS a —_— —_—
1 2 2 2 0
1 | 5
t = at
e 0 3 /
A I :
t NE —
ced / 3 0
arad T T L3 2
0 6 4 3 2
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CERC TRIGONOMETRIC (circulus), cercul cu raza egala cu
unitatea, pe care s-a stabilit o origine A (de la care se face masurarea arcelor)

si un sens (de obicei antiorar). E: unit circle (O.M.).

v
{k
B (0. 1)
-------- M(X.v)
A’(-1.0) (g | | ALO) R
0] N X

B’ (0. -

AONM - triunghi dreptunghi

. MN ¥ .
SN =——=7= =¥ = 3lna
oM 1
ON X .
COS{ =—=— = - = X = 8Ina
oM 1

W <«
-
e
[a—
~

(cosa., sina)

A’(-1.0) A(1.0)

v

B’ (0-' 11




Punctul M se deplaseaza pe cerc in sens invers acelor de ceasornic,
sensul numindu-se sens trigonometric sau sens direct. Pe masurd ce M se

miscd pe cerc valoarea <a creste, modificandu-se astfel si coordonatele

punctului M.
M=A,a=0 cos 0=1
sin 0=0
M=B,0t=E cos —=0
2 2
sin~=0
2
M=A",a=7 cosT=-1
sint=0
MZB’,(IZE—H cos ==
2 2
. am
sin — = -
2

Cercul trigonometric este impartit de axele de coordonate in 4 regiuni

numite cadrane.

Cadranul 1
a € (0%, 907
0o T
e,
Cadranul 11
a € (90° , 180%
oE ( 5 ’ T[)
Cadranul III
a € (180° , 2709
m 3w
ae(Z,5)
Cadranul IV
a € (270° , 360
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3m T
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272

Exercitii rezolvate

1. Transformati in produs:

a) sin£+sin£:2sin5—ﬂcos£;
4 6 24 24
b)cos——cos—=—251n5—ﬂsins—”,
24 24
C) sm——sing:ZSln%cos—,
.
T 7 S
d) ig=+1g==
) 18, +1g pe
cos -, c0s

2.Transformati in produs:

a)1+cos = = cos 0+ cos = = 2cos’ 2 ;b) 1—cos = = cos 0 — cos = = 2sin> = ;
4 4 8 6 6

8
. . Sx
T T T Smﬁ d) Vs T T sma
C)l-tg—=tg=-tg=—=——~—;d) l+tg==tg—+tg =~ =——%—
3 4 3 cosﬁcosg 6 4 6 coszcosz
4 3 6 4

3.Transforma in produs:
a)sin @ +sin 3a = 2sin 2acosa ;
b)cos3a—cos5a =-2sin4asina;
c)sin(a +b)—sin(a—b) =2sinbsina ;

d)cos(a—b)+cos(a+b)=2cosacosh;

e)sm(§+aj+sin(%—a] = Zsm(%+aj—sin0;
f)cos[a;b]+cos(a_

f)tg(a +b)+ tg(a —b):

b a a
=2C0S—CO0S —
2 2

sin 2a
cos(a +b)cos(a—b)

13



4.Transformati in produs:

a)cos(x+y+z)+cos(x—y—z)=2cosxcos(y +z)
b)sin(x— y+z)+sin(x+y +z) = 2sin§cos(x—y);

C)sin(x+ y—z)—sin(x+ y+z) = 2sin(—z) cos(x + y) = —2sin zcos(x + y) ;
5.Transformati in produs:

a) cos x + ¢os 2x + cos 3x = 2¢os 2x cos x + cos 2x = cos 2x(1 + cos x) ;

Sx X
b)cos x + cos 2x + cos 3x + cos 4x = 2 cos x(cos 2x + cos 3x) = 4€08 X COS — COS — ;

C) sin x + sin 3x + sin 9x + sin 11x = 2sin 6x cos 5x + 2sin 6x cos 3x = 4sin 6x cos 4xcox;

2r 4r 67 8 5S¢ 2m m
d) cos = + cos — + cos — + c0os — = 4 €0S —— COS —— COS — ;
9 9 9 9 9 9

€) cos x +cos 3x +cos 9x + cos 11x = 2 cos 6:x cos 5x + 2 cos 6:x cos 3x = 4cos 6:x cos 4x cos x
f) tgx + 2tg2x + 4tg4x + 8ctg8x = cigx
tgx —ctgx + 2tg2x + 4tgdx + 8ctg8x = —2ctg2x + 2tgx + 4tgdx + 8ctg8x

—4ctgdx + 4tgdx + 8ctg8x = —8ctg8x + 8ctg8x =0

. 1 x—1
Am folosit : zgx —ctgx =tgx —— = X1, —2ctg2x
1gx 2tgx

6)Transformati in produs:

a)(cos x +cos y)’ + (sin x +sin y)’ =
X+ x—yY X+ x—yY X —
= 2cos—ycos—y + 2sin—ycos—y =4cosz—y;
2 2 2 2 2

b)sin?(x+ y)—sin’(x—y)=

= [sin (x + y)+sin(x — y)[sin (x + y)—sin(x — y)] = —4sin* xsin ycos y ;

C)Sinz(%—xj—sinz(%+xj:
i Lol s
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d)sin(%—xj—sin(%+xj+2cos(7r—x)= 2sin%cosx+200s(7z—x)=

= 2cosx +2(cosz cosx +sin 7zsin x) = 0;

2.4 Ecuatii trigonometrice

Ecuatiile trigonometrice sunt ecuatii care contin una sau mai multe
necunoscute exprimate numai prin intermediul functiilor trigonometrice.
Forma generald a unei ecuatii trigonometrice de o necunoscuta este

F(sin, cosx, tgx, ctgx) =0

Ecuatii trigonometrice fundamentale
Ecuatiile cuprinse sub aceasta titulatura sunt:
1) sinx=a, a fiind real.
Daca |q|>1,ecuatia nu are solutii, iar dacd a e[-1,1],multimea S de solutii a
ecuatiei este :
S = {(—l)k arcsina +kx, ke Z}
2) cosx=a ,a fiind real.
Daca |a|>1,ecuatia nu are solutii, iar dacd a €[-1,1],multimea S de solutii a
ecuatiei este:
S = {*arccosa+2kr, keZ}
3) tgr=a,afiind real.
Solutiile acestei ecuatii sunt date de mulfimea
S = {arctga+ krx, ke Z}
4) ctgx=a, a fiind real.
Solutiile acestei ecuatii sunt date de mulfimea
S = {arcctga+ kr, ke Z}
Daca intervin mai multe functii trigonometrice, dar care au acelasi
argument, de exemplu sinx+cosx=-1, atunci exprimam ambele functii

trigonometrice prin alte functii, de exemplu :
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Nu existd formule generale care sa rezolve ecuatiile trigonometrice,
insa exista diverse metode pentru anumite tipuri de ecuatii.
1. Daca 1n ecuatie o functie trigonometrica apare la o putere impara, iar
celelalte numai la puteri pare, atunci se ia ca necunoscuta principald functia
de putere impard, celelalte expimandu-se in functie de acesta.
Exemplu: Sa se rezolve ecuatia

\/Ecosx+2sinzx+ctg2x=3, cu x#kr

Solutie : Luandu-se ca necunoscuta cosx, avem

2
\/Ecosx+2(1—cos2x)+cos—f=3,
l-cos” x

Notand cosx=t, obtinem
21" =26 +4/2t-1=0
(W2r-1)v2r* +1)=0

. .. . . 2 . 1
Deci, solutiile ecuatiei sunt ¢, = £ st t, =——, de unde
2 ¢/2
X, = + 24 2k, 7, x, =+arccos—=+(2k, + 1)z
4 ¢/2

Dacd intervine numai o functie trigonometricd, dar cu argumente
diferite, atunci cu ajutorul formulelor trigonometrice de adunare
transformam functiile astfel ca sa avem in expresie un argument unic.

Exemplul 1. Diferite functii trigonometrice ale aceluiagi argument

sinx+cosx=—1,

Exprimdm sinx§i cosx in functie de tg%, pentru x = (2k+1)z, k fiind numar

X ) X
2tg —  1—-tg” —

intreg si se obtine 2x + )26:—1 =N
1+tg° = 1+1g” =
€2 T8

x x x X X
S Ug=+1-tg' = =—1-1g" = & tg==—-1 & = =arctg(-1)+kr,
g2 & 2 & 2 g2 2 g( )

16



Deci xe{—%+2k7r, keZ}.

Observatie: Intrucat numarul tg%, nu existd dacd x=(2k+1)7z, keZ ,

rezultd ca eventualele solutii de aceasta forma se pierd; prin urmare , in

final, trebuie verificate in ecuatie si numerele respective .

Ecuatii care contin functii de acelasi nume

1) sinu(x)=sinv(x) & u(x)=(-1)"v(x)+kz, keZ;

3) tgu(x)=1gv(x) © u(x)=v(x)+kr, keZ.

2) cosu(x)=cosv(x) © u(x)=%v(x)+2kz, keZ;
cosu(x) %0, cosv(x)=0

4)ctgu(x)=cigv(x) < u(x)=v(x)+kz, keZ.

Exemplul 2. Aceeasi functie trigonometrica cu argumente diferite:
sin3x=sinx, Xxe (0,7:) .
In rezolvarea acestei ecuatii se foloseste formula de transformare a

sumei in produs:

sina—sinb:2sina_b -cosa+b ;
2 2

ecuatia devine 2sinx-cos2x=0< (sinx=0 sau cos2x=0). Mulfimea de

solutii a ecuatiei sinx=0 este §={kz, keZ},iar multimea de solutii a
ecuatiei cos2x=0 este S'I{i%-i-kﬂ', keZ}. Deci multimea solutiilor

ecuatiei este SUS'.
Exemplul 3. Diferite functii trigonometrice cu argumente diferite
sin2x=cosx , xell.
Utilizand formula sin2x=2sinx-cosx obtinem 2sinx-cosx—cosx =0

< cosx(2sinx—1)=0 < (cosx=0 sau 2sinx—1=0).Multimea de solutii a
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ecuatiei cosx=0 este S, = {i%+2k7t|k € DJ ,Jar multimea de solutii a ecuatiei

. 1 K T 1 . ) . ..
sinx = este S, =1(-1) g+k7r|k€DJ .Deci multimea solutiilor ecuatiei este

§S=5US§S,.

Ecuatiile liniare in sinx si cosx sunt de forma asinx+bcosx=c,
unde a, b, ¢ sunt numere reale, a-b-c#0 (alte cazuri conduc la ecuatii usor
de analizat).

Distingem urmatoarele metode de rezolvare :

2 9

a) Metoda unghiului auxiliar . Se imparte ecuatia prin “a” si se

. ) b c . b . b T
obtinesin x+—cosx=— se noteazd —=rga ll , deci a=arctg—, a < 55 ;
a a a a

« A . . - . C
dupd cateva calcule se ajunge la ecuatia elementara sin(x+a)=—cosa .
a

b) Metoda substitutiei .
2tg x 1-tg’ x
Cu ajutorul formulelor sinx = 2 cosx= )2C obtinem o ecuatie de
1+1g” % 1+1g” )

gradul al doilea cu necunoscuta tg% :

Exemplul 4. 3sinx—cosx=1, xe[0,2z] (vezi ex.2 ,b).
Rezolv ecuatia utilizand metoda unghiului auxiliar ; se imparte ecuatia

prin /3 si se obtine:

. T
Sin —

e

. 1 1 . V4 .
SINX——=COSX=—= <> SINX—/Zg—COSX = & smmx—

\/§ \/g 6 COS%

COS X = <

&

) T . T 3 T
smxcosg—sm—cosx:—cosg
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.
N xe{(—l)k -Z+£+k7z|keD
6 6 )
VA . T

Cum x€[0,27], alegem x, = S n=7 Deci xe {;z} .

Exemplul 5. sin(x+%j+cos(§—x]=l , xell (veziex.4,]j).

Aceastd ecuatie se rezolva usor cu ajutorul cofunctiei sinx:cos(%—xj,

A - . Vi T . .

observandu-se ca sm(x+g] = cos(g—xj .Ecuatia devine

2cos Z—x =1< cos Z—x =l®£—x=iarccosl+2kﬂ, kell.
3 3 2 3 2

. .. .. < (D . ]
Multimea solutiilor ecuatiei este {2k7r|k el s 0 )

2.5 Geometria triunghiului
Relatii metrice in triunghiul dreptunghic

In triunghiul dreptunghic ABC cu A unghi drept folosim notatiile
cunoscute:

AB=c¢, AC=b, BC=q;

r = raza cercului circumscris triunghiului;

[, = lungimea bisectoarei dusa din varful A;

m, = lungimea medianei din A;

r, = lungimea razei cercului exinscris corespunzator laturii BC;

_a+b+c
2

19



In acest triunghi, ABC, avem:

1. a*=b* +¢* ©sin* A=sin’ B+sin’
2. m,= R=a/2
3. cosA+cosB=cosC
4. S=plp—a)=(p-b)p—<c
5. acosC - asinC = b-c
6. ct£=a+c

2 2
7 th+C_th—C:b—c

2 2 b+c

8. a’+b*+c* =8R?

9. cos? A+cos’ B+cos’ C =1

C

Relatii intre unghiurile si laturile unui triunghi oarecare
Intr-un triunghi oarecare este adevarata relatia A+B+C =7t

Avem:

sinA +sin B + sinC = 4cos (A) s cos (B) ’ CDS(C}

P - P
= = =

2)
3)
4)

S)
6)

7)

8)

cosd +cosB+ecosl =1+ 4-sin(A)-sin{B)-sin[

-
r

tg A +tgB +tg C= tgd-tgh-tgC

-
i

-
=

cosd —cosB —cosC=1-— 45111@) . sin{aj . sin(;—_}

. . . A B . €
sind —sinf +sinC = 4sin—--cos - sin—

sin24 +sin2F 4+ sin20=4-s5ind -sinFf -sinC

-
T

cos24 +cos2F +cos2C =1 —4cos4d -cosB -cos(C

A B c 4 B c
ctg-+ctg-+ ctg- = ctg--ctg --ctg -

Inegalitati verificate de functiile trigonometrice ale unghiurilor unui

triunghi oarecare
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2)

3)

4)

S)

6)

7)

8)

9

D

2)

3)

4)

S)

. 4 . B . C
8 -sin--sin--sin-< 1

A B c =
8 -cos--cos—-cos- = 343

1
=—
33

B |y

A B
tg--tg--tg

sind +sinB +sin <

3'\.‘?

-
r

8 -cosd -cosPB -cosC <1

1= cosd+cosE +cosC =

Ea |

tgA-tgB+tg B -tg C+tgC -tgd =9

a? 4+ b*+c* =9.R?

a’+ b2+ =43

5

Relatii metrice in triunghiuri oarecare

Teorema sinusurilor

E=b=c=2R

Find sink sind

Teorema cosinusurilor:

Teorema tangentelor:

a—b

ath

Formula lui Heron:

Teorema medianei:

5

a* = b® +¢*— 2bc-cosA

A= A=B
tg

= Jplp—a)(p—b)(p—c)

4 .m2 =2(b" +c%)— a*

21
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Alte formule utile

_ zhy
. [(p—a)(p—b)
sin—= 2 2
2 be
4 [plp—a)
plp—al
cos—= |——
2 bec
_  |lp—blip—c)
9= =/
2 pip—a)

"q

__ beeinA _ abe

s —_
. 4R

a=b-cosC+c-cosB

2.6 Aplicatii in masuraitori terestre

[lustram prin cateva exemple metode de determinare a distantelor intre

anumite puncte inaccesibile si a unghiurilor dintre anumite directii.

1. Determinarea distantei intre doud puncte accesibile 4 si B

intre care se afla un obstacol.

B
Sa presupunem ca avem de determinat distanta Intre doua puncte 4 si

B intre care, pe directia lor, se afla un obstacol (de exemplu un lac).

22



Pentru a calcula distanta dintre A4 si B alegem un accesibil C punct din care

se vad punctele 4 si B si se pot masura distantele a=BC, b=AC si unghiul

A fond . - . . . .
ACB = C =« . Distanta c=AB se calculeaza cu ajutorul Teoremei cosinusului

c’=a’+b’-2abcosa

2. Determinarea distantei intre doua puncte A si B aflate intr-o

portiune de teren inaccesibila.

la ele din punctele in care se afla instrumentele de masurd (de exemplu,

acestea se afla pe malul opus al unui rau fata de punctele de masurat).

In vederea determinarii distantei intre punctele 4 si B se aleg doua
puncte C si D din care se pot viza punctele A4 si B si se poate masura
distanta intre acestea cat si unghiurile ACB=UBCD=100ADC=[] si
ADB=[10]

Teorema sinusurilor aplicata in triunghiul BCD, in care se cunosc o laturd si

unghiurile adiacente conduce la :

CD BC BD

== _asin(y +0)_
smB snD sin

sin( f+7+8)

De asemenea, in [JACD in care se cunosc CD=a si unghiurile aldturate,

, de unde deducem: BC =

asiny

Teorema sinusurilor conduce la 4C=——-F——
sin( B+ +0)

. Acum, 1n triunghiul 4ABC

23



in care se cunosc doud laturi BA si AC si unghiul dintre ele
ACB=[][0aplicAnd Teorema cosinusurilor se obtine ~ AB’=AC°*+B(C*-2
AB BC cos [11]

2. Determinarea pozitiei unui unghi drept in cazul in care nu

avem vizibilitate.

Intre localitatile D si E se afld o conducti de apa. Perpendicular pe ea
va fi construitd o altd conducta, pentru localitatea N. Trebuie deci sa gasim
distanta x=DF de unde va porni conducta spre N, F nefiind vizibil din N, si
cunoscand DE=a si stiind unghiurile formate de ND si NE cu DE.

Din triunghiurile DFN si EFN rezulta cd FN = xtgd si iar FN = (a-
x)tge
Deci xtgd = (a-x)tge, de unde

tge cososin g

X=a sau, dupad transformarea tangentelor, x = a

1g0 +1g¢e sin(6+¢)
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4. Determinarea inaltimii unui obiect (turn, copac, etc.) in ipoteza
ca portiunea de teren din vecinitatea bazei sale este situatd in plan

orizontal.

Iniltimea unui copac (turn) se poate calcula foarte usor cunoscand
indlfimea observatorului, distanta de la punctul de unde se face masuratoarea
pana la copac si unghiul pe care il formeaza directia orizontald cu dreapta

care uneste ochiul observatorului cu varful copacului.

--- B

oo O’

Fie AB=H inaltimea turnului $i O’ un punct din planul orizontal.
Plasand statia (teodolitul) in pozitia verticald O’O, se vizeaza din punctul O
punctul B- varful turnului si se masoara unghiul COB=g¢[format de dreapta
OB cu proiectia sa pe planul orizontal. Avand in vedere ca distanta 4O '=s se
poate masura pe teren, problema se reduce de fapt la determinarea catetei BC
a triunghiului dreptunghic BCO 1in care se cunosc unghiul opus [ si cealalta
catetd s=A0’. Daca h,=0’0 este indltimea teodolitului, atunci indlfimea

turnului se calculeaza cu formula: H=AB=AC+CB=h;+s tg [I[]

Determinarea aproximativa a inaltimii.

1. Putem sd renuntadm la determinarea unghiului o daca reugim sa situdm
triunghiul dreptunghic isoscel ABC din fig. de mai jos astfel incat
varful copacului si fie pe prelungirea ipotenuzei. In acest caz o ar fi

de 45° iar h=s, H=s+h,. Aceastd metoda este aplicabila numai daca se
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dispune de spatiu suficient pentru alegerea convenabild a punctului de

observasie S.

2. Dreptunghiul ABCD este tinut intr-o astfel de pozitie incat punctul G
se afla pe prelungirea laturii AB a dreptunghiului din figura de mai
jos. Firul de plumb suspendat in B determinad pe CD un segment CL.
Deoarece laturile sunt perpendiculare si triunghiurile BCL si BEG
sunt asemenea, vor fi egale unghiurile notate cu € in figura. Astfel,

GE CL A e1ar .
— =——=1ge¢, deci inaltimea copacului va fi
BE BC

H=s g +h,.
BC
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Calculul inaltimilor cu ajutorul unghiurilor de elevatie.

Din punct de vedere practic la masuratori pe teren apar deosebiri Intre un
unghi masurat intr-un plan orizontal si un acelasi unghi , masurat intr-un
plan vertical. Deosebirile se datoreaza indicilor de refractie diferiti ai
aerului, functie de densitatea locala a acestuia. Aceasta face ca o raza de
lumina care se propaga cu un unghi relativ mare fata de orizontala s aiba
o traiectorie curbd, in locul uneia drepte. Acest fenomen se numeste
refractie terestra si impreund cu existenta curburii pamatului trebuie luat
in consideratie la determinarea indltimilor care depasesc 200m.
Tahimetria este o masuratoare de teren rapida; ea se utilizeaza la
stabilirea, prin masuratori simple si rapide a pozitiei si indltimii unui
numdr oarecare de repere, fata de pozitia si inaltimea, cunoscute ale unui
punct P, din care se face masuratoarea. De exemplu, se utilizeaza in
stabilirea formei terenului, ca baza pentru un proiect de constructie.
Crucea reticulara prezinta fata de reperul central m, Inca doua repere
paralele cu acesta, o si u echidistante fatd de m, la distanta p/2. Aceste
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trei repere se suprapun peste trei puncte, L, L, s1 L, ale imaginii mirei
plasate in punctul N. Segmentul de lungime 1= L, — L, de pe mira este
cuprins intre laturile unghiului €, a carui bisectoare este orizontala.
Functie de distanta focala a obiectivului f si de lungimea parcursului razei
luminoase in luneta se poate stabili distanta orizontald pana la mird, a, cu
o relatie de forma a=Cl, unde C este constanta aparatului, in cele mai
multe cazuri avand valoarea 100. Unghiul € rezulta din din

tge/2=(1/2):a=1/(2C).

L, ?
- Lm A I
z i
LO
h
N
o
F 23 h 4
/ i / t

o

Daca axa lunetei F face un unghi a cu orizontala, cand reperul central
al acesteia nu se suprapune peste imaginea reperului central al acesteia nu
se suprapune peste iamginea reperului central al mirei Lm, atunci distanta
orizontala a’ se poate determina prin urmatoarele calcule:

I=H L, —H L, = a’[tg(a+e/2) — tg(a-&/2)]
, /

a:
g 0{+f —1g 05—f
2 2
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sau, deoarece sin(a+e/2)cos(a-&/2) — sin(a-&/2)cos(ate/2) = sing, rezulta:

& &
lcos| a+— |cos| a — —
’_ ( 2j ( 2]:

a .
sin &
£ . .2 &
coszacoszg—smzasng

2sinﬁcos£
2 2

_lcos’a [ sin’a
2

2t£ ctf
&5 €5

sau
, ) [ .,
a=ICcos"aa——sin“«a
4C

In aceastad ultima relatie al doilea termen poate fi neglijat, deoarece 1 si
sino sunt mult mai mici decat C=100. Rezulta deci ca

a’=ICcos’ a

sih=H L,= a’tg(x:% Clsin2a.

1. Determinarea trigonometrica a inaltimilor cu linie de baza orizontala,
cuprinsa in plan vertical.

Se masoara in directia reperului G o linie de baza orizontald, AB=s si

unghiurile de elevatie a si 3 in extremitatile acestei linii. Conform

teoremeli sinusurilor, rezultd indl{imea h:

sin

y=B-a, u=s si h =usinf,

sin y
deci

h= sin o sin 3

sin(8-a)
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2. Determinarea trigonometrica a inaltimilor cu linie de baza inclinata,
cuprinsd in plan vertical.

Linia de baza AB=s se gasette intr-un plan vertical care trece prin G si

face cu orizontala un unghi . Unghiurile de elevatie ale lui G sunt o in A

si v in B. Diferenta de inaltime dintre A si G se poate calcula cu ajutorul

teoremei sinusurilor.

Daca AG=x rezulta h = xsina,

unde x =s 22 | e=pB+180°-y si oc=y-a
Sm o

Inlocuind se obtine

h= Ssin(}/—ﬂ)sina
sin(y - )
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3. Determinarea trigonometrica a inaltimilor cu linie deavand o directie

oarecare fata de reper.

Din extremitatile A si B ale liniei de baza AB=s, care se gaseste 1n acelasi
plan orizontal cu punctul de baza al reperului F, se masoara unghiurile y
si 0; 1n plus, din punctul A se masoara si unghiul de elevatie a punctului
G, respectiv €.
Planul AFG este perpendicular pe planul orizontal FAB.
Daca AF=z se obtine

h=ztge
unde

sin & — sin &
sino sin[180° —(y + )|

sin O
sin(y + &)
Inlocuind se obtine
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sin(y + &)
G
//
//
~
- |
// lh
- I
-
e
P
4 I
-~
g /F
e kz(/
// £ z
_odil e
H'--._ J
"‘\‘\ /
g~ _ 4
5 #
'--._‘_\x‘ Y
B

Daca linia de baza AB=s face un unghi €, cu planul orizontal ce trece
prin A si in punctele A si B se masoara unghiurile orizontale o si

respective [ dintre linia de baza si punctual G ca si unghiurile de elevatie:

¢ de la A catre B; &€, de la B citre G; ¢ de la A cétre G, atunci problema

se reduce la una cunoscutd. In triunghiul AHB’ din planul orizontal ce
trece prin A se cunosc: latura s’=scosg; si unghiurile a si . Dupa
teorema sinusurilor

, siha b’ =5’ sin /3

sin(a + )’ sin(a + 3)

a’=s

Din triunghiul AHG, continut in planul vertical se obtine
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h=btge=s’ sin fige 08 & sin fige

sin(a + ) sin(a + )

Pentru verificare se poate folosi relatia h=h; + h, unde

h; =ssing;

si

h> =a’tog, = s sin aige, _  CO8 &) sin atge,
27 e sin(a + ) sin(a + )
A
h
N/
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Unghiul format de generatoarea unei gramezi de nisip in forma de

con cu planul bazei.

Nisipul aruncat de pe banda rulanta formeaza un con circular de inaltime
h cu raza egala cu r. Volumul poate fi calculat dupa formula V=§r2 h,
unde h=rtga., deci V=%r3 tga, a fiind unghiul format de generatoarea

gramezii cu planul bazei. Dacd in loc de a se 1a unghiul y de la varful

conului, atunci h=rctg% s1 V= % r’ ctg g
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Determinarea inaltimii unui turn inaccesibil situat pe un deal.

Fie turnul marcat 4AB. Alegem un punct accesibil C si lucram in
planul determinat de punctele 4,B si C. Ludm inca un punct D pe BC si
notam cu £ punctul de intersectie al verticalei din B cu orizontala din D. Din

masuratori se obtin:

CD=a, EDB=1010ADB= ACB=|_|01

In 0ACD avem: ,AC =— a , deci Aczﬂ.
sin f  sin(a— f) sin(x — f3)
In [JABC avem: f4B __4c , deci 4B = M 4c.
sma . (7 cos @
sin| —+¢@
(2 j
asin asin f

Asadar, 4B =

sin(a — B)cos ¢
2.7 Folosirea transformarilor geometrice in probleme practice
Fie m multimea punctelor unui plan.
DEFINITIE. O functie f : m—7 sau o restrictie a unei asemenea functii se
numeste transformarea geometrica.

Atunci cand utilizam transformarile geometrice in rezolvarea unor
probleme de geometrie trebuie sa stim :

1) sa precizam elementele care definesc transformarile geometrice.
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2) sa construim imaginea unui punct printr-o transformare geometrica.
3) sa construim imaginea unei figuri printr-o transformare geometrica.
4) sa determinam punctele care corespund printr-o transformare

geometrica.

DEFINITIE: Fie v un vector dat. Se numeste translatie de vector v ,

functia care asociaza fiecarui punct M din planul 7 astfel incat :

MM= 7

Dect Tv M)=M". MM’ = v ; M’ este imaginea lui M prin Tv .
Proprietati:

1. Translatia de vector v conserva lungimea unui segment.

2. Translatia de vector v duce o dreapta intr-o dreapta paralela cu

dreapta data.

3. Translatia de vector v conserva coliniaritatea unor puncte si ordinea
lor.
Translatia conserva masura unghiurilor.

Translatia coserva raportul lungimilor a doud segmente.

Translatia transforma un poligon intr-un pligon congruent cu cel dat.

NS s

Compunerea a douad translatii de vectori v ; 1 v, este tot o translatie

de vector v 1+v,.
Aplicatii:
1. In ce loc trebuie construit podul MN peste un rau care separa localitatile
A si B astfel incat drumul AMNB de la localitatile A si B sa fie cel mai

scurt (malurile raului se considera drepte paralele, iar podul este

perpendicular pe maluri).
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Solutie : Se considera translatia de vector #=MN prin care T (A)=A".

Deci A’N=AM, iar drumul AMNB este egal cu A’N+NB+MN. Cum
lungimea segmentului MN este constanta trebuie sa gasim pozitia lui N
pentru care A’N+NB este minima. Se constata astfel ca punctul cautat N se

afla la intersectia dreptelor d, si A’B.

2. Localitatile A si B sunt separate de doud rauri. In ce locuri trebuie
construite podurile DE si GF peste aceste rauri daca vrem ca drumul intre
cele doud localitati sa fie cel mai scurt (malurile raurilor se considera drepte

paralele, iar podurile sunt perpendiculare pe maluri).

o
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Solutie: Se considera translatia de vector v=a prin care Ty (A)=A’si
translatia de vector v=5 , prin care Ty (B)=B’. A’, B’ sunt puncte fixe.

Se formeaza paralelogramele AA’DE , BB GF astfel ca drumul dintre
cele doua localitati devine AA’DGB’B. Dar AA’ , BB’ sunt constante (egale
cu latimea raurilor, deci pentru a obtine drumul cel mai scurt trebuie ca A’,
D, G, B’ sa fie coliniare.

Constructia : se construiesc punctele fixe A’, B’, apoi D, G se gasesc
la intersectia dreptei A’B’ cu d, , respectiv d;. Podurile se vor obtine ducand

perpendiculare din D, G pe malurile opuse.

Definitie: Punctele A si A’ din planul 7 se numesc simetrice in raport cu

dreapta d din planul © daca segmentul |A A’ este perpendiculr pe dreapta

.Punctul A’

d si o intersecteaza intr-un punct O, astfel Incat ‘ AO | = | OA’

se numeste simetricul punctului A in raport cu dreapta d.

Definitie: Simetria axiald de axa d in planul 7 este o transformare a
planului & prin care punctele dreptei d se transforma in ele insele si orice alt
punct A se transforma in simetricul sau A’ in raport cu dreapta d.

Simetria axiald de axa d se noteaza cu Sq. A

Prin urmare Sq: m— 7 astfel incat Sq(A)=A

pentru orice A ed si orice Sq(A)=A’ pentru d ™
90°

orice A € n-d, unde |AA’ 1d, {O}=

=| AA’ | ~d ;1 ||AO||=||OA’||.(figura 9.)

A’=Sd
(A)
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Aplicatii

1. Daca doua localitati A si B se afla de aceeasi parte a unui drum
reprezentat printr-o dreapta d, sa se afle punctul M pe d, unde trebuie
construit un supermarket astfel incat suma distanta |[AM|| + |[MB|| sa fie

minima.

Solutie : Se construieste simetricul lui A fata de d, notat cu A’. Triunghiul
AA’M este isoscel, deci ||AM|| + |[MB||=||A’M]|| + |[MB||. Pentru ca distanta
I|IAM|| + |[MB|| sa fie minima, trebuie ca ||[A’M]|| + ||[MB]||, ceea ce implica A’,
M, B coliniare. Cu alte cuvinte M se gasette la intersectia dreptelor A’B si
d.

Probleme de masurare a distantei pe mare

Pentru masurarea distantei intre obiective aflate pe mare trebuie luata
in considerare forma sfericd a pamantului. Calculele se vor baza deci pe
teoremele trigonometriei sferice. In cazul unor distante relativ reduse, se
poate neglija curbura pamantului si deci, se poate utiliza trigonometria plana.
Reperele care apar pe hartile marine au precizate distantele relative intre ele,
ca t1 pozitia lor. Directiile, in special cea de deplasare a vasului se definesc
fata de directia nord-sud, de exemplu N35°E se citeste 35° de la nord catre
est.

Pe un vas se goniometreaza simultan farul L, sub directia S55,3°F si
turla unei cladiri inalte K sub directia S 28,5 ° V. Conform hartii de
navigatie, distanta KL=s=33,25km si are directia N84,7°.

a) Sa se afle distantele FK=x si FL=y.

b) Ce distanta trebuie sd mentina vasul pentru a trece pe langa farul L

la o distantd c=4 mile marine=7,408 km ?
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Din a=55,3°, B=28,5°, y=84,7°,s=33,25 km se obtine 6=180° —
(0+y)=40°, e=y-f=56,2°
x=s 10 ___31 49km,
sin (a + ,B)
sin &
=s——=27,77k
Tl p) ™
sinp=c/y, p=15,47° .

Directia vasului : S(a+¢)° E, adica S 70,77 °E.

2.8 Probleme de extrem

1. Dintr-o placa triunghiulara ABC cu baza BC=2a, AB=AC si
indltimea AD=h, sa se decupeze o placd dreptunghiulara de arie maxima, cu
o latura pe baza BC.

Solutie:

B C
D

Vom nota cu x si y laturile dreptunghiului . Din asemanarea

triunghiurilor avem relatia:

Z:h—x :>y=a(h—x)
a h h

a(h—x)x

= S(xX)=yx = unde S(x) am notat aria dreptunghiului.

_ 2 _ 2
Deci, S(x)= %""h = S(x) =4 +ax =

—2ax

S'(x)=—

+a




S'(x)=0 = ng

Studiind semnul lui S*’(x) in x=§ obtinem un punct de maxim local

h
pentru care Spax = %.

2. Se da un canal hidraulic cu sectiunea trapezoidald de arie constanta.
Cunoscand cd panta taluzului este constantd, tg a=m=1, sa se determine
raportul dintre baza mica si indltimea sectiunii trapezoidale a canalului

hidraulic, astfel incat sa rezulte perimetrul minim udat.

Solutie.

Notand cu h si respectiv cu b, indlfimea si respectiv baza mica a

sectiunii trapezoidale a canalului hidraulic, perimetrul udat este :

pops 2
CoS o
Al s 1 .
Cum 1nsd cos 0= ———— (O<oc<£) si cum tg oo = m, avem
JI+1g'a 2

P =b+2hv1+m’
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Notand %: X, rezulta:

P=h(x+2v1+m?)

Pe de alta parte, aria sectiunii canalului este :

A = h(b+mh),
Sau
A = h*(x+m)
Din care :
H= -1 (h>0)
x+m

Inlocuind an expresia perimetrului, avem :

P=| 4 (X+2V1+m?).
xX+m

Deoarece A si m sunt constante , rezultd ca P are un extrem cand

P’'(x)=0.

rroN x=2(W1+m* —m) _
P'(x) =44 =0
2./(x +m)*
Rezulta punctul critic xg = 2(+/1+m* -m) sau x¢~0,83.
Pentru a stabili natura punctului de extrem calculam valoarea derivatei
a doua si-1 studiem semnul in punctul critic obtinut.
VA 23V m? —2m)—x
4 \/ (x+m)’ .
Inlocuind valoarea punctului de extrem in derivata secunda,avem ;

P"(xo) = 4

2\/2\/1+m2 —-m

P"(x)

Deci punctul critic este un minim.

Valoarea minima a perimetrului udat, este :

Pmin=2 \/ AQRNT+m* —m)

Puin~2,7VA.
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3. Dintr-o arcada plind in formd de semidisc de razd r sa se decupeze o
fereastra dreptunghiulara ca in figurd in scopul obtinerii unei luminozitati
maxime.

Solutie:

Fie x latimea dreptunghiului ; cealalta latura a dreptunghiului va fi 2

2 2
r —Xx

Aria ferestrei va fi A= 2x+/r> —x* | iar conditia care trebuie pusa este ca
aceasti arie si fie maximi. Aceastd functie are un singur punct critic, r+/2 /2,
care se dovedeste a fi un punct de maxim.

4. Pe o scena in forma eliptica de ecuatie 2x*+y>= 18 se doreste instalarea
unui reflector in punctul C al elipsei, care va trimite raze pe toate directiile
segmentelor CM, unde M se afla pe segmentul BA, A(1,4) si B(3,0) fiind
puncte fixe pe elipsa. Unde trebuie instalat reflectorul pentru ca suprafata
luminata de acesta sa fie maxima.

Solutie :
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B' / B

Semiaxele elipsei sunt: a=3 sib=2342.
Fie Ce elipsei = C(x, V18-2x7).
Notand cu S(x) - aria triunghilui ABC, S :[-33] >R avem

x V18-2x%* 1
S(x)=% 300 1 = SE=6-2x-V18- 22 =
1 4 1
S/(x)= 2x —2+/18 = 2x?
V18 —2x7

S'x)=0 = x=+./6

Dintre cele doud puncte critice obtinute -+/6 este de maxim, iar Spau=6++/6 .
Exercitii propuse
1. Intre localitatile A4 si B trebuie tras un cablu in linie dreapta printr-o

padure. Intre 4 si B nu avem vizibilitate dar putem gisi un punct C din care

se pot masura distantele b=|AC|=(\/§ +1) km, a=|BC|=2 km si unghiul
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ACB=[1 =60°. Sa se afle lungimea x a cablului si

unghiurile« = BACsi = ABC.

2. Sa se calculeze distanta intre doud repere A si B aflate pe acelasi
mal al unui rau stiind cd din doud puncte accesibile C si D aflate pe malul

opus se pot instala instrumente care sd masoare distanta |CD|=300 m si

unghiurile ADC=45°, BDC=75°, BCD=15° si ACD=60°.

3. De pe malul unui rau un arbore aflat pe malul opus se vede sub un
unghi de 60° iar de pe aceeasi directie de la o departare de 20 m de punctul
initial, arborele se vede sub un unghi de 30°. Sa se afle indl{imea arborelui si

latimea raului.

4. Doua localitati reprezentate prin doua puncte 4 si B se afla de o
parte si de alta a unui rau cu malurile drepte si paralele avand latimea de 100
m. Distanta de la localitatea 4 pana la rau este de 1,1 km iar de la localitatea
B este de 1,85 km. Dintr-un punct 4 " aflat cu 100 m mai aproape de rau fata
de localitatea 4, unghiul pe care il face directia A’B cu directia raului este de
30°. Peste rau trebuie construit un pod MN . Sa se determine la ce distanta
fata de localitatea B trebuie sa se proiecteze piciorul N al podului astfel incat
drumul AMNB sa fie cel mai scurt posibil si sd se calculeze lungimea
acestuia.

5. S& se determine dreptunghiul de arie maxima inscris in cercul de
razar.

6. Sa se determine cilindrul de arie laterala maxima inscris in sfera de

razar.
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CAPITOLUL 3. Trigonometrie sferica

3.1 Elemente de trigonometrie sferica

Trigonometria sferica este partea matematicii care se ocupa de
rezolvarea triunghiurilor formate pe suprafata unei sfere din arce de cercuri
mari.

Trigonometria sfericd are o mare importanta teoretica si practica si se
aplica in astronomie, Tn geodezie, in cartografie, in cristalografie, in
geometria minierd, in teoria instrumentelor si in alte stiinte, atunci cand,
pentru studiul pozitiei relative in spatiu a unor puncte, linii si plane, se
recurge la o sferd ajutatoare.

Un cerc de pe suprafata unei sfere se numeste cerc mare daca raza sa
este egala cu raza sferei.

Observatie: Un cerc de pe suprafata unei sfere este un cerc mare daca
si numai daca planul determinat de el contine centrul sferei.

Partea din suprafata sferei cuprinsd intre doud semicercuri care au
acelasi diametru, se numeste fus sferic.

Figura de pe suprafata sferei formata din trei arce de cerc mare care
se intretaie in trei puncte se numeste triunghi sferic. Elementele
triunghiului sferic sunt: trei unghiuri, fiecare in parte mai mic de 180°, si trei
laturi; daca laturile sunt mai mici decat 2d (d = 90°), atunci triunghiul se
numeste triunghi al lui Euler; triunghiurile care au laturile mai mari decat 2d,
se numesc triunghiuri Moebius Study. Triunghiurile sferice pot fi isoscele,
echilaterale, dreptunghice sau oarecare.

Triunghiurile sferice dreptunghice pot avea unul, doua sau trei
unghiuri drepte, iar triunghiurile sferice oarecare pot avea unul doud sau trei
unghiui obtuze. Daca intr-un triunghi sferic, cel putin o latura este egala cu
un sfert din cerc, atunci triunghiul se numeste cuadrantic.

Daca in triunghiul sferic ABC (fig. 4) consideram varfurile ca poli si

descriem, cu raze sferice egale cu 90°, polarele unui varf, atunci aceste
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polare, intretdindu-se doua cate doud, vor da un nou triunghi sferic A’B’C’,
numit triunghi polar sau suplimentar triunghiului dat.

Evident, trei cercuri de pe suprafata unei sfere sunt neconcurente daca
nu existd nici un punct care sa fie comun tuturor celor trei cercuri.
Observatie: Trei cercuri mari determind pe suprafata unei sfere mai multe
triunghiuri sferice. Astfel, in figura, atat ABC cat s1i A'B'C' dar si A'BC sau
AB'C', sunt triunghiuri sferice.

Conform definitiei, triunghiul sferic este o figurd convexa. Aceasta
inseamnd ca masura nici unui unghi al triunghiului nu este mai mare de 180
(o figura concava determinatd de trei cercuri mari neconcurente pe suprafata
unei sfere este de exemplu exteriorul triunghiului ABC din figura - aceasta
nu face obiectul studiului nostru).

Spre deosebire de cazul plan, pentru un triunghi sferic, suma
unghiurilor este intotdeauna mai mare decat 180. Un triunghi se numeste
dreptunghic daca are (cel putin!) un unghi drept; el se va numi rectilater
dacd are o laturda cu masura de 90. Un exemplu remarcabil de triunghi sferic
este triunghiul tridreptunghic (trei unghiuri drepte) trirectilater (trei laturi de
90) - triunghiul format pe globul terestru de ecuator, meriadianele 0 si 90.

Masurile laturilor unui triunghi sferic. Se defineste masura unei
laturi AB a triunghiului sferic ABC ca fiind masura arcului de cerc mare
AB. Evident, aceasta este egald cu unghiul la centru AOB.
In mod traditional se noteazi marimile laturilor unui triunghi ABC astfel:
AB=c, AC=b, BC=c.

Masurile unghiurilor unui triunghi sferic. Masura unghiului BAC
al triunghiului sferic ABC este masura unghiului diedru format de planele
(OAB) 51 (OAC).

Observatie. Cum tangenta la un cerc este perpendiculara pe raza in
punctul de contact, avem ca tangentele la cercurile mari AB si AC in punctul
A sunt ambele perpendiculare pe muchia diedrului format de planele OAB si

OAC. Deci, unghiul unui triunghi sferic se poate masura si intre tangentele
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la laturile triunghiului in punctul considerat.

Proprietati Pentru orice triunghi sferic ABC avem:

o 0<atb+c<360

e« a<b+tc,a-b<c

. 180 <A+B+(C< 540

« A+B<180+C, A-B>180-C

o Aria triunghiului sferic este data de:

Sasc = (A+B+C - 180) tR?/180
La baza geometriei sferice stau urmatoarele teoreme:

Teorema 1: Sectiunea unei sfere cu un plan oarecare este un cerc.
Teorema 2: Cercurile mari impart sfera si suprafata ei in doua parti egale.
Teorema 3: Prin doua puncte date pe suprafata unei sfere, daca acestea nu
sunt asezate la extremitatile aceluiasi diametru, se poate duce un cerc mare si
numai unul.

Teorema 4: Intersectia planelor a doua cercuri mari este un diametru al lor si
le imparte in doua parti egale.

Teorema 5: Cea mai scurta distanta pe sfera intre doua puncte de pe

suprafata ei este un arc de cerc mare mai mic de 180°.

3.1. Formulele lui Gauss

48



Sa consideram un triunghi sferic oarecare ABC pe suprafata unei sfere
de raza R s1 sd construim doud sisteme carteziene de coordonate Oxyz si

Ox'y'z' astfel:

« O este centrul sferei

o Oz trece prin B

« planul Oyz este planul (OAB)
o Oz trece prin A

o planul Oy'Z' este planul (OAB)

Impunand conditia ca sistemul de coordonate sa fie drept, axele Ox si
Ox' vor fi determinate. Mai mult, cum planele Oyz si Oy'z' coincid, rezulta
ca Ox=0x".

Se observa faptul ca sistemul Ox'y'z' se obtine din sistemul Oxyz

printr-o rotatie in jurul axei Ox.
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Pentru a gasi un set de expresii ce leagad elementele triunghiului sferic ABC,

vom adopta urmatoarea strategie:

« Scriem coordonatele punctului C in sistemul Oxyz
« Scriem coordonatele punctului C in sistemul Ox'y'z'

« Scriem expresia transformarii de rotatie a sistemului Oxyz in Ox'y'z

Coordonatele punctului C in Oxyz sunt:

x- = Rcosacosf
Ve = Rcosa sinf
z. = Rsina
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Raportandu-ne acum la elementele triunghiului ABC avem (conform

figurii):
a=90°-b
B=A-90°

si deci obtinem:
x- = Rsinb sind

v = —RsinbcosA
zZ- = Rcosbh

Coordonatele punctului C in Ox'y'z' sunt:
x'- = Rcosa' cosf’

¥,c = Recosa’' sinf’
z'- = Rsina’'

51

3.1.1)



In acest caz avem:
a =90°_3
B=90°—B

Astfel, obtinem:

!

x'= x
v' = ycosy + zsiny (3.1.2)
z' = —ysiny + zcosy

Din nou, ne raportdm la elementele triunghiului ABC. Avem:
T=c

de unde rezulta imediat:

!

X = X
v’ = ycosc + zsinc (3.1.3)
z' = —ysinc+ zcosc
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Formulele lui Gauss

Din (3.1.1), (3.1.2) s1 (3.1.3) obtinem

Rsinasin B = Rsinbsin A
Rsinacos B = —HsinbcosAcose+ Reosbceose
Rcosa — Rsinbcos Asinec+ Rcosbeose

Simplificand cu R si sciind in ordine inversd obtinem expresia standard a

formulelor lui Gauss:

COS = cosbcose + sinbsinccos A
sinacos B = cosbsine — sinbcosccos A
sinasin B = sinbsin A

Prima relatie se numeste teorema cosinusurilor pentru trigonometria sferica.
Ultima relatie este teorema sinusurilor, iar cea de a doua formula se numeste
formula celor cinci elemente.

Teorema sinusurilor se poate pune si sub forma

sin sin b sin ¢

sin A sin B s

Formulele lui Gauss pentru unghiuri.

Definitie. Se numesc poli ai unui cerc mare intersectiile cu sfera ale dreptei

perpendiculare pe planul cercului in centrul sferei.

Un exemplu ilustrativ este dat de polii globului terestru care reprezinta poli

in sensul definitiei de mai sus fata de ecuatorul terestru.

Formulele lui Gauss pentru unghiuri
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Sa consideram un triunghi ABC si triunghiul sdu polar A'B'C'. Sa scriem

acum formulele lui Gauss pentru A'B'C":

cos a’ = cosb'cose’ 4+  smmb sinc cos A
sina’' cos B = cosb'sine — sinb cosc cos A
sina’sin B’ = siméb' sin A’

Dar conform proprietatilor triunghiului polar, avem:
e cos(180°—A)=cos (180°—B)-cos (180°—-C) +
+ sin (180° — B) * sin (180° — C) * cos (180° — a)
e sin (180°—A)-cos (180°—b)=cos (180°—B) - sin (180° - C) -
- sin (180°— B) * cos (180°— C) * cos (180° — a)

e sin (180°— A)-sin (180°—b) =sin (180°— B) + sin (180° — a)
Adica:
e cosA = - cosBcosC + sinB sinC cos a
e sinA cosb = cosB sinC + sinB cosC cosa
e sinA sinb = sinB sina
Din nou, aplicand dualitatea unghiuri-laturi introdusa de existenta
triunghiului polar, am obtinut un nou set de ecuatii care determina triunghiul
ABC. Acestea se numesc formulele lui Gauss pentru unghiuri. In contrast cu
aceasta, formulele lui Gauss in forma originald se mai numesc formulele lui
Gauss pentru unghiuri. Se observa ca ultima relatie se putea deduce imediat
din teorema sinusurilor pentru laturi. in schimb, demonstrarea geometrica a
primelor doua relatii ar fi fost extrem de laborioasa; se observa incd o data
eleganta prin care formalismul triunghiului polar ne aduce informatii noi

despre un triunghi sferic.
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Aria triunghiului sferic

Demonstrarea formulei ariei triunghiului sferic pleaca de formula ariei
fusului sferic . Acesta se defineste ca fiind zona determinata pe suprafata
unei sfere de doua cercuri mari ale caror planuri formeaza unghiul diedru D.

Aria fusului sferic de unghi diedru D este:
Sp = 2rR*D/180
(pentru a retine aceasta formuld sa observam ca intreaga sfera poate fi

definitd ca fiind un fus sferic de deschidere 360) Sa considerdm triunghiul

ABC ca in figura. Se observa pentru inceput ca:

ABC = ABC

Masurile celor doua triunghiuri sunt evident egale, datorita simetriei. Acum,

sa consideram urmatoarele fusuri sferice:

SCAC’BC — LSTC = QTTRECF/].SD
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Insumand aceste suprafete se observa ci obtinem o semisfera plus de doua
ori aria triunghiului ABC (acesta apartine fusului B cat si fusului C, deci a

fost considerat de doua ori)

Adunand deci aceste relatii obtinem:
Sat Sp+Sc = 2nR? + 2 Sapc = 2(A+B+C) nR?/180
Sasc = (A+B~+C - 180) nR?/180
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Coordonate geografice

Admitem pentru inceput cd Pamantul este sferic. Axa imaginard pp’,
in jurul careia el se roteste, se numeste axa proprie, punctele in care axa
geograficd proprie inteapa sfera terestra sunt: p — polul Nord geografic; p* —

polul Sud geografic (a se vedea figura 1).

Ria 1
#1g

Semicercul mare care trece prin polii geografici ai Pamantului si
printr-un punct (loc) O de pe suprafata Pdmantului este meridianul geografic
al locului. Meridianul geografic al observatorului de la Greenwich este
denumit primul meridian (meridian origine / zero).

Cercul mare de pe suprafata Pamantului, care reprezintd intersectia
planului meridian zero cu sfera terestrd, divizeaza suprafata Pamantului in
doua semisfere: emisfera Est si emisfera Vest.

Putem defini coordonatele geografice ale locului O de pe suprafata
Pamantului, care sunt latitudinea geografica (¢) st longitudinea geografica
(L).

Latitudinea ¢ a locului O este data de unghiul OTB pe care 1l face

verticala locului O cu planul ecuatorului (daca locul O este in emisfera Nord,
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atunci latitudinea sa nordica este pozitiva, 0< ¢ <90°, iar daca locul O este in
emisfera Sud, atunci latitudinea sa sudica este negativa, —-90° < <0).

Longitudinea L a locului O este data de unghiul diedru G’TB pe care
il face planul meridianului zero cu planul meridianului locului (dacé locul O
este Tn emisfera Est, atunci longitudinea sa estica este pozitiva, 0< L <180°,
iar daca locul O este in emisfera Vest, atunci longitudinea sa vestica este
negativa —180° <L <0).

In urma studiilor efectuate in ceea ce priveste forma Pamantului, s-a
constatat ca ea difera de aceea a unui elipsoid de revolutie si ca forma
geometrica a Pamantului nu se poate identifica cu o forma geometrica
simpla.

Daca in rezolvarea celor mai multe probleme de astronomie se admite
ca Pamantul este o sfera omogena, atunci cand se impun evaludri mai precise
ale formei si dimensiunilor Pamantului, se admite ca acesta este un elipsoid
de revolutie (sferoid) neomogen.

S-a stabilit cd semiaxa mare, situatd in planul ecuatorial, este
a=6378,24 km iar semiaxa mica (a carei directie coincide cu axa nord-sud)
este »=6356,86km

Masuratori efectuate prin intermediul satelitilor au aratat ca a=6375,75
km, raza polului nord este 5, =6355,36 km iar raza polului sud este », =6325,36
km, cu 30 km mai mica decat raza polului nord, astfel incat Pamantul este un

elipsoid turtit.

Probleme
1. Cdt de lung este arcul unui cerc mare al globului pamantesc pentru
care unghiul la centru este de 60°? (raza Pamdntului se considera
R=6370km).
Solutie: Deoarece lungimea unui cerc de raza R este 2nR. Deoarece cercul
corespunde unui unghi la centru de 360°, rezultd ca lungimea unui arc
corespunzator unui unghi o (exprimat in grade), este:
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2nRa
3607

L= (formula lungimii unui arc)

Deci, in cazul nostru lungimea arcului corespunzator unghiului de 60° va fi
2nR / 6, adica 6667,26km.

Observatie: Formula de mai sus poate fi folosita si pentru a gasi unghiul la
centru atunci cand se cunoaste lungimea arcului: Cét este unghiul la centru

corespunzator unui arc de cerc mare al globului pamantesc de lungime

20km?

. - . 360°L . : < <
Din formula precedenta obtinem a = nq > larun calcul simplu arata ca

T

a =0,0539°.

2. Doi globtroteri calatoresc intre doua meridiane, unul pe paralela de
latitudine @=56°, iar altul pe ecuator. Stiind ca primul a parcurs
[=100km, aflati lungimea L a drumului parcurs de cel de-al doilea.

Solutie: Presupunand ca unghiul dintre cele doud meridiane este a, lungimea

drumului parcurs de cei doi va fi:

2mra . 2mRa

= si L= , unde r este raza cercului paralel pe care s-a
3600 ° 360°

deplasat primul (cel de-al doilea s-a deplasat pe ecuator, deci raza cercului

este raza Pamantului R=6370). Impartind cele doua relatii, obtinem:
L R

l T

/]
>
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Dupa cum se vede si din figura, unghiul OBO’ este egal cu ¢, deci in
triunghiul OBO’, cos ¢ =1 /R, asadar, R /r= 1/ cos ¢, prin urmare,
L=1/cos¢

Deci, in urma calculului L #~ 181,81km.

3. Un biciclist a parcurs intr-o una drumul dintre doua localitati din
Franta si Rusia, aflate la latitudinile ¢; = 45°, ¢, = 60°, stiind ca
longitudinile lor geografice difera cu 90°.Cati km a parcurs
biciclistul? (presupundnd ca a mers pe drumul cel mai scurt, adica pe
cercuri mari ale Pamantului).

Solutie: Consideram triunghiul sferic PAB, unde P este polul nord, iar A

si B sunt cele doua localitati.

Aplicand teorema cosinusurilor in acest triunghi, obtinem:
cosx = c0s(90° - ;) * cos(90° — @;) + sin(90° - @;) * sin(90° — @,) * c0s90°
Deci:
COSX = sin @;* sin @,
Asadar, cosx = 0,705-0,865 = 0,609, deci x = 52,42°
Folosind acum formula lungimii unui arc obtinem distanta L dintre cele

doud localitati:
__ ZnRx
360°

Unde R este raza Pamantului.
Deci L & 5827km
4. Prin lasi (p = 47°10°, L = 27°34°) se duce cercul mare care atinge in
cel mai nordic punct al sau cercul polar de nord (p; = 66°33°). Sub ce
unghi fata de meridianul lasilor se afla acest cerc si care este
longitudinea geografica a punctului de atingere?
Solutie:Fie I punctul corespunzator Iasului. Prin I ducem cercul mare care
este tangent 1n cel mai nordic punct al sdu cercului polar de nord, in
punctul A. Meridianul acestui punct de tangentda este perpendicular pe
cercul polar si pe cercul mare dus. S-a construit astfel un triunghi sferic,
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PAI, care are unghiul din A de 90°. Aplicand teorema sinusurilor in

triunghiul PAI, obtinem:

sinx sin90°
sin (90° —¢@,) sin(90°— @)
.. o o - sin (909 —p1 .. cospl
De aici rezulta ci sinx = &, deci sinx = =2 —
sin (90°%—¢@ ) COosg

adica x = 35°49".
5.

3.2 Aplicatii in astronomie

Datorita faptului ca ochiul uman nu poate discerne distantele pina la
obiectele ceresti (Soarele, Luna, planetele, stelele, etc.), acestea par a se afla
la aceeasi distantd de fiecare persoana care le observa; bolta cereasca apare
ca o sferd pe care se deplaseazd corpurile ceresti. Pentru scopuri practice
imediate (orientare, determinarea timpului, etc.) este necesara cunoasterea
directiei de vizare a unui astru, distanta pina la acesta fiind irelevanti. In
plus, cea mai evidentd miscare a astrilor, miscarea diurna aparentd’ este o
migcare de rotatie omogena fatd de observator (miscare datoratd rotatiei

Pamantului), sustinand aparenta cerului sferic.

Din punct de vedere matematic, Tn mdsura in care nu suntem interesati
de distantele reale pana la astri, vom opera doar cu directiile pe care acestia
se gisesc fatd de observator. In acest caz, putem construi o sferd de razi
arbitrara s1 putem echivala Tn mod trivial "directiile" din spatiul
tridimensional cu "punctele" acestei sfere. Astfel, formalismul calculelor ce
trebuiesc efectuate pentru determinarile astronomice se simplificd de la
geometria tridimensionald carteziana la o geometrie bidimensionala sferica.
Centrul unei astfel de sfere poate fi ochiul observatorului, caz in care sfera se
numeste sfera cereascd topocentricd, sau centrul Pamantului, caz in care va
fi numita sferd cereasca geocentricd, sau chiar centrul Soarelui, cand se va
numi sfera cereascd heliocentricda. Verticala care trece prin centrul sferei o
taie Tn doua puncte diametral opuse : zenitul, notat Z si nadirul, notat Na.
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Planul perpendicular pe verticald care trece prin centrul sferei se numeste
plan orizontal al locului de observatie. El taie sfera dupa un cerc mare care
se numeste orizont matematic (sau adevarat al locului). Un cerc mic al sferei
paralel cu orizontul matematic se numeste almucantarat. Dreapta paralela
cu axa Pamantului care trece prin centrul sferei se numeste axa lumii.
Aceasta intersecteaza sfera cereasca in doua puncte numite polul nord
ceresc si polul sud ceresc. Planul care trece prin centrul sferei si este
perpendicular pe axa lumii se numeste plan ecuatorial ceresc, iar intersectia
acestuia cu sfera ceresca se numeste ecuator ceresc. Un observator terestru
nu simte miscarea de rotatie a Pamantului. Aceasta 11 produce aparenta unei
miscari de rotatie a cerului intreg, in sens invers sensului de rotatie al
Pamantului, numitd miscare diurna aparentd. Cercurile mari care trec prin
polii ceresti se numesc cercuri de declinatie sau orare. Punctul N al
orizontului matematic cel mai apropiat de polul nord se numeste punctul
cardinal nord (punctul diametral opus se numeste punctul cardinal sud — S,
iar punctele E si W egal departate de N si S se numesc puncte cardinal est,

respectiv vest).

3.2.1 Coordonate si transformari de coordonate in astronomie

Principalele sistemele de coordonate folosite 1n astronomie
(orizontale, ecuatoriale, ecliptice, galactice) au acelasi reper - observatorul.
O transformare de coordonate de la unul din aceste sisteme la altul este deci
echivalenta cu un set de rotatii in jurul axelor de coordonate carteziene. Dar,
dupa cum am aratat, formulele care determina rotatia in sistemul cartezian se
reduc la formulele lui Gauss in trigonometria sferica. Astfel, determinarea
directiilor de observare a corpurilor ceresti in diferite sisteme de coordonate
se va reduce la rezolvarea unor triunghiuri pe sfera cereasca, folosind fie

formulele lui Gauss pentru laturi, fie formulele lui Gauss pentru unghiuri.
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Sistemul coordonatelor orizontale consta in:

o TIniltime h definitd ca fiind unghiul format de raza vectoare a astrului
cu planul orizontului. Aceasta se afla cuprinsa intre 0° si 90° daca
astrul se gaseste deasupra orizontului si este cuprinsa intre -90° si 0° in
caz contrar;

o azimut A definit ca unghiul format de planul vertical al astrului cu
planul meridianului locului, masurat pe orizont de la punctul cardinal

sud in sens retrograd (adica S-V-N-E).

Distanta zenitala a unui astru este complementul inal{imii z=90-h.

Z

In acest caz ca plan fundamental a fost considerat planul orizontului
matematic.

Sistemul coordonatelor orare consta in:
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o declinatia 6 definitd ca fiind unghiul format de raza vectoare a
astrului cu planul ecuatorului ceresc ;

o unghiul orar H, unghiul format de planul orar al astrului cu planul
meridianului locului, masurat pe ecuatorul ceresc al locului de la
culminatia superioara a ecuatorului Q in sens retrograd (adica Q-V-Q'-

E).

In miscarea diurnd aparentd a unui astru o declinatia sa 5§ ramane
constantd (ea fiind deci o caracteristica a astrului), in timp ce unghiul orar H
variaza, acesta depinzand si de locul din care este observat astrul (prin
pozitia meridianului ceresc al locului de observare). De aceea, aceste

coordonate orare se numesc si coordonate semilocale.

Sistemul coordonatelor ecuatoriale consta din:

« declinatie 6, definita ca mai sus
« ascensia dreapta a, unghiul format de planul orar al astrului cu
planul orar al punctului vernal, masurat pe ecuatorul ceresc al locului

de la punctul vernal in sens direct (adica Q-E-Q'-V).
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Vom incepe cu transformarea coordonatelor ecuatoriale in coordonate orare.
Trebuie sd avem in vedere faptul ca distanta zenitala a polului ceresc este

complementul latitudinii:

PZ=90"- ¢
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Se observa ca pentru a face aceasta transformare este esential triunghiul
PZo, numit si triunghiul de pozitie sau triunghi paralactic al astrului.
Pentru a determina latura Po si unghiul alaturat acesteia cPZ trebuie sa

aplicam formulele lui Gauss notand triunghiul PZc astfel:

e Po<--a

° P<--B

Vom avea deci A-->Z, B-->P, C--> ¢ masurile laturilor si unghiurilor ce

intervin 1n formulele lui Gauss vor fi:

a—=90"—6 b—z e—=90"—p; A—=180"—A4; B— H;
Aplicand formulele lui Gauss (1) asupra triunghiului de pozitie in aceste

conditii obtinem:
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Sid = cosz SN — sIn z cos ¢ cos A

cosd cos H = cosz cosp +sinzsing cos A (2)

sin z sin A

cosd sin H

Astfel, am obtinut coordonatele orare; pentru a determina coordonatele

ecuatoriale trebuie sa avem
s=Hy=H;+ a,

pentru orice astru 6. Vom avea deci:

H=5—«a

Inlocuind pe H in (2) obtinem:

in

sin

cosd coss cosa + cosd sin ssin o

cosd SIN S COS ¥ — COSd COS S SIN ox

vedere ca

timpul

sideral

cos z sinp —sin z cospcos A (3)

cos z cos ¢ + sin z sin @ cos A (4)

sin z sin A

Din ecuatiile (3) nu putem calcula direct coordonatele ecuatoriale deoarece

in membrii stangi ne intervine timpul sideral s. Pentru a elimina acest

inconvenient aplicam urmatorul procedeu:

(4)*sins — (J) *cos s

si obtinem:

cosd sina =sIns cosz cosy +sins sinz sing cos A —coss sinz sin A (6)

iar apoi din:
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(4)*coss + (5) #sins

rezulta

COSd COS(r = COS § COSZ COSp +coss sinz siny cos A +sinssinzsinA (7)

Ecuatiile (3), (6) si (7) ne dau transformarea coordonatelor orizontale in

coordonate ecuatoriale:

sind = COsZ slng —sin z cosp cos A
cosd sina = SINS CO8z oS + 8In s sin z sing cos A — cos s sin z sin A

cosd cosa = COSS COSZ COSg + coss sinz sing cos A +sins sinz sin A

Sub forma matriciala aceste ecuatii se scriu:
|
cosd cos o COS§ sig  SINS  COSS COS ¢ sin z cos A
cosd sina | =| sinssing —coss SiNs cosy sin z sin A
sin 4 —COS 0 sin coS z

Transformarea Ecuatoriale --> Orare --> Orizonate

Primul pas consta in transformarea coordonatelor orare in coordonate
orizontale. In triunghiul de pozitie PZo nu cunoastem in acest caz latura Zo
si unghiul din Z. Vom nota deci triunghiul de pozitie astfel: A-->P, B-->Z,

C--> 0. Rezulta ca:
a—z b—=90"—6 ¢c—90"—¢; Ao H; B— 180" — A;

Din formulele lui Gauss obtinem:

cosz = sind sing + cosd cos ¢ cos H
—cosAsinz = sind cosy — cosd sing cos H
sinzsinA = cosd sinH
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Pentru a face legdtura cu coordonatele ecuatoriale folosim din nou timpul

sideral:
= 85— 0
si obtinem:
cosz = sind sing + cosd cosy coss cosa + cosd cos @ SN S Sin o
cos Asinz = —sind cosy +cosd sing coss cosa + cosd sin @ sin s sin o
sinz sin A = cosd sins cosa — cosd coss sin

sau sub forma matricila

cos A sin z COSS SiN  SINS SINE —Cos cosd cos o
sinz sin A | = sin s —COS § 0 cosd sin a
cos z COSS COS{ SIS COs@  sing sin &

Transformarea Ecuatoriale --> Ecliptice

Coordonatele ecliptice sunt:

« latitudinea ecliptica unghiul format de raza vectoare a astrului cu
planul eclipticii.

« longitudinea ecliptica unhiul format de planul meridian ecliptic al
astrului cu planul meridian ecliptic al punctului vernal, masurat pe

ecliptica de la punctul vernal in sens direct.
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Triunghiul sferic ce trebuie rezolvat este 1n acest caz Pllo. Trebuie
determinate latura [1o $i marimea unghiului din I1. Vom lua deci A=P, B=I1
si C=o s1 vom avea:

a—590" =3 b—=90"-4d; c—e A—=90" +a; B—90" -

Formulele lui Gauss se scriu direct:

sin/7 = sind cose —cosd sine sin o
cosFsin A = sind sine + cosd cose sin
cos [ cos A = cosd cosa

Punand aceste relatii sub forma matriciala, avem:

cos (3 cos A 1 0 0 cosd Cos o
cos 7 sin A = | 0 coss sin cos d sin o
sin 3 0 —sine cosc sin o

71



Transformarea Ecliptice --> Ecuatoriale

In acelasi triunghi PITo alegem A=II, B=P, C=c si deci
a—90° =8 b—>90" =B c e A5 90" =X B— 90"+

Din formulele lui Gauss rezulta transformarea:

sind = s8in/J cose + cos/J sine sin A
cosd sina = —sin/? 8in& + cos [F cos £ sin A
cosd cosa = cos [ cos A

sau sub forma matriciala:

cosd Ccos 1 0 0 cos (F cos A
cosd sinae | = | 0 cose —sine cos /7 sin A
sin 0 0 sing cose sin (7

3.2.2 Timpul in astronomie

e Timp sideral

Definitie. Se numeste timp sideral, in locul de observare,
corespunzator pozitiei aparente a punctului vernal y intr-un moment diurn
oarecare, unghiul orar al punctului vernal y, masurat de-a lungul ecuatorului
ceresc, in sens retrograd, de la meridianul superior al locului si pana la
cercul orar al punctului vernal y, exprimat in ore:

t=H,

unde H, este unghiul orar intr-un moment diurn pentru o pozifie aparenta a
punctului vernal y.

Definitie. Se numeste zi siderala intervalul de timp dintre doua treceri

consecutive ale punctului vernal y la meridianul superior al locului
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(intervalul de timp dintre doua culminatii superioare succesive ale punctului

vernal y).

e Timpul solar adevarat

Centrul discului aparent al Soarelui este denumit in astronomie
Soarele adevarat (7,).
Intr-un moment diurn oarecare, pozitia aparentd a Soarelui adevarat pe

sfera cereasca este caracterizata de unghiul orar #,.

Definitie. Se numeste timp solar adevarat, in locul de observare,
corespunzdtor pozitiei aparente a Soarelui adevarat intr-un moment diurn
oarecare, unghiul orar al Soarelui adevarat, masurat de-a lungul ecuatorului
ceresc, in sens retrograd, de la culminatia inferioara a Soarelui adevarat pana
la cercul orar al Soarelui adevarat, exprimat in ore:

t,=12"+H,

Definitie. Se numeste zi solara adevarata intervalul de timp dintre
doua treceri consecutive ale Soarelui adevarat la meridianul ceresc superior
sau inferior al locului (intervalul de timp dintre doua culminatii de acelasi fel
consecutive).

Observatie. Intr-un acelasi loc de pe suprafata Pamantului, durata
zilei solare adevarate este variabild si drept urmare utilizarea acesteia nu este

convenabild pentru necesitatile vietii cotidiene.

Ziua solard si ziua siderald sunt inegale, datoritd deosebirilor dintre
miscarile aparente diurne si anuale ale Soarelui si a punctului vernal y.

Concluzie. Durata zilei solare adevarate este mai mare decat durata

zilei siderale, diferenta dintre ele fiind variabila pe parcursul unui an.

e Timp solar mediu
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Definitie. Se numeste timp solar mediu (timp mediu t,), in locul de
observare, corespunzator pozitiei aparente a Soarelui adevarat intr-un
moment diurn oarecare, unghiul orar al Soarelui mediu, masurat de-a lungul
ecuatorului ceresc, In sens retrograd, de la culminatia inferioara a Soarelui
mediu si pand la cercul orar al Soarelui mediu, exprimat in ore, asa cum

rezultd din fig. 7:

t, =12"+H ,

unde H, este unghiul orar al Soarelui mediu.

Definitie. Se numeste zi solara medie (z1 medie) intervalul de timp
dintre doua treceri (culminatii) consecutive de acelasi fel ale Soarelui mediu
la meridianul locului.

Pe baza definitie1r Soarelui mediu rezulta ca durata zilei medii este

egala cu media anuald a duratei zilelor solare adevarate.

e Timpul universal

Definitie. Se numeste timp universal (TU) timpul solar mediu al
meridianului de la Greenwich, motiv pentru care el se numeste si Greenwich
Mean Time (GMT).

Observatie. Relatia ¢, ,=H,+12"+n-L(unde L este longitudinea

geograficd, n este ecuatia timpului, ea reprezentand timpul care trebuie

adaugat algebric la timpul solar adevarat pentru a obtine timpul mediu, iar
H, este unghiul orar al Soarelui adevarat) permite determinarea timpului

mediu de la Greenwich, in orice moment, din orice loc de pe suprafata
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Pamantului. In particular, dacd determinarea o face chiar observatorul de la

L=L,=0

Greenwich (fig. 8) atunci, in relatia anterioara, 0o
a = a,G

Astfel incat

tma=Hyg+12%n P tag = TU = GMT
Fig. 8

t,o=H,;+12"+7.
e Timpul legal

Definitie. Se numeste timp legal al unui fus orar f (timpul fusului orar

f), timpul solar mediu al meridianului principal al fusului orar f, asa cum
indica fig. 9, adica

t,=t,, :tm,G+Lf =TU+Lf,

unde L¢ este longitudinea geografica a meridianului principal al fusului orar
f, exprimata in ore
Lf = fh;
t,=TU+ " =t,+f" =1, .+ /"
t,=H,+n-L+12"+ f",
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unde L este longitudinea geografica a unui loc oarecare din interiorul fusului

orar f, iar H, este unghiul orar al Soarelui adevdrat determinat in acel

moment In locul cu longitudinea geograficd L din interiorul fusului orar

considerat.
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