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PREFATA

Acest manual a fost elaborat in cadrul Catedrei de Matema-
tici IT din Universitatea POLITEHNICA Bucuresti si se adreseaza
studentilor facultatilor de ingineri (cu precadere in profilul elec-
tric), putand fi util si studentilor facultatilor de matematica, fizica,
economie.

Analiza matematica constituie o componenta esentiala a culturii
stiintifice a oricarui cercetator al naturii pentru ca, alaturi de rostul
informational, ea dezvolta abilitati de calcul (fiecare teorema prin-
cipala fiind legata de evaluari numerice), disciplineaza gandirea,
canalizeaza intuitia, oferind nenumarate exemple de modelare
matematica a unor fenomene fizice, chimice, economice; ea gi-a
largit permanent obiectul de studiu prin elaborarea de concepte
noi si in corelare cu tehnica moderna de calcul, a rezolvat pro-
bleme inaccesibile pana nu demult, influentand nemijlocit drumul
spre cunoastere si impresionand prin universalitatea rezultatelor ei.
Analiza matematica este gi o ”simfonie a infinitului”, dupa spusele
lui Hilbert.

Argumentul suprem in a promova un rezultat teoretic (sau un
algoritm) raméane demonstrarea acestuia. Se stie ca rigoarea are
un caracter istoric si nu poate fi un scop in sine, dar unicul mod
de a face inteleasa o notiune este acela de a o defini riguros, de a
sublinia convingator sursa, finalitatea si proprietatile ei; adeseori,
un rationament corect este legat de un limbaj incarcat, purtator al
dificultatilor obiective legate de descrierea entitatilor studiate. Se
cunosc dificultatile intalnite de studentii anului I in fata unui curs
ca acesta, care nu este doar o coletie de retete, formule, algoritmi.
Este cert ca studiul individual bine organizat, invatarea activa,
rezolvarea de multe exercitii (inclusiv cele peste 200 exercitii din
aceasta carte), disponibilitatea in general, il conduc la succes pe
cititor.

Scriind acest curs, nu am cautat originalitatea cu orice chip; prin
programa a fost inclus studiul functiilor aritmetice si booleene, ceea
ce nu impieteaza asupra unitatii lucrarii. Am urmarit sistematic sa
conjug calitatea stiintifica ceruta unei astfel de lucrari cu atributele
unui curs vorbit liber, cu convingerea ca succesul in comunicarea
matematicii depinde esential de cultivarea diverselor punti cu reali-
tatea.

Port indatoritoare recunostinta profesorilor mei M. Nicolescu,
C. Andreian-Cazacu, S. Marcus, [.Gh. Sabac gi 1mi amintesc cu
placere de atmosfera matematica din seminarul de analiza complexa
S. Stoilow, iar discutiile cu C. Banica si cu M. Jurchescu.



Am tinut cont de observatiile unor colegi de catedrd sau ale unor
fosti studenti ai mei si tin sa le multumesc si acum. In acest sens,
le aduc un cuvant de multumire profesorilor Paul Flondor, Vasile
Brinzanescu, Mihnea Moroianu, Mircea Olteanu s.a., cu care am
purtat, in timp, discutii in cadrul seminarului metodic al catedrei.

Analiza matematica a ramas o disciplina fundamentala pentru
invatamantul tehnic si un domeniu stiintific, cu un numar mare de
ramificatii. Calculatoarele nu au redus importanta asimilarii ei, ci
doar au inversat unele prioritati. Derivatele si integralele, in mul-
tiplele lor iposteze, au devenit indicatori sintetici pentru descrierea
multor evolutii in timp sau spatiu, evidentiate de diversele stiinte.

In ultimii ani, nu s-au produs mutatii in modul de predare a ana-
lizei, cu exceptia unor incercari de fortare a originalitatii. Tinand
cont de noile tendinte in didactica matematica, am dorit ca aceasta
carte sa aiba rolul de ”carte de invatatura”. Ca atare, am pus
accent pe intelegerea notiunilor si teoremelor prin multe exemple
ilustrative gi mai putin pe unele demonstratii prea complicate, pen-
tru care am facut trimiteri bibliografice accesibile. In schimb, am
preferat comentariile si un plus de aplicatii. Nu uit ca, inainte de
a fi fost un matematician printre ingineri, aveam ambitia de a da
demonstratii ”complete”, cu orgoliul dascalului tanar nerealist.

Multumesc d-lui dr. ing. Liviu Jalba, initiatorul inimos al publi-
carii unor manuale utile generatiilor tinere si fundatiei ”Floarea
Darurilor”. De asemenea multumesc d-nei Camelia Moraru, care a
tehnoredactat un text suficient de dificil.

octombrie 2014 Autorul



Analiza matematica, aceastd ramura fundamen-
tald a stitntei, s-a dezvoltat din nevoile directe ale
studiului fenomenelor naturii; notiunea de functie
ocupa un loc central in analiza si constituie sub-
stratul general abstract al oricdrei legi a naturii.

(S. STOILOW)

Capitolul 1

Preliminarii

Introducere

In acest capitol vom prezenta cateva concepte fundamentale utilizate in
diverse etape ale oricarui proces de matematizare gi construind o parte impor-
tanta a culturii matematice a viitorului inginer.

Nu vom studia notiuni primare ca: obiect, element, multime, submul-
time, colectie, egalitate, proprietate etc. Presupunem de asemenea cunoscuta
semnificatia semnelor €, ¢, C, ¢, N, U, C, =, A, vV, =, <, =, —, (3), (V), 3)).

Sensul logic si regulile de utilizare ale acestor semne sunt cele din limba-
jul uzual (numit uneori naiv in comparatie cu limbajele formalizate). Teoria
naiva a multimilor, agsa cum a fost prezentata in liceu, poate sa ajunga une-
ori la paradoxuri, datoritd in special bogatiei nelimitate a limbajului uzual.
Tata un astfel de paradox, evidentiat de Richard prin considerarea urmatoarei
propozitii:

”Fie m cel mai numar natural care nu poate fi definit cu mai putin de 100
semne”. Aceasta propozitie are 65 de semne, constituite din literele si cifrele
utilizate. Pe de o parte, m nu poate fi definit cu mai putin de 100 semne si pe
de alta, m este totusi definit prin cele 65 de semne. Contradictie !

Pentru a evita astfel de situatii, matematicienii au fundamentat teoria axio-
matica a multimilor, in care se fixeaza de la inceput alfabetul care va fi utilizat,
semnele logice, obiectele (termenii) cu care se rationeaza, tipurile de proprietati
ale acestor obiecte etc. In acest sens, este necesara fixarea unui univers I/ de
multimi, care sa cuprinda toate multimile care pot sa apara in cele ce urmeaza.
Actualmente intreaga matematica poate fi fundamentata cu extrema rigoare,
dar prin natura si prin adresa acestui curs, vom folosi un limbaj mai direct, ne-
formalizat, dar formalizabil. Mentionam aici importanta deosebita a procesului
de formalizare, strans legat de cel de programare.

Acest capitol trateaza mai intai conceptul general de functie (relatie functio-
nala), cu exemple justificative, fixdndu-se totodata terminologia si notatiile
utilizate curent in tot restul lucrarii. O atentie speciald este acordata unor
elemente de analiza a multimii N a numerelor naturale, prezentand notiunile
de multime numarabila si functie aritmetica. In ultima parte a capitolului sunt
date unele elemente utile de logica matematica si aplicatii.

1.1 Relatii functionale, Relatii de ordine

1.1.1 Conceptul general de functie si exemple

In cele ce urmeaza, vom adopta notatiile consacrate:
N= {071727"'}7 Z= {031a71723727"'}3 Q: {p|p,q€Z, q > O}a
q
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prezentand totodata definitia naivad a multimilor respective de numere, prin
enumerarea elementelor lor. Se poate indica un procedeu riguros de constructie
a multimilor Z,Q, pornind de la N, prin operatii de teoria multimilor. In
capitolul urméator vom face o discutie detaliatd asupra multimii R a numerelor
reale, a carei intelegere este esentiala pentru orice utilizator de matematica.

Din multitudinea de situatii concrete de dependenta a unor méarimi, stari,
indici cantitativi sau calitativi etc. de alte marimi, stari, indici, s-a observat
ca in orice situatie de dependenta sunt angajate doua multimi de elemente.
Aceasta a condus la definitia clasicid formulatd de G.L. Dirichlet (1805-1859)
si de N.I. Lobacevski (1792-1856): a da (a stabili, a defini) o functie (sau
echivalent, o aplicatie) f de la o multime M la o mulfime N inseamnd a asocia
oricarui element x € M un element unic determinat din N, notat f(x) i numit
valoarea functiei f in x.

In acest caz se scrie

f:M—=N, z— f(x) (1)

si se spune (sugestiv dar incorect) cd f ”transporta informatie” de la M la N.

Multimea M se numeste domeniul de definitie al lui f, iar N domeniul
de wvalori al lui f. In definitia anterioarad exista unele imperfectiuni logice, in
special privind sensul termenului ”a asocia”. In ultimul timp s-a impus o alta
definitie, esentialmente echivalenta cu cea anterioard si pe care o prezentam
mai jos.

Fie M gi N doud multimi fixate. Reamintim ca orice colectie R de perechi
ordonate (z,y) cu x € M si y € N se numeste relatie binard de la M la N; o
astfel de relatie este deci o submultime a produsului cartezian M x N, adica
R C M x N. Elementele lui M x N se impart in doué clase: elemente (z,y) care
apartin lui R gi se scrie xRy (se citegte: z este in relatia R cu y) si elemente
(z,y) ¢ R si atunci se scrie =(zRy) sau zRy.

Definitia 1.1. Se numeste relatie functionala F' de la M la N orice
relatie binara FF C M x N, cu proprietatea

MaxzeM,(3)ye N astlel incit (z,y) € F.

Daca f este o aplicatie in sensul definitiei lui Dirichlet-Lobacevski, atunci
se considera relatia functionald F = {(z, f(z))|z € M}, numita si graficul lui
f; reciproc, daca F' este relatie functionala ca in definitia 1.1, atunci se poate
defini aplicatia f : M — N, x — acel unic y astfel incat (z,y) € F. Tocmai
in acest sens, cele doua definitii ale conceptului de functie au fost calificate ca
esentialmente echivalente.

In cele ce urmeaza, vom adopta cu precadere definitia clasica. Remarcam
aici cd scrierea (1) este uneori inlocuitd prin y = f(z), spundndu-se neriguros ca
y este functie de variabila x. Dar cine este y? De asemenea cuvantul ”variabila”
amintegte de timp, ceea ce este o restrictie inutila gi de aceea el este substituit
prin ”element oarecare din multimea M”.

Subliniem Incéd o datad ca daca f : M — N este o aplicatie, atunci pentru
orice element ©x € M este pus in evidenta un singur element din N, notat
f(z); se mai spune cd f este uniformé (sau univocd). Exista situatii in care
pentru doua multimi fixate M, IV, fiecarui element © € M sa-i poata fi asociate
eventual mai multe elemente din N; se spune atunci ca este definita o functie
multiformd M — N. De exemplu, luand M = N = C si asociind oricérui z € C
toate numerele complexe w astfel incat w3 = z. Un exemplu semnificativ are
loc in cadrul fenomenului de histerezis unde apar dependente de méarimi fizice
reale x — y ilustrate grafic ca in fig. 1.1 (valorii 2 = « 1i corespund trei y — i).
Trebuie remarcat faptul ca orice functie multiforma M — N se poate considera
ca o functie uniformd M — P(N) (reamintim ci pentru orice multime A se
noteaza cu P(A) multimea partilor lui A).

In intreaga lucrare vom considera exclusiv functii (aplicatii) uniforme.
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Definitia 1.2. Doua functii f : M — N, g : My — N; se considerd
egale (si se scrie f = g) daca M = My, N = Ny gi in plus, (V)x € M, avem
flx) = g(x).

Asgadar, prin conventie, doud functii sunt egale dacd au acelasi domeniu
de definitie, acelagi domeniu de valori si daca “ele lucreaza la fel”. Multe
formule matematice pot fi interpretate ca egalitati de functii; de exemplu,
relatia sin?z + cos’z = 1, (V)z € R semnificii egalitatea functiilor reale
f,g : R = R, definite prin f(z) = sin®z + cos®>z, g(x) = 1. Remarcim de
asemenea ca uneori functii distincte sunt notate la fel (de exemplu: sin : R — R,
,f’ E] — R).

2°2

Daca M si N sunt multimi fixate, atunci se noteaza cu N™ sau Hom(M, N),
multimea tuturor functiilor M — N (fig. 1.2).

De exemplu, dacd M este un interval [a, ] din R i N = R, atunci
Hom(M, N) este multimea tuturor functiilor reale avand graficul cuprins intre
dreptele z = a, z = (fig. 1.3).

sin : [

Exemple de functii

Pentru a sublinia importanta conceptului general de functie este suficient
de aratat de la inceput ca girurile, familiile de elemente, operatiile algebrice,
transformarile geometrice, omomorfismele, funtionalele, operatorii etc. sunt,
inainte de orice, functii. Se poate spune ca, alituri de numere, functiile domina
intreaga matematica.

a) Siruri. Se numeste sir de elemente dintr-o multime E orice functie
f N = E; pentru orice n € N este definit un element a,, = f(n) din E. Sirul
insusi se noteazd {an }nen sau {an}n>0 i loc deN — E, n — a,, iar mulfimea
{z € E|(I)n € N, = a,} se numeste multimea termenilor girului. Trebuie
facuta distinctia intre un gir si multimea termenilor lui, deoarece doua siruri
distincte pot avea aceleasi multimi de termeni (de exemplu EF = Z, a, =
1+ (D" b, =1—-(-1)", n>0). In esentd notiunea de sir presupune o
anumita ordonare, o enumerare a termenilor, ceea ce nu este cerut in cazul
elementelor unei multimi.

Dacd E = R (respectiv Q, R\Q), atunci sirurile corespunzatoare de elemente
din E poarta numele de siruri de numere reale (respectiv rationale, irationale).
Daca M, N sunt multimi fixe si F = Hom(M, N), atunci orice aplicatie N — E,
n +— fp se numeste sir {f,}n>0 de functii M — N; de exemplu, dacd f,(z) =

%, M)z € Q, (V)n € N, atunci se pot considera functiile fy, f1, f2,... s
ca atare este definit un sir {f, }n>0 de functii Q — Q.

Se poate considera o notiune mai generala decat cea de gir, anume notiunea
de familie. Daca I, E sunt multimi oarecare, se numeste familie de elemente
din F indexata dupa [ orice aplicatie I — FE, ¢ — x;, notatda de obicei
{z;}ier. Sirurile sunt familii indexate dupd multimea N. Familiile cu I C Z se
numesc tot siruri.

Fie {M;}icr o familie de multimi. Se pot defini atunci reuniunea acestei
familii

U M; 2 {z|(F)i astfel incdt x= € M;},
il

intersectia acestei familii

() M 2 (z|(V)i, z€ M;)

i€l

si produsul cartezian HMl 2 multimea tuturor familiilor {z;};c; de ele-
icl
mente din U M, astfel incat z; € M;, (V)i € 1.
iel
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(Simbolul A semnificé definitia membrului stang). Daca I = {1, 2}, regdsim
respectiv rnuh;lmlle M1 @] Mg, M1 N MQ, M1 X Mg.

b) Operatii algebrice. Fie M o multime fixata si n > 1 un numér natural.
Se noteaza

M" A {(z1,22,...,2n)|z; € M pentruorice 1<1i<mn}.

Agadar, M" = H M; unde My = My = ... = M,, = M. Se numeste
1<i<n

operatie (algebrica) n-ara pe multimea M orice aplicatie M"™ — M.

Asadar o operatie n-ard * pe M asociaza oricarui element (x1,xa,...,2,) € M"

un element bine determinat din M, notat *(z1,2a,...,2,). Pentru n = 2 se

obtine conceptul de operatie binara, ca functie M x M — M, (z,y) — zxy =

*(x,y), iar pentru n = 1 cel de operatie unard (functie M — M).

Definind M° ca fiind o multime format# dintr-un singur element, se poate
considera notiunea de operatie nulard M® — M pe M, care constd in fixarea
unui element din M. De exemplu, daca M = Z, atunci adunarea + : M x M —
M, (z,y) — x + y gi iInmultirea - : M X M — M, (x,y) — zy sunt operatii
binare; luarea opusului M — M, x — —x este o operatie unara, iar fixarea
numarului 2015 este o operatie nulara pe Z.

Un mare salt in constiinta matematica a fost acela in care operatiile alge-
brice au fost definite ca functii; In particular, prin mijloacele moderne de calcul
nu se executa numai sume, produse etc., ci se realizeaza operatii de adunare,
inmultire etc. Este clara diferenta intre a calcula suma 3 + 7 si a calcula toate
valorile functiei-adunare + : Z x Z — Z.

c) Fie I = [a,b] un interval fixat; se noteazi cu Cf, N = C%(I) multimea
functiilor continue I — R si pentru orice k > 1 naturaE se definegte multimea
C[IZ b = Ck(I) a functiilor I — R care sunt de k ori derivabile astfel incat

derivata f(*) s3 fie continui de I. Se pot defini atunci doui aplicatii remarcabile
gl anume:

operatorul de derivare D : C*(I) — C*=Y(I), f+ f' (k > 1 fixat);
b
functionala de luare a integralei T : CO(I) = R, f / f(z)dx.

d) Printre cele mai importante exemple de functii se disting functiile cu
valori reale X — R definite pe o multime oarecare X, numite uneori functii
numerice reale sau functionale.

Uneori se utilizeaza in practica functii definite prin tabele. Daca M =
{z1,22,...,2p}, N ={y1,92,...,yp} sunt doud multimi finite de numere reale
cuzy <2 <...<xpsil un interval astfel incat M C I, atunci orice functie
reala f : I — R verificand relatiile f(z;) = y;, 1 <14 < p se numeste funciie de
interpolare pe I asociata tabelei de valori

‘ I T2 Tp
‘ yl Y2 yp

Astfel de situatii apar in diverse masuratori ale marimilor fizice.

Multe alte tipuri de functii vor fi intalnite chiar si in cadrul acestui curs.
Pornind de la functii date se pot defini altele noi. Dam cateva exemple in acest
sens:

1) Fie f : M — Ny, g : Ny — P doud functii astfel incdt Ny C No; in
aceasta situatie se poate considera funcfia compusa

gof:M— P x—g(f(z)),

aplicAnd mai intai f si apoi g; asadar, (go f)(z) = g(f(x)), (V)x € M. Pre-
supunand ca avem aplicatii f : M — N, g : N — M, atunci au sens functiile
compuse g o f, f o g, dar In general acestea sunt functii distincte (de exem-
plu, ludind M = N =R, f = sin gi g = exp, rezultd ca fog: x — sine® gi
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go f:x s esm%). Agadar compunerea de aplicatii nu este comutativi; ea este
totusi asociativa, atunci cand operatiile au sens.

Daca f: M — N este o functie, atunci se poate adopta urmatoarea ”inter-
pretare sistemica”: numim elementele lui M intrari, elementele lui N iesiri si
f apare ca o modalitate prin care oricarei intrari x € M 1i corespunde iegirea
y = f(x) si se poate considera astfel un sistem intrare-iesire (fig. 1.4).

Daca g : N — P este o alta functie, atunci functia g o f corespunde legarii
in serie a celor doud sisteme intrare-iegire corespunzatoare (fig. 1.5). Necomu-
tativitatea compunerii confirmé importanta decisiva pe care o are ordinea in
cadrul legarii in serie a sistemelor.

2) Fie B o multime si A C B o submultime a ei; se poate defini atunci
aplicatia de incluziune i : A — B, z — x. Daca f : B — M este o functie,
atunci functia foi: A — M se numeste restrictia lui f la A si se noteazd f|A.
Agadar (f|A)(z) = f(i(z)) = f(z), (V)x € A. Dacd g : A — Meste o functie
fixata, atunci orice functie h : B — M astfel incat g = h|A (adica g(z) = h(z),
(V)x € A) se numeste prelungirea lui g la B.

De exemplu, functia sin : [0, g} — R poate fi prelungita la intreg R, dar

functia tg (0, g) — R nu poate fi prelungitd prin continuitate la R (adica la o

functie continud pe R).
3) Daca f,g : X — R sunt doud functii numerice definite pe aceeasi
multime, atunci se pot defini suma i produsul lor

frg: X =R o f(2)+g(@) st fg: X 2R 2 f(2)g(x),
produsul lui f cu un numar real o
af : X =R, z— af(x)

si catul
! f(z)
g :X\Z; =R, z— o)

unde Z, = {x € X|g(x) = 0} este multimea zerourilor functiei g.

Definitia 1.3. O functie f : M — N se numeste injectiva dacd are loc
implicatia
(V) 21,22 € M, {f(21) = f(22)} = {21 = 22}

sau, logic echivalent,

(V) 1,22 € M, {z1 # 22} = {f(z1) # f(22)}.

Functia f : M — N se numegte surjectiva dacd (V)y € N (I)xz € M astfel
incit f(x) = y. Functia f : M — N se numeste bijectivid (sau simplu
bijectie) dacd f este injectivd si surjectivd; in acest caz se mai spune cd f
stabileste o corespondenta bijectiva intre multimile M si N.

Lema 1. Fie M % N = P doud aplicatii oarecare. Dacd vou este injectivd
(respectiv surjectivd), atunci u este injectivd (respectiv v surjectivd).

Demonstraie. Presupunem functia v o u injectiva si avem de aratat ca u
este injectivd; fie 1,29 € M ¢ u(z1) = u(x2), deci v(u(zy)) = v(u(zz)), adicd
(vou)(zy) = (vou)(xe). Deoarece aplicatia v o u este injectiva prin ipoteza,
rezulta r1 = zo.

Daca aplicatia v o u este surjectiva si z € P este arbitrar, atunci exista
x € M astfel incat (vou)(x) = z, adicd v(u(z)) = 2, deci v este surjectiva.

Lema 2. O functie f : M — N este bijectiva daca si numai daca pentru
orice y € N, ecuatia f(x) =y are solutie, unicd, x € M.

Demonstratie. Presupunem f bijectiva si fie y € N fixat arbitrar. Atunci
ecuatia f(z) = y are solutie deoarece f este surjectivd; in plus daca z1,x9 € M
sunt solutii ale ei, atunci f(z1) =y, f(z2) =y si cum f este injectiva, rezulta

M N
Fig. 1.4
af
BV S I R I
Fig. L5
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x1 = x2 deci solutia este unicd. Reciproc, dacd ecuatia f(x) = y are solutie si
este unica pentru orice y € N, atunci f este evident bijectiva.

Fie f : M — N a aplicatie bijectiva; atunci se poate defini inversa f~' a
lui f

f~': N = M, y+ unicul element 2 € M astfel incat f(z) = y.

Pentru orice multime M se poate considera aplicatia identica a lui M,
anume aplicatia
1y : M — M, x— x.

Evident, 1, este aplicatie bijectiva si (1a7) "% = 1.

Teorema 1.1. Fie f: M — N o aplicatie oarecare.

a) Avem foly =fsilyof=f;

b) Dacd f este bijectivd, atunci f~* o f = 1prsi fo f~1 =1n;

¢) Fie g : N = M o aplicatie astfel incat go f =1y, fog=1n. Atunci
f si g sunt bijective, g = % si f =g~ L.

Demonstratie. a) Pentru orice x € M avem (foly)(x) = f(1p(z)) = f(x)
i (Ly o f)(x) = 1w (f(2)) = f(a).

b) Fie (V)z € M si y = f(a); atunci (/o f)(z) = f1(f(@)) = F}(y).
Din definitia Iui f=! rezultd cd f~'(y) = =, deci (f~!o f)(z) = z, adica
f~Yo f =1a. In mod similar se probeazi relatia fo f~1 = 1y.

¢) Deoarece go f = 1y, din lema 1 va rezulta ca f este injectiva gi ca g este
surjectiva; in mod similar, din ipoteza f o g = 1, rezulta ca f este surjectiva
si g este injectivi. Asadar, f si g sunt bijective. In plus, din relatia go f = 1
si aplicand punctul a), rezulta (go f)o f~1 = 1370 f~1 = f~1; pe de alta parte,
(gof)of~t=go(fof=1)=goly =g sise obtine relagia g = f~1. In mod
similar, din relatia fog = 1 se obtine (fog)og t =1yog !t =g ! sipede
alta parte, (fog)og t=fo(gog™)=foly =f, deci f=g L

Corolar. a) Dacd f : M — N este o aplicatie bijectivd, atunci f~1 este
bijectivd si (f~1)~1 = f;

b) Daca M A N 5 P sunt aplicatii bijective, atunci functia compusd v o u
este bijectivd si in plus, (vou) ! =u"lov L.

Demonstratie. a) Luand g = f~! rezultd fog = 1y, go f = 1y i
aplicand teorema 1.1. c) rezultd ci g este bijectiva si in plus g=! = f, adica
(fHt=r

b) In general, daci u si v sunt injective (respectiv surjective), la fel va fi
aplicatia vou. Asadar, daca aplicatiile u si v sunt bijective, atunci functia vou

este bijectiva; in plus, (vou)o(u~tov™!) = vo(uout)ov™! = (voly)ov™t =
vov~t = 1p gisimilar, (u=tov=1)o(vou) =u"to(v tov)ou =u"to(lyou) =
u~lou = 1)7. Aplicand teorema 1.1. ¢) pentru g = vou, f = u~tov™! rezulta

ca f=g ! adicAu tov™! = (vou)~!, tocmai relatia din enunt.

Exemple. a) Aplicatia ¢ : N — Z, definita prin

daca  n este par

|3

pn) =4 1

daca n este impar

este bijectiva. Asadar, existd o corespondenta bijectiva intre multimea N si
multimea Z (desi N ; Z). Un fapt similar nu are loc pentru multimi finite.
Anume, daca M gi N sunt multimi finite gi daca ¢ : M — N este o aplicatie
bijectiva, atunci M si N au acelagi numar de elemente; asadar, daca M ; N,
atunci nu poate exista nici o bijectie de la M la N.

b) Fie M = N =Rsi f: R =R, z — 2. In acest caz f este bijectiva si
f~1(x) = Yx pentru orice x € R.

Functia exp : R — (0,00), x > e” este bijectiva gi exp™
natural).

! = log (logaritmul
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similar, pentru functia bijectiva tg : (75, 5) — R avem tg

Functia sin : {—g7 } — [—1,1] este bijectivi si sin~* = arcsin; in mod

= arctg.
Observatie. Aplicatiile bijective au un rol deosebit in matematica. Ast-
fel, izomorfismele de grupuri, izomorfismele de spatii vectoriale, izomorfismele
de grafuri, de automate etc. sunt in primul rand aplicatii bijective intre anu-
mite multimi. De asemenea, un model matematic ideal M al unui sistem fizic
F' presupune existenta unei bijectii f intre entitati fizice ale lui F' si obiecte
matematice (numere, functii, matrici etc.) legate de modelul M. Prin aplicatia
f se traduc matematic legi fizice, determinari calitative sau cantitative etc, care
sunt prelucrate in M, iar datele finale obtinute se interpreteaza (prin f~1) in
termenii sistemului fizic F' considerat. Aceasta interpretare este desigur imper-
fecta, grosierd, dar poate fi precizatd in contexte fizice concrete (fig. 1.6).

1.1.2 Imagini directe si imagini inverse de submultimi
printr-o aplicatie

Fie f: M — N o aplicatie fixata.

Definitia 1.4. Pentru orice submultime A C M, submultimea lui N
f(4) £ {y € N|(F)x € A astfel incit y= f(z)}

se numeste imaginea directa a lui A prin f.

Asadar, f(A) = {f(z)|zr € A}. Multimea f(M) se numeste domeniul strict
de valori al lui f gi este uneori notatd cu Im f (imaginea lui f). Aplicatia
M — f(M), x — f(x) este evident surjectiva si se numeste corestrictia lui f.
Se observa ca aplicatia f initiala este surjectiva daca si numai daca Im f = N.

Definitia 1.5. Pentru orice submultime B C N, submultimea lui M
J7H(B) 2 {x € M|f(x) € B}

se numegte imaginea inversa (sau preimaginea) lui B prin f.

Este evident cd f~1(N) = M. Daci y € N este un element fixat, multimea
f~Yy) = {x € M|f(x) = y} se numeste fibra lui f in y. Aplicatia f este
surjectiva dacd si numai daca pentru orice y € N fibra lui f in y este o
multime nevida.

Proprietatile principale ale imaginilor directe gi inverse de submultimi sunt
cuprinse in

Teorema 1.2. Fie f: M — N o aplicatie fixata.

(a) Aplicatiile P(M) — P(N), A — f(A) si P(N) = P(M), B+ f~1(B)
pastreaza incluziunile;

(b) Daca Ay, Ay sunt mulfimi ale lui M, atunci

f(A1 N Az) C f(A1) N f(A2) s f(A1U Az) = f(A1) U f(A2);
(c) Dacd By, By sunt submultimi ale lui N, atunci
FTHBINBy) = f7H(B1) N f7H(Ba) si fTH(B1UBs) = f1(B1) U [~ (Ba).
(d) Daci B C N, atunci Cf~1(B) = f~'(CB), adici
M\ f4(B)=f""(N\ B)

Demonstratie. (a) Trebuie ardtat cd dacad A1 C As C M, atunci f(A;) C
f(Ay) si cit daci By € By € N, atunci f~1(By) € f~(B,). Intr-adevir, fie
(V)z € f(Ay) deci z = f(z) cu x € Ay. Atunci € Ay (cici A1 C Ap), deci
z € f(Ay) si ca atare, f(4;) C f(As). In mod similar, fie (V)u € f~1(B;)
deci f(u) € By. Dar By C Bg, deci f(u) € Ba, adicd u € f~!(Bs) si ca atare,
f7H(B) € fH(B2).
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(b) Decarece A1 NAy C Ay si A1NAy C As, rezultd cd f(A; N As) C
F(A1) si f(A1NAs) C f(Asg), conform (a). Asadar f(A1NAs) C f(A1)N[f(Ag).

Egalitatea de multimi f(A; U A2) = f(A1) U f(As2) se probeaza prin dubla
incluziune, ca si egalitétile de la punctul (c).

(d) Fie (V)z € Cf~Y(B). Atunci = ¢ f~Y(B), adica f(z) ¢ B, f(r) € CB,
deci z € f~Y(CB). Asadar, Cf~1(B) c f~}(CB). Pentru a proba cealaltd
incluziune, fie (V)z € f~1(CB) deci f(z) € (B, f(z) ¢ B, deci z ¢ f~1(B),
z € Cf~Y(B) si ca atare, f~1(CB) c Cf~1(B).

Se observa ca imaginea inversa are proprietati ”mai bune” decat ale imaginii
directe.

Exemple. a) Considerim functia f : R = R, z — 22 §i A = [-3,2]. In
acest caz, avem f(A) =[0,9] si f~1(A) = [-V2,V2].
1

b) Fie aplicatia Z : C’[% 1y R, f — / f(z)dx. Aceasta aplicatie este

surjectiva, deoarece pentru orice A € R, eg(isté chiar o infinitate de functii
fe C[%,l] astfel incat Z(f) = ), adica aria dintre graficul lui f, axa Ox si
dreptele x = 0, x = 1 sa fie egala cu A\. Daca P este multimea restrictiilor la
intervalul [0,1] de functii de gradul intai, atunci evident imaginea directd a lui
P este Z(P) = R.

c) Fie D : C[loJ] — C’[%J] operatorul de derivare. Aceasta aplicatie este
surjectivi (deoarece orice functie continua pe [0,1] are primitiva).

Pentru orice functie continua f € C[%,l] fibra D~1(f) este multimea tuturor
primitivelor lui f pe intervalul [0,1].

Observatii. 1) Fie f : M — N o aplicatie injectiva; atunci aplicatia de
corestrictie M — f(M), x — f(x) este bijectiva gi deoarece f(M) C N rezulta
ca exista o corespondenta bijectiva intre M si o submultime a lui N. Mai
general, daca f : M — N este o aplicatie oarecare, atunci exista aplicatii ¢, ¥
astfel incat f = o, @ sa fie surjectiva si ¥ injectiva (descompunerea canonicd
a lui f); anume, se considerd ¢ : M — f(M), x — f(x), corestrictia lui f si
v f(M)— N,y y, aplicatia de incluziune.

Remarcam de asemenea ca daca f : M — N este o aplicatie oarecare,
atunci prin restrictii si corestrictii convenabile ale lui f se obtine o aplicatie

bijectivd. De exemplu, functia sin : R — R, 2 — sinx nu este nici injectiva,
T

nici surjectiva, dar functia sin : {—5, 5] — [—1, 1] este bijectiva (ca de obicei,

am utilizat aceeagi notatie "sin” pentru functii distincte).

2) Daca f : M — N este o aplicatie bijectiva gi dacd B C N, atunci notatia
f~Y(B) poate fi interpretats in dou# sensuri: ca imagine inversi a lui B prin
f si ca imagine directd a lui B prin aplicatia f~!. Din fericire acestea coincid,
adica

{z e M|f(z) € B} ={f'(y)ly € B}.

1.1.3 Relatii de ordine; margini

Exista multe proprietati care angajeaza perechi de elemente dintr-o multime
fixata. Astfel, faptul ca 14 este divizibil cu 7 nu este o proprietate a lui 14 sau a
lui 7 separat, ci a perechii (14, 7) de numere intregi, dupa cum inegalitatea 5 < 9
este o proprietate a perechii (5,9). Daci M este o multime fixaté, orice colectie
R de perechi ordonate de elemente din M (adica R C M x M) se numeste
relatie binard pe M. De exemplu luand M =Z si R = {(z,y) € Z X Z|x este
divizibil cu y} avem 14 R 7, deoarece (14,7) € R si 14 R 8; in mod similar,
ludind M =R gi S ={(z,y) e RxR|z <y}, avem 5 S 8 dar 5 § 4.

Definitia 1.6. Fie M o multime fizatd si R a relatie binara pe M. R se
numeste relatie de ordine partiala dacd este refleziva (x Rz, (V)x € M),
tranzitiva (dacd x,y,z € M, x Ry, y R z, atunci R z) $i antisimetricd (dacd
x,y € M, xRy sty Rz, atunci x = y). O relatie de ordine partiald R pe M
cu proprietatea cd pentru orice x,y € M avem fie x Ry, fie y Rx, se numeste
relatie de ordine totala.
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Exemple. a) fie E o multime fixatd si M = P(E); relatia de incluziune
intre partile lui E este o relatie de ordine partiala, care nu este totala.

b) Pe aceeagi multime pot coexista doud relatii de ordine distincte. Fie
M = N* ={1,2,3,...}; definim relatiile R, S pe M astfel: pentru z,y € M,
xRy PN {x<y},zSy PN { y este divizibil cu z}. Este evident cd R gi S
sunt relatii reflexive, tranzitive gi antisimetrice deci relatii de ordine partialg;
in plus R este relatie de ordine totald (numit& ordinea uzuald).

¢) Fie M = Hom (X, R) multimea functiilor reale definite pe o multime X.
Se poate defini relatia de ordine partiala pe M

fRg«— f<g (adicd f(z) <g(z), (V)zeX).

Definitia 1.7. O multime M se numeste ordonata daca pe M este fizata o
relatie de ordine parfiald (pe care o notam <). Fie (M, <) o multime ordonatd
st P C M o submultime fizatda. Se numeste majorant al lui P orice element
x € M astfel incat z < x pentru orice z € P; se spune ca P are cel mai mare
element daca existd un majorant al lui P apartinand lui P.

Daca exista un cel mai mare element al lui P, acesta este unic si este
notat max P; intr-adevar, daca mq, mo ar fi ambele 1n situatia de cel mai mare
element al lui P, atunci m; < mg si me < my deci din antisimetrie rezulta
mip = mao.

Se definesc in mod similar notiunile de minorant si de cel mai mic ele-
ment (notat min P) pentru o submultime P a unei multimi ordonate (M, <).
Daca o submultime P C M are majoranti (respectiv minoranti), atunci P se
numeste marginitd superior (respectiv marginita inferior); multimea P
se numeste marginita daci are majoranti si minoranti (adica este marginita
superior si inferior).

Exemple. a) Consideram multimea M = Z cu relatia de ordine uzuala
R =< gi fie submultimile ei P; = N, P, = {4,5,7,100}, P; = multimea nu-
merelor prime. P} nu are majoranti si 0 este cel mai mic element al lui P;.
Multimea P» este marginita avand cel mai mic element 4 si cel mai mare ele-
ment 100. Multimea Pj este nemarginita, are cel mai mic element 2 etc.

b) Fie M = N* cu relatia de divizibilitate (x < y > y este divizibil cu z) si
fie P = {3,8,10}. Majorantii lui P sunt toate numerele naturale divizibile cu
3, 8, 10 (adica divizibile cu 120) si P are 1 ca minorant. Submultimea P C M
nu are nici cel mai mare element si nici cel mai mic element.

¢) Fie F o multime fixatd si M = P(E), ordonaté cu relatia de incluziune.
Daca Fy, F5 € M adica Fy, Fy sunt submultimi ale lui F gi daca P = {Fy, Fa} C
M, atunci majorantii lui P sunt submultimile lui £ care contin Fj si F, deci cel
mai mic majorant al lui P va fi F} U Fy, iar minorantii lui P sunt submultimile
lui E incluse in F} si in F5, deci cel mai mare minorant al lui P va i F} N F5.

Definitia 1.8. Fie (M, <) o multime ordonatd si P C M o submulfime. Se
spune ca P are margine superioara daca P are majoranti si dacd mulfimea
(nevidd) a majorantilor lui P are cel mai mic element, notat sup P. Se spune
cd P are margine inferioara dacd P are minoranti si mulfimea minorangilor
lui P are cel mai mare element, notat inf P.

Asgadar, daca exista, sup P este cel mai mic majorant al lui P, iar inf P
este cel mai mare minorant al lui P si in particular, sunt unice. Daca P are
cel mai mare element (respectiv cel mai mic element), atunci sup P = max P
(respectiv inf P = min P).

Exemple. a) Fie E o multime fixatd si M = P(F), ordonata prin incluzi-
une. Fixam P C M, deci P este o colectie de submultimi al lui E. Majorantii
(respectiv minorantii) lui P sunt péartile lui E care includ toate multimile din
colectia P (respectiv sunt incluse in toate multimile din P). In plus, P are atat
margine superioard, cat si margine inferioard, anume

sup P = U A, infP= ﬂ A.
AeP AeP
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b) Fie M = Q cu ordinea uzuald (<) si P = {z € Q|2? < 2}. Evident,
P este multime marginita, dar nu are nici margine superioard, nici margine
inferioard in M. Daci M = Z cu ordinea uzuala (<), atunci orice submultime
marginitd P a lui Z are atat margine inferioara (inf P = min P) cat si margine
superioard (sup P = max P).

O proprietate extrem de importanta a multimii R este aceea ca pentru orice
submultime nevidd marginita superior (respectiv inferior) A C R exista sup A
(respectiv inf A), relativ la relatia de ordine uzuala <; astfel, dacd M = R
si P = {2 € Rj2? < 2}, atunci supP = V2, inf P = —/2 (dar nu exista
max P, min P) iar daci Q = {z € R|2? < 2}, atunci supQ = maxQ = /2 si
inf Q = minQ = —/2.

Daca f : X — R este o functie reala si daca domeniul strict de valori
f(X) = {f(z)|x € X} are margine superioara (respectiv inferioard) atunci se
noteaza

sup f =sup f(X) (respectiv inf f = inf f(X)).
Daca exista, sup f, inf f sunt numere reale unice, numite marginile lui f
pe X sau extremele globale ale lui f pe X.
Aplicatie

Se numesgte multime de momente (sau mulfime-timp) orice multime 7 pe
care este definita o relatie de ordine totald (notatd ”<”). Elementele lui 7 se
numesc momente. Exemplele tipice de multimi-timp sunt submultimi ale lui
R; de exemplu 7 = N (care admite un cel mai mic moment, numit moment
initial si anume t = 0), T =Z, T = [0,00), T = [a,b] (in ultimul caz exista
un moment initial @ gi un moment final b). Dacd T este o multime finita, de
exemplu 7 = {0,1,...,N — 1}, atunci se spune ci timpul este finit. Daca
T C Z se spune ca timpul este discret iar daca 7T este un interval al lui R,
timpul este continuu (sau mai corect, continual).

Fie (T, <) o multime fixata de momente. Se numeste semnal real relativ
la T orice functie s : T — R; pentru orice moment a € 7, numérul s(a) se
numeste esantionul semnalului s la momentul a. Asadar, semnalele reale sunt
cazuri particulare de functii numerice. Se pot considera semnale discrete sau
semnale continuale, dupa cum timpul este discret sau continuu. Un semnal
discret s : Z — R se identificd cu girul {s(n)},ez al esantioanelor sale.

Definitia anterioara a conceptului de semnal este totusi restrictiva, deoarece
nu cuprinde cazul impulsurilor (studiat in cadrul teoriei distributiilor, in capi-
tolul VI) gi cazul semalelor multidimensioale. Printre semnalele continuale,
exemple importante sunt treapta unitate o a lui O. HEAVISIDE (1850-1925),
definita prin

o(t) =

0 daca t<0
1 daca t>0,

avand graficul din fig. 1.7 i functia de fantd (sau de esantionare)
7sa” : R — R, definita prin
sint
MY dack ¢ #£0
sa(t) = t
1 daca t=0,
avand graficul indicat in fig. 1.8.
Dacia s : R — R este un semnal continual si @ < b sunt momente fixate, se
numeste secventa lui s pe intervalul [a,b] semnalul

sap(t) = [o(t —a) —o(t =D)] - 5(t);

agadar
0 daca t<asaudacat>b
Sab(t) =
s

(t) daca t € la,b).
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Daca s(t) = A constant, atunci s, ; se numeste semnal ”dreptunghiular”
pe [a,b] avand amplitudinea A; figura I.9c.

1.1.4 Exercitii

1. Fie M o multime si f : M — M a aplicatie. S&a se arate ca daca
f o f =1y, atunci aplicatia f este bijectiva; dar reciproc 7 Sa se probeze ca Fig. 1.9a
pentru M = [0, 1] functia reald f : M — M definita prin f(z) = (1 — 2™)'/™,
n > 1 intreg fixat, satisface relatia fo f = 1y,.

S(ab)
2. Sa se arate ca aplicatia .-/—/:
! |
E+D(k+1+1 t : 7
WINXNSN, (k1) e & +)(2+ LAk N
este bijectiva. Fig. 1.9b
3. Fie M o multime nevidid. Sa se arate ca nu existd nici o aplicatie
surjectivd M — P(M). Al
—'—h
| 1
4. Fie E o multime fixata si {P,},>0 un sir de parti ale lui E. Se noteaza : :
limP, = ) () P TimP= () | P | !
m>0n>m m>0n>m a 0 b
a) Sa se arate ca Fig. 1.9c

ﬂ P,CclimP, climP, C U P, s limCP, =C ({imP,).
n>0 n>0

b) Sirul {P,},>0 se numeste convergent daci lim P,, = lim P,. Si se arate
cd daca girul este crescator, adicd P, C P,y1, (V)n > 0 (respectiv descrescétor,
adicd P, D P41, (V) n > 0) atunci el este convergent.

(lim si lim poartd numele de limitd inferioard si limitd superioard).

1.2 Multimi numarabile, algoritmi

1.2.1 Multimea N; cardinale

Am considerat ca data multimea N a numerelor naturale; proprietatile ei
intrinseci sunt urméatoarele trei, cunoscute ca axiomele lui G. Peano (1858-
1932):

I. existd o functie injectivd s : N = N, n — n+1 (numita functia succesor);

II. orice element din N, cu exceptia lui 0, este succesorul unui element;

III. daca A C N este o submultime astfel incat 0 € A si s(A) C A (adica
neA=n+1e€A), atunci A =N.

Din proprietatea IIT decurge principiul inductiei matematice: fie P(n) o
proprietate relativ la numarul n astfel incat P(0) sa fie adevarata si s aiba loc
implicatia P(k) = P(k+1), (V)k € N; considerand multimea A = {n € N|P(n)
este adeviratd }, rezultd cd 0 € A si s(A) C A deci conform III, A = N, adica
P(n) este adevaratd pentru orice n € N.

Este evident ca orice submultime A C N are un cel mai mic element. lata
o consedinta a acestui fapt.

Teorema 2.1. Pentru orice submultime infinitad A C N existd o aplicatie
bijectiva de la N la A.

Demmnonstratie. Evident, (V)n € N(3)k € A astfel incat k > n (deoarece A
este infinitd). Construim prin inductie aplicatia ¢ : N — A definita prin

0) =mink si 1) = in k.
PO =piph s el = mnt
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Agadar, p(m+1) > @(m), pentru orice m € N, deci @ este injectiva. Ardtam
c& ¢ este surjectivd; pentru orice a € A fixat, notdm g = min{m € N|p(m) >
a}. Daca p > 1, atunci p(p — 1) < a < ¢(u), deci a = ¢(u) (deoarece a € A),
iar daca p = 0, atunci ¢(0) > a si cum a € A, rezultd a = ¢(0). Asadar, ¢ este
i surjectiva.

In fond constructia anterioars constd in ordonarea crescitoare a tuturor
elementelor multimii A

ag < a1 < az < ...(notdnd p(n) =a,, (V)n eN).

Aritmetica elementard a numerelor naturale are o extindere importanta la
o aritmetica a cardinalelor, datoratd lui G. Cantor (1845-1918).

Fixam un univers de multimi U, care contine multimile finite, submultimile
lui R, precum si multimile obtinute din acestea prin operatiile uzuale (reuniune,
intersectie, complementara, produs cartezian etc.); universul U contine toate
multimile care pot aparea in descrierile matematice care urmeaza.

Definitia 2.1. Doua multimi P,Q din universul U se numesc echipo-
tente dacd exista o aplicatie bijectiva P — Q; se scrie P ~ Q.

Relatia ”~” pe U este reflexivd (P ~ P) pentru orice multime P deoarece
aplicatia identicid 1p este bijectivd), simetricd (dacd P ~ @, atunci exista o
bijectie P % Q deci conform corolarului teoremei 1.1, aplicatia pl:Q—=P
este bijectivi, deci Q ~ P) si tranzitiva (dacd P ~ Q, Q ~ R si dacia P % Q,
@ 5 R sunt bijectii, atunci v o u este bijectie, deci P ~ R), deci este o relatie
de echivalenta pe U. Pentru orice multime P din U, se numeste cardinalul lui
P, notat | P|, clasa de echivalentd a multimii P, deci colectia tuturor multimilor
echipotente cu P. Asadar, dacd P,Q € U, atunci |P| =|Q| <+ P ~ Q.

Este evident c& doua multimi finite sunt echipotente daca si numai daca au
acelagi numar de elemente. Dacd P este o multime finitda cu n > 1 elemente,
atunci exista a bijectie ¢ : I, = P, unde I, = {1,2,...,n}. Notand z;, = ¢(k),
1 <k < n,rezultd c& P = {x1,22,...,2,}; se mai spune cd elementele lui P
sunt "numerotate”. Cardinalele naturale finite pot fi puse in corespondenta
bijectiva cu numerele naturale (prin asocierea |P| +— numérul de elemente al
lui P).

Indicadm succint regulile de baza ale aritmeticii cardinalelor. Fie P si Q
doud multimi oarecare din U,p = |P| si ¢ = |Q|. Atunci se definesc:

e egalitatea p = ¢ L pa Q;

e suma p +q = |PUQ| unde |PUQ| ({0} x P)U ({1} x Q) este
reuniunea disjuncta a mul@lmllor Psi Q

e produsul p g 2 |P x Q|; ¢P 2 |[Hom (P, Q)|;

. . A . o . . -

e inegalitatea p < ¢ «— P este echipotentd cu o submultime a lui @ (adica

existd o aplicatie injectivd P — Q) etc. Acestea extind la cardinale oarecare
operatiile uzuale cu numere naturale.

1.2.2 Multimi numarabile

Definitia 2.2. Se numeste multime numarabila orice multime echipo-
tentd cu N; se noteazd |N| = Rg 7(alef zero)”. O multime care este finitd sau
numdarabila se numeste cel mult numarabila.

Asadar, daca P este o multime numarabild, atunci exista o aplicatie bijec-
tivd f : N — Pgifie z, = f(n), n > 0. Avem z,,, # x,, pentru m # n si orice
element din P coincide cu un z,, deci P = {xo,x1,22,...}, adici elementele
oricarei mulfimi numarabile sunt termenii unui gir; reciproc, este evident ca
multimea termenilor oricarui sir este cel mult numarabila. Conform teoremei
2.1, orice submultime a unei multimi numarabile este finita sau numarabila.

Lema 3. Fie f: P — Q o aplicatie oarecare.
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(a) Daca f este injectivd si Q este multime numdrabild, atunci P este cel
mult numdarabild,

(b) daca f este surjectiva si P este mulfime numdrabild, atunci Q este cel
mult numarabila.

Demonstratie. (a) Conform ipotezei, existd bijectie g : @ — N, deci
aplicatia h = g o f este injectiva, h : P — N. Atunci P este echipotenta
cu submultimea h(P) a lui N. Conform teoremei 2.1, h(P) este finitd sau
numarabila, deci P este cel mult numarabila.

(b) Fie (V)y € Q fixat; cum f este surjectiva, fibra f~!(y) este nevida si
fixam un singur element &, al ei. Asadar, §, € P si f(§) = y. Aplicatia
Q — P,y — &, este evident injectiva (caci daca &, = £, cu y,z € @, atunci
f(&) = f(&), adicd y = z). Folosind rezultatul probat in (a) si ipoteza ci P
este numarabila, rezulta ca multimea @ este cel mult numarabila.

Teorema 2.2. Produsul cartezian a doud multimi numarabile este o multime
numdrabild (adicd Ro - R = Rg).

Demonstratie. Mai intéi, se observa ca aplicatia ¢ : Nx N — N, (m,n) —
2™ .31 este injectivil. Intr-adevir, dacd p(m,n) = ¢(my,ny), ca m,my,n,ny €
N, atunci 2™ - 3" = 2™ . 3”1, Daca m > mq, rezulta 2m~"™ . 3™ = 3™, adica
3™ este divizibil cu 2, absurd; daca m < mj, ar rezulta 2™~ . 3" = 3",
adica 3™ este divizibil cu 2, absurd. Raméane ca unica posibilitate m = m si
din relatia 2™ - 3" = 2™1 . 3™ | rezultd n = ny, deci (m,n) = (my,n1), adicd ¢
este aplicatie injectiva.

Conform lemei 3, (a), multimea N x N ar rezulta cel mult numarabila si
fiind infinita, ea rezulta numarabila, adica [N x N| = X,.

Fie acum P si (Q doud multimi numarabile oarecare i N EN P, N4 Q
aplicatii bijective. Atunci aplicatia

frg:NxN=PxQ, (z,y) = (f(x),9(y))
este evident bijectiva, deci |P x @] = |N x N| = N,.

Teorema 2.3. Fie {P,},>0 un sir de multimi numdrabile. Atunci mulfimea
P =, >0 Pn este numarabila.

Demonstratie. Conform ipotezei, pentru orice n € N exista cite o bijectie
on : N — P,. Se poate atunci defini aplicatia

f:NxN= P, (m,n)— @,(m).

Aceasta aplicatie este surjectiva, deoarece (V)y € P, exista n € N astfel incét

y € P, (cdci P = U P,) si cum ¢, este bijectivd, (I)m € N astfel incét
n>0

Y= @n(m)v adica y = f(mvn)

Aplicatia f fiind surjectiva, lema 3(b) si teorema 2.2 aratd cid P este cel
mult numarabila. Dar P D Py, deci P este multime infinita si ca atare, rezulta
ca P este numarabila.

Ca o consecinta directa teoremei 2.3, se obtine urmatorul

Corolar. Orice reuniune finitd de multimi numdrabile este numarabild;
orice reuniune numarabila de mulfimi finite este cel mult numarabild.

Teorema 2.4. Multimile 7. si Q sunt numdarabile.

Demonstratie. In §1.1 am indicat explicit o aplicatie bijectivi N — Z, deci
Z este numarabild. [Altd demonstratie se obtine observand c& Z este reuniune
numarabild de multimi finite, anume Z = U Ay, unde A, = {—n,n}].

n>0

Pe de altd parte, multimea N* = N\ {0} este numé&rabild (céici exista bijectia
N — N*, n+— n + 1), deci multimea Z x N* este numarabild, conform teore-
mei 2.2. Faptul ca multimea Q este numarabila, rezultd aplicand lema 3, (b)
aplicatiei evident surjective

f:ZxN"=Q, (pq)—p/g
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Dam in continuare cateva elemente de combinatorica, referitoare la cardi-
nalitatea anumitor multimi remarcabile.

A. Reamintim c&d dacd M si N sunt doud multimi finite, nevide gi |[M| = m,
|N| = n, atunci [MUN| = m4+n—|MNN|, |[M xN| = mn, [Hom(M, N)| =n™.
Vom nota cu B = {0, 1} multimea avand doua elemente, 0, si 1, numita codul
binar.

Teorema 2.5. Fie M o mulfime oarecare. Atunci existd o bijectie naturala
X : P(M) — Hom (M,B).

Demonstratie. Pentru orice submultime N C M notam xy : M — B
aplicatia definita prin

(2) 1 daca x €N,
XN (T) =
0, dacd ze€ M\N,

numitd functia caracteristicd a lui N. Daci& N1, Ns € P(M), xn, = XN, i
x € M, atunci * € N1 & xn, () =1 < xn,(z) =1 <> € Ny, deci
N1 = N,. Agadar, aplicatia x este injectiva. Pe de alta parte, pentru orice
functie f € Hom (M,B), notdam N = {z € M|f(x) = 1}; atunci dacid = € M,
avem xy(z) =12z € N+ f(a)=1sixn(x) =0 2¢ N < f(z) =0,
deci xy = f. Asadar aplicatia x este bijectiva.

Ca o consecinta, rezultd ca dacid |M| = m, atunci |[P(M)| = 2™. Vom vedea
ulterior si alte interpretari ale teoremei 2.5.

Indicam cateva proprietati ale functiei caracteristice a submultimilor.

Teorema 2.6. Fie o mulfime fizxata si P,Q submulfimi oarecare ale lui M.

(a) P=Q ¢ xp = Xq;

(b) XPn@ = XP - XQs XpuQ = XP +XQ — XP * XQ;

(¢) xp\Q = XP —XP " X@s Xep =1 — Xp-

(Multimea B este aici considerata ca o submultime a lui N, adica 0,1 € N).

Demonstratie. Afirmatia (a) este evidenta.

(b) Daca x € M este un element oarecare, avem de aratat cad xpng(z) =
xp(x) - xo(x) si xpug(z) = xp(x) + x@(x) — xp(z) - Xg(x); sunt de analizat
patru cazuri: daca x € P si x € @, aceste relatii devin 1=1.15i1=14+0-0
etc. In mod similar se procedeazi pentru (c).

B. Pentru orice intreg r > 1 notdm N, = {1,2,...,r}. Fie A = {aq,a9,...,
ap} o multime finitd oarecare (deci |A| = n), numita ad-hoc alfabet; elementele
lui A se numesc litere, iar functiile N,, — A se numesc cuvinte de lungime r
in alfabetul A. Asadar, pentru orice cuvant ¢ : N, — A, notand ¢, = c(k),
1 < k < r, ¢ se identifici cu girul finit de litere {c1,ca,..., ¢} si se mai scrie
¢ = ciCa...c.. Deciorice cuvant se reprezinta prin juxtapunere de litere. Doua
cuvinte ¢ = ¢1...¢, d = dy...ds In alfabetul A se considera egale dacd au
aceeasi lungime (r = s) si dacd ¢; = d;, 1 < i < r (aceasta rezultd din conventia
de egalitate a doua functii).

Vom nota cu C,.(A4) multimea tuturor cuvintelor de lungime r in alfabetul
A gi cu A* multimea tuturor cuvintelor in alfabetul A, de orice lungime, la
care se adaugd cuvantul vid ”A” (cuvantul fara litere). Asadar,

A" ={ANUC(A)UC(A)U...

Multimea A* se numeste dictionarul alfabetului A; orice submultime L C A*
(adicd orice colectie de cuvinte) se numesgte limbaj in alfabetul A.

Teorema 2.7. (a) Pentru orice r > 1, |C.(A)| =n";

(b) Dictionarul A* este multime numdrabila, iar multimea limbajelor P(A*)
nu este numarabila.

Demonstratie. (a) Deoarece Cr(A) = Hom (N,, A), rezulta ca |C,(A)| =
|A]" =n".
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(b) Deoarece A* = {A} U U Cr(A) |, rezultd ca dictionarul A* este
r>1
reuniune numarabild de multimi finite, disjuncte doua céate doua, deci A* este
multime numarabila, conform corolarului teoremei 2.3.
Multimea P(A*) este evident infinitd (deoarece A* este infinitd). Raméne
de ardtat ca nu exista o corespondentd biunivoca intre A* si P(A*). Daca prin
absurd ar exista o aplicatie bijectiva ® : A* — P(A*), considerand elementul

L € P(A*) definit prin L = {z € A*|x ¢ ®(x)}, ar rezulta cd existd ¢ € A*
astfel ca ®(c) = L. Apar doud cazuri: dacd ¢ € L, atunci ¢ ¢ ®(c) si cum
®(c) = L, ar rezulta ¢ ¢ L; dacd ¢ ¢ L, atunci ¢ € ®(¢) = L, deci ¢ € L,
ajungandu-se la contradictie in ambele situatii. In concluzie, multimea P(A*)
nu este numarabila.

[Se poate demonstra un fapt mai precis, anume ca P(A*) ~ R].

In cazul cand A = B, codul binar, dictionarul B* este compus din cuvinte
binare (succesiuni finite de 0 gi 1).

Corolar. Pentru orice r > 1 existd 2" cuvinte binare de lungime r. Multi-
mea cuvintelor binare B* este numdarabila, iar multimea limbagjelor binare P(B*)
nu este numarabild.

1.2.3 Algoritmi si functii recursive

In matematica elementard au fost descrise multe clase de procese algo-
ritmice: operatii algebrice, extragerea radicalului din numere reale pozitive,
descompunerea numerelor intregi in factori, schema lui Horner, aflarea valo-
rii numerice a unor functii etc. Termenul de algoritm este inspirat de numele
matematicianului arab Al Horezmi (780-850). Conceptul de algoritm a fost stu-
diat intensiv si multe teoreme de analizid matematica pot fi insotite in aplicatii
de scheme algoritmice. Exista insa gi probleme care nu admit o rezolvare algo-
ritmica.

O preocupare mereu actuala a matematicienilor si logicienilor este aceea
de a preciza conceptul de algoritm, depasind nivelul euristic si tocmai aceste
cercetari au condus printre altele la toeria maginilor ideale de calcul gi la teoria
functiilor recursive. Intr-o prima acceptiune, algoritmii sunt proceduri efective,
reductibile la instructiuni precise pentru realizarea unui sir de operatii aritme-
tice si logice asupra datelor de intrare; mai precis, dacd A este al alfabet fixat,
un algoritm in A este un procedeu de transformare a unor cuvinte din A* in
alte cuvinte din A*:

— deterministic (la fiecare moment se indeplinesgte o operatie bine definita
gl se cunoaste operatia urmatoare),

— rezultativ (in cazul cand procedeul se aplica, se obtine rezultatul urmarit
dupd un numar finit de pasgi) si

— masiv (in sensul cd se aplica la o intreaga clasd de probleme de un acelasi
tip).

Calculatoarele apar ca realizari fizice ale ”algoritmului de indeplinire a pro-
gramului”.

Cele spuse anterior nu se pot substitui unei definitii riguroase a conceptului
de algoritm. In cele ce urmeazi, studiem algoritmii in N. Se poate dealtfel
demonstra ca teoria algoritmilor gi teoria functiilor recursive sunt esentialmente
echivalente.

Definitia 2.3. Fie p,q > 1 intregi oarecare. Orice functie f : A — N4
definita pe o submultime A C NP se numeste functie aritmetica.

Asadar, oricdrui sistem ordonat de p numere naturale z = (x1,...,2,) € A
ii corespunde prin f un sistem ordonat de ¢ numere naturale bine determi-
nat f(z) = (fi(x),..., fg(x)), unde f1,...,f; : A — N sunt functii cu valori
naturale, numite componentele lui f.

Functiile aritmetice NP — N? definite pe intreaga multime NP se numesc
totale, iar celelalte se numesc partiale.



16 CAPITOLUL 1. PRELIMINARII

Cazul cel mai important 1l constituie cazul ¢ = 1 al functiilor aritmetice cu
valori in N.

Exemple. a) Se numesc functii de bazd urmatoarele trei tipuri de functii
aritmetice: functia succesor s : N — N, x — =z + 1; functiile constante
N — N,  — k (k fiind un numar fixat) si proiectiile canonice p] : N* — N,
(1, xp) > x;, 1 <i<r.

b) Functia radical este partiald, deoarece este definitd doar pe submultimea
A=1{0,1,4,...,k2 ...} alui N. In mod similar, functia diferenta (x,y) — z—y
este definita doar pe multimea A = {(z,y) € N?|z > y}.

c) Fie r,s,t > 1 intregi si A 5 B Y N unde A ¢ N, B ¢ N°. Com-
punerea H = G o F' este de asemenea o functie aritmetica. Fie (V)z € A, xz =
(x1,...,2y), deci F(z) € B, adica F(x) = (fi(z),..., fs(s)) unde fi1,...,fs:
A= N Dacay € B,y = (y1,-.-,¥s) st Gy) = (91(y),---,9:(y)) unde
91,---,g : B— Nyidacd H(x) = (h1(x),...,h(z)) unde hq,...,hy : A - N,
atunci h;(x) = gi(f1(x),..., fs(x)), 1 < i < t. Operatia de compunere este
uneori numita substitutie.

De exemplu, dacd F : N2 — N2, (z,y) — (v +y,2vy) i G : N2 - N,
(u,v) = u+ zv, atunci Go F : N?> = N, (z,y) — (z +y + 4zy).

Definitia 2.4. Pentru orice doud functii aritmetice f : A - N, (z1,...,2,)
= f(z1,...,2n) $19: B—= N, (y,2,21,...,2,) — gy, 2,21, ..., 2,) unde A C
N", B c N2, se numeste functia obtinuta din f,g prin recursivitate
primitiva functia aritmetica de n+1 variabile k = f © g definitd pe o anumita
submultime C C N1, h: C — N, avdnd proprietdtile

h(0,21,...,2n) = f(x1,...,2pn) sih(y+ L, z1,...,2,) =
:g(y7h(yax17"'7xn)7m1>"'7xn)a

(2)

pentru orice 1,...,Tn, y admisibile (adicd astfel incdat relatiile anterioare sd
atba sens). y se mai numeste variabild de recursivitate, iar x1, . . . , x,, Se numesc
parametri.

Se accepta gi cazul n = 0 cand nu exista parametri, unde f este o constanta
k; in acest caz relatiile (2) se inlocuiesc cu

h(0) =k si h(y+1)=g(y,h(y)).

Este evident ca daca functiile f si g sunt totale, atunci aceeasi proprietate
oare f®g.

Definitia 2.5. Se numeste functie primitiv recursiva (pe scurt p.r.)
orice functie totala NP — N care se obtine pornind de la functii aritmetice de
bazd (succesor, constante, proiectii canonice) printr-un numdr finit de com-
puneri gi recursivitati primitive, ordinea acestora fiind indiferentd.

O functie aritmetica F : N? — N9, z — (fi(z),..., fy(z)) se numeste
primitiv recursivd daca functiile componente f; : NP — N, 1 < ¢ < q ale lui F'
sunt p.r. Compunerea a doua astfel de functii este evident p.r.

Evident, functiile de baza sunt p.r.

Teorema 2.9. a) Multimea functiilor p.r. este numarabild;

b) Existd functii aritmetice N — N care nu sunt p.r.

Demonstratie. a) Fie B multimea functiilor aritmetice de baza; evident, B
este numarabila. Pentru orice & > 0 notadm cu B multimea tuturor functiilor
aritmetice care se obtin pornind de la functii din B prin k operatii de compunere
i recursivitate primitiva. Evident, By = B si fiecare multime By, k > 0 este
numarabild. Multimea tuturor functiilor p.r. este egala cu U By, deci este

k>0
numadrabild (conform teoremei 2.3.).

b) Conform punctului a) functiile N — N care sunt p.r. pot fi dispuse intr-un
sir fo, f1, f2, .. .,; consideram atunci functia aritmetica ® : N — N definitd prin
®(n) = fn(n)+ 1. Evident, ® nu coincide cu nici una din functiile f,,, din sirul
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precedent (cici dacd ® = f,,, atunci ®(m) = f,,(m), adica fr,(m)+1 = f(m),
absurd). Asadar, ® nu este p.r.

Exemple. 1) Adunarea o : N> - N, (y, ) — 2 + y si inmultirea 7 : N> —

N, (y,z) — xy sunt functii p.r.
Intr-adevir, fie f = pl : N = N, 2 — z gi g = sop3 : N2 = N, (21, 2, 23) —
s(z2) = z2+ 1. Atunci 0 = f © g (céici 0 + z = z, adicd 0(0,2) = f(z) si
oly+1,2) = g(y,o(y, z),x) ceea ce revine la z+ (y+1) = (x+y)+1). Asadar,
functia suma o este p.r.

Fieapoi f =0:N = N, 2+ 0si g: N?> = N, (21,29, 23) > 22 + 3. Avem
m=fOg(cdci0-z =0, deci 7(0,z) = f(x) si 7(y + 1,z) = g(y,7(y, z),z),
aceasta revenind la (y + 1)x = yz + x); agadar 7 este p.r., deoarece f,g sunt
p.I.

Functia b : N — N, x — 22 este de asemenea p.r. cici h = p}-pi = 7(pl,p}).

0 daca n=0
2) Functia predecesor p : N — N, p(n) = este p.1.
n—1 daca n>1

cici p(0) = 0, p(y + 1) = pi(y,p(y)), deci p = 0 © pi.
3) Functia diferents proprie d : N2 — N, definita prin

0, daca z <y
d(y,z) = .
r—y daca x>y

este p.r. cici d(0,z) = pi(z) sid(y+1,2) = p(p3(y,d(y, z), z), predecesorul lui
d(y,z), adicd d = pt ®¢. Atunci si functia distanta 6 : N> = N, (2,79) > |z —y|
este p.r. cici d(x,y) = d(z,y) + d(y,z), (V)z,y € N. (Am notat ¢ = p o p3,
adica q(y, z,z) = p(z)).
Fie f(x1,...,21), f: A — N, A C N¥ o functie aritmetici. Se considera
ecuatia
flze, ..., xp_1,y) = Tk, (3)

caecuatiein ycuxy,...,rr_1, ) fixate arbitrar. Dacé ecuatia (3) are o solutie
yo si dacd f(x1,...,Tk—1,y) este definit pentru orice y < yo iar valorile ei sunt
distincte de zy, se noteazd py(z1,...,Tx—1,%k) = Yo. Daca ecuatia (3) nu are
solutii ¥ € N, atunci se considera ca p15 nu este definit, iar daca yo este cea mai
mica solutie a ecuatiei (3) si existd y1 < yo astfel incat f(xq1,...,25—1,y1) s
nu aiba sens, atunci se considera de asemenea ca py nu este definit. Retinem
cd pif(xy,...,xx) se considerd definit daca si numai dacad ecuatia (3) are o
solutie minim4 yq iar f(z1,...,Tk_1,Yy) are sens pentru orice y < yo astfel ca
(1311. .. ,Ik_l,y) € A.

In acest mod, este definitda o functie aritmetica py care in general este
partiald; se mai spune cd uy este obtinutd prin minimizarea lui f in
raport cu variabila zj. Se mai scrie

luf(xl,“';xk) = mkln{y € N'f(mlv"',wkflay) = xk}'

Operatia de minimizare poate fi definita in raport cu oricare din variabile.

Exemple. Fie f(z1,72) = z1 + x2, definitd pe A = N2 In acest caz,
pp(x1,x2) = xo—x1 (minimzare In raport cu z2) si pt5 este definitd pe multimea
{(z1,22) € N2|z1 < x2}. Se observa ci desi f este totald, totusi us este o
functie aritmetica partiala.

In mod similar, dacd f(z1,x2) = 122, atunci py(z1,x2) = % (minimizare

in raport cu z7); aceastd functie este definitd pe multimea {(z1,r9) € N?|zy #
0 si @1 este divizibil cu z2}.

Definitia 2.6. O functie aritmetica obtinuta din functiile de baza printr-
un numdar finit de compuneri, recursivitali primitive $i minimizari se numeste
partial recursiva. O functie partial recursiva care este totald se numeste
recursiva.
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Evident, au loc urmatoarele incluziuni de clase de functii aritmetice:

{primitiv recursive} C {recursive} C {partial recursive}.

x
Am vizut ca functia aritmetica g definita prin g(z1,z2) = =L este partial
T2

recursiva (deoarece g este minimizarea functiei produs, care la randul ei se
obtine din functiile de baza prin compuneri si recursivitati primitive). Deoarece
aceasta functie nu este totald, ea nu este recursiva. Un exemplu profund de
functie recursiva care nu este primitiv recursiva a fost dat de matematicianul
roméan Gabriel SUDAN (1899-1976), fost profesor la Institutul Politehnic din
Bucuresti.

Se poate defini conceptul de functie aritmetica calculabila prin algoritmi, ale
carei valori pot fi calculate prin proceduri mecanizabile. Importanta functiilor
aritmetice studiate anterior consta in urmatorul rezultat fundamental: multimea
functiilor calculabile coincide cu multimea functiilor partial recursive, a carui
stabilire depageste cadrul acestui curs. In acest mod s-a dat un raspuns teo-
retic unei intrebari firesti privind caracterizarea functiilor ale caror valori pot
fi calculate cu ajutorul calculatoarelor moderne.

1.2.4 Exercitii

1. Fie M, N multimi nevide; pentru orice functie f : M — N se poate defini
graficul lui f, Gr f = {(z, f(z)) € M x N|x € M}. Si se arate ci aplicatia

6 :Hom (M,N) - P(M x N), f— Gr f
este injectiva, dar nu surjectiva. Sa se deduca inegalitatea n™ < 2™ pentru
orice intregi m,n > 1.

Indicatie. Daca f,g : M — N si Gr f = Gr g, atunci f = g. Apoi
dacd M, N sunt finite si |[M| = m, |N| = n, atunci |[Hom (M, N)| = n™ si
|P(M x N)| =2™" etc.

2. a) Fie M = {a1,aq,...,an,} o multime finitd. S se arate ca (V)n € N,

numarul functiilor f : M — N astfel incéit Z f(a;) < n este egal cu C

m+n-
i=1

b) S& se arate ¢ numéarul modurilor in care o mul{ime cu n elemente poate

fi partitionata in r submultimi avand respectiv k1, ko, . . ., k- elemente este egal
n!

AT
Indicatie. Dacd A este o multime si {B;}ier o familie de submulimi ale lui
A se spune ca aceasta partitioneaza A daca A = U B; si B1 N Bj = ¢ pentru
iel
1% 7.

3. Fiind date doua multimi M, N, sa se indice doua multimi disjuncte
My, Ny astfel incat M ~ My si N ~ Njy.

Indicatie. Se pot lua My = {0} x M, Ny = {1} x N.

4. Fie M o multime infinita si @ € M. Sa se arate cd M este echipotenta
cu M\ {a}.

Indicatie. Se considerd un sir de elemente distincte {xy,}n>0, 20 = a din
M i se definegte aplicatia bijectivd ¢ : M — M \ {a} punand ¢(z,) = x,41,
(V)n > 0 si p(x) = x pentru orice z # x,, etc.

5. a) S& se expliciteze G o F in fiecare din cazurile
N2 £ N3, N2 &,

1)
(z,y) = (x4 2,93y +1) (z,y,2) = o +2y+2
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N5 N2, N2 & N3,
x> (z,x 4+ 1) (u,v) = (u+1,0,uv)

b) Sa se determine functia h = f ® g in fiecare din cazurile:

) N4 N, N3 4 N,
r o+l (z,y,2) »z+2y+2
2 NEN Nt % N,

(zy) = x+y  (2,y,2) —zy+ 2t
3) f = constanta 1, g : N> — N, (z,y) — 2x + 3y.

6. Sa se arate ca functiile f : N - N,z — 2z +5,¢9g: N = N =z — bz,
hi: N2 =N, (z,y) — 22 + 2y + 9%, he : N = N,

0 dacda x=0saul
ho(x) = , sunt primitiv recursive
3 daca x> 2

7. O multime A C N” (r > 1 fixat) se numeste recursivd dacd functia ei
caracteristica y 4 : N” — N este recursiva. Sa se arate ca:

a) multime N, ¢ sunt recursive;

b) dacia multimile A, B C N” sunt recursive, atunci AN B, AU B, (A sunt
recursive;

c) sa se arate cad multimea numerelor pare P C N gi multimea numerelor
impare sunt recursive.

Indicatie. a) In acest caz functia caracteristicd este constantd; b) xanp =
XA * XB, XAUB = XA + XB — XA - XB;Xta = 1 — Xa. Suma, produsul de
functii recursive sunt functii recursive; ¢) Functia diferenta proprie d : N2 — N,
d(y,x) = x —y dacdz > y si d(y,z) = 0 dacd x < y este primitiv recursiva. Se

x
aratd cd xp(z)=1-d (2 [5} ,ac), (V)z € N, deci xp este recursiva.

8. Fie o retea avand trei intrerupatoare x1, zo, x3 si doud lampi L1, Ly astfel
incat L, sa functioneze daca si numai daca cel putin doua Intrerupatoare sunt
deschise iar Loy sd functioneze daca si numai daca intrerupatorul x; sau x3 (sau
- exclusivist) este deschisa. Sa se descrie lucrul retelei cu ajutorul unei functii
aritmetice.

Indicatie. Se atageaza 0 (respectiv 1) pozitiei deschise (inchise) a intrerupato-
rului; se asociaza apoi 1 (respectiv 2; 0) daca Ly functioneaza (respectiv dacd Lo
functioneaza; daca L; si Lo nu functioneaza). Se poate atunci considera functia
aritmetica ¢(x1, x9, x3) definita prin ¢(0,0,0) = 0, ©(0,0,1) =1, ©(0,1,0) = 1,
0(0,1,1) =2, »(1,0,0) = 1, ¢(1,0,1) = 0, (1,1,0) = 2, p(1,1,1) = 2 etc.

1.3 Calcul logic si aplicatii

Limbajul logicii matematice a patruns in multe domenii teoretice si aplica-
tive. In cele ce urmeaza, vom prezenta succint cateva elemente ale calculului
logic (propozitional-boolean, cu predicate etc.) si vom schita cateva aplicatii.

1.3.1 Calcul propozitional

Se fixeaza o colectie de propozitii elementare F, care sunt sau adevarate sau
false (fard a defini termenii de propozitie elementara, adevar, fals). In acest
mod este definita o aplicatie v : E — B, numita luarea valorii de adevar; anume
daca o propozitie a € E este adevarata (falsa), atunci v(a) = 1 (respectiv
v(a) = 0). Se mai scrie a = 1 (respectiv a = 0). Din cauza ipotezei c valorile
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de adevar ale propozitiilor sunt numai 0 si 1, calculul logic care urmeaza se mai
numeste bivalent (”tertiul exclus”).

Consideram acum semnele logice =, A (conjunctie), V (disjunctie), = (impli-
catie), = (echivalentd) cu semnificatia din cadrul limbajului uzual (respectiv
9 IR EITR

non”, "gi”, "sau”, "daca ... atunci”, ”dacd si numai dacd”). Indicim tabelele
de adevar conventionale pentru expresiile logice —a, a Ab, aV b, a = b, a = 0.

\b |0 1 b|lo 1
a\ a\
0 [0 0 0 [0 1
10 1 1|1 1
A V
0 1 \b |0 1
a\
1 1 0 |1 0
0 1 1|0 1

= =

Trebuie remarcat c& daca a,b € F, atunci (a = b) este o noud propozitie,
care poate fi adeviratd sau falsd; este frapant faptul cd propozitia (a = b)
este adevarata dacd a este falsd (sau dacd b este adevaratd). Propozitiile
—-a, aANb, aVb, a =>bpentru a,b € F nu mai sunt considerate elementare.
Din propozitii elementare, cu ajutorul semnelor logice, se pot concstrui noi
propozitii numite formule logice. Pentru a da o definitie precisa, fie multimea
E'=FEU{-,V,(, )}, obtinutd addugand la propozitiile elementare semnele
logice —,V si parantezele deschisa si inchisd. Notdm cu C’ multimea tuturor
cuvintelor din alfabetul E’.

Definitia 3.1. Se numeste formuld logicd orice cuvint A din C’, care
este inserat intr-un sir finit Ay, Ao, ..., A, = A de cuvinte din C' astfel ncdt
pentru orice i, 1 <1i <n, sa fie satisfacutd una din urmdatoarele trei conditii:

2. exista j < i astfel incat A; = - (4;);

3. existd j,k < i astfel incat A; = (A; V Ayg).

Dam cateva exemple de formule logice: (aV —a), = (aVd), aV (bVc) pentru
a,b,c € E. Urmatoarele cuvinte din C’ : a= b, (a V b,a V (b—¢)) etc. nu sunt
formule logice.

Vom nota cu Fgp multimea formulelor logice. Doua formule logice A, B €
FE se considera echivalente si se scrie A = B (sau A <> B) daca ele au aceeasi
tabeld de adevar, fiind simultan adevarate sau false. Trebuie observat ca sem-
nele logice A, = pot fi exprimate cu ajutorul lui =, V, anume (aAb) = —(—aV—b)
si(a=b)=(-a)Vh.

Teorema 3.1. Pentru orice a,b,c € E au loc urmatoarele echivalente de
formule logice:

1) (aAb)=(bAa), (aVbd)=(bVa) (comutativitatea lui A, V);
2)aN(bAc)=(anb)Ae,aV (bVe)=(aVb)V e (asociativitatea lui A, V);
3) an(bVe) = (aAb)V(aAc), aV (bAc) = (aVb)A(aVc) (distributivitatea);
4)0ANa=0,0Va=a,1Na=a,1Va=1 (0 fiind falsul i 1 adevarul);

5) 2 (aAb) = (—a)V(=Db), 2(aVbd) = (—a)A(=b) (formulele lui DE
MORGAN, 1806-1871);

6) (a=b)=(—a) Vb= (—b= —a) (principiul reducerii la absurd);
7) = (= a) = a (principiul dublei negatii).

In plus:
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8) daca propozitia a si implicatia (a = b) sunt adevdrate, atunci propozitia
b este adevdrata (modus ponens);

9) sunt adevdrate: (a = (b= a)), (aAb) = a= (aVb).

Demonstratie. Aceste echivalente se pot verifica direct comparand tabelele
de adevar ale celor doi membri. Probam de exemplu 6). Apar patru cazuri:
a=0,b=0,deci (a =0b)=1; apoi ~a =1, =b=1 gi astfel cele trei formule
logice au valoarea de adevar 1. Cazurile a =0, b=1;a=1,b=0; a = 1,
b =1 se trateaza similar. Fiecare din cele trei formule vor avea aceeasi valoare
de adevar etc.

Afirmatiile din teorema anterioara se extind la cazul cand a, b, ¢ sunt formule
logice oarecare.

Definitia 3.2. Un gir Py, Ps,..., P, € Fg se numeste text demonstra-
tiv daca diecare P; este o proprietate de tipul 1 — 9 din teorema 3.1 sau dacd
ezista j,k, 1 < j,k <m astfel ca j <k <i gi P; = (Pj = Py).

Orice formula logica inserabila intr-un text demonstrativ se numeste teo-
rema a calculului propozitional si prin conventie, proprietatile 1—9 din teorema
precedentd se numesc axiomele calculului propozitional.

Daca P si (P = @) sunt teoreme, atunci @) este teorem4; intr-adevar, daca
Py, Py,...,P. = P este un text demonstrativ pentru P si Q1,Q3,...,Qs =
(P = Q) un text demonstrativ pentru (P = Q), atunci Py, Py, ..., P., Q1, Q2,

.., Qs, Q este un text demonstrativ pentru Q.

Se poate arata ca teoremele sunt exact formulele logice avand valoarea de

adevar 1 oricare ar fi valorile de adevar ale propozitiilor elementare componente.

Definitia 3.3. Se numeste latice orice multime ordonata (L,<) astfel
incat orice doud elemente a,b € L sd aiba un cel mai mic majorant, notat
cu a Vb gi un cel mai mare minorant a A'b, deci exista a V b = sup{a,b},
a Ab=inf{a,b}.

O latice (L, <) se numste distributiva daca

aN(bVe)=(aAb)V(aNc), aV(bAc)=(aVb) A(aVec),

pentru orice a,b,c € L. O latice distributiva (L, <) in care existda un cel mai
mic element 0 € L, un cel mai mare element 1 € L gi in plus, (V)a € L(IM)a €
L astfel incit aNa =0, aVa =1, se numeste latice booleand (dupd lui
numele G. BOOLE, 1815-1864).

Dacd L, L' sunt latici booleene, se numeste izomorfism de la L la L’ orice
aplicatie bijectiva f : L — L' astfel incat {a < b} = {f(a) < f(b)}, flaVvd) =
F@V FB), fanb) = f@)AFB), £0) =0, f(1) = 1, f(a) = f(a), (V)a,b € L.

Direct din definitia unei latici (L, <) rezultd ca (V)a,b,c € L au loc pro-
prietatile:

1)ana=a, aVa=a (idempotentd);

2)aNa=bAa, aVa=>bVa (comutativitate);
3)(anb)Ac=aAn(bAc), (avVb)Ve=aV (bVc) (asociativitate);
4)an(aVvb)=a, aV(aAb)=a (absorbtie);

5) (a<b)+ (anb=a)+ (aVb=D).

Exemplu. Fie M o multime oarecare. Multimea P(M) a partilor lui M
este o latice booleana relativ la relatia de incluziune. In acest caz, pentru orice
A,B € P(M), avem inf{A, B} = AN B si sup{A, B} = AU B, existd cel mai
mic element, anume ¢, cel mai mare element este M si pentru orice AC M,
luind A=M\Aavem ANA=¢, AUA=DM.

Teorema 3.2. Multimea Fg a formulelor logice este latice booleand relativ
la relatia de implicatie (a < b) 8 (a=0).

Demonstratie. Mai inai trebuie observat ca implicatia este relatia de ordine
(este reflexiva, tranzitivéd, antisimetricd). Apoi Fg este latice, deoarece pentru
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orice a,b € Fg, avem inf{a,b} = aAb si sup{a,b} = aVb. Cel mai mic element
din Fg este 0 (falsul) si cel mai mare element este 1 (adevarul). De asemenea
pentru orice a € Fg, luand a = —a, avem a Aa =0, aVa =1 etc.

1.3.2 Functii booleene

Obiectul principal al analizei matematice 1l constituie studiul functiilor, in
special al functiilor de una sau mai multe variabile reale f : A - R, A C R"”
si al functiilor de una sau mai multe variabile complexe f: A — C, A C C*.
Obiectul de cercetare al analizei poate fi extins astfel incat sa cuprinda si
studiul functiilor aritmetice f: A — N, A C N, ca gi al functiilor booleene.

Definitia 3.4. Se numeste functie booleana de n variabile booleene
(n > 1) orice aplicatie B"® — B.

Asadar, pentru orice sistem ordonat de n elemente din B, numite variabile
booleene (z1,...,2,), se asociazd un element bine determinat din B, adica 0
sau 1. Deoarece |B"| = 2" rezultd ci existd 22" functii booleene distincte de n
variabile booleene.

Exemple. Punand f(z) = - se definegte o functie booleana de o variabila
f : B — B; agadar, f(0) = 1, f(1) = 0. In mod similar, toate semnele
logice definesc functii booleene; de exemplu, (z,y) — =z Ay, (z,y) — =V y,
(z,y) = (z = v), (z,y) — (x = y). Punind f(a,b,c) = ((a AD) = (aV ¢)),
(V)a, b, c € B, se definegte o functie booleana de trei variabile.

Orice functie booleand de n variabile booleene (x1,...,x,) — z poate fi
definita tabelat printr-un tabel cu n + 1 coloane si 2™ linii, de forma

I X2 In ‘ z
1 1 ... 1 | 2904

Un fapt evident este acela ca orice formula logica defineste o functie booleana,
in care variabilele sunt asimilate cu propozitiile elementare componente. Teo-
rema care urmeaza arata ca afirmatia inversa este de asemenea adevarata.

Teorema 3.3. Fie f(z1,...,2,), [ : B" = B o functie booleand. Atunci
pentru orice x1,...,T, € B au loc egalitatile:

a) f(x1,...,zn)=(f(L,..., ) Az Ao Axy) V f(L,...,1,0)A

AZAA ATy ATV oV (0, ,0) AZLA ... ATy)
(de cdte ori apare 0 pe un loc k apare negatia pe variabila xy);

b) f(x1,.. . 2n) = (f(0,...,0) Va1 V...Vx,) A f(0,...,0,1)V

VIV .oV Zp  VE)A AL, ) VEL V..V T,)
(de cdte ori apare 1 pe un loc k apare negatia pe variabila xy).

Demonstratie. In relatiile anterioare s-a notat £ = — x. Demonstram egali-

tatea a). Fixam x1,...,2, € B si presupunem ca x;, =0, x5, =0,...2;, =0,
unde i1 < i < ... < i, (iar celelalte sunt egale cu 1). Deoarece pentru orice
indice k£ cuprins intre 1 si n, distinct de 41,...,7, avem z, = 1, deci z;, = 0 si

cum 1 Aa =a, 0Aa =0, pentru orice a € B, rezulta ca toate parantezele din
membrul drept al relatiei a) cu exceptia lui

ATL AT A AT A AT A A,
sunt egale cu 0. Acestea din urma este evident egala cu

7e

F 01,0, 001, 0he Ly DAL AL = fag, . a).

Egalitatea b) se demonstreaza similar.
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Corolar. Orice functie booleand f : B" — B este functie booleand asociata
formulei logice

(f(,..o, DAz A Az) V(Lo L0 AT e A1 ATy) -

N0, . 0)ATLA A T).

Acest corolar este o reformulare a teoremei 3.3. a) si aratd ca orice functie
booleana de variabilele zq,...,z, este exprimabila printr-un numar finit de
semne logice =, V, A cu ajutorul lui z1, . . ., x,; de aceea se mai spune cd {—, A,V
reprezintd un sistem complet de semne logice. Se poate arata ca functia lui
. o A ol .
Scheffer singurd (p(z,y) = - (x A y)) constituie un sistem complet de formule
logice; este suficient de observat cd == = ¢(z,z), z Ay = p(p(z,y), p(z,y)),
zVy = ple(x,z),o(y,y)). Acelasi lucru pentru functia lui Pierce (¢(z,y) =
= (z Vy)). O altd consecintd a teoremei 3.3, avand o importantd principald,

este urmatoarea teorema de reducere a functiilor booleene la forma canonica.

Teorema 3.4. Fie f(x1,...,x,), f:B"™ — B o functie booleand oarecare.
a) Daca f # 0 i dacd Py, Ps, ..., P, sunt punctele din B" unde f ia valoarea
1, atunci
flx1, ..., zn) =01 Va2 V...V, unde

©i =i NYja Ao Ay, (1< 5 <p)

(4)

St
{ zs daca coordonata s a punctului P; este egala cu 1
Yjs =

Zs daca coordonata s a punctului P; este egald cu 0,

pentru 1 < s < n (forma canonicd normal disjunctiva a lui f);
b) Dacd f # 1 si dacd Q1,Q2,...,Qq sunt punctele din B" unde f ia
valoarea 0, atunci

f@1, .. xn) =1 Apa AL Ay, unde
’l/)k:Zkl\/ZkQ\/...\/an (1§k§q)

(5)
$t
x; daca coordonata t a punctului Qy este egald cu 0
Zki — ce
Ty daca coordonata t a punctului Qg este egald cu 1,

pentru 1 <t <n (forma canonicd normal conjunctivd a lui f);

Demonstratie. a) Aplicam relatia a) din teorema 3.3 observand ca daca f
ia valoarea 0 intr-un punct, atunci dispare termenul corespunzator din mem-
brul drept al acestei relatii. Asadar, in aceasta relatie raman termenii care
corespund valorilor lui f In punctele Pi, Py, ..., P, si este suficient sa notam
parantezele respective cu @1, @2, ..., @p.

Punctul b) se demonstreazd in mod analog utilizind teorema 3.3, b) .

Functiile ¢; se numesc conjunctii elementare (mintermeni conjunctivi) iar
Yy disjunctii elementare (sau mintermeni disjunctivi).

Exemple. a) Indicdm forma normal disjunctiva pentru functia booleana
z = f(z1,72), f: B? — B datd de tabelul

In acest caz, P1(0,0), P>(1,0) deci p =2 si p1 = T1 A Ta, w2 = &1 A Ta, deci

flx1,29) = (T1 AT2) V (21 ANT2) = (1 V1) ATa =1 ATy = To.
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b) Indicim forma normal disjunctivd si forma normal conjunctivd pentru
functia booleand z = f(x1,x2,x3) datd prin tabelul

8
o

8
N

8
w

— =000
= OOk OO
_H O OO O
= O O OO OIN

Deoarece f # 0 putem da forma normal disjunctiva; punctele unde f ia valoarea
1 sunt Pl((), 0, ].), PQ(]., 1, 0), Pg(]., ]., 1) deci Y1 = T1N\To /\1’3, Y2 = I1 NTo /\.’23,
w3 =1 Axa Axs i f(x1,T2,23) = 1 V 2 V @3; se observa ca

gﬁlngQV(pg:(i‘l/\.fg/\il?g)\/[(ﬂjl/\:Eg)/\(fg\/zg)]:

= (fl /\3_3'2 /\,Ig)\/ [(Il /\.’,EQ) /\1] = (fl /\CEQ /\.Z‘g)\/ (Il /\Ig).

Deoarece f # 1 se poate da si forma normal conjunctiva, in care apar 5
mintermeni corespunzatori celor 5 puncte @1(0,0,0), Q2(0,1,0), Q3(0,1,1),
Q4(1,0,0), @5(1,0,1) in care functia f ia valoarea 0; asadar, f(z1,x2,z3) =
P AP AP APy A5, unde Yy = £ VaaVas, Yo = 21 VI Vs, Y3 = 1 VT2V T3,
’(/)4 =Z1Vaa Vs, Y5 =71 VeV I3

Egalitatea a doud functii booleene se definegte conform conventiei generale
de egalitate a functiilor (definitia 1.2). Am definit un concept de echivalenta
a doua formule logice, care revine la aceea ca tabelele de adevar sunt aceleasi,
deci functiile booleene asociate sunt egale; sunt unele dificultati in cazul cand
numarul de variabile in cele doua formule logice nu este acelasi si apar variabile
fictive (de exemplu, formulele logice (1 A x2) A (z3 V Z3) si (21 A x2) sunt
echivalente iar x3 apare ca variabila fictiva).

Aplicatie. Cu ajutorul dipolilor se pot realiza sisteme intrare-iegire ele-
mentare corespunzand semnelor logice:

\:_|X

X X

X
- XAY
A b g
'}.'
—
X
—
XYy
N e
y
—
YI—'.D
XZ . u
—
* 7 S M J
X3 7 4| X—
c—| V ? A sl V s T >z
4 N—2e
Fig. 1.10

Se numeste circuit logic orice graf orientat in care varfurile sunt astfel de
sisteme elementare, iar arcele sunt conductori (electrici). Oricarui circuit logic
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i se poate asocia in mod bine determinat o formula logicd numita formula de
structurd.

De exemplu, circuitul logic din prima figura din fig. 1. 10 are formula de
structura z = (1 V x2) A (x3 V x4), iar circuitul logic urmator din fig. I. 10
are formula de structurd z = —((z Ay) V u), care exprima dependenta iegirii de
intrari.

Am vazut ca oricarui circuit logic ii corespunde o functie booleana, definita
prin formula de structura: reciproc, oricarei functii booleene sau oricarei for-
mule logice, 1i corespunde un circuit logic.

1.3.3 Calcul cu predicate

Calculul propozitional nu poate descrie toate formularile matematice si sunt
necesare extinderi ale lui. Astfel ”7 este numéar prim” in N este o propozitie
elementara adevarata, in timp ce constructia lingvistica ”x este numar prim in
N” nu este propozitie elementara; aceasta din urma se numeste propozitie cu
o variabild (proprietate relativ la cate un element sau predicat unar). Se pot
considera propozitii cu doua variabile, numite proprietati relativ la perechi de
elemente sau predicate binare (de exemplu, 7z este divizibil cu y in Z\ {0}”),
propozitii cu trei variabile (de exemplu « +y > z in R) etc. Revenind la
propozitia cu o variabild 7z este numéar prim in N”, se observa ca este definita
in mod natural o functie p : N — B punand

p(z) = .
0 1in caz contrar.

{ 1 daci x este prim
In mod similar, in cazul propozitiei 2 +y > z in R” este evidentiata
functia p : R? — B definita prin

1 dacaz+y>=z
p(z,y,2) = 5
0 dacaz+y<z.

Aceasta sugereaza urmatoarea

Definitia 3.5. Fie M o mulfime oarecare fixata si n > 1 un intreg. Se
numeste predicat n-ar la M (sau propozitie cu n variabile in M) orice
aplicatie p : M™ — B, (x1,...,2,) = p(x1,...,2,). Propozitiile elementare se
considerd predicate nulare (de ordin 0).

Multimea M, = {(z1,...,2,)|p(z1,...,2s) = 1} = p~1(1) se numeste
multimea de adevar a lui p.

Rezolvarea ecuatiilor, inecuatiilor, sistemelor de ecuatii etc. revine la ex-
plicitarea multimii de adevar a anumitor predicate asociate.

In cele ce urmeaza, ne restrangem la predicate unare (n = 1). Daca p si
q sunt predicate (unare) relativ la o multime M, atunci se pot construi noi
predicate cu ajutorul semnelor logice, pV q, pAgq, p = = p, p = q etc. De
exemplu p A g este predicatul definit prin

1 dacap(x)=1s¢iqg(x)=1
(pm(x){ ack p(e) = 151 4(+)

0 1In caz contrar

deci (V)z € M, (p A g)(z) = p(z) A q(x); similar (p V ¢)(z) = p(z) V q(z),
p(x) = = p(x) ete. Se pot de asemenea defini predicatul 0 gi predicatul 1 avand
ca multimi de adevar ¢ si respectiv M.

Fie p : M — B un predicat unar: daca x € M, (adicd z € M si p(z) = 1)
se mai spune ca elementul x are proprietatea p (sau ca p este adevdrat in x).

Teorema 3.5. (a) Flie p,q predicate relativ la o mulfime M. Atunci

(p=q) & (M, C M), (p=q) < (M, =M,), My =CM,,



26 CAPITOLUL 1. PRELIMINARII

Myng = My 0 My, Myyg = M, U M,, M,_,=CM,U M,.

(b) Multimea predicatelor relativ la o mulfime M are o structurd naturald
de latice booleand izomorfd cu laticea P(M) a partilor lui M.

Demonstratie. (a) Avem (p = q) <> (V)x € M {p(z) = q(x)}, <> {oride
cate ori € My, rezulta x € My} <> M, C M,. Apoi (p = q) « p(z) = q(x),
M)z € M < M, = Mg; celelalte afirmatii rezulta imediat.

(b) Definim relatia de ordine intre predicate punind p < ¢ P (p = q).
Faptul ca predicatele pot fi organizate ca o latice booleana relativ la VvV, A, —,0, 1
este evident.

Fie aplicatia

¢ :Hom (M,B) - P(M), p— M,.

Aceasta aplicatie este evident injectiva (caci M, = My = p = ¢q). Probam
ca @ este surjectiva: pentru orice N C M consideram functia p : M — B
definita prin

{ 1 dacixzeN
p(x) = (functia caracteristica a lui N)
0 dacaxze M\ N
si avem evident M, = N, adica ¢(p) = N.

Dacd p < ¢, atunci M, C M, adicd ¢(p) < ¢(q). Avem p(pV q) = Mpyq =
M,UMy = o(p)Ue(q), p(pAq) = Mpng = MpnMg = o(p)Ne(q), ¢(p) = Mp =
CM,, pentru orice doud predicate p,q si ¢(0) = ¢, p(1) = M, deci aplicatia ¢
este un izomorfism de latice booleene. Teorema 3.5 este demonstrata.

Din predicate n-are (n > 1) se obtin predicate de ordin de aritate mai mic
in dou&d moduri: prin particularizarea variabilelor gi prin aplicarea cuantifica-
torilor logici existential (3) si universal (V). Fie p: M™ — B un predicat n-ar
relativ la M si M, multimea sa de adevar. Faptul ca M, = M" se exprima
echivalent astfel: (V)x p(z), iar faptul ca M, # ¢ se exprima: (J)z p(z): in
fine (3')x p(x) are semnificatia ca |M,| = 1.

In general, variabilele carora li se aplica cuantificatori se numesc legate.
Dintr-un predicat unar, prin aplicarea lui (3) sau (V) se obtin propozitii, iar
dintr-un predicat binar, aplicand un cuantificator se obtine un predicat unar
etc. In predicate binare, ternare etc. ordinea aplicarii cuantificatorilor este
esentiala.

Exemple. 1) Daci p(z) este predicatul ”z este numar prim in N”, atunci
(3)z p(x) este propozitia existd un numar prim in N”| care este adevératd, iar
(V)z p(x) este propozitia ”orice numér din N este prim”, care este evident falsa.

2) Consideram predicatul binar P(f,g) =" f este derivata lui g in multimea
M a functiilor derivabile [0,1] — R”. Propozitia (V) f (3) g P(f, g) adica ”orice
functie din M este derivata unei functii din M” este adevarata, in timp ce
propozitia (3)g(V)f P(f,g) este evident falsa.

Teorema 3.6. Fie p,q doud predicate relativ la o mulfime M.

(a) Predicatul (p = q) este egal cu (7 = p) (principiul reducerii la absurd).

(b) == p =p (principiul dublei negatii)

()= (pANqg)=-pV—gq, - (pVq) =-pA-q (relatiile de Morgan).

(d) = (V)z p(z) = Iz ~p(z), = Pz p(z) = (V) = p(2).

Demonstratie. Afirmatiile (a), (b), (c¢) rezulta din teorema 3.5 si se reduc
la relatii intre multimi de adevér; de exemplu, afirmatia (a) revine la a ardta
cd M, ¢ M, +— CM, c CM,,, iar (b) revine la CCM,, = M,

(d) (V)x p(z) inseamnd cad M, = M, deci negatia (- V)z p(x) revine la
M, # M adica CM,, # ¢ deci M; # ¢, asadar (3)z p(z). In mod similar, faptul
cd (I)z p(z) revine la M, # ¢, iar = (I)x p(x) inseamnd cid M, = ¢, adica
CM, = M, My = M deci (V)x p(z).

Calculul cu predicate nu acopera multitudinea de formulari matematice; in
diferite alte alte dezvoltari se introduc relatii intre elemente din diverse multimi
si nu intotdeauna ne putem referi la o singura multime M ca mai sus.
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1.3.4 Multimi vagi (nuantate)

Fie M o multime oarecare fixatd si P = Hom (M, B) multimea predicatelor
(unare) relativ la M. Am vazut ca P este o latice booleana izomorfa cu laticea
P(M). In laticea P relatia de ordine este

p<q+— px) <qlx), (¥V)xre€ M (socotind cd 0 < 1in B)
si pe de alta parte

pAq=min(p,q), pVq=max(p,q), p=1—p,

pentru orice p,q € P. L. Zadeh a avut ideea de a considera multimea functiilor
M — [0,1] adica
VY = Hom (M, [0, 1]),

obtinutd inlocuind codul binar B cu intreg intervalul inchis [0,1] de numere
reale gi de a numi orice element al lui V multime vagad (sau nuantatd) (relativ
la M). Asadar, o multime vaga este o functie M — [0, 1]. Daca f,g € V sunt
doua multimi vagi, ele se considera egale dacd f = g (egalitate de functii) si f
este submultime vagd a lui g (si se scrie f C g) dacd f < g, adica f(x) < g(x),
(V)x € M. Se definesc de asemenea reuniunea gi intersectia a doud multimi
vagi
fUg=max(f,9), fNg=min(f,g)

si complementara Cf = 1 — f. Functia constantd 0 se mai numeste multimea
vaga vida, iar functia constantd 1 multimea vagad totald.

Multimea V are o structura de latice relativ la ordinea anterior definita, dar
nu este latice booleana (in general nu avem fNCf =0; de exemplu, luand

1 2
f=g,rezultéﬂle—fzgg.ideci

fNCf =min(f,Cf) = min (;,;) :%7&0).

Prin considerarea multimilor vagi se trece de la logica bivalenta la logica
infinit-valentd, in care valori de adevar pot fi toate punctele intervalului [0, 1] si
nu numai capetele 0 si 1 ale acestui interval. Mai precis, dupa cum predicatele
relativ la M (adica functiile M — B se asimileaza cu proprietati relativ la
elementele lui M, tot astfel, orice multime vagd f : M — [0, 1] poate fi asimilata
cu o proprietate relativ la M care este adevarata pentru un element x € M cu
" coeficientul de adevar” f(x).

1.3.5 Exercitii

1. S& se construiasca tabelele de adevar pentru urmaétoarele formule logice:
(a=(a=0b); (ma=(a=0b); (a= (OV-e)A(—~a=c);
(p=a)V(op=0q).

2. Sa se indice forma canonica disjunctiva pentru functiile booleene f,g
definite prin
flz1,22) = (x1 Va2) A (1 Axe) ATy

g(x1, 2, 23) = (11 = (22 = x3)) ATy .

3. Sa se simplifice expresiile
Ei=@AyANz)V(@AgAz)V(zAYyAz),
Ey=[zn(yV)VIEA@VAGAZ).

4. Sa se indice circuite logice avand formulele de structura

—aV(bAc), (a=b)A (b= a),
[an(dVe]V(bAcAd), (a=b)V (b= —a).
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Gandirea matematicd s-a nascut din nevoia de a
stmula realitatea externd.

(R. THOM)

Capitolul 2

Analiza pe dreapta reala

Introducere

In unele exemplificari din capitolul I am folosit deja numerele reale, dar
numai cu rol ilustrativ. in‘gelegerea profunda a numarului real este de cea mai
mare importanta pentru matematician, inginer, fizician, chimist sau economist
si Insagi denumirea atat de fericita pe care a primit-o, dovedeste rolul aces-
tuia In orice determinari cantitative efectuate in cursul cercetarii realitatii
inconjuratoare. Se poate spune cia numarul real este obiect de permanenta
reflectie, inepuizabil.

In primii ani de scoald am invatat si socotim cu numere naturale si ne
amintim cu nostalgie ca la acea varsta calculele 3—4 i 2 : 5 "nu se puteau”; abia
mai tarziu am aflat ca, prin introducerea numerelor intregi si apoi a numerelor
rationale, avem 3 —4 = —1gi 2 : 5 = 0,4. In liceu existd dificultati pentru
prezentarea riguroasa a numerelor reale si cu totii am ramas cu o anumita
intuitie, abilitate de calcul, reprezentare, suficiente doar pana in momentul
cand simtim necesitatea utilizarii responsabile a conceptelor. De obicei, prin
multime de numere se intelege o multime ale cérei elemente se pot afla in
anumite relatii (de exemplu, de ordine), pe care sunt definite anumite operatii
(de exemplu, adunari, inmultiri). Largirea notiunii de numar, sintetizata prin
incluziunile

NcZcQcRcCc...

s-a facut Intr-un mod sinuos, dovedit gi de terminologia defectuoasa utilizata
uneori (de exemplu, numere imaginare); fiecare za a acestui lant de incluziuni
a fost obtinuta prin aportul unor generatii succesive de cercetatori si are o
justificare deplina in practica procesuala.

In acest capitol vom indica mai intai proprietatile principale ale multimii R
(numita si dreapta reald), in continuarea Analizei matematice studiata in liceu.
Strans legata de numerele reale este notiunea de spatiu metric, care constituie
cadrul natural pentru teoria aproximatiilor succesive. Vor fi de asemenea studi-
ate in acest capitol seriile de numere reale, precum si seriile de functii marginite
cu valori reale.

2.1 Disponibilitatile numerelor reale

2.1.1 Sistem de numere reale

Definitia 1.1. Se numeste sistem de numere orice mul{ime R avand
proprietatile urmatoare:

(1) exista doud operatii algebrice + (adunare), (inmultire) pe multimea R,
relativ la care R este corp comutativ;

(II) pe multimea R existd o relatie de ordine totald <, compatibild cu
operatiile algebrice;

(IIT) pentru orice submultime nevidd majoratd A C R, existd sup A € R.

29
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Proprietatea definitorie (I) concentreaza toate disponibilitétile de calcul in
R. Astfel, (R, +,0) si (R\{0},,1) sunt grupuri abeliene (N. ABEL, 1802-1829)
siin plus, z(y+ 2) = zy + xz, pentru orice z,y, z € R. Se definesc apoi pentru
orice 7,y € R, v —y = x + (—y) si dacd y # 0, z/y = 2y~ !, cu regulile uzuale
de calcul. Deoarece aplicatia N - R, n+— n-1 = 1+...+ 1 este injectiva,

w-—/
n ort
atunci se poate considera ca N C R (identificind n cu n - 1), deci Z C R si
QCR.

Proprietatea (II) implica faptul c& de indatd ce z < y In R, rezultd z+ 2z <
y+ 2z, (V)2 € Rgiin plus, din inegalitatile 0 < x, 0 < y, rezultd 0 < zy. Din
proprietatile (I), (IT) se pot deduce toate proprietatile uzuale ale inegalitatilor
intre numere reale. Reamintim céateva din acestea (pentru z,y, z,z1,y1 € R):

a) daca x <y siy <z, atunci z = y;

b) dacd = <y, y < z, atunci = < z;

¢) inegalitatile se pot aduna: = <y, 1 <y implicd = + 21 < y + y1;

1 1
d) dacd 0 < z < y, atunci — > —; daca x < y atunci —y < —x;
Ty

e) avem 22 > 0 pentru orice x € R; daci 22 + y* = 0, atunci z = 0, y = 0.

Este comod s notdm Ry = {x € R|z > 0} i R_ = {z € R|z < 0}, deci
R=RyUR_, Ry NR_={0}.

Definind modulul |z| al unui numér real € R punand

|z| £ max(z, —x),

se probeaza imediat urmatoarele proprietati:
Ny - |z| > 0, pentru orice x € Rsi |z| =0 >z =0;
Ny - |z + y| < |z| + |y| pentru orice z,y € R;

N3 - |zy| = |z| - |y| pentru orice z,y € R.
k

Prin inductie, se verifica ugor ca E x;
i=1

k
< E |x;| pentru orice x1, ...,z € R.
i=1

De asemenea, notand
d(x,y) = |.’13—y|, (V)x,yER,

se verifica imediat, folosind Ny, No, N3, ca au loc proprietatile:

D; -d(z,y) > 0 pentru orice z,y € Rsi d(z,y) =0+ z =y;

Dy - d(z,y) = d(y, z), pentru orice z,y € R;

Ds - d(z, z) < d(x,y) + d(y, z) pentru orice z,y,z € R.
Numaérul real si pozitiv d(z, y) este numit distanta euclidiand intre numerele x si
y; evident || = d(z, 0), adic& modulul unui numér real z reprezinta distanta eu-
clidiana intre x si 0. Trebuie remarcat ca in acest mod este definita o aplicatie

d:RxR— R, (z,y) |z—yl

In sfarsgit, proprietatea (III) constituie punctul de plecare in stabilirea tu-
turor rezultatelor profunde ale analizei. Este evident ca daca B C R este
o submultime nevidda minorata, atunci B are margine inferioara; intr-adevar,
multimea —B £ {z € R| — x € B} va fi majorati, deci exista sup(—B) si se
verificd ugor cé inf B = —sup(—B).

Observatie. Definitia 1.1 este numita definitia axiomaticd a numerelor
reale; dealtfel proprietatea (III) poartd numele de axioma Cantor-Dedekind, in
amintirea celor doi fondatori ai teoriei numerelor reale: G. CANTOR (1845-
1918), R. DEDEKIND (1831-1916). Ca in fata oricdrui sistem de axiome
descriind o anumita entitate, se pun in mod natural trei intrebari:

a) este sistemul respectiv de axiome necontradictoriu, adicd nu cumva din
acele axiome s-ar putea deduce logic atat o proprietate p cat si negatia ei —p 7

b) exista efectiv o multime R cu proprietatile (I), (II), (ITI) ?

¢) este unic sistemul de numere reale ?
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Intrebarea a) este o problema delicatd de logicd matematica. Se poate arita
ca necontradictia sistemului de numere reale decurge din necontradictia sis-
temului de numere naturale. K. GODEL (1906-1978) a aritat insi ci necontra-
dictia sistemului N de numere naturale nu poate fi probata fara a utiliza entitati
din afara lui N. In orice caz, Practica a confirmat si confirma sistematic vala-
bilitatea cunostintelor noastre asupra numerelor reale.

Fard a intra in detalii, trebuie subliniat c& raspunsul la intrebarea b) este
afirmativ, asa cum ne agteptam. Se cunosc cel putin trei tipuri de sisteme
de numere reale, construite pornind de la QQ, pe care le prezentam succint in
continuare:

Constructia lui Dedekind. Se numeste taieturd in Q orice submultime
nevidd A C Q astfel incat A # Q, A nu are un cel mai mic element si in plus,
de indata ce a € A gia < bin Q, rezultd b € A. Notam cu R; multimea
taieturilor in Q. Evident, Q C R; deoarece orice numar rational a € Q poate
fi identificat cu taietura A, = {a € Q|z > a}. Dacd A, B sunt tdieturi in Q,
se definesc suma A+ B 2 {a+bla € Asi b€ B}, zero 0 = Ay = {z € Q|z >
0}, —A = {z € Q|xz > —a pentru orice a € A} si se pune {A < B} =2 B
este o submultime a lui A; dacd A, B sunt taieturi pozitive (adicd A C Ao,
B C Ap}), se defineste produsul AB £ {a € A si b € B} etc. Se poate
arata ca multimea R; astfel organizata verifica proprietatile (I), (II), (III), deci
constituie un sistem de numere reale.

Constructia lui Cantor. Un sir de numere rationale {a, } >0 se numeste
sir fundamental dacd pentru orice € > 0 rational existd un numar natural
N(e) depinzand de e astfel incit |a,, — an| < €, pentru orice m,n > N(g).
In multimea Fo a sirurilor fundamentale de numere rationale se introduce
urméatoarea relatie de echivalenta: doud siruri {a, }n>0, {bn }n>0, din Fg se con-
sidera echivalente daca (¥)e > 0 rational (3) N (¢) natural astfel incat |a,—by,| <
€ pentru orice n > N(g). Se noteazd cu Ry multimea claselor de echivalenta
corespunzatoare. Atunci Q C Ry, deoarece orice numar rational a se identifica
prin clasa girului constant a, = a, n > 0; se definesc iIn mod natural suma,
produsul pentru orice doua clase din R, ca si relatia de ordine si se probeaza
ca multimea Rs este un sistem de numere reale. Se mai spune ca multimea R,
este obtinuta prin completarea lui Q.

Constructia zecimald. Fie R7 multimea tuturor sirurilor infinite de cifre
zecimale a = {ay, }nez, indexate dupa multimea Z, astfel incat si existe k € Z
cu proprietatea ca a,, = 0 pentru orice n < k si sa nu existe | € Z astfel ca
a, = 9 pentru orice n > l. Elementele lui R3+ se mai numesc fractii zecimale
reduse pozitive. Doud elemente & = {ay, }nez, B = {bn}nez din R se considera
egale daca si numai daca a, = b, pentru orice n € Z.

Respectam conventia de a plasa o virgula intre termenii de indice 0 si 1 ai
oricarei fractii zecimale, renuntand totodata la zerourile de dinaintea primei
cifre nenule a partii intregi.

Exemple. Sirul @ = {a,}nez din R unde a9 = 4, a_; = 1, ag = 4,
ap = 3,a3 =0, a3 =7, a, = 0 pentru n > 4 se scrie simplu a = 414, 307.
In mod similar, sirul 8 = {by}nez din RT definit prin b, = 0 pentru n < 1
si b, = 3 pentru n > 2 se scrie § = 0,0333... Conform definitiei anterioare,
elementul 3,81999... in care se repeta indefinit cifra 9 nu apartine lui R;{;
exista ratiuni serioase ca el sa fie identificat totusi cu fractia zecimala redusa
3,82 (motivul restrictiei cuprinse in definitia anterioard cu privire la repetarea
cifrei 9 este strans legat de relatia de egalitate in Ry ; se evitd astfel ca doud
siruri distincte s poatd defini aceeasi fractie zecimala redusa).

Se noteaza cu 0 sirul « € R;‘ cu toti termenii nuli.

Din aritmetica se stie ca orice numar rational pozitiv are o unica reprezentare
ca fractie zecimala redusi, cu o anumita periodicitate de la un rang incolo; ast-

17 142
fel, — = 3,400...; — =12
el, = =3,400..; — ,9090
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Observatie. Fractiile zecimale reduse pozitive pot fi considerate ca niste
cuvinte, eventual de lungime infinita, din alfabetul cu 11 litere format din
cele 10 cifre zecimale, la care se adaugd o virgula. Aceastd reprezentare, cu
conventiile mentionate mai sus, se mai numeste scriere sintactica si va primi
ulterior un sens semantic (conform teoremei 3.2).

Fiecarui element a € R; i se poate asocia elementul —« i se noteaza
R; = {—ala € R}}. Prin definitie, pentru a, 8 € RY, avem —a = —f3 daca si
numai dacd a = 3. Se poate atunci considera multimea

Ry =Ry UR;, unde RINR; ={0},

pe care o vom inzestra ca sistem de numere reale; prin conventie, —(—a) = a,
(V)a € R3 i —0 = 0. Pentru doud elemente o = {an}nez, 8 = {bn}nez
din Ry se definegte: o < 3 & o = f sau (3)N natural astfel incat a, = b,
pentru n < N si ay < by. Dacd a < B si a # f3, se scrie a < 3. Relatia de
ordine totala astfel definitd (numitd uneori ordinea lexicograficd) pe multimea
R; se extinde la R3 (socotind cd dacid o € Ry si 8 € R;r, atunci o < f iar
dacd a,f € R3, avem a < 3 <+ —f3 < —a in sensul ordinei anterioare din
R;) In plus, se poate proba ca multimea R3 este total ordonata si satisface
proprietatea (I1T).

Folosind trunchierile, se pot defini riguros operatii de adunare si Inmultire
pe Rs, verificAnd proprietatile (I) si (IT).

Pentru orice sir & € Ry, a = {ay }nez se defineste trunchierea de ordin k
(k € Z fiind fixat) a lui a ca fiind sirul o(F) = {aﬁf)}ne% unde

aglk): a, daca n<k
0 daca n>k.

Evident, |a — a®)| < 107F pentru orice k¥ € Z. De exemplu, pentru a =
27,4139. .. trunchierile de ordin 0, 1, 2, 3 sunt respectiv 27; 27, 4;27,41;27,413.
In mod similar, pentru 8 = 328,43... avem (2 = 300; 8-V = 320; 8O =
328; f() = 328,4; B(? = 328 43. Evident, trunchierile unei fractii zecimale
reduse sunt numere rationale. In calcule efective cu numere reale, inclusiv la
introducerea datelor numerice in calculator, se folosesc exclusiv trunchieri ale
acestora, al caror ordin depinde de gradul de precizie urmarit. Daca «, 8 € R;,
se definesc a + 3 = sup (a(k) + B(l)), aff = sup a0 ete.

k,leZ k,l€Z
Observatie. Fie z1,...,x, numere reale pozitive in numar finit; trunchie-
rile lor de un anumit ordin sunt numere rationale care aduse la acelagi numitor
. Y1 Y
Q, se scriu sub forma =,..., 22 unde vy, .. .,Yp sunt numere naturale. Se

poate stabili astfel o legatura intre functiile reale si functiile aritmetice.

Am indicat, fara a intra in detalii, constructia a trei sisteme de numere
reale, dand astfel rdspuns afirmativ intrebarii b). Pentru utilizatorul de matema-
tica sistemul R3 este cel mai comod. Sistemele de numere reale Ry, Ro, Rz sunt
distincte si ar parea ca intrebarea c) are raspuns negativ. In realitate, este
vorba de o unicitate mai subtild, anume unicitatea pana la izomorfism. Se
poate demonstra urmatoarea teorema: dacd R, R’ sunt doui sisteme de nu-
mere reale, atunci exista o aplicatie bijectivd ® : R — R’ astfel incat ®(0) = 0,
O(1) =1, D(x +y) = O(x) + D(y), ®(zy) = ®(z) - P(y) pentru orice z,y € R
siin plus, dacd x < y in R, atunci ®(x) < ®(y) in R'. Asadar, din punctul
de vedere al utilizarii operatiilor algebrice, inegalitatilor si proprietatilor care
decurg din axiomele (I), (II), (III), multimile R, R’ se pot identifica; orice cal-
cul efectuat in R se transferd in R’ prin aplicatia ® si reciproc, orice calcul
ficut in R’ se transfera in R prin ®~!. Teorema precedents se enunti pe
scurt spunand: R, R’ sunt corpuri total ordonate izomorfe. Conform acestei
teoreme, rezulta in particular cd Ry, Rs, R3 sunt corpuri izomorfe.

fncepénd din acest moment, vom fixa o data pentru totdeauna un sistem
de numere reale, pe care il vom nota cu R (de exemplu R = R3).
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2.1.2 Cateva proprietati ale multimii R

Teorema 1.1. Pentru orice numere reale fizate r,y € R, © > 0, exista
n € N astfel incat nx > y.

Demonstratie. Presupunem prin reducere la absurd ca (V)n € N am avea
nx < y. Atunci submultimea A = {0,z,2z,3z,...} a lui R ar fi majorata
de y, deci conform (III) existd & = sup A. Rezulta ca in intervalul (£ — z,¢]
existd puncte din A, deci (3)p > 1 natural astfel incat £ — x < px < ¢, de
unde £ < (p + 1)z; aceasta inegalitate este absurda, deoarece £ = sup A si
(p+ 1)z € A.

Teorema 1.1 se mai numeste proprietatea lui Arhimede (ARHIMEDE, 287 -
212 i.e.n.). Asadar, ”se poate goli un ocean folosind in mod repetat o pipeta”,
caci daca y reprezinta cantitatea de apa a oceanului si x capacitatea pipetei,
atunci exista n > 1 astfel Incat x +x+ ... +z > y.

n ort
Corolar. Fie a € R, a > 0 fizat. Dacd pentru orice € > 0 rational avem
a < g, atunct neaparat a = 0.

Demonstratie. fntr-adevér, daca a # 0, atunci a > 0 si conform teoremei

1
1.1, ar exista n > 1 intreg astfel incat na > 1. Luand ¢ = on si aplicand
n
1
ipoteza, rezulta a < o adica na < 1, absurd.
n

Teorema 1.2. Multimea R este nenumarabila.

Demonstratie. Presupunem prin reducere la absurd ca R ar fi numarabila,
adica ar coincide cu multimea termenilor unui sir, R = {zg, 21, z2,...}. Con-
sideram scrierile acestor termeni ca fractii zecimale reduse distincte

— 0,0,0.0
To = (o, apaiayasg . . .

— 1.1.1.1
Tr1 = O1,0apa710503 . . .

— 2,222
Ty = (i2,05070503 . . .

unde {al};>0. ;>0 constituie un sir dublu de cifre zecimale (adici intregi cuprinsi
intre 0 gi 9). Consideram elementul

B8 =0,bob1babs . ..

unde by este astfel ales incat by # a, apoi by # al etc. Deoarece 3 € R,
existd p > 0 astfel Incat S = =, adica 0,bob1babs... = ap,abalabal ... si
din unicitatea scrierii fractiilor zecimale reduse, va rezulta ca b, = ab, ceea ce
contravine alegerii cifrelor zecimale by, by, bo, . . .

Corolar. a) Orice interval deschis (o, B8), oo < 3 este multime nenumdrabild.
b) Multimea R\ Q este nenumdarabild.

Demonstratie. a) Intervalul (a, 8) este echipotent cu R.

b) Dacd multimea R\ Q ar fi numarabild, atunci ar rezulta cid R este o
reuniune de doud multimi numarabile, anume R = QU (R\ Q), adica ar rezulta
ca R este numarabila, absurd.

Agadar, |Q| < |R\ Q], deci existd "mai putine” numere rationale decét
numere irationale.

Teorema 1.3. (lema intervalelor inchise incluse). Fie I DIy DIy D ...
un gir descrescator de intervale inchise gi marginite in R, I, = [ayn, by], n > 0.
Atunci intersectia ﬂ 1,, a acestor intervale este nevida.

n>0

Demonstratie. Agadar, au loc inegalitatile

aogalS...Sapg...gbqg...gblSbo.
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Considerdm multimile A = {z|3p,z = a,}, B = {y|3¢,y = b,}. Evident,
by este un majorant al lui A, iar ag este un minorant al lui B. Conform (III)
existd £ = sup A si n = inf B. Deoarece a, < by pentru orice p,q > 0, rezulta

cd & < b, pentru orice ¢, deci £ < 7. Vom dovedi incluziunea [¢, 7] C ﬂ I,.
n>0
Fie (V)t € [{,n]. Atunci au loc inegalitatile a,, < ¢ < t < b, pentru
orice n > 0, deci t € I,,, adica t € ﬂ I,,. Asadar, intersectia ﬂ I,, contine
n>0 n>0
intervalul [€,7] si in particular, rezulta nevida.

Observatie. Evident, dacd lungimile [(I,) ale intervalelor I, tind catre
zero, pentru n — oo, atunci 0 < n — & < I(I,) si conform corolarului teoremei
1.1 aplicat pentru a = n — &, rezulta ca & = n, adica intersectia ﬂ I, este in

n>0
acest caz redusa la un punct.

Trebuie de asemenea remarcat ca pentru un sir de intervale deschise sau
semideschise, nu are loc un rezultat similar teoremei 1.3. De exemplu, pentru

1
I, = (07 } avem I, D I41, (V)n > 1 si totusi ﬂ I, =0.
n

n>0

2.1.3 Proprietati ale girurilor de numere reale

Reamintim ca un sir {z, },>0 in R, adica un sir de numere reale, se numegte
mdrginit dacd exista numere reale a < 3 astfel incat o < x,, < 8 pentru orice
n > 0 sau echivalent, existd M > 0 real astfel ca |x,,| < M pentru orice n > 0.

Definitia 1.2. Se spune cd un sir {z,}n>0 de numere reale pozitive este
convergent catre zero (si se scrie x, — 0 pentru n — o0) dacd este
indeplinita conditia urmdtoare:

(V)e > 0 real (3)N(e) natural astfel incat pentru (V)n > N(e), z, <e. (1)

Un sir dublu {Zn }m,n>0 de numere reale pozitive este convergent citre
zero pentru m — oo, n — oo daca

(V)e > 0 real (3)N(e) natural astfel incat (V)m,n > N(¢), zpn <e.  (2)

Aceasta definitie corespunde pe deplin intuitiei; ea nu poate fi testatd pe un
calculator. Trebuie facuta distinctia intre ”egalitate cu zero” si ”convergenta

o . 0 1
catre zero”. Evident, — =0, — — 0,27 — 0, a” — 0, na™ — 0, n?a™ — 0, (a
n n

fiind fixat, |a| < 1) pentru n — oo; de asemenea, — 0 pentru m — oo,

m2 + n?
n — 00. Daca {an tn>0, {bn}n>0 sunt siruri de numere reale si daca |a,| < by,
(Y)n > 0 iar b,, — 0, atunci a,, — 0.

Definitia 1.3. Un sir {z,}n>0 de numere reale se numeste convergent
(sau avand limita finitd) dacd existd a € R astfel incdt sirul de numere
pozitiwve d(zy,a) = |z, —al, n > 0 sd conveargd cdtre zero. Aceasta revine,
conform (1) la indeplinirea conditiei urmdtoare:

(V)e > 0 real (3)N () natural astfel incat (V)n > N(e), |z, —a] <e.  (3)

. A in R . .
Se scrie in acest caz, x, — a pentru n — oo, sau echivalent lim z, = a.
n—oo

Daca x,, — a si x,, — b, atunci a = b; cu alte cuvinte, limita unui sir convergent
este unica. Intr-adevar, pentru orice € > 0 (3)Ny, N2 naturale astfel incat

€ . . € .
|t —a| < 3 pentru orice n > Ny si |z, — b < B pentru orice n > Na.
A < s . €
Luand N = max(Ny, N2), rezulta ca pentru orice n > N avem |z, — a| < 3

|z, — b < % Agadar, (V)e > 0 real, avem

la—bl=l(a—an)+(@n —b) < S +5=¢
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si aplicand corolarul teoremei 1.1, rezulta |a — b| = 0, deci a = b.

2 1 2 1
Exemple. a) Avem lim nt = 2, deoarece, notand xz, = n
) n—oo N+ 7 n+7
rezultd |z, — 2| = p— si ca atare, pentru orice ¢ > 0, luand N natural si
n

13
N > —7+4 —, se obtine |z, — 2| < &, pentru orice n > N.
© 5 —3
b) Similar se aratd cid lim =1
c) Daca {x,}, {yn}, {zn} sunt trei giruri de numere reale astfel incit z, <
Yn < 2zn, (V)0 > 0si {z,}, {2, } sunt convergente avand aceeasi limita [, atunci
rezulta ca y, — [. Intr-adevar, avem 0 < y, — z, < 2z, — =, si deoarece
Zn — Ty — 0, rezulta y,, —x,, — 0, adica lim y, = lim z, =[. Ca aplicatie sa
n— oo n—oo

ardtim ci lim {/n = 1. Pentru aceasta, este suficient de notat a,, = ¥/n — 1,
n—oo

n > 2 si de observat pe de o parte, ca a,, > 0 gi pe de alta ca n = (a, + 1) >

2
C2 - a2, de unde se obtine 0 < a,, < — De aici rezults ci a,, — 0, deci
\ =

n
lim ¥/n =1.
n—oo

d) orice numar real « este limita unui sir de numere rationale. intr—adevér,
1
avem |a —a®)| < 108 (V)k >0, deci a®) — o pentru k — oo, iar trunchierile

a®) apartin lui Q.
De asemenea, o este si limita unui gir de numere irationale. Intr-adevar,

1 1
pentru orice n > 1, In fiecare interval <a - —,a+ > putem fixa cate un
n n

numar irational 8, (in orice interval existd numere irationale, deoarece in-
tervalul este multime nenumarabild, iar Q este multime numarabild). Asadar

| — Bn| < —, deci 8, — « pentru n — oc.
n

In exemplele anterioare, limita a putut fi calculata efectiv. Exista situatii
in care se pun in evidenta siruri despre care se poate demonstra doar teoretic
convergenta lor; astfel de situatii apar in determinarea solutiilor unor ecuatii,
in determinarea extremelor unor functii, in metoda aproximatiilor succesive
etc. Notiunea de sir Cauchy (A. CAUCHY, 1789 - 1857, profesor la Scoala
Politehnicd din Paris), definitd mai jos, este legatd tocmai de posibilitatea de
a demonstra convergenta unui gir comparand termenii acelui sir intre ei i nu
in raport cu un element exterior girului (aga cum este in general limita unui
sir convergent).

Definitia 1.4. Un sir {z,}n>0 de numere reale se numeste sir Cauchy
(sau in altd terminologie, sir fundamental) dacd sirul dublu de numere poz-
itive {|Tm — Tn|}m,n>0 converge catre 0 pentru m — oo, n — 00, adicd este
indeplinita conditia:

(M)e > 0 ()N (e) natural astfel incat (V)m,n > N(e) avem |xpy, — zy| < €. (4)

Daca m = n, aceastd conditie este automat satisfacuta; dacd m > n, atunci
notand p = m — n, rezultd p > 1 si m = n + p (cazul m < n este similar); in
acest mod, conditia (4) poate fi rescrisa astfel:

(V)e > 0(3)N(e) astfel incat (V)n > N(e) si (V)p > 1, [Znyp — 20| <e. (4"

In liceu au fost date proprietatile principale de calcul cu giruri convergente
de numere reale; astfel, daca a, — a si b, — b (pentru n — o0), atunci

lan| = la|, an + b, — a+b, ap — b, — a —0b, ayb, — ab, b—" — % (in

ipoteza c& b, # 0, b # 0, (YV)n > 0), Aa, — Aa ((V)A real constaﬁt); daci in
plus a, < b, (respectiv a, > b,) pentru orice n de la un rang incolo, atunci
a < b (respectiv a > b). De asemenea, este evident cd daca la un gir marginit
(respectiv convergent, Cauchy) in R se elimina sau se adauga un numar finit
de termeni, atunci girul nou obtinut are aceleasi proprietati.
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In continuare vom aprofunda proprietatile sirurilor de numere reale. Rea-
mintim mai intai cd dacd s = {z,}n>0 este un gir in R si dacad se fixeazd
un gir strict crescator de numere naturale kg < k1 < ko < ... < k, < ...
atunci girul {zx, }n>0 este numit un subsir al lui s. Trebuie remarcat c& pentru
orice n € N, avem n < k,,. De exemplu, se pot considera subsirurile {za, }n>0,
{Tan+1 }nzo ale termenilor de rang par, respectiv impar, care corespund sirurilor
strict crescatoare de numere naturale 0 <2 <4 <6 < ... gi respectivl < 3 <
ST < ...

Teorema 1.4. (a) Dacd un gir in R este convergent, atunci orice subgir
al acestuia este convergent, cu aceeasi limitd.

(b) Dacd un sir Cauchy {x,}n>0 tn R are un subsir convergent cdtre I,
atunci x,, — l pentru n — oo.

Demonstratie. (a) Fie x,, — a pentru n — oo si {zy, } un subsir al girului
{zn}, unde kg < k1 < k2 < .... Fie (V)e > 0 real. Atunci aplicand (3) rezultad
cd existd un rang N (e) astfel incat (V)n > N(e), |z, —a| < e. Deoarece k,, > n
pentru orice n > 0, rezulta |z, —a| < € pentru orice n > N(g), adica g, — a.

(b) Fie kg < k1 < ko < ... numere naturale gi zx, — [. Fie ¢ > 0 real
arbitrar, fixat. Atunci existd un numar natural Ny astfel incat (V)n > N, |z, —

€
I < 3 Apoi deoarece {z,}n>0 este sir Cauchy, rezultd c& existd Ny natural

“~ A 3 . .
astfel Incat |x, — x,| < 3 pentru orice m,n > Ny. Fie N = max(Ny, N)
sin > N. Atunci ludind m = k,, rezultd m > N (deoarece k, > n), deci
€
|k, — Tn| < 2’ deci

S 3
@ =11 = |2 = 21,) + (on, = DI < | = ow, |+, — 1 < 5 + 5 =,

pentru orice n > N, adica x,, — .

Teorema 1.5 (lema lui E. CESARO, 1859 - 1906). Orice sir marginit de
numere reale are un $ir convergent.

Demonstratie. Fie {x,}n>0 un sir mérginit. Asadar toti termenii sirului,
in numdr infinit, apartin unui interval inchis Iy = [ag, bo], ap < by. Fie cg =
ag + bo )

atunci unul cel putin din intervalele inchise [ag, co], [co,bo] contine

2 bl
o infinitate de termeni ai sirului {z,}n>0 i il notdm I; = [a1,b1]. Similar,
1 ay +b . .
considerand ¢; = ! 1, unul din intervalele [ay,c¢1], [e1,b1] va contine o

infinitate de termeni ai girului initial gi il notam I = [ag, ba] etc. Se obtine astfel

un gir descrescator Iy O I; D I> ... de intervale inchise si conform teoremei 1.3,

exista £ € ﬂ I,. Alegem kg astfel incat zy, € Iy, apoi k1 > ko astfel incat
n>0

xg, € I, apol ky > ki cu conditia zx, € Iy etc. (Acest lucru este posibil

deoarece fiecare interval I, contine o infinitate de termeni ai girului initial).

Asadar ko < k1 < ko < ...sixg, € Iy; cum £ € I, (V)n > 0 rezulta

|xg, — &| < lungimea lui I,,.

Dar lungimea lui [,,, este egala cu 0 (caci fiecare interval I, p > 1

are ca lungime jumatate din lungimea intervalului I,_;, iar Iy are lungimea
by — a
bo — ag). Asadar, 0 < |z, — ] < ~——2

2n
rezulta z,, — &.

pentru orice n > 0 si facand n — oo,

Teorema 1.6 (criteriul general al lui Cauchy). Un sir de numere reale este
convergent dacd si numai daca el este un gir Cauchy.

Demonstratie. Fie {x,} un sir convergent in R, z, — I. Fixam (V)e > 0;

atunci exista N(e) astfel incat |z, — | < % pentru orice n > N(eg). Daca
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m,n > N(eg), atunci avem |z, — | < %, |z, — 1| < ; deci

€ €
[T — n| = |(@m — 1) + (L —z,)| < §—|—§ =e.
Asgadar, sirul {x,} este gir Cauchy.
Reciproc, fie {z,,} un sir Cauchy in R. Atunci el este un sir marginit; intr-
adevir, ludnd € = 1, exista N astfel incat (¥V)m,n > N, |z, — 2| < 1. In
particular, pentru m = n, n > N, rezulta ca

|Xn| = |2n —2n + 2| < 14 |2N].

Agadar, termenii girului {z,} de rang mai mare decit N sunt cupringi in
intervalul (=1 — |zn|,1 + |zn]) i ca atare, sirul {z,} este marginit. Conform
teoremei 1.5 el va contine atunci un subsir convergent si aplicand teorema 1.4,
(b), rezultd c& sgirul {x,} insusi, presupus initial gir Cauchy, va fi convergent.

1
Exemplu. Aratam ca girul z, = 1+ 3 4+ ...+ —, n > 1 nu este Cauchy,

n
deci nici convergent. S& observam mai intai ca (V)n > 1 avem

1 N 1 N +1>1+1+ +1_1
T n4+1 n42 T 22mT2n 2n T 2n 2

n ori

Top — Tp

1
Presupunem prin absurd ca {z,} ar fi gir Cauchy; luand ¢ = 3’ ar exista N

1
natural astfel incat (V)m,n > N, |2, — z,] < 3" Pentru m = 2N, n = N,

. 1 . 1 ,1 1
rezultd |xony — zn| < 3 sl cum Toy — Ty > 2 ar rezulta ca 3 < 3 absurd.

Teorema 1.7. Orice gir marginit $i monoton crescdator (sau descrescator)
este convergent.

Demonstratie. Fie {x,},>0 un sir monoton crescétor zo < x1 < g <

>~ ey

presupus marginit. Conform axiomei (III) existd M = sup x,. Vom arita ci

n
Zn — M pentru n — oco. Pentru aceasta, fie (V)e > 0 fixat. Deoarece M —e nu
este majorant al girului, fiindca M —e < M si M este cel mai mic majorant,
rezultd ci existd un termen al girului x,, depinzand de ¢, adicd un rang N(¢)
astfel incat zny > M —e. Asadar M — e < xy < M. Dar girul fiind crescator
sl marginit superior de M, rezulta ca (V)n > N avem, zny < z, < M. In
concluzie, pentru orice n > N(e), avem M — e < z, < M < M + ¢, adica
|z, — M| < €, deci z,, — M. Demonstratia se face in mod similar daca sirul

este marginit si descrescator; in acest caz, lim x, = inf z,.
n—oo n

Exemple. 1) Fie {x,, } >0 un gir marginit in R, cu toti termenii situati intr-
un interval fixat [«, 8]. Notdm yo = sup{xzg, 21, 22,3, ...}, y1 = sup{z1, z2, x3,
...}, y2 = sup{za,x3,...} etc. gi in mod similar zo = inf{zg, z1,x2,z3,...},
z1 = inf{xy,x9,23,...}, 20 = inf{xs, x3,...} etc. Conform axiomei (III) a lui
Cantor-Dedekind, y;, z; sunt numere reale bine determinate (¢,j > 0). Este
evident c& sirul {y,}n>0 este descrescator, iar girul {z,},>0 este crescator,
ambele marginite, cu toti termenii situati in intervalul [, 5]. Asadar, conform
teoremei 1.7, acestei giruri sunt convergente in R; se noteaza

limz, = lim z,, limz, = lim y,.
n— oo n—oo

Asgadar, limz,, = sup z, = sup (inf xk> si limz,, = infy,, = inf (sup xk>.
n n k>n n

o \k>n
Este evident ci limz,, = —lim(—x,). Deoarece z, < y, pentru orice p,q > 0
rezulta limz,, < limz,,. De exemplu, pentru sirul marginit x, = (-1)", n > 0,
avem limz, = —1, limz,, = 1. Se poate aréticé un sir marginit {x,} este

convergent in R daca i numai daca limx,, = limz,,.
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R 1\"
2) In liceu s-a demonstrat ca sirul z,, = |1+ ) , n > 1 este monoton
n

crescator gi marginit (2 <z, <3, (V)n > 1). Asadar, acest sir este convergent
(fara a sti dinainte limita) si limita sa este prin definitie numarul e (in onoarea
marelui matematician elvetian L. EULER, 1707 - 1783). Cu ajutorul unui
minicalculator se poate verifica usor ca xo = 2,25, x4 = 2,441..., 16 =
2,638..., xo56 = 2,712..., etc. Numarul e cu primele 9 zecimale exacte este
e~ 2,718281828. .., e este irational (deci scrierea zecimald nu admite repetare
periodica a vreunei grupe de cifre).

2.1.4 Legatura intre numerele reale si masurarea
marimilor
O multime G se numeste grup ordonat daca pe acea multime sunt definite
o operatie algebricd ”+” (numitd adunare) si o relatie de ordine totald 7 <”,
astfel incat (G,+,0) sa fie grup abelian avand 0 ca element neutru si in plus,
ori de cate ori a < 8 in G, sa rezulte ca a + v < 5+ v, pentru orice v € G.
Daca a € G si n € Z sunt fixate se poate defini na astfel: daca n > 1,
atunci na = a+a+...+a, 0a =04 (—n)a = —(na). Dacin > 01n Z si
n ori
a>01in G, atunci na > 01n G.
Evident, Z, Q, R sunt grupuri ordonate relativ la adunarea si ordinea uzuale.
Un grup ordonat G se numeste arhimedian daca pentru orice x € G, > 0,
este verificata conditia:

My € G (I)n > 1 natural astfel incdt  na > y. (5)

Exemple. Evident, R este grup arhimedian (conform teoremei 1.1). Mul-
timea tuturor temperaturilor (presupuse in mod ideal nelimitate) formeaz& un
grup arhimedian; intr-adevar, stim sa definim 0,77 4+ 15,77 < Ts, pentru orice
doua temperaturi fixate 13,75 iar daca U > 0 este o temperatura fixata, atunci
pentru orice temperatura 1" exista n > 1 intreg astfel incat nU > T.

In mod similar, multimile presiunilor, lungimilor, volumelor, vitezelor, mase-
lor etc. (imagindnd presiuni, lungimi etc. negative) pot fi inzestrate cu struc-
turi de grupuri arhimediene. Se poate spune cd maérimile fizice, chimice, in-
dicatorii economici etc. pot fi modelate matematic prin grupuri arhimediene,
deci prin multimi de elemente, care pot fi adunate si care se pot compara, cu
respectarea proprietatilor admise. Teorema care urmeaza sintetizeaza intuitia
noastra asupra utilizarii numerelor reale In legatura cu masurarea marimilor
fizice sau cu introducerea diversilor indicatori cantitativi. In esentd, aceastd
teorema reda schema dupa care la ”valori abstracte” ale acestor marimi li se
asociaza numere reale bine determinate; pe plan istoric, aceasta legatura a
fost marcatd pentru prima oard in ”Elementele” lui Euclid (EUCLID, sec. III
i.e.n.), constituind suportul intuitiv si sursa de dezvoltare a notiunii de numar
real.

Lema. Fie G un grup arhimedian $i U € G, U > 0, un element fizat, pe
care il numim unitate de masurd.

a) Fie p,q € Z; avem p < q dacd gi numai daca pU < qU.

b) Pentru orice element x € G existd i este unic un sir {p, }n>0 de numere
intregi astfel incat

10 pp < pry1 < 10(1+p,) sipaU < 10"z < (1+p,)U, (V) >0 (6)

Demonstratie. a) Dacd p < ¢, atunci ¢ —p—1 > 0 deci (¢ —p— 1)U > 0,
adica qU > (p+ 1)U > pU. Reciproc, daca pU < qU, atunci p < ¢ (caci altfel,
rezultd ¢ < p, decip—¢q > 0 gi cum U > 0, ar rezulta (p — ¢)U > 0 in G, adica
qU < pU, ceea ce este absurd).

b) Fie z € G fixat. Fixm apoi un intreg n > 0 arbitrar. Conform (5)
exista a € N, b € N astfel incat

aU > 10"z si bU > —10"z.
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Multimea de numere intregi C = {p € Z|pU < 10"z} este nevida deoarece
—b e C. Apoi, C este majorata de a, deoarece (V)p € C avem pU < 10"z < aU,
deci aplicand (a), rezultd p < a. Asadar, C fiind o submultime majorata a lui
Z, ea are un cel mai mare element, care este unic gi pe care il notam cu p,.

Acest numar intreg p,, € C este deci bine determinat prin relatiile

U < 10™z; (7)

10"z < (1+ p)U. (8)

Inmultind cu 10 ambii membri ai relatiei (7), rezultd 10p,U < 10"tz si
din relatia (8) scrisa pentru n+ 1, rezultd 10"z < (14 p,41)U, deci 10p, U <
(1 4 pnt1)U si aplicand a), rezulta 10p, < 14 pp41, adica 10p, < p,41. Pe
de alti parte, din (7) se obtine p, U < 10" 1z si inmultind cu 10 relatia (8),
10" 2 < 10(1 + p,)U, de unde p, 11 < 10(1 + py,).

Teorema 1.8. Fie G un grup arhimedian si un element U € G, U > 0
fizat (unitate de masurd). Atunci exista si este o unicd aplicatie

p:G =R, 9)

avand proprietatile urmdtoare:
(a) p(U) =1, u(0) = 0;

(b) p este aditiva: pentru orice z,z' € G, avem pu(x + ') = p(x) + p(z') si

p(nz) = np(z), (V)n € Z;
(c) p este strict crescdtoare: dacd x < x' in G, atunci u(z) < p(z').
Nu dam demonstratia.

Observatii. Asadar, daca G este un grup arhimedian si U > 0 o unitate
de masura fixata, atunci oricarui element x € G 1i corespunde un numar real
unic pu(x) astfel incat lui 0 € G sa 1i corespunda 0, iar lui U si-i corespunda 1.
Numarul p(z) se mai numeste masura lui = relativ la unitatea de masura
U. Asocierea pu este evident injectivad (fiind strict crescatoare).

Daca Ve G, V > 0 este o alta unitate de masura in G si daca notam uy,

1
uy aplicatiile G — R asociate, atunci functia ¢ : G = R, p(z) = W}m(m)
Hu

este aditiva, strict crescatoare, ¢(0) = 0, (V') = 1. Deci ¢ verifica proprietatile
a, b, ¢ pe care le verificd uy, deci din unicitate, rezultd ¢ = uy, adicd py(x) =
uy (V) - py (z) pentru orice z € G. Notand k = uy (V), rezultd k > 0 (cdci 0 <
V si py este strict crescatoare) gi in plus, py = k - py, adica prin schimbarea
unitatii de masura, functiile de masura sunt proportionale; in particular, daca
pu()  pyv(z)

T . poly) — wv(y) ’
indicand independenta de unitatea de masura a raportului masurilor a doua

marimi nenule din G.

z,y € G sunt elemente nenule, atunci , un rezultat agteptat,

2.1.5 Dreapta reala, bijectia lui Descartes

Consideram o axa, adica o dreapta pe care sunt fixate originea, unitatea de
masura si sensul; asadar, este fixat un segment orientat pe axa, avand capete
notate Ag, A si fie 7= AgA; versorul asociat (fig. II.1a).

Pentru orice doua puncte M, N de pe axa se poate defini suma lor P =
M + N, prin relatia vectoriala AgP = AgM + AgN; apoi se defineste relatia de
ordine: M < N < vectorii M N si 7 au acelasi sens.

Se admite ca multimea G a punctelor axei este un grup ordonat arhimedian,
in care orice submultime nevida majorata are margine superioara. Conform
teoremei 1.8 rezulta atunci ca exista o aplicatie unica

p:G@—=R

astfel Incat pu(Ag) = 0, u(Ay) = 1, u(M + N)

= p(M) + p(N) pentru orice
M,N € G; iar daca M < N, atunc1,u( ) < p(N).
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Teorema 1.9. Aplicatia p: G — R este bijectiva.

Demonstratie. Faptul ca p este injectiva este imediat: daca M, N € G si
M # N, atunci avem M < N sau N < M si de aici rezultd p(M) < p(N)
sau pu(N) < p(M) deci u(M) # u(N). Probam acum surjectivitatea lui pu.

Fie (V)z € R fixat si scrierea sa zecimald x = a,apaiaz ..., unde a = [z].
Presupunem z > 0 (cazul < 0 se deduce imediat prin simetrie fata de origine)
si consideram sirul de puncte Py, Py, P, ... din G astfel incat

ag_ =—— —— a
OP():OE, OP1:OP()+T85, OPQZO.Pl-f—ﬁZ etc.
Am notat O = Ap. Atunci multimea {P,},>0 este majorata si notand
P =sup P, rezultd u(P) = z.

n

Aplicatia p este numita bijectia lui Descartes (R. DESCARTES, 1596 -
1650) si are o importantd cruciald pentru analizi, pentru geometrie i pentru
cunoagtere, in general. Ea stabileste o corespondenta biunivoca intre doua
multimi de natura diferitd, pe de-o parte o multime de obiecte geometrice
(punctele unei axe) si pe de-alta, o multime de obiecte algebrice (numere reale).
Asadar, punctele se pot identifica prin numere gi invers. Aici se afla punctul de
plecare al Geometriei analitice, deci al unor rationamente geometrice efectuate
cu ajutorul calculelor cu numere. Cu alte cuvinte, acesta este punctul esential al
programarii pe calculator a geometriei, ca si al adoptarii unui limbaj geometric
in prezentarea analizei.

Pentru orice punct M € G al axei, numarul real zp; = p(M) se numeste
abscisa lui M pe axa respectiva. Reciproc, pentru orice numar real z, exista un
singur punct M € G astfel incat u(M) = xp = x 5i se definegte produsul intre
x si 7 ca fiind vectorul 27 2 OM; mai general, daci ¥ este un vector oarecare
al axei gi daca A este un numar real, atunci se alege acel M € G unic astfel
incat ¥ = OM, adici © = ;7 si se defineste produsul Ao intre numarul real
si vectorul ¥ ca fiind acel unic vector OS cu proprietatea ci OS = (Az ).

Evident, multimea vectorilor de pe axa formeaza un spatiu vectorial real,
avand o bazd formatd dintr-un singur vector (de exemplu, {7}).

Prin bijectia lui Descartes, se poate identifica multimea R cu multimea
punctelor unei axe si aici se afla o justificare pentru faptul cad multimea R este
numita uneori dreapta reala.

Considerand un plan (7) si un sistem ortogonal de axe Oz, Oy in (7)
avand originea comuni, cu versori 72 = OAg, 7 = OBy, atunci se poate stabili
bijectia lui Descartes u : (7) — R? intre punctele planului (7) si perechile
ordonate de numere reale, in modul urmator: pentru orice, punct M € (),
fie P i @ proiectiile ortogonale ale lui M pe axele Ox, Oy respectiv; atunci
exista numere reale unice x7, yas astfel incat OP = 2,7, OQ = yyr7J, adici
OM = xp7 + yuj. Se defineste atunci u(M) = (war,yar). Multimea Va(7r)
a vectorilor din planul (7) este un spatiu vectorial real si sistemul de vectori
{7,7} constituie o baza, deci dimgVa(7) = 2.

In mod similar, daci se considera spatiul fizic uzual S (raportat la un sistem
ortogonal de axe Oxyz cu originea comuni, cu versori z, 7, IZ), atunci se poate
stabili si in acest caz bijectia lui Descartes 1 : S — R3, studiatd in cadrul
Geometriei analitice.

Este evident ca limbajul geometric permite o vizualizare dinamica a pro-
prietatilor diverselor configuratii de puncte, ca si a functiilor definite pe astfel
de configuratii. De exemplu, pentru o functie reald f : A - R, A C R, este
binecunoscut cd graficul ei, Gr f = {(x, f(x))|z € A}, ca submultime a lui R?
constituie o modalitate exceptionala de a concentra informatii despre functia
respectivd, (monotonie, inversare, paritate, valori extreme etc.).

2.1.6 Infinitul in analiza reala

Pentru orice numar real fixat « exista z,y € R astfel incdt o < z sl y < «).
Existd situatii in care trebuie descris matematic ce se intampla ”dincolo” (sau
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”dincoace”) de orice numar real fixat; de exemplu, asimptotele functiilor reale,
giruri nemarginite de numere reale etc.

Se face conventia de a adjunctiona la multimea R doua obiecte, notate
—00, 400, si de a considera astfel dreapta reald incheiata (sau compactificata)
R = RU{—00, +o0}. Se scrie uneori oo in loc de 4+oc0. Convenind ci —oo < x,
T < 400, —00 < 0o pentru orice x € R gi pastrand ordinea de pe R, rezulta ca
multimea R este total ordonati. In ceea ce priveste structura algebrica a lui
R, se pot extinde operatiile algebrice din R, fira a fi peste tot definite. Astfel,

se definesc B
00 + a = oo (pentru orice a € R, a # —o0),

—00 + a = —oco (pentru orice a € R, a # c0),
oo daci a>0in R
00-a= _
—o0 daca a<0in R.
00
Nu se pot defini co+(—00), 0-00, 0-(—00), — etc., astfel incat sa fie respectate
0

proprietatile uzuale de calcul. De exemplu, dacd 0o — oo ar fi un element ¢ € R,
arrezulta cd c+ 1= (co—00)+ 1= (00 + 1) — 00 = 00 — 00 = ¢, absurd.

In matematica si in filozofie, conceptul de infinit apare in doud ipostaze:
infinitul actual si infinitul potential. A considera infinitul actual inseamna a
presupune existenta ca atare a elementelor —oo, 400, privite ca elemente ca
oricare altele, neprivilegiate, in multimea R.

Infinitul potential este definit exclusiv cu ajutorul numerelor reale (finite),
fara a apela la multimea R si apare ca o economie de notatie. Astfel, daca

{Zn}n>0 este un sir de numere reale, se spune cd x, converge cdtre +oo

(2, = 00) <=+ (V)e > 0, (3)N(e) natural astfel incat pentru orice n > N(e),

Zn > & similar, 7, = —o0 += (V)e > 0 (IN(e) : (V)n > N(e), zn < —¢.
Recunoagtem aici ca notatiile oo §i —oo sunt folosite ca o economie de scriere,
pentru ca in membrii din dreapta ai definitiilor anterioare sunt angajate numai
numere reale.

Operatiile anterioare, cu participarea lui +00, —oco capata o semnificatie
in cadrul infinitului potential care arata in esenta echivalenta celor doua
acceptiuni ale infinitului. Astfel, daca x, — oo si y, — a, a # —o0, atunci
Ty + Yn — 00, iar dacd x, — —oo §i y, — a, a # +o0o, atunci x,, + y, — —o0.
In mod similar, daca z,, — oo si y, — a, a > 0, atunci x,y, — oo etc. Veri-
ficarea acestor afirmatii in limbaj ¢ este imediatd. Faptul cd co — oo nu se
poate defini este reflectat prin aceea ca daca z,, — oo, ¥y, — 00, nu se poate
spune nimic despre sirul x,, — ¥, (de exemplu n? —n — oo, n —n? — —oo,

vn?+1—n—0) etc.

Teorema 1.10. (a) In multimea R orice sir este mdrginit;

(b) Orice sir monoton de numere reale are limitd in R;

(c) Orice submultime nevidd A C R are margine superioard si margine
inferioard (relativ la ordinea definita anterior).

Demonstratie. (a) Pentru orice sir {z, },>0 In R avem —oo < z, < 00
deci sirul este marginit in R.

(b) Fie {xp}n>0 un sir monoton crescator de numere reale. Daca el este
marginit in R, atunci el are limita in R (cf. teoremei 1.7), deci si in R. Daca
sirul {x, } este nemérginit, atunci pentru orice € > 0 existd un termen xy > ¢
gl ca atare x, > ¢, (V)n > N, deci z,, — oo. Daca sgirul este descrescitor,
atunci se rationeaza similar.

(c) Daca A este majoratd (sau minoratd in R), atunci are margine supe-
rioars, (sau inferioars) in R, care ramane valabild si in R. Dacd A nu este
majorata in R, atunci sup A = 400, iar daca A nu este minorata, inf A = —oo.

Ca o consecinta, pentru orice functie numerica f : X — R, definita pe
o multime oarecare X, se pot defini extremele ei globale pe X, anume M =

sup f(x), m = in)f( f(x) ca fiind marginile superioara si respectiv inferioara ale
zeX z€
multimii f(X), calculate in R.
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2.1.7 Exercitii

1. Sa se arate ca numarul 0,363636 ... este rational, iar 0,3060030006. ..
este irational.

2. Sa se determine n natural minim satisfacand fiecare din inegalitatile

\" 4m "
-] <1073 b) — <1074 —— <1078,

2) (3) ) n! °) 6™ - n!

3. Fie a € R fixat. Sa se arate ca pentru orice Intreg ¢ > 1 exista p € Z
astfel incat |a — p/q| < 1/q si folosind acest lucru, sa se arate cd orice numar
real este limita unui sir de numere rationale.

1
Indicatie. Intervalele de forma {p’ p—|->’ p € Z (q fiind fixat) determina
q

q
. D oD p+1 .
o partitie a lui R si se poate alege p astfel incat = < a < ——. Apoi luand
q

g=n,n>1s b = rp, rezultd |a — r,| < — etc.
q n

4. Sa se arate ca multimea Rj3 verifica proprietatea III.

Indicatie. Fie M = m_y ... mg, mymams ... un majorant al unei submultimi
nevide A C Rs3. Pentru orice a € A avem o < M, deci partea intreagd [a] are
cel mult k£ + 1 cifre semnificative si fie b_; cea mai mare dintre cifrele de pe
locul —k ale tuturor elementelor din A. Fie A_j; multimea elementelor din A
care incep cu b_i. Pentru elementele lui A_j, fie b_; 1 cea mai mare dintre
cifrele de pe locul —k+1. Apoi pentru elementele lui A care Incep cu b_pb_j41
alegem cifra maxima b_j1o de pe locul —k 4 2 etc. Elementul 5 = {b,, }nez cu
b, =0, n < —k, este cel mai mic majorant al lui A, 8 = sup A.

5. Sa se determine marginile inferioard i superioara ale urmatoarelor
submultimi ale dreptei reale:

3" +1 nmw n
Ay = C A ={(-Dreos T} Az = :
! {3n+2}nEZ 2= (=Dreos 5 o A {bmn+5}neN

_]_ n
A4_{n—|—()n} , As ={z € R]1 <22 <3, rrational}.
3”"‘2 neN

6. Pentru orice functie numerica f : A — R, A multime oarecare, se noteaza
Zy ={z € A|f(z) = 0} (numitd multimea zerourilor lui f in A).

a) S& se arate cd pentru orice doud functii f,g: A — R, avem Z;UZ, = Z;,,
Zy N Zy = Zy2pge si cd pentru orice submultime C' C A exista o functie
f:A— R astfel incat C = Z;.

b) S& se dea exemplu de o functie nenuld, f : R — R pentru care mul{imea
zerourilor este Q; este posibil acest lucru daca functia ar fi continua ?

7. Un numar real a € R se numeste algebric daca exista numere intregi
C0yCly- vy Cp € Ly co # 0 astfel incat coa? + c;aP~! + ... 4 ¢, = 0; numerele
reale care nu sunt algebrice se numesc transcendente. Sa se arate ca multimea
numerelor algebrice este numarabila, iar multimea numerelor transcendente
este nenumarabila.

Indicatie. Multimea Z[X] a polinoamelor cu coeficienti intregi este numaéra-
bild, deoarece exista o aplicatie injectiva Z[X] — U Zp. Pentru orice polinom

p=1
P nenul, multimea Z p a radacinilor sale este finita, iar multimea A a numerelor
algebrice este tocmai U Zp, adicd o reuniune numarabild de multimi finite.

PEZ[X]
P#0

Multimea R \ A este nenumaérabild (deoarece in caz contrar ar rezulta cd R
este reuniunea a doud multimi numarabile).
Asadar, exista ”mai multe” numere transcendente decat algebrice. Evident,

orice numar rational B, q # 0 este algebric (ca solutie a ecuatiei gx — p = 0),
q

V/2 este algebric (ca solutie a ecuatiei 22 — 2 = 0) etc; un succes remarcabil
al matematicii secolului XIX a fost demonstrarea transcendentei lui e (CH.
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HERMITE, 1822 - 1901) si a lui = (F. LINDEMANN, 1852 - 1939). Celebra
problema a ”cuadraturii cercului” a primit astfel un raspuns negativ definitiv.
2n —1

in + 3
sa se determine inf a,,, sup a,,. Cati termeni ai girului sunt in afara intervalului

1_1 1. 13,
2 10372 103)°

9. Fie {z,,}»>0 un sir de numere reale.

a) Sa se arate cd dacd subgirurile {x2,}, {Z2n4+1} sunt convergente si au
aceeagsi limita [, atunci x,, — [.

b) Ce se poate spune despre convergenta sirului {x,} daca sirul {z3},>¢
este convergent? Dar daci {#2} este convergent?

9 o .. sinn o1
10. Sa se arate ca sirurile ¢ —— , §msin — sunt convergente,
n n>1 n n>1

8. Fie sirul a,, = , n > 0. Sa se arate ca este monoton i marginit si

dar girul {sinn},>1 este divergent.
11. Fie {z,},>0 un sir marginit de numere reale. S& se arate ci acest gir
este convergent daca si numai daca lim x, = lim x,,. Sa se calculeze lim x,,,

_— "™ 1+ (=1)"
limxnpentru:cn:( ) + +(=1)

,n>1.

n
12. Fie {zy}n>0, {Yn}n>0 doud siruri de numere reale.
a) Dacd z, — 0 si {yn} este un gir marginit si se arate c& z,y, — 0.
b) Presupunem ci |z,| < |yn|, (V)n > 0. Dacd y, — 0, sd se arate ci
z, — 0. Dar daca y,, — I, | # 0, rezulta ca x,, — [ 7
13. Fie {z, }n>0 un sir de numere reale strict pozitive.
< < 1 . G s
a) Daca z,, — 0, sa se arate cd — — 00; reciproca este adevarata?
T
b) Presupunem cé y,, — 0o. S& se arate ci z, + y, — 00; rezultd sau nu ca
TpYn —> 00 7
14. Pentru doud siruri in R, = {z,,}n>0, ¥ = {yn }n>0 definim convolutia
n

z=x*Yy = {zp}n>0 punand z, = Z:Ejyn,j. Pentru (V)k € N notam 6y, sirul
i=0

cu toti termenii nuli, exceptand termenul de rang k, egal cu 1. Sa se calculeze

T * ) sl sa se arate ca x x §g = g x x = x. Daca sirurile x,y sunt marginite

(respectiv monotone, convergente) rezultd aceeagi proprietate pentru sirul

cxy 7

2.2 Teoria generala a aproximatiilor succesive

2.2.1 Spatii metrice; exemple, utilitatea notiunii

Spatiile metrice constituie cadrul firesc pentru studiul convergentei sirurilor
si permit studiul conceptului de continuitate. Teoria spatiilor metrice este
bazata esential pe disponibilitatile numerelor reale. Se poate afirma ca toate
multimile care apar in studiul functiilor au o structura de spatiu metric; de
exemplu, dreapta reald R, planul complex C, spatiile cu mai multe dimensiuni
R™ (n > 1), anumite clase de functii etc., ca gi submultimi ale acestora, sunt
spatii metrice. In loc de a face o teorie separata a fiecarui caz in parte, este
mult mai util s& dam o serie de proprietati generale, valabile in orice spatiu
metric si apoi sa adaugam proprietati specifice diverselor situatii particulare.
Acest mod de prezentare, de la general la particular, este de obicei legat de
dificultati, dar aici el aduce o economie de gandire, cu respectarea deplina a
accesibilitatii.

Degajarea, datorata matematicianului francez R.M. FRECHET, 1878 -
1973, a unei notiuni de distanta intre obiecte matematice de acelasi tip, nu
neapéarat de natura geometrica, a constituit un moment important in matematica
moderna. Vom vorbi de distanta intre numere reale, distanta intre numere
complexe, distanta intre matrici, intre functii, etc.
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Definitia 2.1. Fie X o multime nevida. A defini o distanta d pe X
inseamnd a asocia oricdrei perechi de puncte din X, (x,y) € X x X, un numdr
real determinat, notat d(z,y) (numit distanta intre x si y) astfel incdt sa fie
verificate urmdtoarele proprietati (numite axiomele distantei):

D;. V)z,y € X, d(z,y) >0 sid(z,y) = 0 <> = = y (pozitivitate);

Ds. (V)z,y € X avem d(z,y) = d(y,x) (simetrie);

Ds. (V)z,y,z € X avem d(z,z) < d(z,y) + d(y,z) (inegalitatea triun-
ghiului).

In acest mod, este definitd o functie numericd d : X2 — R, (z,y) — d(z,y),
numitd functie - distantd pe X. Se numeste spatiu metric orice pereche
(X,d) alcatuitd dintr-o multime nevidd X si o functie - distantd d pe X
(verificand proprietatile Dy, Dy, D3). Pe aceeagi multime X pot fi definite
mai multe distante, deci mai multe structuri de spatiu metric. Evident, daca
(X, d) este spatiu metric gi dacd A C X este submultime a lui X, atunci (A, d)
este de asemenea un spatiu metric.

Elementele unui spatiu metric se numesc puncte. Vom accepta ulterior
ca anumite functii, matrici, numere, sa fie asimilate cu puncte ale unui spatiu
metric.

Cea mai importanta calitate a unui spatiu metric este posibilitatea de a
defini convergenta sirurilor de puncte din acel spatiu.

Definitia 2.2. Fie (X,d) un spatiuv metric fizat si a € X un punct.
Se spune cd un sir {zp}n>0 de puncte din X converge catre a (si se
. mn X . . oo .
scrie x, —> a sau echivalent, lim z, = a), dacd sirul de numere reale
n—oo

{d(zn,a)}n>0 converge catre 0. (fig. IL.1).

Aceasta definitie corespunde intuitiei noastre despre convergenta lui x,
catre limita ¢ € X prin "apropierea” lui z,, de a pe masura cresterii lui n,
prin tinderea la zero a distantelor d(z,,a) pentru n — oco. Asadar, conform

definitiei 1.2, faptul ca x, mX 4 revine la indeplinirea urmatoarei conditii:
(V)e > 0(3)N(e) natural astfel incat pentru orice (10)
pentru orice n > N (¢), d(xn,a) < .

Definitia 2.3. Fie (X, d) un spafiu metric fizat si a € X. Pentru orice
numdar real r > 0, se numeste bila deschisa de centru a si raza r, multimea
B(a,r) = {z € X|d(z,a) < r}.

Evident, faptul ca x, m X a, revine conform conditiei (10), la aceea ca
(V)e > 0(3)N(e) astfel ca z,, € B(a,e) pentru orice n > N; cu alte cuvinte,
oricare ar fi bila deschisa centrata in a, toti termenii girului x,,, apartin acestei
bile de la un rang incolo.

Se numeste vecinatate a unui punct zy € X orice submultime V C
X care contine o bila deschisa centratd in xg, adicd (I)r > 0 astfel incat
B(zg,r) C V. Dacd a € X, r > 0, atunci se definegte bila #nchisd de centru a
si razd 7, ca fiind submultimea B'(a,r) £ {x € X|d(z,a) < r} a spatiului X.

In absenta unei terminologii unanim acceptate, am adoptat termenul de
"bila” (si nu pe cel de bula sau sferd sau sferoid, propus de alti autori). Notiunea
de bila nu este absoluta ci depinde esential de semnificatia concreta a lui X si
d, aga cum vom vedea in cadrul exemplelor. De asemenea, o vecinatate a unui
punct zg nu inseamna neaparat ”o multime mica in jurul lui xy”. Evident,
(V)e > 0 real, B(xg,¢) si spatiul X insusi sunt vecindtati ale lui xo.

Teorema 2.1. Fie (X, d) un spatiuv metric.

(a) Fiex # y in X; atunci existary,ro > 0 astfel incat B(x,r1)NB(x,ry) #
@ (se mai spune ca orice doud puncte distincte pot fi separate prin bile dis-
Juncte).

(b) Orice gir convergent in X are limita unicd.

Demonstratie. (a) Deoarece x # y, rezultd d(x,y) > 0 conform D;. Luidm

ro=ry = gA(x,y) gi aratam ca B(z,r1), B(y,r2) sunt disjuncte. Daca,
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prin absurd, ele ar contine un punct comun z, atunci ar rezulta d(z,z) < rq,
d(z,y) < re, de unde conform Do, D3, d(z,y) < d(x,2) + d(y,2) < 1 + 172 =

gd(x, y), de unde rezulta d(z,y) < 0 si cum d(z,y) > 0, se obtine d(z,y) = 0,

adica z = y, ceea ce contravine ipotezei.

b) Fie {zn}n>0 un sir convergent in X si (V)e > 0 fixat; daca z, — a,
x, — b gl daca am avea a # b, atunci alegand bile disjuncte centrate in «a si b,
ar rezulta ca de la un rang incolo, termenii x,, ar apartine ambelor bile, ceea
ce este absurd. Asadar, a = b.

Exemple de spatii metrice

1. Dreapta reald. Pe multimea X = R, distanta tipicd (numita eucli-
diand) este datd prin d(z,y) = |z — y|, (V)z,y € R. Evident, sunt verificate
proprietatile Dy, Do, D3, aga cum am vazut in §1. Dacd a € R gi r > 0, bila
deschisd de centru a si de raza r este in acest caz B(a,r) = {x € R||x —a| <
r} = (a — r,a + r); asadar, bilele deschise pe dreapta reald sunt intervale
deschise. Vecinatate a unui punct zg € R este orice multime V' C R astfel incat
(3)r > 0 cu proprietatea ca V D (zg — r,xzo + r). Convergenta sirurilor in R
inseamnd convergenta in sensul definit in §1 (ca in liceu).

2. Spatiul n-dimensional. Fie X = R" £ {z = (z1,22,...,%,)|T1,. .., Tn

reale}. Doud puncte z = (x1,22,...,%,), ¥ = (Y1,Y2,.-.,Yn) se considerd
egale in R™ daca =; = y;, 1 < ¢ < n. Multimea R™ se numeste spatiul
aritmetic n-dimensional real. Am vazut la punctul 5 din §1 ci R? se
identifica prin multimea vectorilor dintr-un plan, iar R3 cu multimea vecto-
rilor din spatiul fizic uzual (relativ la sisteme de axe fixate). Spatiul R* este
numit uneori spatiul-timp al lui Einstein-Minkowski, utilizat in teoria rela-
tivitagii (H. MINKOWSKI, 1864 - 1909; A. EINSTEIN, 1879 -1955). Uti-
litatea considerarii spatiilor R™ constd, pe de-o parte in evitarea paralelis-
melor in studiul separat al lui R! = R,R?,R3 R% ... si pe de alti parte,

in faptul ca orice functie de n variabile reale f(z1,z2,...,2,), (mai corect,
(x1,29,...,2,) = f(x1,22,...,2,)), poate fi asimilatd cu o functie f(z) de o
singurd variabild, mai complicatd, anume z = (21, 2, ...,%,), apartinand lui

R™. Daca elementele lui R, n > 4 sunt fictiuni in raport cu intuitia noastra
ca observatori spatiali, in schimb functiile de n variabile sunt o realitate mani-
festa (de exemplu, daca la bordul unui avion se gasesc 150 de instrumente utile
de masura, se poate considera ca zborul acelui avion este functie de 150 de
parametri reali!; in mod similar, dinamica unui sistem fizic depinde de modul
in care variaza parametri de stare ai sistemului, iar acestia pot fi In numar
foarte mare).

Teorema 2.2. Multimea R™, n > 1 este spatiu metric relativ la distanta
euclidiana, definita prin

d(z,y) = /(1 —y1)2+ ...+ (0 — yn)2, pentru orice

T = (-Tlax%“'axn)a Yy = (yhyQa"'ayn)'

Demonstratie. Proprietatile D1, Do sunt evidente. Fie x,y € R™ trei puncte
oarecare; avem de ardtat ca d(z, z) < d(zx,y) + d(y, ), adicd

(Z(mk - Zk)2> < (Z(fﬂk - yk>2> + <Z(yk - Zk)2> ,
k=1 i=1 =1

pentru z = (z1,29,...,2,). Notdnd zx — yr = ag, yp — 2k = bg, rezultd
T — 2K = ap + b, 1 < k < n si avem de aratat ca

(o) = () ()

k=1
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sau echivalent, dupa ridicarea la patrat,

B EE)

Pentru aceasta, utilizam un artificiu: observam ca pentru orice A € R avem
n

> (ar+Abe)? > 0, adici A2 Y bE+20D apbe+ Y af > 0, (Y)A € R. Atunci
k=1 k=1 k=1 k=1
discriminantul trinomului de gradul II in A este negativ si se obtine tocmai

inegalitatea (11). (Aceasta inegalitate este un caz particular al inegalitatii lui
H.A. SCHWARTZ., 1843 - 1921, care va fi datd in capitolul VI).
Teorema 2.2 este probata. Pentru n = 1 se obtine desigur distanta din

exemplul 1). Remarcim de asemenea c& pe multimea R™ se mai pot defini si
n

alte distante; de exemplu, punand (V)z,y € R™, §(z,y) = Z |xe — Y.
k=1
Fie a € R™, a = (a1, a9, ...,a,) un punct fixat gi 7 > 0 un numar real. Bila
B(a,r) din R™ relativ la distanta euclidiand este

B(a,r) ={z e R"d(z,a) <r} = {x € R"| Z(m, —a;)? < 7"2} .

i=1

Pentru n = 1 regdsim intervalele deschise; pentru n = 2, bilele in R? sunt
discuri, iar bilele in R? sunt sfere pline. O submultime M C R"™ se numeste
marginita daca M este continutd intr-o bila deschisa. Printre multimile
marginite din R™ se gasesc paralelipipedele. Se numeste paralelipiped inchis
in R™ (paralel cu axele), orice multime de forma unui produs cartezian de n
intervale inchise:

P =la1,b1]x...x[an,bn] = {(x1,22,...,2n)|a1 <z <by,...,0n <2y < by}

In cazul n = 2 se obtin dreptunghiuri paralele cu axele, iar in cazul n = 3,
paralelipipede uzuale.

Ramanand inca putin la cazul spatiului R", remarcam ca acesta are o
structurd naturald de spatiu vectorial real, definind suma = +y 2 (27 +
Yiy. s Ty + Yn) $1 multiplicarea cu orice numar real A\, Ax = (Az1,...,AZ,),
pentru orice = (z1,...,2Zy), ¥ = (y1,---,yn) din R™. Vectorul nul din R"
este 0 = (0,0,...,0).

—_——

n ort

In ipostaza de multiplicatori de vectori, numerele reale se mai numesc
scalari. Este comoda urmatoarea notatie: pentru orice x € R", distanta intre
x §i 0 se noteaza ||x|| si se numeste norma euclidiana a lui z. Asadar, daca
x = (21,%9,...,%,), atunci ||z|| = d(0,z) = /22 + ... + 22. Trebuie observat
de asemenea ca d(z,y) = ||z — y||, (V)z,y € R". Evident, au loc proprietatile:

Ny, (V) € R, [|of| > 0 si 2] = 0 > & = 0;

Na, (VA €R, (V)z € R”, [[Az|| = |A] - [[]];

N, (V)a,y € R™, [l +yl| < ||| + Iyl

Proprietatile N1, No sunt imediate, iar N3 decurge direct din inegalitatea
(11).

Este utild urmatoarea reprezentare (fig. I1I. 2). De remarcat ca orice punct
x € R™ poate fi identificat cu vectorul sau de pozitie Ox.

Reamintim ca functiile definite pe o multime oarecare A cu valori reale au
fost numite functii numerice sau reale. Functiile F' : A — RP se numesc functii
cu valori vectoriale; in acest caz, pentru orice z € A, avem F(z) € RP, deci
F(z) = (fi(z), fa(x), ..., fp(x)), unde f1, fa, ..., fp sunt functii A — R, numite
functiile componente ale lui F'. Asadar, a defini o functie cu valori in RP este
echivalent cu a defini p functii numerice, cu valori scalare. In particular, a da
un sir de puncte din R? (adicd o functie N — RP?) revine la a da p siruri de
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puncte din R (p functii N — R). Mai precis, daci z,, = (21,22, ... N
este un sgir in RP, girurile componente sunt {x} },>0, {z2}1>0,- -, {28 }n>0.

Functiile F : A — R, A C R3 se numesc cdmpuri scalare, iar functiile
A — R3, A C R? se mai numesc campuri vectoriale definite pe A. Conform
celor spuse mai sus, pentru p = 3, rezulta ca a defini un camp vectorial este
echivalent cu a defini trei cAmpuri scalare, numite componente. De exemplu,
functia f definita prin f(z,y,2) = 2% + yz este un cAmp scalar definit pe
multimea A = R?, iar functia g(z,y, 2) = = + In(yz) defineste un camp scalar
pe multimea A = {(z,y,2) € R3|yz > 0}.

3. Planul complex. Desi analiza matematica se ocupa in principal cu
studiul functiilor reale, sunt utile unele legdturi cu numerele complexe. De
regula, datele unor probleme ingineresti sunt exprimate prin numere reale, insa
in cursul rezolvarii lor pot fi utilizate ca auxiliar de calcul, numerele complexe.
Exista de asemenea probleme specific ingineresti, aga cum se intélnesc la studiul
bazelor electrotehnicii, mecanicii fluidelor, teoriei sistemelor etc. care sunt
formulate si rezolvate in cadrul analizei complexe. A existat si mai exista inca
opinia gresitd ca analiza complexa (calculul diferential si integral in planul
complex) este un domeniu de matematica distinct de analizd reald. De fapt,
notiunile de baza, teoria sirurilor si seriilor, elementele de topologie etc. sunt
esentialmente aceleasi, pentru ca multimea C nu este altceva decat multimea
R2, inzestratd cu o structurd multiplicativa interna (aldturi de cea de spatiu
vectorial real).

Reamintim ca un numar complex este o pereche ordonata de numere reale,
deci C = R? (de aici provine si denumirea de plan complex). Doui numere
complexe z1, 29 € C, 21 = (x1,y1), 22 = (22, y2) se considera egale dacd x1 = x2,
y1 = y2. Se stie ca multimea C este corp comutativ relativ la adunarea si
inmultirea uzuald: z1+20 = (1+x2,y1+Y2), 2122 = (122 —Y1Y2, T1Y2 +T2y1),
in care Oc = (Og,0r), l¢ = (1g,0r). Notédnd cu R® multimea numerelor
complexe de forma z¢ = (z,0) cu z € R, se observa ca R€ este un subcorp al lui
C;in plus, asocierea R — R€, z — x¢ este un izomorfism de corpuri (verificarile
sunt imediate), deci din punctul de vedere al operatiilor algebrice, cu elemente
de forma x¢ se opereaza la fel cum se opereaza cu numerele reale x si de aceea se
face identificarea (x,0) = z. Atunci R se identificd cu R, deci R C C. Notand
ca de obicei i = (0,1), se observa cd i = i-i = (0,1)(0,1) = (-=1,0) = —1,
i> = —1; apoi pentru orice z € C, z = (z,y), avem z = (2,0) + (0,y) =
(2,0)+(0,1)(y,0) = 2°+iy® = x+iy, cu evitarea misterelor de tipul v/—1. Am
obtinut astfel forma clasica de reprezentare a numerelor complexe. Operatiile
definite anterior se scriu astfel acum

(w1 +iy1) + (w2 +iy2) = (1 +22) +i(y1 +y2), (21 + iy1) (@2 +iya) =

) ) . _ T — 1y
= — t = 0; ! - .
(172 — y1y2) +i(z1y2 + 22y1) §i pentru z = x +iy # 0, 2 212

Se pot considera trei asocieri remarcabile

Re : C = R, z =z + iy — x (luarea partii reale)
Im : C =R, z =z + iy — y (luarea partii imaginare)
C— Ry, z=x+1iy — |z| = V2% + y2 (luarea modulului).

Se verificd imediat cd Re(z1+22) = Rez;+Rezg, Im (21 +22) = Imz; +Imz,,
zZ+z Z2—Zz

Re(—z) = —Rez, Im(-2) = —Imz, Rez = — Imz =
|21 + 22| < |z1| + |22], |z122| = |21] - |22 ete.

Corpul C nu este total ordonat (adica nu satisface axioma II din definitia
1.1; intr-adevér, in caz contrar, ar rezulta ci (V)r € C, avem x? > 0 si in
particular, pentru z = 1 si pentru x = 4, am obtine 1 > 0, —1 > 0, deci
1 =0, ceea ce este absurd). Din acest motiv, nu se considera inegalitdti intre
numere complexe, ci numai intre numere reale asociate convenabil numerelor
complexe; in particular, pentru functii f : A — C cu valori complexe nu se

Z, 2z =|2|?
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definesc marginea superioara sau inferioard pentru f, ci numai pentru | f|, Re f,
Im f.

Luand X = C si notand d(z1,22) = |21 — 22|, (V)z1,22 € C, se verifica
imediat proprietatile Dy, Do, D3, deci se obtine o distanta d pe multimea C,
numita distanta euclidiand, iar C este spatiu metric. Daca a € C este fixat
gi € > 0 este real, bila deschisd B(a,e) este in acest caz {z € C|d(z,a) <
e} = {z € C| |z — a| < &}, deci coincide cu discul centrat in « de raza e.
Bila B(0,1) = {]z| < 1} se numeste discul unitate in planul complex. Fie
Zn = Ty + 1Yn, n > 0 un sir de numere complexe si &« = a + b € C, cu
a,b € R. Avem z, LSNP Tn Dk sl Yn D&y ; pentru aceasta, este
suficient sa observam ca |z, — | < |2, — a| + |y, — b| §i & |z, — a] < |z, — a,
|y, — b < |2z — |, pentru orice n > 0 si s& facem n — oo.

In multimea R? (p > 2) se poate vorbi de infinit pe o anumita directie;
in unele situatii, se spune ca un gir {x,},>0 de puncte este "Imprastiat spre
infinit” daca nl;rgo ||[zn]| = 0o in R. Am vizut c& multimea R se poate include in

multimi mai bogate; trecerea delaRla R (R C R) se face cu pastrarea structurii
de ordine, pierzand structura algebrica, iar trecerea de la R la C (R C C)
are loc cu conservarea structurii de corp comutativ si pierderea structurii de
ordine compatibila cu structura algebrica. In multimea C nu exista ”stanga”
si "dreapta” ca in cazul dreptei reale, deci nu se introduc doua puncte la
infinit. Se face conventia de a adauga la C un singur punct la infinit notat
o si a considera C = C U oo (planul complex compatificat). Prin conventjie,

~ z
o+z=00,(V)z€C,00-2=2-00=00, (V)z€C, z#0; 0= M)z # 0,
- 0, (V)z € C (nu se definesc 0o + 00, o0 - 0, E); de asemenea, se spune ca
&) _
un gir {2z, }n>0 de puncte din C converge citre oo in C dacd lim |z,| = +o0
- n—r o0

in R. De exemplu, dacé a € C si |a] > 1, atunci a” — oo in C.

4. Spatiul functiilor marginite M 4. Fie A o multime oarecare. Rea-
mintim c& o functie numericd f : A — R este marginita daca ()M > 0 astfel
incat |f(z)] < M pentru orice z € A; aceastd conditie este echivalentd cu
faptul ca multimea f(A) C R este marginita. Notdm cu M 4 multimea tuturor
functiilor marginite A — R; este clar ca M4 formeaza spatiu vectorial real,
relativ la operatiile uzuale de adunare si inmultire cu scalari. Dealtfel, daca
fyg € My, atunci f +g, f — g, A, |f], fg (A € R) apartin de asemenea lui
May.

In cazul cand A = [a, b], multimea M 4 este identificatd cu multimea tuturor
functiilor marginite avand graficele situate in banda {a < z < b} din R?
(fig. I1.3).

Pentru orice functie f € M 4 se poate defini norma uniformd a lui f (numita
uneori norma-sup) ca fiind numéarul real gi pozitiv

[IfIl = sup | f ()] (12)
z€A

(acesta are sens deoarece submultimea f(A) a lui R este marginita si se aplica
proprietatea III a lui Cantor-Dedekind). Pentru orice doud functii f,g € M4
se definegte distanta uniforma intre f si g ca fiind

d(f79)=||f—9||=21€13|f(1’)—9(1?)|- (13)

Exemple. a) Fie A = [0,4], f(z) =, g(z) = 2o + 1 si h(x) = 22
Evident, f,g,h € My i d(f,g9) = sup|z + 1| = sup (z+ 1) = 5, iar
z€A 0<z<4
d(f,g9) = sup |2 —z| = 12.
z€[0,4]
b) Fie A =R, f =sin, g = cos. Atunci

sin(xf%)‘:\@.

d(f,g) = sup|sinz — cos z| = sup V2
z€R rzeR



2.2. TEORIA GENERALA A APROXIMATIILOR SUCCESIVE 49

c) Fie A = [-4,1] x [0,2], f(z,y) = z+y, g(z,y) = 22 + 2y. Atunci y
flgeMasid(f,g)= sup |f(z,y) —g(z,y)l=  sup |o+yl =4 | 5
(@.y)eA —4<a<1,0<y<2 ]

Observatie. In general, pentru orice x € A gi pentru f,g € M 4, avem con-
form (13), |f(z) —g(z)| < d(f,g); In cazul cind A = [a, b], se observa ca d(f, g)
reprezintd marginea superioara a lungimilor tuturor segmentelor M N cand x
parcurge A (N, M fiind punctele unde paralela la axa Oy dusa prin punctul

?

&

I I
L |
x € A intersecteazd graficele lui f i g respectiv). Aceasta este interpretarea 0 “: 1 ]
geometrica a distantei uniforme. '
Teorema 2.3. Fie A o mulfime oarecare fixatda. Atunci mulfimea M 4 este Fig. 1.4

un spatiu metric relativ la distanta uniformd.

Demonstrafie. Avem de probat cd distanta uniform& este o distanta in
sensul definitiei 2.1, adica sunt verificate D1, Dy, D3. Probam mai intai Dy:
daca f,g € My, atunci d(f,g) = sup |f(x) — g(z)| > 0 i d(f, f) = 0; iar daca

T€A
d(f,g) = 0, atunci |f(z) — g(z)] = 0, (V)z € A, deci f(z) = g(z), (V)z € A,
adica f =g in My.

Proprietatea Dy este evidentd. Verificim Dj i pentru aceasta, fie (V) f, g, h €
M. Atunci, (V)z € A avem [f(z) — h(z)| < |f(z) — g(z)| + [g(z) — h(z)| <
sup |f(z) — g(@)| + sup lg(x) — h(z)|, adica [f(z) — k()| < d(f,g) + d(g, ),

pentru orice x € A. Atunci sup|f(z) — h(z)| < d(f,g) + d(g,h), adicd ¥
z€A

d(f,h) < d(f,g) +d(g,h), si inegalitatea triunghiului este verificatd in M 4.
Fixdm f € M4 si un numdr real > 0. In acest caz, bila deschisi de centru :
f siraza r in spatiul metric X = M4 este o multime de functii (elemente din :
X), anume i
|

B(f,r) ={g € Mald(f,g9) <r}={g € Ma| sup [f(x) = g(x)] <r}. L

Asadar, dacd g € B(f,r), atunci | f(z) — g(x)| < r, adica f(z) —r < g(x) < e M

f(z) + r, pentru orice € A; in cazul cand A = [a,b], considerdnd graficul
functiei f, bila B(f,r) este identificatd cu multimea functiilor g avand graficul
situat In "tubul de functii” limitat de graficele lui f —r, f + r (fig. II. 5). : ,

Alte exemple de spatii metrice vor fi considerate in continuare; in cazul Fig. 1.5
spatiilor R, C,R™ (n > 2), M4, vor fi utilizate In mod tacit numai distantele
definite anterior.

Dam un ultim exemplu de spatiu metric, folosit in teoria codificarii.

Fie B = {0,1} codul binar §i X = B", n > 1. Definim in B adunarea
modulo 2 (adica 00 =0,001=190=1, 1381 =0) si o extindem la
elementele din X; anume, pentru orice x = (z1,Z2,...Zn), ¥ = (Y1,Y2, -« - Yn)
din X notam z @y = (z1 D y1, T2 D Yo, ..., Tn B Yn).

Pentru orice z = (21,22,...x,) € X vom considera suma in N, ||z|| =

n
in; deoarece z; = 0 sau 1, rezultd ca ||x|| coincide cu numé&rul de com-
Il)olnente ale lui x, egale cu 1. Pentru orice z,y € X se defineste distanta
HAMMING intre z, y prin formula d(z,y) = ||z ® y||. Evident, componenta
k, 1 <k <mn,alul x®y este egala cu 0 dacd si numai dacd xp = yr In B,
deci distanta d(z,y) este egald cu numéarul de componente ale lui z,y care nu
coincid. Se verifica usor proprietatile Dy, Do, D3, deci X este un spatiu metric.
De fapt multimea X este tocmai multimea cuvintelor binare de lungime n.
De exemplu, daca n = 6 gi x = 100110, y = 011100, atunci z & y = 111010,
2|l =3, llyll = 3, d(z,y) = [|lz © y|| = 4.
Multimea X = B" are inca o interpretare remarcabila: anume ea este
echipotentd cu multimea celor 2" numere naturale 4,, = {0,1,2,...,2" — 1}.
n

Orice numar x € A, are o reprezentare unica sub forma x = E ap - 2r~1 cu
p=1
a, € B si x poate fi identificat cu punctul (aq,aq,...,a,) din B".
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2.2.2 Proprietati generale ale sirurilor; spatii metrice
complete

Fie (X, d) un spatiu metric. Am dat definitia girurilor convergente de puncte
din X (definitia 2.2). Reamintim c& un sir {z,},>¢ de puncte din X converge
catre a € X daca lim d(z,,a) = 0. In acest caz se mai spune ci termenii

n— oo

girului constituie aproximatii succesive ale lui a; elementul x( este prima
aproximatie, x1, a doua aproximatie etc. In general, se mai spune ca a este
aproximat prin x,-uri si se scrie a ~ x,; eroarea absolutd facuta in aceasta
aproximare este d(a, x,), n > 0.

Definitia 2.4. Un sir de puncte {z, }n>0 din X se numeste un sir Cauchy

dacd lim  d(@m,zn) = 0, adicd pentru orice € > 0 (I)N(e) natural cu pro-
m,n—o0o

prietatea cd daca m,n > N(g), atunci d(Xm,x,) < €. (Asadar, de la un rang
incolo orice dot termeni ai sirului sunt oricat de apropiati intre ei, in sensul
distantei d).

In definitia convergentei unui gir este explicitata limita sirului, iar in definitia
unui gir Cauchy intervin numai termeni ai girului, deci aceasta din urma este
o definitie intrinseca.

Un sir de puncte din X se numeste marginit daca toate punctele sirului
sunt continute intr-o aceeasi bila deschisa din X.

Proprietatea unui gir de a fi marginit (convergent sau Cauchy) nu se modifica
adaugand sau renuntand la un numar finit de termeni ai sirului.

Reamintim ca a defini un subsir al unui sir {z, },>¢ din X revine la a fixa
un sir strict crescator de numere naturale kg < k; < ko < ... si a considera
sirul {yn }n>0, unde y, = z,,, (V)n > 0. Asadar, se face o "selectie ordonata”
a termenilor girului initial; desigur, k,, > n, (¥)n > 0.

Teorema care urmeaza concentreaza cateva proprietati ale sirurilor, valabile
in orice spatiu metric fixat. In diverse cazuri particulare, apar aspecte specifice;
de exemplu in R, sirurile de numere reale au proprietati specifice legate de
monotonie, de produse etc., care nu au loc pentru giruri din R, n > 2.

Teorema 2.4. Fie (X, d) un spatiu metric fizat.

(a) Orice gir convergent de puncte din X este sir Cauchy;

(b) Orice sir Cauchy din X este marginit,

(c) Daca x, n X a, atunci orice subsgir al sirului {z, },,>0 converge citre a.

Demonstratie. (a) Fie x, — a; ardtdm cd sirul {x,},>0 este Cauchy
gl pentru aceasta fixdm (V)e > 0. Atunci existd un rang N(e) astfel incét

d(zp,a) < 3 pentru orice n > N(e). Asadar, pentru orice m,n > N avem

d(m,a) < c

3 d(zp,a) < % si folosind D3 si Dy rezultd

d(@m, Tn) < d(Tm,a) + d(zy,a) < % + % =e.

(b) Fie {z,}n>0 un sir Cauchy; pentru e = 1 existd atunci un numér nat-
ural P astfel incdt d(a,,z,) < 1 pentru orice m,n > P. Agadar, ludnd
n = P, rezultd cd d(zm, xp) < 1, adicd z,, € B(xp,1), (V)m > P. Notand r =
max{1l,d(zo,zp),d(z1,zp),...,d(xp_1,2p)}, rezultd atunci ca z,, € B(zp,r),
(V)m > 0, deci toti termenii sirului {z,},>0 apartin unei aceleiasi bile, adica
sirul respectiv este marginit.

(c) Fie (V)e > 0 fixat; atunci existd N = N(e) astfel ca d(z,,a) < €, pentru
orice n > N. Cum k, > n, rezultd d(z,,a) < a pentru orice n > N, deci
Tk, L pentru n — oo.

Asadar, in orice spatiu metric, un gir convergent este gir Cauchy; reciproca
este falsd. De exemplu, fie X = Q cu distanta euclidiand d(z,y) = |z — y|,
(V)z,y € Q si consideram girul {z,},>0 al trunchierilor numarului irational

V2. Deoarece z,, 25 2, rezulta cé sirul {z,, }n>0 este Cauchy in R (conform
teoremei 2.4. (a)), deci si in Q (deoarece toti termenii sunt numere rationale).
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Daca, sirul {xn}n>0 ar fi convergent In Q, ar exista 3 € Q astfel incat

Ty ng B, deci ., n K B. Din unicitatea limitei unui sir convergent, rezulta
B = /2, ceea ce este absurd deoarece [ este rational, iar v/2 este irational.
Agadar, in spatiul metric Q am dat un exemplu de gir Cauchy care nu este
convergent.

Este util de introdus o clasd extrem de importanta de spatii metrice prin
definitia care urmeaza.

Definitia 2.5. Un spatiu metric se numeste complet daca orice sir Cauchy
din acest spatiu este convergent.

Cu alte cuvinte, Intr-un spatiu metric complet, conceptele de sir Cauchy
si cel de gir convergent coincid, deci pentru testarea convergentei unui sir este
suficient de verificat conditia intrinsecd de a fi sir Cauchy. Evident, R (cu
distanta euclidiand) este spatiu metric complet, conform teoremei 1.6. Se mai
spune ca spatiile metrice complete sunt cele in care are loc criteriul general al
lui Cauchy.

Lema. Fie X = RP, p > 1 cu distanta euclidiand (definita in teorema

2.2.). Un sir {xn}n>0, Tn = (x5, 22,...,2P) de puncte din RP este mdrginit
(respectiv Cauchy, convergent) dacd si numai dacd cele p siruri componente
{0, {22} ns0, -, {28 a0 au simultan aceastd proprietate, ca siruri
in R.
Demonstratie. Mai intai si observam ca pentru orice doua puncte
z=(T1,%2,...,%p), Y = (Y1,Y2,...,Yp) din R?, au loc inegalitatile
|z =yl < d(z,y) st |ze| < lzll, 1<1<p; (14)
P P
) < 3ok =il s el < 3 ol (15)
k=1 k=1

Nl

unde d(z,y) = (

(z — yk)2> este distanta euclidiand intre x si y, iar

ol
=3 ”M’E
—

2
[lz]] = d(z,0) = (Z J;i) este norma euclidiand a lui z in RP.
k=1
Daca sirul {z,, }n>0 este marginit, atunci (3)M > 0 astfel incat ||z, || < M,
(V)n > 0, deci |zF| < ||z,|| < M, adica sirul {x,},>0 este marginit pentru
orice k, 1 < k < p. Apoi, daca sirurile {z¥},>¢ sunt mirginite in R, atunci
P

P
existd My, > 0 astfel ca (V)n > 0, deci conform (15), ||z,|| < Z lzk| < Z M;,
k=1 k=1

P
gl ca atare, x, € B(0,M), n > 0 unde M = ZMk, deci sirul {z,}n>0 este
k=1
marginit in RP.
Afirmatia relativ la siruri Cauchy rezulta direct din definitia sirului Cauchy
si din inegalitatile

P
lzk, — 2k | < d(zp, 20) gz —2f,mn>0,1<k<p
k=1

iar afirmatia relativ la convergenta, rezulta din inegalitatile

M@

\x —ag| < d(xp,a) —ak|7

k=1
unde a = (a1, a2,...,a,), n > 0,1 < k < p. Toate aceste inegalitdti decurg din
(14) si (15).

Retinem din aceastd lema ca limita unui gir convergent din R™ se cal-
culeazd pe componente gi in general, studiul sirurilor de puncte din R™ (n > 1
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fixat) se reduce la studiul a n giruri de numere reale. De exemplu, sgirul

1
{({‘/ﬁ, ,3")} de puncte din R3 converge citre punctul (1,0,0); sirul
n n>1

1
{ ((—1)”7 n i 2) } este marginit in R2, fira a fi convergent. Desigur, in R",
n

n > 2 nu se pot defini convenabil giruri monotone de puncte, ca in cazul dreptei
reale.

Teorema 2.5. Spatiul metric RP, p > 1 este complet

Demonstratie. Fie {x,,},>0 un sir Cauchy de puncte din R?; atunci conform
lemei anterioare, cele p siruri componente sunt siruri Cauchy in R, deci ele sunt
convergente in R (conform teoremei 1.6) si aplicand din nou lema, rezulta ca
sirul {z,, }n>0 este convergent in RP.

Consideram acum spatiul metric X = C (planul complex), cu distanta
euclidiand d(z1,22) = |21 — 22|, (V)21,22 € C. Fie {2, }n>0, 2n = Tp + iy, un
gir de numere complexe; atunci sirul {z, }»>0 este marginit (respectiv Cauchy,
convergent) dacd si numai daci sirurile de numere reale {2, }n>0, {yn}n>0 au

. . . v in C ; mC oo . v

simultan aceeasi proprietate. Dacid z, — 2z, z, — 2/, se arata imediat ca
in C in C . v . . .1 wmcl

Znt+ 2l — 2+ 72 zp2l, = 22/ iar daca toti z, # 04l 2z # 0, atunci — — —.
Zn z

Deoarece nu se considera inegalitati intre numere complexe, nu exista un

concept de gir monoton in C.
Teorema 2.6. Spatiul metric C este complet.

Demonstratie. Fie z,, = x, +1yn, n > 0 un gir Cauchy de numere complexe;
deoarece |Zy, — Zn| < |2m — 2ol $1 [Um — Yn| < |2m — 2nl, (Y)m,n > 0, rezulta

ca girurile {@,, }n>0, {Yn }n>0 sunt siruri Cauchy in R gi ca atare ele sunt con-

~ in R in R . ~ v .
vergente in R, x,, — a, ¥, — b. Considerand numarul complex ¢ = a + b,

rezulta

|20 — ¢ = [(Tn +iyn)| — (a +ib)| = \/(xn —a)? + (Yo — b)? < |20 —al+[yn —b|

si pentru n — oo, va rezulta cd d(zy,,c) — 0, deci sirul {2, }»>0 este convergent.

Desigur, teorema 2.6 se poate deduce si din teorema 2.5 pentru p = 2,
deoarece spatiile metrice C si R? coincid ca multimi de puncte, iar distantele
euclidiene sunt aceleasi in amandoua; intr-adevar, daca z; = x1 + iy1, 22 =
9 + 1Yo, atunci

de(z1, 22) = |21 — 22| = [(21 — @2) +i(y1 — y2)| = \/(171 —22)% + (Y1 — y2)?
si aceasta din urma este distanta dintre punctele (x1,y1), (z2,72) din R2.

Teorema 2.7. Pentru orice multime A, spatiul metric M 4 este complet
(relativ la distanta uniforma d).

Fie {fn}n>0 un sir Cauchy de elemente din My, deci un sir de functii
marginite f, : A — R, astfel incdt d(fy,, fn) — 0 pentru m,n — oo. Deoarece
|[fm(z) = fu(x)] < d(fm, fn) pentru orice x € A, rezultd ci oricare ar fi z € A,
sirul de numere reale {f,(z)},>0 este sir Cauchy. Conform teoremei 1.6 acest
sir va converge catre un numar real bine determinat depinzand de x, pe care il
notam cu g(z). In acest mod, este definitii o functie g : A — R.

Vom arata ca g este functie marginita, adica g € M4 sica f, m Ma g pentru
n — oo. Fie (V)e > 0 fixat. Deoarece { fy, }n>0 este sir Cauchy, rezulta ca exista
un numar natural N(e) astfel incat (V)n > N, (V)p > 1 sa avem d(fr4p, fn) <
%; in particular, pentrun = N, d(fy4p, [n) < ; adica | fn4p(2)— fn(2)] < %
pentru orice p > 1 sgi pentru orice x € A. Facand p — oo gi tindnd cont

- . € ) €
cd lim fo(2) = g(z), rezultd |g(z) — [y ()] < 3, deci |g(2)] < 5 + |fn(2)],
(V)x € A. Cum fy este functie marginita, rezulta de aici ca g este de asemenea
functie marginita.



2.2. TEORIA GENERALA A APROXIMATIILOR SUCCESIVE 53

g, Mn > N, (V)p > 1, rezulta

€
| frgp(x) — fulz)| < 3 pentru orice z € A. Fécand aici p — oo, rezulta ci

In sfarsit, din relatia d(frtp: fn) <

€
lg(x) — fu(z)] < B pentru orice z € A gi orice n > N. Atunci d(f,,g9) =
€ . .. i
sup |g(z) — fu(z)] < 3 < € pentru orice n > N, adica f, m Ma g. Am
acA
demonstrat astfel ca sirul {f,}n>0 din M 4, presupus Cauchy, este convergent
si spatiul M 4 rezulta complet.

Am dat mai sus cateva exemple de spatii metrice complete (RP,p > 1;C, M 4);
ceea ce arata consistenta notiunii. Remarcam de asemenea ca pentru orice
a,b € R, intervalele (—o0, a], [a, b], [a, 00) sunt spatii metrice complete. De ex-
emplu, fie X = (—o0, a] si {xy, }n>0 un gir Cauchy de puncte in X; privind acest
sir in R, el este de asemenea Cauchy si ca atare rezulta convergent, x, nEy.

Deoarece z,, < a, rezulta [ < a, adicd | € X si ca atare, z,, DX | deci {Zn}n>0
este sir convergent in X. Demonstratia este similara in cazul intervalelor [a, b],
[a,0). Se poate observa totodatd ci intervalele deschise sau semideschise sunt
spatii metrice necomplete.

2.2.3 Principiul contractiei; metoda aproximatiilor
succesive

Teorema care urmeaza (numita si principiul contractiei) sta la baza obtinerii
multor altor teoreme de existentd si unicitate din Analiza matematica (de
exemplu, teorema functiilor implicite, existenta si unicitatea solutiei problemei
Cauchy pentru ecuatii si sisteme diferentiale, existenta si unicitatea solutiei
unor ecuatii integrale etc.). Principiul contractiei este o abstragere a metodei
aproximatiilor succesive, datoratd lui E. PICARD (1856 - 1941); in forma
prezentata mai jos, el a fost formulat de matematicianul polonez ST. BANACH
(1892 - 1945), unul din creatorii analizei moderne. Mai intai este necesara o
definitie.

Definitia 2.6. Fie (X, d) un spativ metric. Se numeste contractie a lui
X orice aplicatie p : X — X a lui X in el insusi, cu proprietatea ca exista un
numdar real C' (numit coeficient de contractie) astfel incit 0 < C < 1 i sd
fie indeplinita urmdtoarea condiie:

d(e(z),o(y)) < C-d(x,y), pentruorice z,y € X. (16)

Exemplu. Aplicatia ¢ : R — R, p(x) = Cz, 0 < C < 1 este o contractie a
dreptei reale, de coeficient C, deoarece |p(x) — ¢(y)| = |Cz — Cy| = Clz — y|,
Mz, y € R.

Teorema 2.8. (principiul contractiei): Fie (X, d) un spatiu metric complet.
Pentru orice contractie ¢ : X — X existd si este unic un punct £ € X astfel

incdt (&) =¢€.

Demonstratie. Unicitatea unui astfel de punct este imediata: daca ar mai
exista £ € X astfel incat ¢(&') = &, atunci rezulta cf. (16), d(&,&) =
d(p(&),p(&) < Cd(&,¢); asadar, d(£,£')(1 = C) <0 si cum C < 1, rezultd
d(&, &) <0, deci d(&,¢&') =0, adica € = ¢, conform Dj.

Pentru demonstrarea existentei unui punct € X astfel incat ¢(&) = &,
fixdm un punct o € X si definim succesiv 1 = ¢(xg), 2 = p(z1),..., 2, =
o(xn-1), (V)n > 1. Vom proba mai intai cd sirul {x,},>0 astfel definit
este un gir Cauchy in X. Notdm 6 = d(zg,z1) si observam ca d(z1,22) =
d(e(z0), (1)) < C d(zo,21) = C -6, d(z2,23) = d(p(z1),0(22)) < C
d(z1,22) < C2 - §; se verifica prin inductie c& in general, d(x,,, T, 1) < C™ -6,
(V)n > 0. Atunci, pentru orice n > 0, p > 1, avem d(2p, Tntp) < d(Tpn, Tni1)+
d($n+1,$n+2> + ...+ d(l‘n+p+1,$n+p) < C" + Ccntls + .. 4 Ccnterls =
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1-CP

061—6'

; Am demonstrat astfel inegalitatea

4]

ﬁC’H (V)n >0, (V)p>1. (17)

d(.%‘n, $n+p) <
Dacd § = 0, atunci z7 = xq, deci p(xg) = ¢ gl teorema este probata luand
¢ = xg; putem presupune § # 0. Din conditia 0 < C' < 1, rezulta ca C™ — 0
pentru n — oo si ca atare, pentru orice € > 0, existd un rang N (¢) astfel incat

(1-C
(V)n > N(e), s avem C" < e(1-0)
d(xn, Tntp) < €, pentru orice n > N(e) si oricare ar i p > 1. Asadar, sirul

{Zn}n>0 este Cauchy, deci este convergent (céci X a fost presupus complet).
Fie £ = lim z,, € X. Din relatia (16) rezultd 0 < d(p(z,), ¢(§)) < Cd(zy, §)

n—oo
si ficAnd n — oo, se obtine atunci ca d(z,,&) — 0 si deci (z,) — @(§), adica
Tnt1 — ©(&) pentrun — co. Dar 41 — £ (cci £ = lim x,) si din unicitatea
n—oo

. Atunci din relatia (17) se deduce ca

limitei unui gir convergent, rezulta p(§) = £. Teorema este demonstrata.

Observatii. 1) Un punct £ € X se numeste punct fiz al unei aplicatii
v: X — X daca p(§) = €. Teorema 2.8 se mai enuntd atunci: orice contractie
a unui spatiu metric complet are un punct fix, unic sau echivalent, pentru orice
contractie ¢ a unui spativ metric complex X, ecuatia x = (x) are solufie
unica, & in X. De aceea teorema 2.8 este numita uneori ”teorema de punct
fix”.

2) Trebuie retinut modul de constructie al lui &; prima aproximatie xg este
aleasa arbitrar, iar aproximatiile x1,zo,... sunt determinate succesiv folosind
; indiferent de alegerea lui z, sirul de aproximatii succesive tinde, se ”stabi-
lizeaza”, spre aceeasi limita &. In aplicarea practica a teoremei 2.8 este necesar
de evidentiat o pereche (X, ), care uneori este sugerata de enunt dar alteori
apare ca un auxiliar eficace in cursul unui rationament.

Din relatia (17), pentru n fixat i ficand p — oo, rezulta

d(x()v Jfl)

d(zn,€) < T4

-C™. (18)

Asadar, in aproximarea £ ~ x,, avem o evaluare a erorii absolute. De
exemplu, dacd vrem sa calculam £ cu aproximare mai mica decat € (¢ > 0
d(zo, 1)

W-CN<€§iva

prescris), este suficient si gdsim N minim astfel incat

rezulta d(zy,&) < e.

Exemple. a) Metoda clasici a aproximatiilor succesive (sau metoda
iteratiei). Fie X = R sau oricare din intervalele (—o0,dl, [a,b], [a,00); fie o
ecuatie x = @(z), unde ¢ : X — X este o functie derivabila astfel incat
C = sup |¢'(z)] < 1. Atunci ¢ este o contractie, deoarece (V)z,y € X exista

zeX

un punct v situat intre x si y, astfel incat ¢(x) — ¢(y) = (x — y)¢'(v), conform
formulei lui Lagrange a cresterilor finite; atunci |p(z) —¢(y)| = |¢' (v)]- |z —y| <
C|z—yl|, deci ¢ este o contractie. In aceste conditii, ecuatia z = (z) are solutie
unica ¢ € X si pentru a determina acea solutie se aplica metoda indicata in
demonstratia teoremei 2.8: alegem xo € X arbitrar gi se calculeazd x1 = ¢(z0);
apoi din formula (18) se determind n convenabil gi atunci £ ~ x,. Desigur,

formula precisa la modul absolut, £ = lim z,, este mai putin utilizata in
n—oo

practica.

Pentru a lua un exemplu concret, calculim cu precizie < 10~4 unica radacind
reald, a ecuatiei algebrice 23 + 122 — 1 = 0. Evident, utilizind sirul lui Rolle
rezulta ci ecuatia are o singura radacing reald, situata in intervalul X = [0, 1];
in plus, ecuatia se scrie echivalent x = (x), unde p(r) = ———. In

P { 2<P( ) pla) = — 12

x

2
acest caz, C = sup |¢'(z)| = sup ———= = ——; luiim z = 0, deci
©€[0,1] zejo.1) (2% +12)2 169
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1 1
x1 = ¢(0) = 3 si ca atare 0 = d(wg,x1) = —. Aplicand formula (18) deter-

12
. .. A d(.’ﬂo,l’l) 4 1 169 _
a tfel t ——=-C" < 107" adica — - —=-C" < 10
mindm n minim astfel incat —— < adica 3 167 <
2 \" 167 -12 1 144
= T g > 1, = 2. deci ~ = == — ~
169> 169 101 51 se gseste n =2, deck € = o(11) = 7575 = 3759
0, 08328.
b) Fie A = [ai;]1<i j<n O matrice patraticd de ordin n cu coeficienti reali
1 b1
2
ba
astfel incat C' = Z a?j <1, B = : o matrice coloand cu
1<i,j<n '
bn,
Ty
€2
coeficienti reali. Ecuatia matriceald X = AX + B, unde X = ) se poate
L

rezolva aplicand principiul contractiei aga cum urmeaza.
Consideram aplicatia ¢ : R" — R", X — AX + B (identificind un punct
din R™ cu o matrice-coloand) si ardtam ca ¢ este o contractie: avem

d(¢(X), ¢(Y)) = [[e(X) = @(Y)[| = [[(AX 4+ B) — (AY + B)|| = [[(AX = Y)].
z1
In general, daca Z = Z:Q , atunci

Zn

[|AZ|| = \/(auzl +.otamz)?+ (azzr+ .02+ o (anizr o Gpnzn)?

S\/(a% ot aiy) ZIP 4 (a3 + ) - NIZIP + .+ (afy + -+ aRy) - [IZ]?
1z|2- Y af=C-IzZ.
1<i,j<n
Atunci rezulta ca d(¢ =]A-X=-Y)|<C-|X-Y]| =C-dX,Y),

deci aplicatia ¢ este o) contrac‘gle Rezulta ca ecuatia X = AX + B are o solutie
unica gi aceasta se poate determina prin metoda aproximatiilor succesive: se
ia XQ = 0, Xl = (ID(X()) = [B, XQ = L/D(Xl) = AB +B, Xg = (p(Xz) = AXQ —i—B =
A’B + AB + B etc. Acest calcul se poate prezenta fara dificultate sub forma
unui program.

Fiind dat un sistem liniar PX = Q oarecare cu n ecuatii si n necunoscute,
cu coeficienti reali gi P matrice nesingulara, acest sistem poate fi adus la forma
precedenta X = AX+ B, prin transformari convenabile; ca un exemplu concret,
consideram sistemul

10z1 + 29 —23=0
X + 10562 — 2933 =4 (19)
1+ 20z3 = —2
pe care 1l scriem sub forma echivalenta
1 = —0,1x9 + 0, 123
To = 70, ].1’1 + 0, 21’2 + 0,4
r3 = —0,052, — 0,1
adica X = AX 4+ B, unde
- 0 -0,1 0,1 0
X=1| 22 |, A= -0,1 0 0,2 1, B= 0,4
3 0,05 0 0 —0,1
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Solutia & a acestui sistem poate fi determinata aproximativ considerand
aplicatia ¢ : R? — R3, X +— AX+B; luand Xo = 0, avem X; = o(Xp), ..., X} =
©(Xg—1) si alegand k convenabil, rezultda & ~ X. Desigur, solutia sistemului
(19) poate fi data direct, nesofisticat; totusi metoda anterioara are o deosebita
importanta principiala.

2.2.4 Exercitii

1. Fie (X, d) un spatiu metric si n puncte 1, za, ..., 2, din X. S& se arate
cd d(z1,z,) < d(z1,72) + d(22,23) + ... + d(xp_1,T,). S& se arate ci daci
T1,%2,...,Ty, sunt vectori din RP, p > 1, atunci

|1+ @2+l < ]l + 22l + -+ [l

||  daca n este par
2. S& se probeze ca (V)z € R avem {/z" = ,
x dacd n este impar

n > 1 natural. Este adevirata aceasta relatie pentru z € C'?
3. Fie {a,} un sir de numere reale pozitive si {z,} un sir de numere
complexe.

o . o o o in C
a) Daci |z,| < an, n > 0 si dacil a,, — 0, si se arate ca 2, —s 0.

v . o o o in C
b) Daca |z,| > an, n > 0 si daci a,, — 00, sa se arate ca z, — 00.
4. Sa se calculeze limitele urmitoarelor siruri din R3:

2
n n 1 1 1
L (2n+17n2+17n>a Yn ( n7 acosn>7 n =z

Co o L 1+ in?
precum si limitele urmatoarelor giruri de numere complexe z,, = T Wy, =
n
" 144"
—, 2zl =a” (aGCﬁxat),w;:!,nzl.
n

n
A n

5. Fiex, = <(1 + ) , ¥/n, nsin ﬂ), n > 1. Sa se determine parametrul
n n

real )\ astfel incat limita sirului z, s& fie la distantd minimia in R? fata de
punctul a = (1,e~*,7),

Indicatie. Notand [ = lim x,,, avem | = (e*, 1, ) si trebuie aflat \ astfel
n—oo

incat expresia d(a,l) = /(1 — e*)2 + (1 — e~*)2 s4 fie minima, ceea ce revine
la a afla minimul functiei reale (\) = €2* + e=2* — 2e* — 272,

6. S& se arate cid pe multimea X = (0,00), pundnd d(z,y) = In <

)

(V)z,y € X se definegte o distanta. Sa se dea exemplu de un gir convergent si
neconstant in aceasta distanta.

7. Multimile R i C = R? au structuri de corp comutativ. Este adevirat
cd in R?, cu adunarea pe componente, singura inmultire posibila astfel incat
R? si devina corp comutativ este cea de numere complexe?

O intrebare naturala este: dacd p > 4, exista o structura de corp pe
multimea RP (cu adunarea pe componente)? Pentru p = 4 s-a aritat ci exista
o astfel de structura de corp necomutativ pe R*, corpul cuaternionilor construit
de W. HAMILTON, 1805 - 1865. De curand J. MILNOR (n. 1931) a ariitat ca
pentru p > 5 raspunsul este negativ (pentru p = 3 raspunsul este de asemenea
negativ; incercati o justificare).

8. Doua distante di,ds pe aceeasi multime X se numesc echivalente daca
existd constante reale o, 8 > 0 astfel incat d; < ads si dy < Sd;. Pentru
X = R" gi pentru orice doud puncte x = (21,...,2Z), ¥ = (Y1,...,Yn) din R™
se noteaza

n

n
— 2 — — ! — —
E (rx —yr)", 0(2,9) k§—1 |z — yrl, A(z,y) lfgn}?%(nmk Ykl
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Sa se arate ca d,d, A’ sunt distante echivalente pe R™ si pentru n = 2,3 s&
se descrie bilele B(0,r), r > 0 respective.

Indicatie. Se poate ardta ca A’ < § < /n-d < nA’ ete.

9. Considerand multimea R, pentru orice doua fractii zecimale reduse x =
oy T1X2 .. Ty ovy Y = Yo, Y1Y2+--Yn ..., unde xg = [z], yo = [y], asociem
numadrul natural p(z,y) = inf{n € N|z,, # y,}. S& se arate c& (V)z,y,z € R
avem p(z, z) > min(p(x, y), p(y, z)) si ca punand §(x,y) = 107P(=¥) se obtine o
distanta pe R, care nu este echivalenti cu distanta euclidiana d(z,y) = |z — y],
Mz, y € R.

T

10. Se considera intervalul A = [f 5 5} Sa se determine distanta dintre

functiile f : A > R, z — sinz i g: A - R, = — cosz, ca si distanta dintre
f1, f2 : A — R definite prin fi(z) = 2% si fo(z) = 22 + 1.

11. a) Doua spatii metrice (X,d), (Y,0) se numesc izometrice daci exista
o bijectie f: X = Y astfel ca d(z,y) = 6(f(z), f(y)), (V)z,y € X. S& se arate

in acest caz cd daci a € X si dacd {z,}n>0 este un sir de puncte in X, avem
inY

in X
{zn — a} «— {f(zn) — f(a)}.

b) Fie X i> Y o bijectie si (Y, d) un spatiu metric. S& se arate cd punand
d(z,y) = d(f(z), f(¥)), V)z,y € X, se defineste o distantd pe X. Ca aplicatie,
explicitati distanta pe multimea M, (R) a matricilor pdtratice de ordin n cu
coeficienti reali obtinutd cu ajutorul bijectiei f : M, (R) — R,

[aij] lgign — (a117 A12y -+, A1n, 21,322, -+ -, Aply Angy - - -y ann)'
SIsn

12. Fie D o dreapta fixata dintr-un plan P; se considera aplicatia ¢ : P —
P, care asociaza oricarui punct a € P, proiectia ortogonala a lui a pe D. Sa se
determine punctele fixe ale acestei aplicatii. Este ¢ o contractie?

13. Dati exemplu de contractii nebanale ale spatiilor R, C, R3.

14. Fie a > 2 real dat. A calcula y/a revine la a rezolva ecuatia 22 = a

1
in multimea X = [\/g , oo> sau echivalent, ecuatia z = 5 (m + g). Notand
x

1 ay o , : . .
olx) = 3 (x + 7), sa se arate ca ¢ este o contractie cu coeficient 3 Calculati
T

pe aceasta cale v/10 cu aproximatie 1074,

15. Fie a > 0 real dat. S& se indice un mod de calcul al lui ¢/a folosind

1 1
ecuatia x = 3 (2:10 + %) in X = [0,00) gi similar, calculul lui —, folosind
x a
3 1
ecuatia r = 2z — ax? pe multimea X = [, } .
4a” a

16. Folosind principiul contractiei (eventual si minicalculatorul), sa se
rezolve cu aproximatie 1072 ecuatiile 23 + 42 — 1 = 0, 10z — 1 = sinx,

1 5
ng(lfe*w),x"er?’fl,lG:O.

17. Sa se arate ca multimea R este spatiu metric relativ la distanta

z Y

— ——Z_ | Mz,yeR
T+z] 1+ |yl (V)e.y

d(z,y) = ‘

1 daca x =00

Ltfal | -1 dack z=—o0
mentul [—1,1]. S& se arate c& bila B(co,r), 0 < r < 1 este tocmai intervalul
1-— 3
< T,oo]. Determinati bilele B(oo, 1), B <oo,2), B(c0,2) si aratati ca
r

vecinatate a lui co in R este orice multime care contine un interval de forma
(a,00] din R.

cu conventia si cad R este izometric cu seg-
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2.3 Seril numerice

2.3.1 Convergenta, divergenta

Exista cazuri cand unui sir infinit {a, },>¢ de numere reale i se poate atribui
o suma, astfel incat si fie extinsa notiunea de suma a unui sir finit de numere
reale. Teoria seriilor precizeaza astfel de cazuri si constituie cadrul natural
pentru studiul aproximarilor, in conjugare cu tehnicile moderne de calcul.

Definitia 3.1. Pentru orice gir {an }n>0 de numere reale se poate considera
un nou gir din R, anume {s,}n>0, unde so = ag, $1 = ap + a1,...,8, =
ap+ai+...+a, etc., numit sirul sumelor partiale asociat sirului initial.
Perechea formatd din sirurile {an }n>0, {Sn}n>0 se numeste serie de termen

general a,, $i se noteazd Z an, (sau ap+aq +az+. .. pundnd simbolic semnul
n>0
+ intre termenii girului {a,}).
O serie Z an se numegte convergenta (si asociem notatia C) dacd sirul
n>0
{sn}n>0 al sumelor partiale este convergent in R. O serie care nu este con-
vergentd se numegte divergenta (D).
Asadar, seriile sunt fie convergente, fie divergente. In cazul cand o serie

Zan este convergentd (si numai atunci) se definegte suma seriei ca fiind

n>0

numarul real lim s, = lim (ap+ai+...+a,). Adeseori acest numar este notat
n—oo n—oo

o]
cu Z an sau Z an, ceea ce poate crea confuzii. In functie de context, o astfel

n=0 n>0
de confuzie dispare pentru ci este evidenta distinctia intre serie (ca pereche de
siruri) gi suma seriei (ca numaér real asociat seriei in caz de convergenta).

In studiul unei serii, rolul principal este jucat de sirul sumelor partiale si de
aceea se poate afirma ca teoria seriilor este o ”combinatie” intre studiul sumelor
finite si cel al limitelor de siruri. Este gresita definirea seriilor sau sumelor de
serii ca ”sume infinite”, pentru cd In R au apriori sens exclusiv sume finite
de elemente. Seriile au unele proprietati distincte de cele ale sumelor finite (nu
avem comutativitate, asociativitate, seriile nu pot fi in general inmultite etc.).

Evident, daca se renuntd la un numar finit de termeni ai unei serii, seria
nou obtinutd va avea aceeagi naturd ca gi seria initiala (acelagi lucru are loc
dacd se adaugd un numér finit de termeni). Desigur, in caz de convergenta,
suma se modifica scazand (sau adaugand) suma finitd a termenilor la care se
renunta (respectiv care se adaugi).

Se poate afirma ca problema principala in studiul unei serii este deter-
minarea naturii (C' sau D) si in caz de convergentd, evaluarea exactd sau
macar aproximativa a sumei seriei respective.

1
Exemple. a) z 5 = a9 + a3 + ... are termenul general a, =
n2—n
n>2
1 1 1

- = — —, n > 2 gi sumele ei partiale sunt so = as, s1 = as +as, .. .;
n“—n mn—1 n

Evident,
1 1 1 1
sn—a2+a3+...+an+2— 1 B + B 3 +

1 1 1 n+1
+...+ — =1- =
n+1l n+2 n+2 n+2
§i ca atare, seria initiala este C', avand suma lim s, = 1.

n—roo

b) Fie p € R un numdr real fixat; seria Zp” =14+p+p>+... s
n>0

numeste seria geometrica de ratie p. Sumele partiale asociate sunt sg = 1,
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s1=14p,....,8,=1+p+p*+...+ p" se verificd imediat prin inductie ca

1— n+1
TP dack p#1

Sp = I—-p
n+1 daca p=1.

Deoarece lim p" =0 dacad —1 < p < 1, se observa ca limita lim S, exista
n—00 n—o0

daca si numai dacd —1 < p < 1; am probat astfel

Teorema 3.1. Seria geometrica Z p" =1+ p+p*>+... este convergenti

n>0
dacd gi numai daca |p| < 1 ¢l In acest caz, suma seriei este egald cu . In
mod similar, seria E a p" este C <> |p| < 1 si are atunci suma T (a € R,

n>0
a # 0 dat).

In exemplele anterioare am putut decide natura si chiar suma seriilor con-
siderate, deoarece am reusit sa exprimam convenabil termenul general al sirului
sumelor partiale. O astfel de sansa nu exista decat in putine cazuri si este nece-
sara dezvoltarea unei teorii calitative a seriilor, indicand criterii de convergenta
care tin cont de forma termenului general al seriilor studiate.

¢) Iata cum se construieste o serie convergentd, cu suma prescrisa S. Alegem
un gir de numere reale {by, },>0, bp = 0 convergent catre S si consideram sirul
{an}n>1 unde a, = b, — b,_1. Atunci seria Z a, este evident C si are

n>1
suma S.

Un alt exemplu ilustrand definitiile anterioare este legat de reprezentarea
q-adica a numerelor reale.

Teorema 3.2. Fie q > 2 un intreg fizal (bazd de numeratie). Atunci pentru
orice numdar real x > 0 existd un intreg m i un sir unic {an fn>—_m de cifre in

baza q (adicd intregii a, au ca valori posibile 0,1,...,q — 1) astfel incdt seria
Z sa fie convergentd, cu suma x.
n>—m
Demonstratie. Alegem m intregul cel mai mic astfel incat = < ¢™*! si
definim sirurile {y, }n>—m, {@n}n>—m punind
Yym=T-q ", Ay = [y—m] (20)
Dacd n > —m §i yn, an = [yn] au fost definite, punem
Yn1 = Wn —an)q §1 ani1 = [Ynsa]- (21)
Evident y,, > 0 si a,, > 0 pentru orice n > —m.
Prin inductie dupa n verificam ca
Yn < ¢ $i an, < g — 1 pentru orice n > —m. (22)
Intr-adevir, pentru n = —m avem y_,, = z¢~™ < g (caci x < ™) i

atunci a_,, = [Y—m] < ¢— 1. Apoi dacE n > —m, y, < ¢ si a, < g — 1,
atunci y, — an = Yo — [yn] < 1, deci ypy1 = (Yn —an)g < 1-q = ¢ si deci
ant1 = [Ynt1] <g— 1.

Vom proba acum prin inductie dupa n relatia

n
Ynirq” TV =z — Z arg~®, pentru orice n > —m. (23)
k=—m
Pentru n = —m avem de aratat cAd y_,,41-¢™ ' = — a_,,q™ adica folosind

(21), (Y—m — a—m)q™ = — a_nq™, ceea ce este evident, conform (20). Pre-
supunem acum relatia (23) adevaratd pentru n si o probam pentru n + 1.
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_ f.(21) _ _ _
Dar Yn+24 (nt2) s (yn+1 — an+1)q (n+1) — Yn+14 (nt1) _ an+19

n

T — Z arg - an+1q*("+1), ultima egalitate fiind o consecinta a ipotezei

(n+1)

k=—m
n+1
de inductie. Asadar y, oq” "2 =2 — Z arg” "
k=—m

Din relatiile (22), (23) rezultd imediat teorema 3.2; anume, observim ci

n
_ c
> gt

k=—m

1.(23 B B cf.(23)
) 1Y) = gD T g

—n

0<

oo
si facand n — oo, rezulta ca z = lim E arq” ", adicd © = E arg*.
n—oo
k=—m k=—m

Observatie. Cazurile cele mai importante se obtin pentru ¢ = 10 (in care
regasim scrierea zecimalad uzuala a numerelor reale, incluzéand sensul semantic
al acesteia; de exemplu numarul real 27,438... este suma seriei 2 - 10! + 7 -
10°+4-1071 +3-10724+8-1073 +...) si pentru q = 2 (cazul scrierii binare
sau diadice a numerelor reale; de exemplu, scrierea binara a lui 7 = 3,14159. ..
ester =1-2'41-2°40-27140-27241-27340-27440-275+1-27%+. .. adici
(m)2 = 11,001001 ..., fard nici o periodicitate). In unele situatii se utilizeazi
baza g = 8.

2.3.2 Cateva proprietati generale ale seriilor de numere
reale

Teorema 3.3 (criteriul necesar de convergenta). Fie o serie g a, de
n>0
numere reale;

(a) Daca seria E a, este C, atunci limita lim a, ezistd si este nuld.
n—oo
n>0

Reciproca este falsa.
(b) Daca limita lim a, nu existd sau dacd exista si este nenuld, atunci
n—oo
seria g a, este D.
n>0

Demonstratie. (a) Fie s, = ap+a1+. . .+ay, deci a,, = s, —s,—1 pentru orice
n > 1. Conform ipotezei ca seria E an este C, rezulta ca exista s = lim s,.

n—oo
n>0
Atunci lim a, = lim s, — lim s,_1 = s — s = 0. Reciproca este falsa; de
n—oo n—oo n—oo
exemplu, pentru seria Z(\/n +1—vn)avema, = vVn+1—/n, s, =vn+1
n>0
si deci lim a, = 0iar lim s, = oo, adica seria este D, desi limita termenului
n—oo n—oo
¢ s . o 1 1
general este nula. Similar, seria armonica Z —=14+—-+4 -+ ... este D,
n 2 3

n>1

1
deoarece sirul s, =1+ 3 + ...+ — este D (conform exemplului care succede
n

teorema 1.6).
(b) Aplicam (a) tinadnd cont de echivalenta logicd (p = ¢) = (¢ = —p)

aplicata pentru propozitiile p = ”seria Z an este C” ¢ ¢ = "limita nlgn;o an
n>0

exista si este nula”.

Teorema 3.4. Fie {ay}n>0, {bn}n>0 siruri de numere reale avand sumele
partiale {sy }n>0 i respectiv {t, }n>0. Atunci sunt adevdrate urmdtoarele afir-
matii:

(a) Fie A\ un numdr real nenul. Seria Z Aa, are aceeasi naturd cu Z On;

n>0 n>0
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(b) Dacd seriile Zan, an sunt convergente cu sumele s,t respectiv,

n>0 n>0
atunci seriile E (an + bn), E (an — by) sunt convergente cu sumele s + t,
n>0 n>0

respectiv s — t.

Demonstratie. (a) Sumele partiale ale seriei Z Aa, sunt As,, n > 0 si
n>0
acest gir are aceeagi natura cu a sirului {s,}.
(b) Conform ipotezei, s, — s, t, — t, deci s, £t, — s+ t. Dar s, £t,
este girul sumelor partiale pentru seria Z(an +by,).
n>0
Trebuie remarcat ca suma a doua serii D poate sa fie C.

Teorema 3.5 (criteriul general a lui Cauchy pentru serii). O serie Z an, de
n>0
numere reale este C +» (V)e > 0 real (3)N () natural astfel incit (V)n > N(g)
st (V)p > 1, sd avem |Gpt1 + ... + Gnip| < €.

Demonstratie. Fie s, = ag + a1 + ... +ap, n > 0, deci s,1p — s =
Qpi1+ ...+ aptp. Teorema rezulta atunci din sirul de echivalente logice: seria
A . teor.1.6. .

Zan este C' «— sirul {s,},>0 este convergent ~<— " sirul {s,},>0 este
n>0

Cauchy <+— (V)e > 0, (3)N(e) astfel incat (V)n > N(e) si (V)p > 1 avem
[Sntp — S| < €.

2.3.3 Notiunea de spatiu Banach; serii de elemente
dintr-un spatiu Banach

Definitia 3.2. Fie E un spatiu vectorial real fixat; presupunem cd oricarui
vector x € E i se asociazd un numdr real bine determinat ||z|| (numit norma
lui x) astfel incdat sd fie verificate urmatoarele proprietdti:

Ni-(MzeE, |lz|]]>0si||lz]|=0+—2=0;
No-(MAeR, (V)z € E, [|Az]| = |Al||z]];
N3 - (V)z,y € B, |lz+yll < lz|[ +[lyl|

w

In aceste conditii, aplicatia E — R, z +— l|z|| se numeste norma pe E.
Orice spatiu vectorial real E pe care este firatd o norma se numeste spatiu
vectorial normat (SVN).

Aceastd notiune a fost introdusé de citre N. WIENER (1894 - 1970). Evi-
dent, R gi C sunt SVN relativ la norma definita de functia - modul. De asemenea
R™, n > 1 este un SVN relativ la norma euclidiana si M 4 este un SVN relativ
la norma uniforma (||f]| = sup |f(x)|, (V)f € M4). Orice SVN E este in mod

neA
natural un spatiu metric, definind

d(z,y) = llz —yll, (V)z,y€E. (24)

(24) Verificarea axiomelor Dy, Dy, D3 este imediatd. Afirmatia reciproca este
falsd (de exemplu, Q este spatiu metric cu distanta d(x,y) = |z—y|, (V)z,y € Q,
dar @ nu este SVN nefiind spatiu vectorial real).

In orice SVN se giseste un punct remarcabil - originea (ceea ce nu se
intadmpld in orice spatiu metric) si norma oricirui vector x este tocmai distanta
de la origine la z, anume ||z|| = ||z — 0|| = d(z,0) = d(0,z). Remarcam de
asemenea ca se poate defini notiunea de spatiu vectorial complex prin con-
siderarea scalarilor din C gi notiunea de SVN complex. De exemplu, C"
(n > 1) este SVN complex relativ la norma ||z|| = \/|z1]2 + ... + |za]2, (V)2 =
(#1y...,2n) € C™

Definitia 3.3. Se numeste spativ Banach orice SVN care este spatiu metric
complet (relativ la distanta datd de (24)).
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Teorema care urmeaza furnizeaza exemple de spatii Banach.

Teorema 3.6. R™ (n > 1), C, si M4 (A fiind o multime oarecare) sunt
spatii Banach.

Demonstratie. R™ este SVN relativ la norma euclidiana, ||z|| = v/2%,..., 22,
Mz = (z1,...,2,) € R™ gi distanta indusd conform (24) este tocmai distanta
euclidiana. Aplicand teorema 2.5 rezulta ca R™ este spatiu metric complet rela-
tiv la aceasta distanta, deci este spatiu Banach. Planul complex C este SVN
relativ la modulul uzual |z|, (V)z € C si distanta indusd este distanta euclidi-
ana, relativ la care C este spatiu metric complet (teorema 2.6). Pentru M4 se
rationeaza similar, aplicand teorema 2.7.

Fixdm un spatiu Banach real E si fie {a,}n>0 un sir de elemente din E.

Se poate defini sirul sumelor partiale s, = ag + a1 + ...+ a,, n > 0. Seria

% v nE .y
E a, se numeste convergentd cu suma s (s € F) dacd s, — s, adica

n>0

nhﬁngo [|sn — s|| = 0. O serie care nu este C se numeste divergenta (D). Toate
proprietatile stabilite la punctul 2 au loc pentru serii de elemente din E; de
exemplu, criteriul general al lui Cauchy (teorema 3.5) se enunta astfel: o serie
Zan este C S (V)e > 0 real (3)N(e) natural astfel incat (V)n > N(e) si
n>0

(V)p > 1, s& avem ||apt+1 + ... + anyp|| < &, iar demonstratia este aceeast,
inlocuind modulul prin norma.

Dacd F = R (respectiv E = C, E = M), se obtin serii de numere
reale (respectiv serii de numere complexe, serii de functii marginite A — R).
Se poate spune ca spatiile Banach constituie cadrul natural al teoriei seriilor,
deoarece in astfel de spatii se definesc sume finite, ca si limite de siruri.

O clasa foarte importanta de serii o constituie seriile absolut convergente.

Definitia 3.4. O serie Zan de elemente din E se numeste absolut
n>0
convergentd (pe scurt AC) dacd seria de numere reale i pozitive Z [|lanl|

n>0
este C.

—1)n
Exemple. 1) Seria Z anu =1

1 1 1 . .
on —i—i—i—g—l—...esteAC(a1c1E—R)
n>0

. 1 . .
deoarece seria corespunzatoare a modulelor E on este C, ca serie geometrica

n>0
1 —1)nt! 1 1
cu ratia 3 Dar seria E %:lfiqtgf...nuesteAC.

n>1
2) Fie ¢ un numéar complex fixat, |¢| < 1. Atunci seria de numere complexe
Z q" este AC, conform teoremei 3.1.
n>0

3) Pentru sirul de functii sin nx

} , privite ca functii R — R, avem
n>0

sinnx sinnx 1 . . . sin nx .
= supu = —, deci seria de functii E este AC in
2n zeR 2" 2n
n>0
E = Mg.

Teorema care urmeaza este foarte importanta si in ciuda aparentelor, nu
este banala.

Teorema 3.7. Intr-un spatiu Banach E, orice serie AC de elemente din
E este C.

Demonstratie. Fie Z an, an € F o serie AC, deci seria numerica Z [lan]|
n>0 n>0

este C. Fie (V)e > 0 fixat; aplicand teorema 3.5, rezultd ca exista N (¢) natural

astfel incat (V)n > N, (V)p > 1, ||an+t1]|+. .. +||antpl| < €. Dar atunci rezulta

llantr + -+ anspl| <&, (V)n > N(e), (V)p > 1; notdnd s, = ap + a1 + ... +
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an, n > 0, rezultd mai departe ci ||sp4p — Snl| < €. Asadar, sirul {s,}n>0
este Cauchy in F si cum E este spatiu Banach, rezultd cd {s,},>0 este sir
convergent in F, adica seria E an este C.
n>0
Vom vedea putin mai tarziu ca existd serii convergente, dar nu AC (de

1 1 1
exemplu,l—i—i—g—z—i—..., ca serie in E = R).

2.3.4 Serii de numere reale si pozitive

Ne situam in cazul cel mai important, cazul dreptei reale F = R. La pro-
prietatile generale date anterior, se adauga unele noi, conform disponibilitatilor
multimii R; in primul rand, se pot formula teste de convergenta, criterii sufi-
ciente pentru a decide natura seriilor de numere reale.

Teorema 3.8. O serie E an de numere reale $i pozitive este C' daca i
n>0
numai dacd girul {sy}n>0 al sumelor ei partiale este marginit.

Demonstratie. Daca seria E an este C, atunci sirul {s,},>0 este conver-
n>0
gent, deci marginit; reciproc, daca sirul {s,},>0 este marginit, atunci el fiind
monoton crescator (caci Sp4+1 — Sp = any1 > 0, (V)n > 0), rezultd conform
teoremei 1.7 cd girul {s, }n>0 este convergent, deci seria E a, este C.
n>0

Teorema 3.9 (criteriul de comparatie cu inegalitati). Fie Z U, Z Up,
n>0 n>0
doua serii de numere reale pozitive gi presupunem cd exista un rang N astfel
incat u, < v, pentru oricen > N.

(a) Daca seria g v, C, atunci seria E u, C

n>0 n>0
(b) Daca seria E u, D, atunci seria E vpD.
n>0 n>0

Demonstratie. Deoarece renuntarea la un numar finit de termeni dintr-
o serie nu modificd natura acesteia, eliminand primii N termeni din ambele
serii In discutie, se poate presupune ca u, < v, pentru orice n > 0. Fie
Sp =UgF+ULF ...+ Uy, tn, =V9g+V1+...+vy,, deci s, < T, pentru orice n > 0.

(a) Daca seria Z v, este C, atunci sirul {¢,} este marginit si cum 0 <

n>0
S < tn, (V)n > 0, rezultd ca sirul {s,} este marginit. Aplicdnd teorema 3.8,
rezulta ca seria Z u, este C.
n>0
(b) Rezultd din (a) folosind echivalenta logica (p = ¢q) = (—¢ = —p).

Corolar. Fie E un spativ Banach st {x,}n>0 un sir de elemente din E,
cu proprietatea cd existd un gir de numere reale pozitive {a,}n>0 astfel incdt
[|zn]] < an, (Y)n > 0 iar seria numerica Z an sd fie C. Atunci seria Z Tn

n>0 n>0
este AC i C in E.

Demonstratie. Deoarece seria Z an este C) rezultd conform teoremei
n>0
3.9, (a) ci seria Z [|zn|| este C, deci seria Z x, este AC gi ca atare, aceastd
n>0 n>0
serie este gi convergenta.
Corolarul precedent se mai enunta: o serie de elemente Z T, din ¥ domi-
n>0
nata de o serie Z a, numerica C, este AC.
n>0
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Teorema 3.10 (criteriul de comparatie la limit&). Fie g U, E vy, doud
n>0 n>0
.. ., N Ay e LU .
serii de numere reale pozitive astfel incat limita | = lim — sa existe gi sa fie
n>0 Uy,
finita nenula. Atunci seriile E Uy, E U, au aceeasi naturd.
n>0 n>0

Demonstratie. Asadar [ > 0. Deoarece Un [, exista un rang N astfel
v
incat l l "
3
- < Un < —, pentru orice n > N. (25)
2 Up, 2

un—l‘ < l, adica
Up,

. . . 3l .. .
Presupunem seria Z v, C, deci seria Z Evn este C; din inegalitatea u, <
n> n>0

(=)

3l

5 Un) (V)n > N (conform (25)), prin utilizarea teoremei 3.9 (a), rezulta ca seria
2

Z u, este C. Similar, daca Z u,C, atunci v,, < 7 Un; (V)n > N si aplicand

n>0 n>0

din nou criteriul de comparatie cu inegalitati, rezulta ca seria g vy, este C.

n>0
Asadar, seriile Z Unp, Z v, sunt simultan C' (deci sunt si simultan D).
n>0 n>0
Exemple. Seria numerica Z ———— este C, deoarece ——— < i,

3 1
(V)n > 0 si aplicim teorema 3.9, (a). Seria Z 27_—::4 este D caci are aceeasi
n

n>0
o . 1 . 3n+1 1 L Up
natura cu seria g —, deoarece notand u, = ————, v, = —, avem lim — =
n n’+4 n n—00 U,

n>0
3 gi aplicdm criteriul de comparatie la limita. Acelasi criteriu se aplicid pentru

. vn2+1
seria Z -

-|sinn|, care va avea aceeagi naturd cu seria E |sinn|, deci
™m+4
n>0 n>0
D (céci termenul general nu tinde citre zero).

2.3.5 Serii de numere complexe

Presupunem E = C. Cele spuse mai jos pentru serii de numere complexe vor
fi desigur valabile si pentru serii de numere reale. Dealtfel, direct din definitii,
rezulta ca o serie g Zn, Zn = Ty + 1Y, de numere complexe este convergenta

n>0

daca i numai daca seriile de numere reale E T, E Yn sunt convergente si

n>0 n>0
in acest caz, E Zn = E Tp +1 E Yn.-

n>0 n>0 n>0
Teorema 3.11 (criteriul raportului, al lui J. ’ALEMBERT, 1717 - 1783).
Fie Z zn 0 serie de numere complexe nenule, astfel incat sa existe

n>0

Zn+1
Zn

{ = lim
n— o0

(a) Daca l < 1, atunci seria Z zn, este AC (deci C);
n>0
(b) Dacal > 1, atunci seria Z zn este D.
n>0
Demonstratie. (a) Fie I < 1; alegem £ > 0 real astfel incat [ +¢ < 1.
ZrnJrl
Zn

Cum Zntl
Zn

— [, exista un rang N astfel incat [ —e <

< |+ € pentru
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n > N; in particular |z,41] < (I +¢)|zn], (V)n > N. Renuntand la primii
N termeni ai seriei (ceea ce nu modificd natura acesteia), putem presupune
& |zns1| < (I+€)|za], (¥)n > 0. In particular, ficand n = 0, n = 1 etc.
rezultd ci |21 < (L + €)|z0], |22 < (I +¢€)|z1| < (I +€)?|20| i prin inductie, ci
|zn| < (14 €)™|z0], (¥)n > 0. Dar seria Z(l + €)"|20| este o serie geometrica
n>0
de numere reale pozitive, cu ratia p =1 4+ ¢ < 1, deci este convergenta; atunci
seria Z |z | rezulta C, adica seria Z zn este AC.
n>0 n>0

(b) Presupunem c& | > 1 si alegem &7 > 0 astfel incat [ —e; > 1. De la

Zn+1

rang incolo avem > [ —e1, deci |zp41| > (I —€1)|2n] si rationand ca mai

n
sus, rezultd |z,| > (I —€1)™|20]. Cum lm (I —&1)"|20| = oo rezultd cd lim z,
n—oo n—oo
nu poate fi egald cu zero, deci seria Z zn D (conform teoremei 3.3, (b)).
n>0

Teorema 3.12 (criteriul radacinii al lui Cauchy). Fie Z zn 0 serie de
n>0
numere compleze, astfel incdt sd existe l = lUm /|zy,]|.
n—r00

(a) Dacal < 1, atunci seria Z zn este AC' (deci C);
n>0

(b) Daca l > 1, atunci seria Z zn este D.
n>0

Demonstratie. (a) Fie | < 1 gi fixdm p astfel incdt | < p < 1. Cum
Y/ |zn] = 1, existd N astfel incat (V)n > N, s avem {/|z,| < p, deci |z,| < p™.
Utilizand criteriul de comparatie cu inegalitati, rezulta ca seria Z zn este AC.

n>0

(b) Daca I > 1 si fixam r astfel incat [ > r > 1, rezultd, de la un rang
incolo, ca |z,| > r™; dar r™ — oo si atunci z, nu tinde cétre 0 si ca atare, seria
Z zp este D.
n>0

Dacd I = 1 in teorema 3.11 (sau 3.12), nu se poate trage nici o concluzie
asupra naturii seriei.

Teorema 3.13 (criteriul lui N. ABEL, 1802 - 1829). Fie Y _ z, o serie de
n>0
numere complexe avand sirul sumelor parfiale marginit. Atunci pentru orice
ST {an}nZO de numere reale, monoton descrescdtor gi convergent cdtre 0 (se
mai scrie a, \(0), seria Z apzy, este C.
n>0

Demonstratie. Notam S,, = zg + 21 + ...+ 2z, > 0; conform ipotezei, exista
M > 0 astfel ca |S,| < M, (V)n > 0. Avem |apt12n4+1 + Ont22nt2 + ... +
an+pzn+p| = |ant1(Snt1 — Sn) + @nt2(Snt2 — Spp1) + ... + an+p(Sn+p -
Snip—1)| = | = ant1S0 + (@1 — ny2)Sn1 + .o+ (Qngp-1— Cngp)Snp—1+
ntpSntpl < M(| = ant1] + |ans1 — anya| + o+ |@ngpr1 — Qngp| + |anip|)-

Deoarece {ap}n>0 este un sir monoton descrescator de numere reale pozi-
tive, ap — a1 > 0, k > 0, gi rezultd cd |ant12n41 + -+ + CnipZnip| <
M(op+1 + Qg1 — Qg2+ oo+ Qpgp—1 — Qnip + Qngp) = 2May41.

Fie (V)e > 0 fixat. Deoarece ap+1 — 0, existd un rang N(e) astfel incét
Opt1 < ﬁ, (V)n > N(e), deci |apt12n+1 + - - - + Qnip2nip| < € pentru orice
n > N(e) si (V)p > 1. Conform criteriului general al lui Cauchy pentru serii,

rezulta ca seria E oy 2y este C.
n>0

Corolar (criteriul lui G. LEIBNIZ, 1646 - 1716, pentru serii alternate). Fie
an \¢ 0 un sir monoton descrescator de numere reale i pozitive, convergent
cdatre zero. Atunci seria alternatd g — a; + g — a3 + ... este C.
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Demonstratie. Consideram seria Z Zn, unde z, = (—1)", ale cérei sume
n>0
partiale sunt 0 si 1, deci sunt marginite de 1. Aplicand criteriul lui Abel
(teorema 3.13), rezultd c4 seria Z(—l)"an este C.

n>0
Exemple. Conform acestui corolar, rezultd ca seria armonica alternata
1 1 1 1 1 1
1—§+§—1+...este0 (fard a fi AC). Similar, seria1—2—2+37—47+...

este C (dar este i AC).

Definitia 3.5. Dacd u = {up}tn>0, v = {Un}tn>0 sunt doua siruri de
numere reale (sau complexe), se numeste convolutie a lui u gi v girul w =

{wi } k>0, unde wy, = g UV = UV + U1Vk—1 + ... + UV (Se mai noteazd

i,j>0
itj=k

w = u*v). Dacd g Uy, E v, sunt doud serii de mumere complezxe, se
n>0 n>0

numeste serie-produs a lor seria

Zwk = ugug + (uov1 + u1vp) + (ugve + u1v1 + ugvg) + . ..
k>0

In general seria-produs a doua serii C' nu este C'. Vom proba totusi:

Teorema 3.14. Daca seriile E U, E vy, de numere complexe sunt AC,
n>0 n>0
avand sumele respectiv s,t, atunci seria-produs a lor g wy este AC, avand

E>0
suma St.

Demonstratie. Fie (V)N natural fixat. Notdm P = Z lu;v;]. In gene-

0<i,j<N
iti>N

N
ral, daca i 4+ j > N, atunci cel putin unul din numerele i, j este > 5 aplicand

aceasta observatie, avem

n N
0<P< Y Jul Y Josl + 3wl > fosl < D il - D gl
j=0 i=0

NY<i<N N <j<N >4 J>0
Y oY il =8> ol > Juil
> i>0 i>5 >4

Facand N — oo, rezulta de-aici ca P — 0.
Pe de alta parte, pentru orice N avem

N N N
E wy, — E u; - E v;| = E u;vj| < E lujv;| = P
k=0 i=0 =0 i+i>N i+i>N

si

N N N

lim w = | lim E U; lim E v; | = st.

N—oc0 N—o00 4 N—00 4
k=0 =0 j=0

Deci seria E wy, este C, avand suma st. Mai mult, aceasta serie este chiar
£>0
AC; intr-adevér, notdm oy, = g |u;|-|vj|, deci ag, > 0. Din demonstratia an-
i.520

iti=k
terioara pentru seriile E [ten ], E |vp |, rezultd ca seria E ay; este convergenta
n>0 n>0 k>0

si deoarece |wi| < ag, (V)k > 0, deducem ci seria este C.



2.3. SERII NUMERICE 67

Exemplu. Seria Z 2" =1+x+2>+.. . +2"+... este AC pentru |z| < 1
n>0
: 1 : 1 2 n—1
sl are suma ——; atunci —5 =1+2z+ 32"+ ...+ nx + ...
l—=z (1—x)?
Seriile AC' au i alte proprietati care le apropie de sumele finite (comuta-
tivitate, asociativitate etc).

2.3.6 Exercitii
1. Sa se arate ca seriile Z In + 2, Z(\5/n+ —/n), Z 3" sunt D.
n n

n>1 n>1 n>1

2. Sa se dea exemple de o serie E an, de numere reale care este D, dar

n>1
Z a2 este C si de o serie Z b, in R care este C', dar Z b2 este D.
n>1 n>1 n>1
Indicati Lo = (1)
ndicatie. ap, = —, b, = (—1)"—.
oot Vvn
.. TR n!
3. Se cere natura seriilor Zan, unde a, = 5~ 4’L2+3, Ap = —, Gp =
nn
n>1
1 a” >0
——ay, = ——, a .
VnZtn " 20430
an
4. Se cere natura seriei ———— (discutie dupa a € R) si suma seriei
> 12— (discutie dup ) §

n>1
pentru a = 1.
9 » 1 dn — 3 n\" n\"
5. Sa se afle suma seriilor Z o Z R Z (2> , Z n (3) .
n>3 n>3 n>0 n>1
6. Sa se indice primele 10 cifre ale scrierii binare a numerelor 7 i e.

1
b) S& se scrie in baza 8 numerele 100, — si 42,237 (primele 10 cifre).
T
-1 -1 n
7. Fie a,, = \/ﬁ(+ ()_1)n7 b, = (\/ﬁ) ,n > 2. Sa se arate ca nli_)ngo(g—n =1,
totusi seriile Z O, Z b, nu au aceeasi natura. Cum se explica?
n>2 n>2

Indicatie. Seria Z b, este C. Seria Z an este D, deoarece seria
n>2 n>2
Z(bn —ay,) este D. Cele doud serii nu au toti termenii pozitivi.

n>2
. 1 o o . .
8. Fiea, = ———, n > 2. Si se arate ca a, > 0, lim a, = 0 i
n—oo

Vit (=1

totusi seria as — ag + a4 — a5 + ... este D. Este contrazis criteriul lui Leibniz?

9. Fie {a,}n>1 un sir de numere reale strict pozitive astfel incat s& existe

a n

— 1) =1. Dacal > 1 sa se arate ca seria E an este C, iar daca
n>1

lim n
n— 00 a’TL+1

I < 1, atunci seria Z ay, este D (criteriul Raabe-Duhamel). Studiati natura

n>1
.. 1-3-5...2n—-1)
serici ) 2.4-6...(2n)
n>1
n 2
1 1 1
10. Fie apn = mn — m , m,n > 1. Sa se
m+1\m+1 m+2 \m+2

e (S ) 45 (o)

m

+1 .
m mr- deci

Indicatie. Pentru ori > 1 fixat = — —
n zcatze entru orice m -~ xXat avem Zam m+1 m+2

n>1
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1 1
Z (; amn) = Z (mTZI — nmli—Q) = ~5 Pe de alta parte, pentru

m m>1

n
. . m m
orice n > 1 fixat, notand b,, = e (m—l—l) , avem Z Amn, = Z (b —
m2>1 m>1

1 1 .
bpt1) = by = PEEsE deci Z Z Amn | = 5 In general, pentru un sir
n>1 \m>1

dublu finit de numere reale sau complexe {Gmn }m,n avem Z (Z amn> =

m n

E ( E amn |, dar aceasta regula de intervertire a ordinii de insumare nu se

n m
extinde fard precautii la serii duble. Se poate ariata ca regula are loc pentru

serii duble absolut convergente.

11. a) S se determine vectorii z,y din R? cu proprietatea ci ||z + y|| =
(| +[lyl];

b) Fie A = [0,1] si E = My; si se indice o pereche de functii nenule
f,9 € E astfel incat ||f +gl| = [|f]| + [lgl]

12. Fie FE spatiul vectorial al functiilor continue [a, b] — R. Si se arate c& in

b
E se pot defini doud norme punand ||f|| = sup |f(x)| si||fl1 = / |f(z)|dz,
z€[a,b] a
(V)f € E. Dati exemplu de o serie Z fn de elemente din F convergenta
n>0
intr-una din norme, dar nu si in cealalta.

2.4 Siruri si serii de functii reale

2.4.1 Derivabilitate, integrabilitate; Calcul de primitive

Fix&m un interval [a, b], a < b inchis si marginit, pe dreapta reald. Reamin-
tim c& o functie reald f : [a,b] — R se numeste continud intr-un punct u € [a, b]
dacé pentru orice gir x,, — u, x, € [a,b], n > 1 girul {f(z,)} converge citre
f(u). Functia f se numeste continud pe intervalul [a,b] dacd ea este continud
in fiecare punct din [a,b]. Functiile continue pe [a,b] se mai numesc de clasd
C° si multimea lor se noteaza, C’[anb]. Reamintim de asemenea ca o functie reald

f :[a,b] = R se numeste derivabild intr-un punct xg € (a,b) daci limita

i £ @) = £ (o)
2;;8 xr — g

existd in R (notatd atunci f'(xg) si numitd derivata lui f @n punctul xg).
Functia f este derivabild in punctul a (respectiv in b) dacd exista f}(a)
(respectiv f1(D)).
Se spune ci o functie f : [a,b] — R este de clasi C* (1 < k < 00) daca f
este de k ori derivabild pe [a,b] adicd in orice punct al intervalului, cu toate
derivatele continui; multimea acestor functii se noteaza C@b}.

In multe formuliri matematice ale unor teorii fizice (mecanici, teoria cir-
cuitelor electrice, teoria caldurii, studiul vibratiilor si semnalelor, optica, etc)
derivatele sunt folosite in mod esential, pentru descrierea ”vitezelor de variatie”
a unor marimi fizice.

Proprietati de baza ale functiilor reale (legate de continuitate si deriva-
bilitate).

1. Fie f : [a,b] = R, a < b, o functie datd.

a) Functia f este continud intr-un punct u € (a,b) dacd si numai dacd f
are limite laterale in w $i in plus, f(u—0) = f(u+0) = f(u).
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b) Dacd f este derivabila intr-un punct u € (a,b), atunci ea este continud
in acel punct.

2. Orice functie elementard este continud gi chiar indefinit derivabild pe
orice interval deschis continut in domeniul ei de definitie.

3. Orice functie continud f : [a,b] — R este mdrginitd si isi atinge marginile
(deci ér[lfb] f(z), Sl[lp]f(.’];‘) sunt numere reale st in plus, acestea coincid cu

rela, z€la,b
valori ale functiei f pe intervalul [a,b]).

4. Fie f : [a,b] = R o functie continud.

a) Dacd f(a)- f(b) <0, atunci existd un cel putin un punct & € (a,b) astfel
incdt f(&) =0;

b) O datd cu orice doud valori, functia [ ia toate valorile intermediare
(teorema Bolzono-Darboux a valorilor intermediare: B. BOLZANO, 1781-1848;
G. DARBOUX 1842-1917).

5. Fie f : [a,b] = R a functie continud si o € (a,b) un punct astfel incdt
f(zg) > 0 (respectiv f(xg) < 0). Atunci existd o vecindtate a lui xo pe care
f este pozitivd (respectiv negativa) (pastrarea semnului unei functii continue
intr-o vecindtate).

Proprietatile 3, 4, 5 vor fi demonstrate Intr-un context mai general in capi-
tolul III.

6. Fie f : [a,b] = R o functie continud pe [a,b], derivabild pe (a,b) si
astfel incat f(a) = f(b). Atunci existd cel pugin un punct & € (a,b) astfel incdt
f'(€) = 0 (teorema lui M. ROLLE, 1652-1719).

7. Fie f : [a,b] — R o functie continud pe [a,b] si derivabild pe (a,b).
Atunci

a) existd cel putin un punct § € (a,b) astfel incat f(b)— f(a) = (b—a)f'(£);

b) f este constantd pe [a,b] dacd si numai dacd derivata f' este nuld in
fiecare punct din (a,b);

¢) daca f" > 0 (respectiv f* < 0) in punctele intervalului (a,b), atunci f
este strict crescatoare (respectiv strict descrescatoare) pe [a,b] (teorema lui J.
LAGRANGE, 1736-1813).

In liceu s-a definit conceptul de functie f : [a,b] — R integrabild Riemann

(B. RIEMANN, 1826-1866) si s-a asociat unei astfel de functii un numaér real
b b

bine determinat, notat f(z)dz (sau / 1)

a a
Mai precis, dacd f este o functie marginita si daca
Ata=zg<r1<...<z; <zip1 <...<zp=0>

este o diviziune a intervalului [a, b], atunci se noteaz

m; = inf  f(z), M;= sup f(z),0<i<n-1
o€lwi,@ip] TE€[wi,Tiq1]
si
n—1 n—1
sa =) mi(wip1 —w), Sa= Y Mwip1 — ).
i=0 i=0

Se spune ci f este integrabild Riemann pe intervalul [a,b] dacd sup sa =
A

b

= igf Sa siin acest caz, valoarea comuna este integrala / d(z)dz.
a
Se stie ca orice functie f : [a,b] — R care este continud sau monotona pe

intervalul [a, b] este integrabild Riemann.
Proprietati de baza ale functiilor reale (legate de integrabilitate).

1. Dacad f,g : [a,b] — R sunt functii integrabile Riemann $i «, [ sunt
constante reale, atunci functia af + Bg este integrabila si in plus

b b b
/ (af + Bg) = a/ f+ B/ g (proprietatea de LINTARITATE).
a a a
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2. Dacd f : [a,b] = R este integrabild Riemann pe [a,b] si dacd a < ¢ < b,
atunci f este integrabild Riemann pe fiecare din intervalele [a,c], [c,b] si in
plus

b c b
/ f:/ f+/ f (proprietatea de ADITIVITATE).

3. Dacd f,g : [a,b] = R sunt functii integrabile Riemann i dacd f < g
(adica f(zx) < g(z), (V) € [a,b]), atunci

b b
/fg/ g (proprietatea de MONOTONIE).

4. Fie f : [a,b] — R o functie continud. Atunci existd un punct £ € (a,b)
astfel incat

b
/ f(z)dz = (b—a)f(¢) (proprietatea de MEDIE).

b
Dacd f >0 §i/ f(z)dz = 0, atunci rezulta f = 0.
a

5. Orice functia continud f : [a,b] — R are primitivd; anume, definind
functia F : [a,b] = R prin

T
Fo)= [ rode. (e o], (20)
functia F este derivabild pe [a,b] si in plus, F'(x) = f(z), (V) € [a,b] (teo-
rema lui I. BARROW, 1630-1677).

6. Dacd f : [a,b] = R este o functie continud si dacd ® este o primitivd a
i f (adica ® este o functie derivabild pe [a,b] si ®' = f), atunci

b

=®&(b) — D(a). (27)

a

/a f)de = ()

(formula Leibniz-Newton, dupd numele celor doi ctitori ai edificiului analizei
matematice: G.W. LEIBNIZ, 1646-1716; I. NEWTON, 1643-1727). Aceasta
formula justificd interesul pentru indicarea unor metode de calcul al primi-
tivelor.

7. Fie f : [a,b] = R o functie continuad $i ¢ : [a, 8] = [a,b] o functie de
clasa Ct astfel incat o(a) = a, p(B) =b. Atunci

b B
/ f(e)dz = / Fo(®) - o (B)at

(formula de calcul prin SCHIMBAREA DE VARIABILA z = ¢(t)).
8. Fie f,g: [a,b] — R doud functii de clasa C*. Atunci

/abfg’—fg

In capitolul IV vom da diverse extinderi ale conceptului de integrala simpla.

In continuare revedem cateva clase de primitive exprimabile prin functii
elementare.

Fie Q(x) = apz™ + a12™ ' + ... + an, ap # 0 o functie polinomiald cu
coeficienti reali. Conform teoremei fundamentale a algebrei, Q(z) se scrie

b
b
— / f'g (formula de INTEGRARE PRIN PARTI).
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(unic, exceptand ordinea factorilor gi constantele multiplicative) ca un produs
de functii polinomiale de gradul I sau II

S

Q) = ao [[(@ =) - [ 1w — ay)* + 2"

j=1

CUT1,...,Tp,Q1,. .., 0, 01,...,8s numerereale, 3; # 0,iar ky,..., ky, l1,..., 1,
sunt intregi > 1 astfel incat ki +...+ k. + 201 +...2l; = n. De exemplu, daca
Q(z) = 27 + 22* + z, atunci

5 2
1 3
Qz) = (2’ +1)* =a(z +1)*(2* —w +1)* = a(x +1)* l(m - 2) - 41
Folosind o astfel de descompunere, se poate arata ca daca P este un alt
polinom cu coeficienti reale si gr P < gr @), atunci exista si sunt unice numere
reale A;;, Cix, D;y astfel incat pentru orice  cu Q(z) # 0 sa aiba loc relatia

()

urmatoare, numita descompunerea functiei rationale in fractii simple:

Q)
P(x) Ay Atk Agy Ao,
= o+ + o2+
Qlz) (z—a)h (—a1)  (z—a1)™ (z — z2)
A Ar, Cnz+ Dy
—t...+ . +...+
(x — xp)hr (z—a)  [(z—a1)?+ B0
Clllx + D1l1 + 0311' + Dsl + + Oslsx + -D:?lS
(=) +p7 7 [@w—as)?+ B2 [(r )+ 82
Coeficientii Aj1,..., Dy, ai acestei dezvoltari se pot afla, dupa aducerea

la acelagi numitor, prin metoda coeficientilor nedeterminati care conduce la

sisteme liniare. Daca gr P > gr(@, se face impartirea P = Q-C+ R, grR < gr(@,
P

deci — = C + — i fractiei rationale — i se aplica procedeul anterior.

Q Q Q

De exemplu,

rt4+1 14 3+ -
rd—a3—24+1 (x—1)2@2+x+1)
A B Cx+D

(x—1)2+x—1+x2+x—|—1

2 1 .
,B:§,C:§,D:O. In mod

Wl N

si se afld fara dificultate coeficientii A =

similar,

r+1 A Bz+C x2—|—x+1_£ §+Cx+D
B4r 224+ 17 22(@244)2 22 oz (22 4 4)2

Ex+F 2247z A n B +C’x+D ;
- etc.
x24+47 24-1 r—1 x+1 241

. . . P .
Pentru orice fractie rationala — in care se cunoaste descompunerea lui ) in

factori de gardul I sau II, primitiva ei se exprima efectiv prin functii elementare;
reamintim ca

d 1
/ i =1n|x+a|+(],/ de +C,
x+a (x4 a)? x+a

dz (x4 a)"F!
= 1
/(a:+a)" —n+1 oL

dz 1 r+a P'(x)
/(z+a)2+b2 barctg 7 +C, b#£0, / Plr) de =In|P(z)|+C
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Reamintim forma canonica a unui trinom de gradul II:

b\? A
<£L'+2a> —4a2‘|7a7é0
Mz + N
ax? +bx +c

ar’+br+c=a

utila in calculul integralelor de forma dz, via schimbarea de

b
variabila x + — =t etc.

a
Printre integralele reductibile la calculul primitivelor de fractii rationale,

remarcam urmatoarele tipuri:
B

a) / R(e**)dz, a # 0 unde R(u) este o functie rationald; se recomanda

«
schimbarea de variabila e** = ¢.
2x

1
Exemplu. Calculam I = / ;ﬁdx, ficand schimbarea e?* = t; atunci
0 e

2 2 2
Cr—1dt 1 (¢ t-1 1// 1 2

P [ e (2
Lot+12t 2, tt+1) 2/, 41

2

=In(e? +1) —In2 — 1.
1

[—In|t|+2In|t + 1]]

1
2

B
b) / R(z,vVax? +bx+c)dx, a # 0, a,b,c € R, unde R(u,v) este o

(o7
functie rationald (cit de polinoame in variabilele u,v). Daca a > 0 se re-
comandd schimbarea x +— ¢ definitd prin vaz? +bx +c¢ = z+v/a + t; daca
c >0, Vax> +br+c = /c+ tr si in fine, dacd b®> — 4ac > 0, se pune
Vvar? + bz + ¢ = t(xr — 1), z1 fiind una din radicinile trinomului az? + bx + c.
S-a presupus ax? + bx + ¢ > 0 pe intervalul [« 3].

dx .
z+VaZ+z+3
schimbarea de variabild Va2 +2+3 = 2+ ¢, 22 + 2 + 3 = 22 + 22t + t2,
-3 —2t% + 2t — D242 42t-6

6
70 Gecide = —- T2 Ot se obtine [ = | —— =T 2 gy
1—op SO (1_gpz (1 seobune /\/g (1—2t)(t—6)

2
Exemplu. Calculam integrala I = / se recomanda
0

xT

B
c) / R(cos z,sinz)dz, unde R(u,v) este un cat de polinoame in w,v. In
«@
. x A . v
acest caz se recomanda schimbarea tg§ = ¢, cu precautii in eventualitatea ca

x
intervalul de integrare cuprinde puncte de discontinuitate ale functiei x — tgi.

Atunci d 2dt . 2t 1—t2
uncr1 aAr = —5, S Ixr = ——, COST = .
1+¢2’ 1+¢2’ 1+¢2
Exemplu. Calculam
5 dt
z/’”z da / SEY: / dt
fo 2+Sin$702+i70t2+t+1*
1+¢2

1 7r\/§
0 9

t4 =
+2

4
Cu programe tip MATLAB, calculul primitivelor a devenit banal.

—/1dt —larct 2 (t—i-l)
0 ( 1>2+3 V3 g\/§ 2
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Integrale improprii

b
In liceu s-au considerat numai integralele / f(z)dx in care functia reald
a

f este presupusd definitd gi marginitd pe in interval inchis gi marginit [a,b].
Exista situatii iIn care se poate extinde conceptul de integrald pentru functii
care nu satisfac conditiile anterioare, ajungdndu-se la integrale improprii (sau
generalizate).

a). Cazul intervalului nemarginit. Fie f : [a,00) = R, a € R, o functie in-
tegrabild Riemann pe orice interval inchis gi marginit [«, 8] continut in [a, 00);
de exemplu, f este continud. Se spune ca f este integrabila impropriu [a, c0) sau

o0 o0
echivalent, ca integrala improprie / f este convergentd (scriind / f(z)dz <
a a

oo daca limita

b 0o
lim / f(z)dz exista in R (notaté tot cu/ f) .

b—o0

Integralele improprii care nu sunt convergente se numesc divergente. Ev-
o0

ident, integrala improprie f este convergenta daca si numai daca exista

a
o0
a’ > a astfel incat integrala / f sa fie convergenta.
a/

Se poate remarca o analogie cu cazul seriilor, in care notatia E Uy este
n>0
folosita atat pentru seria E Uy, CAt g pentru suma ei (in caz de convergentd);
n>0

de asemenea ”renuntarea” la un interval [a, a’) nu modifica natura unei integrale
oo

improprii f-

a
Cele mai sus se refac fara dificultate in cazul intervalelor de forma (—o0, a.
Presupunem acum ca se considerda o functie f : R — R integrabila pe
orice interval [a,b] C R. Se spune ca f este integrabild pe R = (—o0,00) sau
o0

ca integrala improprie f este convergenta daca exista ¢ € R astfel incat

— 00
c

integralele /

— 00

numarul real

o0 (& o0 o0
/ f= / f+ / f, numit valoarea integralei improprii / I
— 00 — 00 (& — 00

o]
fsi / f sa fie ambele convergente; in acest caz se defineste
c

oo

Convergenta gi valoarea integralei (presupusd convergenta) / f sunt in-
— 00
dependente de alegerea lui ¢; caci dacd ¢; € R ar fi alt punct, atunci

[ Y BEY A NS AR B A

oo
Exemple. 1) Integrala improprie / e~ *dz este convergenta, cu valoarea
1

1 o0 o0
—, dar integralele / e“dux, / cos zdzx sunt divergente.
e 1 0

o0

2) Integral / dz_ o t4 (d /0 dz /oo dz
ntegrala este convergenta (deoarece
& 2 +4 & w2 +47 ) 22+4

— 00 —

. ™
sunt convergente) si are valoarea 3

* dx
3) Integrala / — (a € R constant) este convergenta daca si numai daca
1

b

1
limita lim r7% r = —— lim (1 — b~*™!) exista in R, adicd o > 1.
b—oo Jq a—1b-oo
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Ne mentinem in ipoteza ca f : R — R este integrabila pe orice interval
[a,b] C R; se spune ca f este integrabila in sensul valorii principale Cauchy
daca exista si este finita limita

A

oo
lim , notata V.p./ f.
A—o0 —_A — 00
Daca integrala improprie / f este convergenta, atunci exista 11 f
«@

[i—)oo

i ca atare exista gi
B [*S)
lim / f=ovp. / I
Bj;:xojazo @ -
Reciproca nu are loc; de exemplu
< 2 A 9p A
v.p~/ ———dz = lim ————dz = lim In(z! +1) =0
oo T2 F1 A—oo J_4 2% +1 A—o0 _A

o0

dz este divergentd (deoarece

T
i totusi integrala improprie —_
3 S g prop / 2211

— 00
/OOQxd te di ta pentru orice ¢ € R)
———dz este divergentd pentru orice ¢ .
P vergenti p
b). Cazul functiei nemdarginite. Fie f : [a,b) — R o functie integrabila pe
orice interval [a, 8] C [a,b), astfel incat limita lim f(x) sd fie egald cu —oo

z<b
sau 0o (se mai spune cd b este punct singular al lui f). Se spune cd f este

integrabild impropriu pe intervalul [a,b) sau cd integrala improprie / f este

convergentd daca limita

b
hm / fexistain R (notata tot cu / f) .
B<b a a

Similar se trateaza cazul intervalelor de integrare de forma (a, b] cu a punct

. . X o o . . v
singular. De exemplu, integrala / — este convergentd daca si numai daca
0 T

exista iIn R limita

td 1
lim T lim — (1 -B'%), adicia<1.
B—0 B I'Oé B—0 ]_ —
B>0 B>0

Daca f : [a,b] \ {¢} = R, ¢ € (a,b) este o functie integrabild pe orice in-

terval [a, 8] continut in [a,c) U (¢, b], avdnd ¢ punct singular, se spune ca f
b

este integrabild impropriu pe |a,b] dacd integralele improprii / 7, / f sunt
a (&

convergente.
b

In aceleagi conditii, se spune ca integrala improprie f este convergenta
a
in sensul valorii principale Cauchy daca in R exista limita
c—e b b
lim / f +/ f], notata V.p./ I
228 a cte a

De exemplu,

2—¢ 3 dz
V =
b / \/|x—2 i;’é’( \/2—95 2+sv$—2>
lim(-2 V2 —z|, ~+2va 2|, )= lim(-2vE+4-2VE) =4,

e>0 >0
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Dacé a,b sunt puncte singulare pentru o functie f : (a,b) — R integrabild

pe orice subinterval [a, 8] C (a,b), atunci / f este convergentd daca existd

b
¢ € (a,b) astfel incat integralele / I / f sa fie convergente; se pune atunci

/ / f+ / f (independent de alegerea lui c).

Se intalnesc uneori integrale improprii mixte, in care intervalul de integrare

dx
este nemarginit iar integrantul are singularitati. De exemplu _—
g g g L p /0 Vil +a)’

o0
1 . . C 1y A
/ x~ 2e” Pdx etc; In acest caz, integrala se numeste convergentd daca, alegand
0

un punct ¢ € (0, 00), cele doud integrale improprii puse in evidenta vor fi con-
vergente.

In general, se poate spune ca studiul integralelor improprii se afa la confluenta
studiului integralelor uzuale cu notiunea de limita; se reformuleaza fara dificul-
tate proprietatile de liniaritate, monotonie, formula Leibniz-Newton, schimbare

de variabila, integrare prin parti etc. De exemplu, dacd f : [a,b) — R este o
b

functie continua si F' o primitiva a lui f, atunci integrala improprie f este

convergentd dacd si numai daca in R existd F'(b — 0) = lim F(z) i in acest
z<b

/ f=F(b—-0) - Fla).

Ale proprietati ale integralelor improprii (teoreme de convergenta, criteriul
comparatiei etc.) vor fi date In capitolul IV, in cadrul teoriei generale a inte-
gralei.

Legatura dintre integrale improprii si serii este subliniata inca o data in
cadrul teoremei care urmeaza, care constituie un nou criteriu de convergenta a
seriilor de numere reale i pozitive.

Teorema 4.1. (criteriul integral).Fie f : [1,00) — R o functie monoton
descrescatoare si f > 0. Sunt atunci echivalente afirmatiile urmdtoare:

(a) seria numericd Z f(n) este C;
n>1

n
b) girul {/ f(ac)dx} este convergent,
1 n>1
o0
c) integrala improprie / f(z)dx este convergentd.
1

Demonstratie. Fie v, = f(1)+ f(2)+...+ f(n), up, = /" f(z)dz. Deoarece
1

f este monoton4, ea este integrabild Riemann pe orice interval [a, 8] C [1, 00).
Din proprietatea de monotonie a integralei rezulta inegalitatile

/f<f /f<f (n)S/nnlfo(nl);

adunand aceste inegalitati, rezulta relatiile
v — f(1) <up, (VMn>1; (28)
Up < Vpo1, (V)n>2. (29)
Trecem acum la demonstratia propriu-zisa.

a = b. Daci seria Zf(n) este C, atunci girul {v,},>1 al sumelor ei
n>1
partiale este convergent, deci marginit. Conform (29), sirul {uy},>1 rezulta
marginit si fiind monoton crescator, el va fi convergent.



76 CAPITOLUL 2. ANALIZA PE DREAPTA REALA

b = a. Daca sirul {u,},>1 este convergent, atunci el este marginit si
conform (28) rezultd ci sirul {v,},>1 este marginit. Fiind crescator (caci
f > 0), rezulta ca sirul {v, },>1 este convergent, deci seria Z f(n) este C.

n>1
C

b= c. Notdm F(c) = / flr)dz, e > 151l = nh_}n;o Uy, Pentru orice ¢ > 1
fixat exista n € N astfel inclét ¢ < n, deci F(c) < F(n) = up <I; pe de alta
parte, pentru orice € > 0, exista N astfel incat |uy —I| < . Fie acum ¢,, — 0.
Atunci de la un rang incolo avem ¢, > N, deci F(c,) > F(N)=uy >l —¢csi
cum F(c,) <1, rezultd | — e < F(ep,) < 1. Atunci |F(¢y,) — | < € pentru orice

n suficient de mare. Asadar, F(c,) — [, adicd lim F(c) exista deci / f=1L
c— 00 1
Implicatia ¢ = b este evidenta.

Corolar. Fie a > 0 un numdar real fixat. Seria armonicd generalizatd
(numitd si seria lui Riemann)

este convergentd daca si numai dacd o > 1.
Demonstratie. Se considera functia descrescatoare si pozitiva

filloo) SR, f(z) = —.

T

A 1 < . < > 1
Atunci seria E — este C' daca si numai daca integrala / —dz este
n« 1 xro
n>1
convergenta, adica a > 1.

1
Exemplu. Seria E — este C (ludnd o = 2); mai general, daca P si @
n
n>1

P
sunt polinoame si gr@) — grP > 2, atunci seria Z ani
n
n>N

> 0 sau < 0 pentru orice n > N). intr—adevér,

este C' (N fiind ales

P(n)
Q(n)
conform teoremei 3.10, aceasti serie are aceeasi naturd cu seria E Uy, unde
n>N

astfel incat Q(n) # 0 gi

vp = — gl o = grQ — grP. Dar seria E vy, este C' conform corolarului
n
n>N
anterior.

2.4.2 Convergenta uniforma si convergenta punctuala a
sirurilor de functii

Fie A o multime oarecare fixatd si {f,}n>0 un sir de functii A — R. Fie
f+A— R o alta functie.

Definitia 4.1. Se spune ca sirul {f,}n>0 este punctual convergent pe
A catre f pentrun — oo (si se scrie fp rg f ) daca fr(xo) ok f(xo) pentru
orice xg € A.
Asadar, fiind un gir de functii f, : A — R, n > 0, limita sa punctuald pe
A (dacd existd !) este functia f : A — R definitd prin f(z) = lim f,(z),
n—oo

M)z € A.

Definitia 4.2. Un sir {f,}n>0 de functii f, : A — R se numeste uniform
convergent pe A catre o functie f : A — R (si se scrie f, ve f ) daca
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este indeplinitd urmatoarea conditie:

(V)e > 0 real (3)N(e) natural astfel incat (V)n > N(e), si avem
|fn(z) — f(z)| < &, pentu orice z € A.
Teorema 4.2. (a) Un sir {fn}n>0 de functii marginite A — R (adica

fn € My, (V)n > 0) este uniform convergent cdtre o functie f € Ma dacd si
numai daca lim ||f, — f|| = 0.
n—oo

(b) Orice gir de functii A — R uniform convergent pe A este punctual
convergent pe A; reciproca este falsa.

Demonstratie. (a) Conditia (30) se scrie echivalent: (V)e > 0 real (3)N(e)
natural astfel incat (V)n > N(e), sup |fn(z) — f(2)| < ¢, adicd ||fn — f|] < ¢,
z€A

adica lim ||f, — f]| = 0.
n—oo

(b) Presupunem ca f, ve f pe A, deci are loc conditia (30).

In particular pentru orice punct xg € A, avem urmatoarea conditie indeplini-

ta: (V)e > 0, (3)N(e) natural astfel incat |f,,(zo)—f(x0)| < €, deci li_>m fulzo) =

f(z0), adicd fr, =5 f pe A.
Luam A = [0,1] si fn(z) = 2™, n > 1. Evident, (V)z € A avem

0 dacd z€]0,1)

n—oo

i 50 - {

1 daca z =1,

.. . pc 0 dacd z€]0,1)
adica f, — f, unde f(x) = . Dar
1 daca z =1,

I[fa = fIl = sup [fu(z) = f(z)| =
z€[0,1)

max< sup |fale) = F@), fal1) —f(1)|> =max< sup x”,o> -
zel0,1) zel0,1)
= sup z" =1, deci lim ||f, — f|]|=1#0.
z€[0,1) n—0o0

Agadar, girul f,, este PC, dar nu UC pe intervalul [0, 1].
Retinem deci ca f, v freAsS

im [|f, — fl| =05 lim d(fu, f) =05 f, 2434 7,
n—00 n—00

aceasta justificid de ce norma sup din M4 este numita si norma uniformd.

Observatie. In cazul cand A = [a,b], a < b, se poate da o interpretare
geometrica sugestiva convergentei punctuale si celei uniforme. Faptul ca un sir
{fn}n>0 converge uniform cétre f pe [a, b] revine la aceea cd (V)e > 0, in tubul
delimitat de graficele functiilor f — ¢, f + ¢, de la un rang incolo (depinzand
de ¢), se afld toate graficele functiilor f,,. Faptul cd f, rg f pe A revine la
aceea ca (V)e > 0 i (V)zp € A, toate graficele functiilor f,, de la un rang incolo
depinzand de ¢ si de zg, intersecteaza portiunea din paralela prin x( la axa Oy
situatd in tubul definit de graficele functiilor f — e, f + €.

Teorema 4.3. Fie {f,}n>0 un sir convergent de functii continue [a,b] —
R. Atunci limita f = lUm f, este o functie continud pe [a,b]. In plus,
n—oo

b

lim fo(z)de = /b f(z)dz, adica nh_}IIOIO /b fn= /b (nh_{rolo fn) (31)

n— oo a

f+e

f-e

Fig. 11.7
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(se mai spune c& integrala comutd cu limitele uniforme).

Demonstratie. Fie (Y)u € [a,b] fixat. Vom ariita ca functia f este continud
in punctul u gi pentru aceasta fie x,, — w un sir arbitrar de puncte din [a, b];
avem de aratat cd f(x,) — f(u) si pentru aceasta, fixdim ¢ > 0 arbitrar.

Deoarece f, v f pe [a,b] pentru p — oo, existd un rang N = N(e) astfel
incat (V)p > N sa avem |fp(z) — f(z)] < %, Mz € [a,b]; asadar, |fn(zn) —
flzn)] < %, lfnv(u) — flu)] < % In fine, deoarece functia fy este continui
in u, rezultd cd fy(z,) — fn(u), deci pentru orice n suficient de mare, avem

lfn(xn) — fn(u)] < 3" Atunci pentru orice n suficient de mare, scriind ca

f(@n) = f(u) = [f(@n) = fn (@)l + [fn(2n) — ()] + [Fn(u) = fu)],

rezulta

[f(@n) = f(u)] < [f(2n) — f(zn)l+

Hin(ea) = fn ()] + v = W) < g+ 5+ 5 =

In concluzie, ILm f(xy) = f(u) si ca atare, functia f este continud in orice
n oo
punct u din [a, b].
Partea secunda a teoremei este imediatéa; este suficient sa observam ca

/ab fn(x)dz — /ab f(z)dx

b
s/"W¢—ﬂMx:w—awnn—fm

<

0< <

b
/uum—ﬂwa

facand n — oo si tinand cont ca f, us f, deci lim ||f,— f|| =0, rezulta (31),
n—oo

adica

b b
lim fn(l‘)dx:/ f(z)dz.

n—roo
Aceasta parte a teoremei are loc in conditii mai generale, anume este sufi-

cient sa presupunem ca f, sunt integrabile Riemann si ca f, e f-

Teorema 4.3 arata ca proprietatea de continuitate a functiilor unui sir uni-
form convergent de functii reale [a,b] — R se transferd limitei. Teorema care
urmeaza da un raspuns relativ la transferul proprietatii de derivabilitate.

Teorema 4.4. Fie {f,}n>0 un sir de functii din C[la’b] st f,g functii
mdrginite [a,b] — R. Dacd f, Liiot fosifh v g pe [a,b], atunci f este
/
derivabild pe [a,b] st f' = g (adicd ( lim fn) = lim (f))).
n—oo

n— oo

Demonstratie. Fie z un punct fixat arbitrar din intervalul [a,b]. Conform
formulei Leibniz-Newton (27) avem (V)n > 0, (V)z € [a, ],

lfﬂmw:nm

= fn(®) = fala).
Ficand n — oo i tinand cont ci f, —5 f, rezultd
im [ fL(0)dt = f(z) - f(a).

Dar f s g i aplicAnd teorema 4.3, rezultd de aici ca (V)x € [a, b],

In plus, cum f, € C’[la o> rezultd ca f, € C[?L_b], deci functia g rezultd
continua. Ca atare, aplicand teorema lui Barrow (cf. 2.4.1), rezultd ca f este
derivabild si f'(x) = g(z), (V) € [a, b].
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2.4.3 Derivarea si integrarea termen cu termen a seriilor
de functii reale

Definitia 4.3. Fie A o mulfime oarecare si E = My spatiul vectorial
normat al functiilor marginite A — R. Fie Z fn o serie de functit din M4
n>0
sisp(x) = fo(r)+g1(x)+... 4+ fu(z), € A, n > 0. Se numeste multime de
convergenta a acestei serii, mulfimea

{x¢ € Alseria numerica Z fn(zg) este C}.
n>0

Seria Z fn se numeste punctual convergenta pe A (si notam pe scurt
n>0
PC) daca sirul de functii {sp}n>0 este punctual convergent pe A in sensul
definitiei 4.1, adica mulfimea de convergentd a seriei este intreq A. In acest
caz, se defineste suma s(x) = Z fu(x), © € A a seriei, care va fi o functie
n>0

s: A— R

Seria de functii an(:c) se numegte uniform convergenta UC pe A

n>0

dacd ea este punctual convergentd (cu suma s) si sirul {s,}n>0 converge uni-
form catre s pe A.

Evident, orice serie UC este PC; reciproca nu are loc in general (de exemplu,
seria 2:(33"+1 —z™) este PC dar nu este UC pe intervalul [0,1]).

n>1

O problema principala in studiul seriilor de functii este urmatoarea: ce
proprietati comune functiilor f,, (termenii seriei) se transferd sumei seriei ?
Se stie cd o suma finitd de functii continue (respectiv derivabile, integrabile
Riemann etc.) pastreaza aceastd proprietate gi vrem sa extindem acest lucru
la serii; de regula, conditia de convergenta punctuald este insuficienta.

Teorema 4.5. (transfer de continuitate). Fie Z fn o serie uniform con-
n>0
vergentd de functii continue [a,b] = R i s suma acestei serii. Atunci s este o
functie continud pe [a,b]. In plus,

b b
/ s(x)dz =Y [ fo(x)dz. (32)
a n>0va
Demonstratie. Conform ipotezei, sirul s, al sumelor partiale are propri-

etatea ca s, YS s pe [a, b] si aplicand teorema 4.3, rezulta cd s = lim s, este
n—oo

b b
functie continud. In plus, lim Sp(x)de = / s(z)dzx, adica
n— oo a

nh_)rr;o [/: fo(x)dx + /ab filx)de + ...+ /ab fn(x)dx] = /ab s(z)dz,

b b
deci seria Z fn(x)dx este C, cu suma / s(z)dz, deci tocmai relatia (32).
n>07a a
Relatia (32) se poate scrie echivalent

/b > ful2) de/bfn(z)dz

a n>0 n>0"a

sl se mai spune atunci cé orice serie UC de functii continue pe un interval [a, b]
poate fi “integrata termen cu termen” pe acel interval. Acest rezultat va fi
extins la functii integrabile mai generale.
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Teorema 4.6. (transfer de derivabilitate). Fie Z fn o serie de PC de
n>0
unctii din CL ., cu suma s pe un interval [a, b] si astfel incat seria derivatelor
[a,b]

Z Il sd fie UC. Atunci functia s este derivabild pe [a,b] si in plus, s’ = z 1
n>0 n>0
/

(adica an = Z(f,g), deci seria an poate fi "derivatda termen cu

n>0 n>0 n>0
termen”).

Demonstratie. Functiile s,, = fo+ f1+ ...+ fn, n > 0 sunt evident de clasa

C! pe [a,b] si in plus, s, PG 5. Pentru seria Z f} sirul sumelor partiale va
n>0
fi tocmai s/, gi prin ipotezd acest sir este uniform convergent cétre o functie
g. Aplicand teorema 4.4, rezultd ca functia s este derivabild si s’ = g, adica
s’ = Z fr -
n>0

Exemple. 1) Consideram sirul de functii f, : [0,2] & R, n > 1, avand
graficul indicat in figura I1.8.

Evident,

2 2
/ fn = / fn(x)dz, pentru oricen > 1,
0 0

2
deci lim fn = 1. Pe de alta parte, li_)m fn = 0 (deoarece (Y)z € [0,2],

n— o0
2
/ (lim fn) —0.
0 n—oo
ucC

lim f,(x) =0), deci
n—oQ

Agadar, relatia (31) nu este aici verificatd (motivul este ca f, —~ 0 pe
[0,2]).

Totodata, rezulta c seria Z[f” () — fn—1(2)] nu poate fi integratd termen

n>2

cu termen pe intervalul [0, 2].

2) Seria Z 2" =14z 4 2%+ ... poate fi derivatd termen cu termen pe

n>0

intervalul [0,7], 0 < r < 1, aga cum rezultd din teorema 4.6. In schimb, seria
de functii

Z {sin(n + 1)z sinnx
n>1 vin + 1 \/ﬁ

nu poate fi derivatd termen cu termen pe intervalul [—m, 7]; intr-adevar, notand
cu fn(x) termenul ei general, avem

_sin(n+ 1)z

sn(z) = fi(z) + ...+ fulz) = “Untl

—sinax,

. uc .
deci s, — — sin x, deoarece

i 1 1
sin(n + 1)z _ S0

vn+1 vn—1
pentru n — oo. Totusi sirul {s,(x)},>1 nu converge citre — cos x, nici mécar
punctual, deoarece s/, (0) = vn+1—-1— oco.

Din cele de mai sus, rezulta utilitatea unor criterii de convergenta uniforma
a seriilor de functii; in acest sens dam

Teorema 4.7. (criteriul lui K. WEIERSTRASS, 1815-1897), de convergenta

uniforma). Flie Z fn o serie de functiit A — R (A multime oarecare) i Z an,
n>0 n>0

|| sin, (z) + sinz|| =
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o serie C' de numere reale pozitive. Dacd |fn(x)| < ap, pentru orice x € A si

pentru orice n > N, N fuind fizat, atunci seria de functii Z fn este UC pe A.
n>0

Demonstratie. Pentru norma uniforma, rezulta (V)n > N,

|fnll = sup [ fu(2)] < an
T€EA

si conform teoremei 3.9, seria Z [|fr]| va fi convergenta, adica seria Z fn este
n>0 n>0
AC (ca serie de elemente din spajul Banach M 4). Aplicand teorema 3.7 rezulta
ca seria Z fn este convergentd in M4, adicad sgirul sumelor ei partiale este
>
convergegt_ (;n M 4; 1nsa convergenta in M 4 revine la convergenta uniforma
pe A (teorema 4.2, (a)) deci seria Z fn este UC pe A.

n>0
sinnx ..
Exemplu. Seria Z de funtii R — R este UC pe R, deoarece
n>1
sinnx 1
5—| < —5 pentru orice x € R si pentru orice n > 1.
n n?

2.4.4 Formula lui Taylor

Vom demonstra acum una din ele cele mai importante formule din intreaga
matematica, utilizatd in special in aproximarea (controlabild) a functiilor reale
prin polinoame.

Teorema 4.8. (formula lui B. Taylor, 1685-1731). Fie I = [, ] un
interval gi f : I — R o functie de clasa C’(I), n > 1 fiind fizat. Atunci pentru
orice punct fixat a € (a, ) si pentru orice x € I, are loc formula

f@) = @)+ L0 @)+ DDy
' (33)
fn 1( ) _—
(n* 1) (37— Cl) +Rn71(-r);
unde
Roa) = [ 10 ((n_t)l)dt (34)

(Se fac conventiile: 0! = 1, f©O) = f).
Demonstratie. Se procedeaza prin inductie dupa n. Pentru n = 1 trebuie
probat ca f(z) = f(a) + Ro(z), unde

z) = /x F()dt

ceea ce rezulta direct din formula Leibniz-Newton (27).
Presupunem formula adevarata pentru n gi o probam pentru n+1. Aceasta

revine la a arita cd R,—1(x) = f(w;)'(@ (x —a)™ + Ry (z), adica
/ FE(#) dt _/ FOrD () 't)n dt = f(’;z'(a) (z —a)"
sau echivalent,
[ o) - i = 0 e

n! n!
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Primul membru al acestei relatii este egal cu

1 [*d n rn
A &[(x—t) £ @))at

si aplicand din nou (27), aceasta integrald este egald cu

t=x

1

_ﬁ[(l‘ - t)nf(n) (t)] = %(m _ a)nf(n)(a)

i=a
si formula (35) este verificata.

Observatie. Pentru f,a,n fixate se poate defini polinomul Taylor:

*) (g
1) =3 Dyt

k!
k=0

si atunci formula (33) se mai scrie f(x) = T'(x) + Rn—1(x); expresia R,,_1(z)
este numita rest integral de ordin n—1 (asociat lui f si punctului a). Faptul
remarcabil, care st la baza formulei (33), este acela ca functia f si polinomul
T au primele n — 1 derivate egale in punctul a, adica f(a) = T'(a), f'(a) =
T'(a),..., f" Y (a) = T Y (a) ceea ce justifici formula aproximativa f(z) ~
T(x), In care eroarea uniforma absoluta este sup |f(z) — T(x)| = ||Rn-1]|-

el

Corolar 1. Pentru orice polinom P cu coeficienti reali de grad n si pentru
orice a € R fixat are loc formula

P™(a)
n!

P'(a
P(z) = P(a) + ()(x—a)—i—...—i— (x —a)".
Demonstratie. Este suficient si se scrie formula (33), inlocuind n cu n + 1
si observand ca In acest caz restul

"

Ru(z) = / " posn (@ =",

n!

este nul, deoarece derivata de ordin n+ 1 a unui polinom de grad n este functia
nula.

In aplicatii este utilizata o expresie mai convenabila a restului; este mai
intai necesara o extindere a formulei de medie:

Lema (formula generalizata de medie). Fie ¢, : [a,b] — R doud functii
continue, Y avind semn constant pe [a,b]. Atunci exista & € [a,b] astfel incdt

/abcp'w—cp(é)-/abw-

Demonstratie. Presupunem mai intai ca ¢ > 0 (adica 1/)(33) >0, (V) €

[a,b]). Functia ¢ este marginita pe intervalul [a,b] si fie m = 11[1fb]g0( x),
z€|a
M = sup ¢(z) marginile lui . Asadar, m < ¢ < M, deci my < pyp < My
z€[a,b]

si aplicand proprietatea de monotonie a integralei, rezulta

m/abws/:gowszw/:w,
b

adica mA < / Y < MM, unde am notat A = 1/) Consideram functia
continua Ay, care are marginile Am, AM. Vom aphca acum proprietatile 3, 4b

reamintite in 2.4.1. Aceste margini sunt atinse si aplicand teorema valorilor
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b

intermediare Bolzano-Darboux, rezulta ca valoarea / 1) este luata de functia
a
Ay, adicd existd un punct £ € [a, b] astfel incét

b
/ o1 = (A)(E) = A (€)

si lema este demonstrata.

Cazul cand ¥ < 0 se trateaza similar, sau se reduce la cel precedent aplicat
functiilor ¢ si —.

Corolar 2 (formula lui Taylor cu restul in sens Lagrange). Fie I = [a, ],
a€ (a,B) si f:1— R o functie de clasq C™* pe I (n > 0). Atunci pentru
orice x € I existd cel pugin un punct £ (depinzind de x), situat intre a $i x
astfel incat

fo) = f@+ L0+ L ap g
' (36)
M) (aq (n+1)
‘|‘f TL'( )(l' — a)n + m(% — a)"“.

Demonstratie. Aplicand formula (33) rezulta

n k) (g
1@ =3 T o 1 R,

h=0

unde . .
Ry (z) = /a f(”“)(t)%dt.

Presupunem a < z; atunci pentru orice t € [a, x] avem & — ¢t > 0 gi putem
aplica lema precedenta functiilor

o(t) = f(nH)(t), P(t) = (@ ;'t)n, pe intervalul [a, x].

Asadar, exista & € [a, z] astfel incat

Ra(o) = [ pte)- vttt = o) [ wttar=roeig) [T 0

n!

I LA (3
(n+1)!

cazul © < a se trateazd similar, iar pentru « = a formula (36) este evidenta.
Corolar 3. (formula lui K. Mac Laurin, 1698-1746). Fie f : [—a,a] — R,

a > 0, o functie de clasa C™t. Atunci pentru orice ¥ € (—a, ) existd un
punct & intre 0 si x astfel incat

O ) A IR LT W Ll S e
)= 10+ L0 L0 L0 T i o)

(x —a)" T,

_ 1 Vx;ﬁ):“}

t=a

Deoarece orice punct intre 0 si « se scrie sub forma fz cu 0 < 6§ < 1, formula
(37) se mai scrie

n+1

f(]C n
Z o+ [ (6 (5+ Dl

Remarcam de asemenea cd formulele (33), (36), (37) se pot scrie in diverse
alte forme echivalente, cu notatii schimbate. De exemplu, formula (36) se mai
scrie

D)
(n+1)!

h

2 n
Pt h) = f(a) = o f ) o ) P ) O (0 )

(38)
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cu0 <6 <1,1in conditii usor de descris. In acest mod, este data o reprezentare
a cresterii f(z+h)— f(x) a functiei f in punctul curent z, cunoscand ” cresterea”
h a argumentului z, utilizata in multe consideratii fizice.

Definitia 4.4 (simbolurile lui E. LANDAU, 1877-1938). Dacd f,g sunt
doud functii reale definite intr-o vecinatate V a unui punct fivzat o € R, cu
exceptia eventual a lui xg, se scrie

f=0(g) in zg ori de cdte ori lim f@) =0
v=a0 g(z)
si f = O(g) tn xo ori de cdte ori existd o constantd M > 0 astfel incdt

|f] < Mlg| pe V (eventual pe V \ {zo}).
De exemplu sin® z = 0(z) si cosz = O(1) in zo = 0. Relatia f; = fo+0(g)
Inseamnd f1 — fo = 0(g) etc. Definitiile anterioare se extind si pentru cazul

cand zy € R; de exemplu = + 1 = 0(2?) in zg = +oo0.
Cu aceste notatii, formula (36) se mai scrie

"4k (g
fa) =3 LD e - a4 0w - ),
k=0

iar formula (38) se mai scrie

fah) - 1) =3 %f(”) (2) + 0(h").

Exemple. 1) Aplicand formula (37) pentru functiile elementare exp, sin,
cos, In, rezultd pentru orice n > 1, formulele

z 2 z"
e$:1+—+—+...+m+0(x"), z eR;

1 2
O p2nt1 ,

. _ s _1\n n+1 .
sinz = 3!+...+( 1) 7(2n+1)!+0(a? ), z € R;
- E— a2 o
cosle—ﬁ—ﬂ—f—...—i—(—l) (2n)!+0($ ), x €R;

x? z"
In(l1+2)=2— T (=) 1 0(z"), z € (—1,1).
n
2) Ne propunem s& calculim sin 33° cu aproximatia < 1075, Folosind for-
mula (38) rezultd in acest caz cd pentru orice x, h € R avem
h2 h3 4

h
sin(z + h) =sinz + 7 08T — jsinx— ﬁcossc—l— Isin(w—l—&h).

o ™ 0 - o A sy ..
Luam z = 30° = 5 h = 3° = — (se subintelege ca in analizd unghiurile se
exprima in radiani, pentru ca numai astfel functiile trigonometrice sunt functii
reale). Observam atunci ca

ht A
‘zusm(“%)’ TR DT

deci ) s
g~ Lo mV3 o 7 1 7w V3
2 60 2 2-602 2 6-603 2
Acest exemplu arata utilitatea formulei Taylor in calcule aproximative;
dealtfel alcatuirea tabelelor uzuale trigonometrice, de logaritmi, etc a fost posi-
bila numai prin astfel de consideratii.
Formula lui Taylor permite unele precizari in studiul functiilor reale, initiate
in liceu.

P

~ 0, 54464.
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a) O functie f : [a,b] — R de clasid C' se numeste convexa pe intervalul
[a,b], a < b daca pentru orice z, zg € [a, ], are loc inegalitatea f(x) > f(xo) +
f'(xo)(x — xp), adicd graficul lui f este situat deasupra tangentei in oricare
punct al graficului. Presupunand ci f este de clasia C? pe [a, b], atunci are loc
(V)z, zo € [a,b] relatia

f"(€)
2!

cu ¢ situat intre x, o (dedusd din formula (36) pentru n = 1). Rezulta imediat
cd dacd f” > 0 pe [a,b], atunci functia [ este convexrd i reciproc. Functiile
convexe se mai numesc ”functii cu concavitatea in sus”, fig. 11.9.

A

2

f(z) = f(zo) + (. —x0) + (x — z0)

Se definesc in mod similar functii concave (f concavd < —f convexd) si
daci f este o functie de clasi C? pe un interval [a, b], un criteriu de concavitate
consta in negativitatea derivatei secunde a lui f pe acel interval.

b) Fie f,g : [a,b] — R doud functii de clasi C"*! si 29 € (a,b). Se
spune c& f si g au contact de ordin n in punctul xy dacd f(x9) = g(zo),
f(x0) = ¢'(x0),..., f™(20) = g™ (x0), FOHD(x0) # gD (). Astfel,
f(x) =sinz si g(x) = x au contact de ordin 2 in g = 0. Functiile f gi g au
contact de ordin cel putin 1 in zg ¢ garficele lor trec prin acelasi punct de
abscisa g si au aceeasi tangenta acolo. Daca f, g au contact de ordin cel putin
2, 1In xg, se mai spune ca ele au aceeasi curburda in punctul xo. Fiind data o
functie f de clasd C? in vecinitatea unui punct zg astfel incat f”(zo) # 0,
atunci existd si este unic un cerc remarcabil trecdnd prin punctul (xq, f(x0))
si avand contact de ordin > 2 cu f in xg (cercul osculator al lui f in xp); se
poate ardta ci raza acestui cerc este egald cu [1+ f(20)2)>/2/|f" (z0)| (numita
raza de curburd a lui f in ).

c) Fie X un spatiu metric si f : X — R o functie cu valori reale. Am
definit in §1, punctul 6, valorile extreme globale ale lui f pe X. Reamintim
aici conceptul de extrem local. Un punct xg € X se numeste punct de extrem
local al lui f daca exista r > 0 real astfel incat diferenta f(x)— f(xg) sa aiba
un semn constant in bila B(zg,r). Mai precis, daca f(x) — f(xo) > 0, adica
f(z) > f(xo), (V)x € B(xg,7), atunci xg este punct de minim local si similar,
dacd f(x) — f(x0) <0 in punctele unei bile deschise centrate in xg, atunci z
este punct de maxim local al lui f (astfel de puncte nu sunt unice). Se stie
ca In cazul cand X este un interval deschis in R iar functia f : X — R este
derivabild intr-un punct de extrem local zy € X, atunci f/(zo9) = 0 (teorema
lui P. FERMAT, 1601-1655).

Exemplu. Fie functia reald f prin f(z) = 23 + 22 — 52 + 3. Indicam
extremele lui f pe intervalele X; = (0,3), X2 = [1,3], X3 = [-3,3]. Deoarece
derivata f’(z) = 322 4+ 2z — 5 are ridicinile 1, —= se observa cd x = 1 este
minim local pentru f pe X7 si cd f nu are maxim local pe X;. Apoi extremele
lui f pe X5 sunt atinse la capetele intervalului, iar pe X3, functia are atat un
minim local cat gi un maxim local. Aceastd discutie poate fi usor vizualizata
pe graficul lui f (fig. II. 10).

Folosind formula lui Taylor, se pot aduce precizari, indicand conditii sufi-
ciente de extrem. Anume are loc

Teorema 4.9. Fie f : [a,b] — R o functie reald de clasqi C™, n > 2 gi
xo € (a,b) un punct astfel incdt

Flao) = (o) = ... = "D (2g) =0, [ (z) #0. (39)

Dacd n este par, atunci xqg este punct de extrem local al lui f (minim local dacd
f (x0) > 0 si mazim local dacd f™ (xo) < 0). Dacd n este impar, atunci xo
nu este punct de extrem local al lui f (punct de inflexiune).

Demonstratie. Folosind formula (36) in care inlocuim a cu g, rezulta

f'(z0) J" (o)

T o (x—20)+ ...+

f(x) = flzo) +

(x — o) +

| M Rl e v

-
o
[P I

T( % fxg))
M(x fix))
N, £ H(xg) (e-x))

Fig. I1.9
3
‘—)y—‘
Xl :
Fig. 11.10
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ARIC3)

n!

(n=1) (5
+f(n — (1)'0) (x —xo)" t +

si tindnd cont de relatiile (39) din ipotezd, se obtine
(n)
£a) — fwo) = & @ gy, (40)

n!

(z — )"

unde £ este un punct situat intre x, xg.

Dacéa n este impar, atunci din relatia (40) rezulta ca diferenta f(z) — f(xo)
are semn variabil in orice vecinatate a lui zg, deci zo nu este punct de extrem
local.

Daci n este par si (™) (z) < 0, atunci functia £ fiind continui, se deduce
ca aceasta inegalitate are loc intr-o vecinatate V a lui z( si atunci din relatia
(40) rezultd cd f(z) — f(zo) < 0 pentru orice z € V, adicd zo este un punct de
maxim local pentru f. Se rationeaza similar dacd n este par si £ (zo) > 0.

Exemple. Fie f(z) = (2 — m)3cosx si z9 = g Evident, f'(zo) =

f"(x0) = " (z0) = 0; ) (z9) = =192, deci n = 4 si ¢ este punct de maxim
local. In mod similar, pentru f(z) = 2%e® si 19 = 0 avem f'(0) = f”(0) = 0,
f(0) =6 # 0, deci n = 3 gi originea este in acest caz punct de inflexiune.

2.4.5 Serii de puteri

O clasa extrem de importanta de serii de functii o constituie seriile de puteri,
numite si serii intregi. Avantajul deosebit al acestora consta in faptul ca sumele
lor partiale sunt polinoame, adica functii reale de cea mai simpla forma, ceea
ce face ca seriile de puteri sa aiba proprietati bune de calcul. Seriile de puteri
permit definitia riguroasa a functiilor elementare si totodata, considerarea unor
entitati matematice noi aga cum sunt functiile de matrici. Multe din definitiile
care urmeaza pot fi extinse la cazul complex, insa ne marginim la serii de puteri
reale.

Definitia 4.5. Fie {a,}n>0 un sir de numere reale. Se numeste serie de
puteri (sau serie intreagd in variabila x) avind coeficientii a,, n > 0,
seria de functii

Zanx":a0+a1z+a2x+... (41)
n>0

Pentru orice x € R fixat se obtine o serie numerica. Evident, orice serie de
forma (41) se poate considera ca serie de functii f,, : R — R, unde f,(z) =
= apx™, n > 0. Se mal spune ca o serie de puteri Zanm" este centratd in

n>b
punctul x = 0. In mod similar, o serie de forma Z an(z — )" este centratd
n>b
in punctul x = xg; este evident ca printr-o translatie x — xg = vy, se obtine o
serie de puteri centratd in origine, astfel ca teoria generala poate fi restriisa la
cazul seriilor de puteri centrate in origine.

n — 1)
Exemple. Seriile Zx", Z x—', Zn"w”, Z% sunt serii de
n n

n>0 n>1 a>1 n>0
sin nx
puteri; dar seriile de functii Z 7 Z(n Inz+41)" nu sunt serii de puteri.
n>1 n>1
. 1—ax\" VY . . . 1l—x
Seria, Z . poate fi asimilata cu o serie de puteri, notand 51— Y.

n>0
In cele ce urmeaza, dam proprietatile principale ale seriilor de puteri.
Teorema 4.10 (lema lui ABEL). Fie o serie de puteri Z anx”™ st xg €R,

n>0
xo # 0 un punct astfel incat sirul {anxy}n>0 sd fie mdrginit (ceea ce are loc,

conform teoremei 3.3, a) dacd seria numericd E anxy este C). Atunci
n>0
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n

(a) seria numericd Z ana” este AC pentru orice a € (—|xol, |x0]).

n>0
(b) pentru orice numdr real r, 0 < r < |xzo|, seria de functii Z anx" este
n>0
uniform convergentd (UC) in intervalul [—r,r].
Demonstratie. (a) Conform ipotezei, existd M > 0 astfel incat
n sy M
lanzy] < M, adica |a,| < Zol" (M)n > 0. (42)
0
Atunci
Qa n
" = |an| - |o|" < Jar=M |2, (Dn>o0.
0n0"] = Jau] ol < oo = M| 2L (90>
Dacd a € (—|zol, |zo]) este fixat, atunci |o| < |zof, deci | 2| < 1. Ca
n
atare, seria geometrica Z ML vafi convergenta si aplicand criteriul de
Zo

n>0
comparatie cu inegalitati (teorema 3.9), rezulta ca seria Z |ana™| este C, adica
n>0
seria Z apa’ este AC.
n>0
b) Notam f,(z) = a,z™, n > 0. Conform (42), avem pentru orice x €
n
r
[=r, 7], |fa(@)] = lan| [2"] < lan|r™ < M - <|x|
0
lui Weierstrass (teorema 4.7), rezulti ci seria Z fn(x) este UC pe intervalul
n>0

> , n > 0. Aplicand criteriul

n
. .o r . .o .
[—’/’, ’/’], deoarece seria numerica E M <||> este o serie geometrica cu ratia
Zo
n>0

r
—— < 1 i este convergenta.
|I0|
Definitia 4.6. Fie Z an,x™ o serie de puteri si mulfimea
n>0

A" = {r e Rlr > 0 sirul {|a,|r"},>0 este marginit in R}.

Raza de convergenta a seriet Z anx™ este prin definifie R = sup A* (cal-
n>0
culat in R), deci 0 < R < oo. Se numeste domeniu de convergenti al
seriei Zanm" multimea
n>0

(4] dacda R=0
D, = R daca R =

intervalul(—R, R) dacd 0 < R < cc.

Multimea de convergentd a acestei serii contine D, (de fapt, vom vedea c&
D. este interiorul multimii de convergenta).

Teorema 4.11. Cu notatiile de mai sus, avem

(a) daca R =0, atunci seria Z an,x" converge punctual numai in x = 0;

n>0
(b) dacd R = oo, atunci seria numericd Zana" este AC pentru orice
n>0
a € R, iar seria de functii Z anx™ este UC pe orice interval [—r,r], r > 0;
n>0
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™ este AC pentru orice

(c) daca 0 < R < oo, atunci seria numericd Z ano
n>0
punct o € (—R, R) si este D pentru orice o € (—o0, —R) U (R, 00), iar seria
de functii Z anx” este UC in orice interval [—r,r], 0 <1 < R.
n>0

Demonstratie. (a) Daca R = 0, atunci A* = {0}. Daca ar exista un punct

xo # 0 astfel Incat Zanng, atunci sirul {a,|zo|"}n>0 ar fi marginit deci
n>0

|zo| € A*, ceea ce este absurd.

(b) Rezultd direct din lema lui Abel.

(c) Fiea € (=R, R) sir € A* ales astfel incat |a] < r < R (ceea ce se poate,
deoarece R = sup A*). Atunci sirul {a,7"},>0 este marginit si aplicand lema
lui Abel, rezulta ca seria Z ana™ este AC (fiilnd AC chiar pe intreg intervalul

n>0
(=r,7)).
Daca |a] > R, atunci seria Zana" este D; in caz contrar, ar rezulta
n>0
cd sirul {a,a™},>0 este mirginit, adicd |a| € A*, deci |a] < R, ceea ce este
absurd.
Afirmatiile referitoare la convergenta uniformé rezulta din teorema 4.10 b).

Observatie. Pe scurt, teorema 4.11 afirma ca in domeniul ei de convergenta
D., o serie de puteri este AC, in afara lui D, este D si in plus, seria este UC
pe orice interval inchis gi marginit continut in D, (nu si pe intreg D.). Despre
punctele « cu |a| = R, adicd @ = £R nu am ficut nici o afirmatie. Se poate
totusi demonstra ca daca 0 < R < oo si daca seria Z a, R" este C, atunci

n>0

suma acestei serii este egala cu liH}% E anpx”
xr—r

z<R \n>0

Exemple. Seria Z n"z"™ are raza de convergenta R = 0 (se aplica criteriul

n>1
n

Oy e e . X . .
radAcinii). Pentru seria E — avem R = 00, deoarece pentru orice r > 0, seria
n!
n>0

n
Z r—' este C' (se aplicd criteriul raportului), deci r € A*. Seria Z 2™ are raza
n>0 n>0
de convergentd 1, este AC pentru |z| < 1, D pentru |z| > 1 si UC pe orice
interval [—r,7], 0 < r < 1, fard a fi UC i pe intreg domeniul de convergenta
D.=(-1,1).
Pentru calculul razei de convergenta a unei serii de puteri se poate da

Teorema 4.12. Fie E an,x" o serie de puteri, cu raza de convergentd R.
n>0

— 1
(a) Presupunem cd existdl = lim 3{/|a,| in R; R = 7 cu conventia ad-hoc
n—oo
1 1

— =00, — =0.

(b) Presupunem cd existd Iy = lim ; atunci R =1;.

n—oo

An41
Demonstratie. (a) Aplicam criteriul radacinii (teorema 3.12) pentru seria

E apz™ . Avem

n>0
lim V/|a,a”| = |z| lim Y/|a,| =1-]|z|
n—oo n—o00

Daca | - |z] < 1, atunci seria C gi daca [ - |z| > 1, seria este D; comparand

cu teorema 4.11, rezulta cd R = T
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(b) se probeazi similar, aplicAnd criteriul raportului (teorema 3.11).

Proprietati ale sumelor seriilor de puteri

Fie E anx™ o serie de puteri cu raza de convergenta R > 0. Se poate
n>0
atunci considera functia-suma

f:(-R,R) =R, z+~ Zanx".

n>0
Teorema care urmeaza are o mare insemnatate in calculele cu serii de puteri.

Teorema 4.13. Fie f(x) = Z anz”, f : (=R,R) — R ca mai sus.
n>0
Functia f este de clasa C™ (adicd indefinit derivabild) si in plus, relatia
flz) = Z anx™ poate fi derivatd termen cu termen de oricdte ori in intervalul
n>0
(=R, R); de asemenea, ea poate fi integratd termen cu termen pe orice interval

[a,b] continut in (—R, R).

Demonstratie. Aratam mai Intai ca f este functie continua in intervalul
(=R, R); fixdm un punct oarecare xo in acest interval gi alegem r astfel incat
|zo] < 7 < R. Conform teoremei 4.11, seria de functii Z anx” este UC 1n

n>0
intervalul [—r, 7] si fiind o serie de functii continue, suma ei f(z) rezulta functie
continud pe [—r, r|, aplicind teorema 4.5; in particular, functia f este continua
in punctul zg, deci in intreg domeniul ei de convergentd (—R, R).
Pentru a putea continua demonstratia este necesara urmatoarea

Lema. Fie {an}n>0 un sir de numere reale; seriile de puteri E anpx”,
n>0

E nanz™ ! au aceeasi razd de convergentd.
n>1

Demonstratie. Fie R, R’ razele de convergents ale celor doua serii. Daca ar

. . a . .
exista [ = lim “_|, atunci am avea R = [, si
=00 | Ap41
. na . n . a
R = lim | ——>—| = lim lim =1,
n— 00 (n + l)an-i-l n—oo N+ 1 n—oo Apt1
deci R=R'.
Tratam insd cazul general si ar&tdm mai intai ca R > R’. Intr-adevar,
dacd || < R’, atunci seria Znanznfl este AC si din inegalitatea |a,a™| <

n>0
Y. |z|, valabila pentru orice n > 1, rezulta ci seria E anz" este AC,
n>0

|nanz™™

deci neapirat R > R'.
Pe de alta parte, dacd |z| < R si dacd alegem r astfel ca || < r < R, atunci
sirul {a, "}, >0 este majorat de un numar real M > 0, de unde

M M n—1
|nanx"*1| = nlay| - |x”*1\ <n—- |x|"’1 _n <x|> )
rr r r

In general, daca 0 < ¢ < 1, atunci seria numerica E nc" 1 este C, deci se-
n>1

n—1
ria Z n <i|) este C; aplicand criteriul comparatiei cu inegalitati rezulta
n>1
ca seria Z nanxz™ ! este C pentru orice |z| < R. Asadar, avem R’ > R si in
n>1
concluzie, ' = R. Lema este demonstrata.
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Aratam ca functia f este derivabila; observam ca Zanm" este PC cu
n>0
suma f(z) In orice interval [—r,r]|, r < R, iar lema anterioara aratd ca seria
derivatelor Z nan,z™ ! are tot raza de comvergenti R, deci conform teoremei
n>1
4.11 aceasta este UC pe intervalul [—r,r]. Aplicénd acum teorema 4.6, va
rezulta ci f este derivabild si in plus, f/'(z Znan " (Vz € [—r, 7).
n>1

Rationand ca la inceputul demonstratiei acestei teoreme va rezulta ca functia
/' este continud, apoi f’ este derivabild, ca f” este continud etc.

Faptul ci relatia f(z) = Z anx™ poate fi integratd termen cu termen pe

n>0
orice interval [a,b] C (=R, R) rezulta astfel: alegem 0 < r < R astfel incat
[a,b] C (—r,r) si aplicAm relatia (32) seriei Zanx" cu suma f, care este
n>0

uniform convergenta pe [—r,r] deci si pe [a, b].

Corolar. Fie f(x) = Z anx™, cu raza de convergentd strict pozitiva.

n>0
Atunci coeficientii a,, n > 0 sunt unic determinati, anume au loc relatiile
m) (0
an:f (), n > 0. (43)
n!
In mod similar, dacd avem dezvoltarea f(x Zan x — x9)", valabild
n>0
X . (=)
intr-un interval (zo — R,z0 + R), R > 0, atunci a, = ———, (V)n > 0.
n!
Demonstratie. Derivand succesiv relatia f(z) = ag + a1 + a2 + ...,

obtinem f'(x) = a1 +2asx+..., f"(x) = 2lag +6asz+..., f"(z) =3lag+. ..,
deci f'(0) = a1, f”(0) = 2las, f(0) = 3laz ete. si se obtin relatiile (43).

O functie reald f definita in jurul originii este dezvoltabila in serie de puteri
centratd in origine daca (3)a > 0 si un sir {a, }n>0 de numere reale astfel incéat

seria g anz™ s& fie convergentd pentru orice x € (—a,a), avand suma f(x).

n>0
Corolarul precedent aratd unicitatea unei astfel de dezvoltari f(z Z an®
n>0
sica f € C( a,a) . Trebuie remarcat ca nu orice functie C(’f a,a) €Ste dezvoltabila

e~/* daci z € (0,a)

0 dacd z € (—a,0]
(avand graficul indicat in fig. II. 11), are proprietatea a f ™(0) =0, (V)n > 0.

in serie de puteri; de exemplu, functia f(z) = {

Aceasta functie nu este dezvoltabila in origine f(x Z anx", caci ar
n>0
" f™(0) . .
rezulta ci a, = =0, (V)x > 0, deci am avea f(x) = 0 pentru orice |z

n!
mic, ceea ce este absurd.

Rezultate similare au loc inlocuind originea cu orice alt punct.
Seria Taylor a unei functii de clase C*

Definitia 4.7. Fie f : [a,b] = R o functie de clasq C* pe [a,b], a < b i
fie xg € (a,b) un punct fixat. Acestei perechi (f, xg) @ se poate asocia o serie

(20)

de puteri centratda in punctul xg, anume Z A ]
n>0
Taylor a lui f in jurul punctului z;.
In general, raza de convergenta a acestei serii nu este strict pozitiva si chiar
daca seria respectiva ar fi PC pe [a, )], ea poate s& nu aibd ca sumé functia

(x — )", numita seria
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e~V/* daca x€(0,1)
f initiald. De exemplu, pentru f(z) = si pentru
0 dacd ze€[-1,0]
xo = 0, seria Taylor asociata are toti termenii nuli, deci este convergenta, cu
suma identic nuld pe [—1,1].
Totusi se poate demonstra urmatoarea

Teorema 4.14 (teorema de reprezentare a functiilor de clasid C'*° prin serii
Taylor). Fie f : [a,b] =& R, a < b, o functie de clasa C™, astfel incit sa
eviste M > 0 cu proprietatea cd |f™ (z)| < M, (Y)n > 0, (V)z € [a,b]. Fie
zo € (a,b) un punct fixat. Atunci seria Taylor a lui f in jurul punctului xg
este UC pe [a,b], avdnd ca sumd f(x), adica

") (g
flx) = Z fi(o)(x —x9)", (V)z € a,b]. (44)

n!
n>0

Demonstratie. Fie s,(x), n > 0, sirul sumelor partiale ale seriei Taylor

/ (n)
/ (1:!60) (x —20) +...+ S (o) n(!»’Uo) (x — x0)",

respective, adica s,(x) = f(xg) +
n > 0.
Atunci conform formulei lui Taylor cu restul in sens Lagrange (36), rezulta

(n+1) (n+1)
sule) = 1)~ T2 o1 e 1)) = L oy
(M)zg, x € [a,b], £ fiind situat intre o gi .
De aici rezulta ca

R

| M
(n+1)! o — o[ <

m(b —a)"t, (V)z € [a,b)],

|f(x) = sn()]

deci pentru norma uniformé pe [a, b], avem

M —a)"tt
0<||f—snl| < 2" (y)n > 0. 45
<l sl < oS (O (45)
M(b— n+1
Facand n — oo rezulta lim % = 0; intr-adevar, seria numerica
n—oo  (n+1)!
M(b— a)**! - N o
Z W este C' (aplicand criteriul raportului) si ca atare, termenul
n>0 :
el general tinde ciitre zero. Din relatia (45) rezultd lim ||f — s,|| = 0, adica
n—oo
s 25 f (conform teoremei 4.2 (a)).
(n)
Agadar, seria de functii Z fi(f?o)(x —x9)" este UC pe [a,b] si are suma
n!

n>0
f(@), (V)z € [a,0].
In continuare, vor fi date mai multe exemple de aplicare a teoremei 4.14.
2.4.6 Dezvoltari in serie ale unor functii elementare
1. Seria binomiala
Fie a € R fixat; pentru orice n > 0 natural, notam
ala—1)...(a—n+1)
Cl = n!
1 daca n=0.

daca n>1

Evident, daca « este natural, atunci C7' = 0 pentru orice n > «. Seria de
puteri

x° 4+ x° +

n,.n __ a 01(04—1) 2 Oé(O[—l)(Oé—Q) 3
Y Cra =1+ 7+ — T

n>0
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se numeste seria binomiald de exponent a.

Teorema 4.15. Seria binomiald Z Cnx™ de exponent o, o ¢ N are raza
n>0
de convergentd R = 1 gi suma ei este egald cu (14x)® pentru orice x € (—1,1).
Asadar,
ala—1) ,

(1+$) —1+F$+Tﬂi +...,(V)$E(—1,1) (46)

(daca « este natural se regdseste formula binomului lui Newton).
Demonstratie. Conform teoremei 4.12 (b), avem

n

n+1
a—n

R = lim = lim

n— oo

-1
Fie f(x) = Z Clg" =1+ F:ch %gﬂ +... (V)z € (—1,1) i atunci
n>0 ’

1+2z)f (z)=(1+x) {a—i—aa—l —I—Wﬁ—i—...

si dezvoltand, rezulta cd (1 + z)f'(z) = af(z), (V)z € (—1,1). Din aceasta
I
Lx) =0, (V)z € (—1,1), deci ﬂ = ¢, constant,
(1+z)* (1+z)"
adica f(z) = c¢(1 4+ z)*, (V) € (=1,1). Pentru z = 0, avem f(0) = ¢; dar
0) = Z Ch, 0™ = 1. Rezultd cd ¢ =1 gl in concluzie, f(z) = (1 + z)*, de
n>0
unde relatia (46).
In particular, din relatia (46) se deduc dezvoltarile remarcabile:

relatie rezulta ca

1 b
1+x:(1+x)*1:1*$+“72*1’3+“'
1
o=l =l a1t s (47)
1 1 1
\/m:(1+$)1/2=1+§$—§$2+r6x3+

valabile pentru orice z € (—1,1).
De asemenea avem, conform teoremei 4.13,

vodt ¢ 2, 44 46 ’ “ o
tgr = — = 1-—1t " —1 Lo)dt = dt — t“dt
arctgr /0 50 /0( + +...) /0 /0 +

x x 3 5 7
Adt— [ S+ =2 T LT T L Wze(=11).
+/0 /O + T3ty o7t , (Vz e (~1,1)

Pentru x — 1, seria din dreapta fiind convergenta, rezulta ca
T 1 1 1
—=1l—-c4+-——+4... 48
4 3 + 5 7 + (48)

Similar,

In(l+z) = —:/(17t+t27t3+...)dt
0

o 1+t
22 23 2
=r——4+—=———+..., (V -1,1
vty ot Mre (=11
. . 1 1 1
gi pentru x — 1, rezulta caln2=1— -+ - — — + ...

2 3 4
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Aplicatie in fizica. Pentru o particula cu masa m, masa de repaus my

Mo

i viteza v, are loc relatia m = unde c este viteza luminii. Energia
) 2 b

v
1 —
. . . . 02
cinetica a particulei este
A 1
Eein = mc? —moc?® = moc? —— 1] =
v
1 —
2
2\ —1/2
v .(46 1 /v\2 3 /v\4
=moc®- |-1+ (11— = TLED g2 ’(*> +7<7> L
c? 2 \¢ 8 \¢
. 1 2 v? N
deci B, = imov +§m0—2—|—. .. . Aceste calcule sunt corecte in ipoteza v < ¢;
c

”

dacd v este "mic” in raport cu ¢ (se mai scrie atunci prin conventie v < ¢),
se neglijeaza termenii dezvoltarii cu exceptia primului si se obtine intr-o
. 1 - . .
aproximare Fg;, ~ —mov?, ca in cazul mecanicii newtoniene. Pentru viteze
v "mari”, aceasta formula este grosiera gi trebuie considerati si alti termeni ai

dezvoltarii anterioare.

2. Exponentiala reala

Teorema 4.16. FExistd o singurd functie reald f : R — R derivabild, astfel
incat

f'=Ff f>0, f0)=1 (49)

Demonstratie. Presupunem ca ar exista doua functii reale f,g : R - R

astfel incat f' = f, f >0, f(0) =1, ¢ =g, g > 0, g(0) = 1. Atunci

4 re ’
<g) = gffngf = 0, deci % = (), constant, pe intreg R. Pentru x = 0 se

f
. g(0) 1 . .
obtine C' = =—= = - = 1 gi in concluzie, g = f.
fo) 1
O functie f verificand conditiile (49) este exponentiala, f(z) = e®. Pe de
n 2
alta parte, observam ca seria de puteri Z ro_ 1+ i + r + ... are raza de
= n! 1 2!
aR=1 1/ ! lim (n+1) i i g(x) est
convergenta R = lim |—/——| = lim (n = 00 si suma ei g(z) este

o functie satisfacand de asemenea conditiile (49); faptul cd g este derivabila si
egalitatile ¢’ = g, g(0) = 1 sunt evidente. Apoi

wwmw=ﬁ+i+§+“)0+i+§+“):

_ Lttty (z+y)?

R TR
conform teoremei 3.14, deci g(x)g(—z) = g(0) = 1. Deoarece g(z) > 0 pentru
x > 0; deci g > 0 pe R. Conform teoremei 4.16 rezulta ca f = g, adica

+...=g(z+y), V)z,y €R,

n

x x 1'2 T
n>0

Aceasta relatie se putea deduce si aplicand teorema 4.14 punctului x¢g = 0
si functiei © — e, considerata pe un interval [—a, a] arbitrar.
n

. z o .
Seria de numere complexe Z — este convergenta pentru orice z € C
n>0
(folosind criteriul raportului) si suma ei se noteaza e* sau exp(z). Se definegte
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astfel functia exponentiald complexa

n

2
N 12,2
n>0

si se verifica imediat ci e® = 1, %1 - %2 = e*11%2 (V)zy, 2o € C. Conform (50)
rezultd cd exponentiala complexa este o prelungire la C a exponentialei reale.

Aplicatie

Ne propunem sa determindm trunchierea de ordin 9 a lui e. Conform (50),

pentruoricqul,avemeZ;Xq::L!JrR,undeR Z %:
n>0 n>0 n>q+1
1 1 1 1
G Graa s ar e et S
< : {+1+ Loy +..}:
(¢+1)! ¢+2 (¢+2)? (¢+2)°
1 1 g+
@t - 5 @+ D(g+ Y
13
Luand ¢ = 13, se observi ca R < 10710 deciezz%:2,718281828.
n=0

q q

1 !
Sa inmultim acum relatia e = E —+ R cuq!; seobtine e-q! = E q—+R~q!

n! n!

n>0 n>0
. +2 +2 o .
sicum 0 < R- ¢! < g 'q! -1 5 < 1, rezulta ca pentru orice
(¢+1)(g+1)! (g+1)

q > 1, e ¢! este suma unui numar intreg cu unul subunitar, deci e - ¢! nu poate

fi un numar intreg (pentru orice g > 1 intreg) si ca atare, e este irational.

3. Functia logaritmica.

In analogie cu teorema 4.16, se arata usgor ca exista o singura functie reala
f:(0,00) = R derivabila, strict crescatoare, astfel incat f(1) = 0, f(zy) =

1
f@)+f(y) st fl(z) = = (V)z,y > 0 si anume logaritmul natural f = In. Pentru

1
orice a > 0, a # 1 se defineste logaritmul in baza a, log, z = 1n—$7 Mz >0
na

zlna oy proprietatile uzuale; de asemenea,

si exponentiala in baza a, a® = e
. . . A .

pentru orice o real si pentru orice x > 0 se pune z® = e®™?_ definind astfel

functia putere x — x®. In ultimul timp exista tendinta de a utiliza notatia

"log” in locul notatiei ”In”, atunci cdnd baza e este subinteleasa.

Aplicatie

O notiune importantd in teoria informatiei este cea de cantitate de informatie
I. Intr-o prim& acceptiune, se poate considera ca informatia I(p) cuprinsa in
producerea unui eveniment cu probabilitatea p(0 < p < 1) depinde numai de p
si ca functia I(p) verificd urmé&toarele proprietati:

a) I este functie monoton descrecitoare;

b) I(1) = 0 i lim I(p) = oo;

p>0

¢) I(pq) = I(p) + I(q), (V)p, q € (0,1].

Proprietétile a), b) decurg din faptul ca informatia I(p) este cu atat mai
bogata, mai interesanta, cu cat probabilitatea p este mai mica, adica eveni-
mentul care a generat acea informatie este mai rar. Proprietatea c) exprima
faptul ca daca doua evenimente cu probabilitati p si ¢ sunt independente, atunci
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informatia cuprinsé in producerea lor simultand (a cérei probabilitate este pq)
este suma informatiilor cuprinse in producerile separate ale celor evenimente.

Presupunand in plus ca functia I se poate prelungi la o functie derivabila
I : (0,00) = R, astfel incat I(p®) = al(p), p > 0, a € R, rezultd ci in
mod necesar avem I(p) = klnp, cu k constantd reala, oricare ar fi p > 0.

. 1
Intr-adevar, avem I'(p) = —I(e) deci I(p) = I(e)lnp si notam k = I(e) < 0.
p

Din aceste consideratii intuitive, apare ca naturala definitia data de C.
SHANNON (n. 1916) pentru cantitatea de informatie ca fiind I(p) = —log, p,

L’ unitatea de masura este bitul (1 bit fiind
n

1
prin definitie I (2), tocmai cantitatea de informatie dintr-un eveniment cu

luand prin conventie k = —

probabilitatea 5) Considerand o experienta in care pot aparea n evenimente,

probabilitatile p1,pa,...,pn (0 <p; <1, p1 +p2+ ...+ p, = 1), C. Shannon
a definit cantitatea medie de informatie sau entropia asociata experientei, ca
fiind

A n
H(p1,p2s--->pn) S prl(p1) + - +pal(pn) = =Y pjlogy p;.
J=1

Evident, H(p1,p2,...,pn) = 0, pentru orice p1,pa, ..., pn.
Presupunem n = 2 gi notam p; = p; atunci po = 1 — p si entropia va fi

H(p) = —plogyp — (1 —p)logy(1 —p) = *ﬁ[plnzw (1—p)In(1 —p)].

Se observa ca

1 1 1 1
H'(p) = ——[np—In(1—p)|si H'(p) = —— (- + ——
(5) =~ lnp — (1 = p) 51 5"(p) m2<p+1_p)<0

1
prin urmare valoarea maxima a lui H(p) este atinsd pentru p = 2 deci pentru

1
p1 = p2 = —. Asadar cantitatea medie de informatie intr-o experienta cu doua

evenimente posibile este maxima atunci cand evenimentele sunt egal probabile.
Acest fapt poate fi extins la cazul experientelor cu n > 2 evenimente posibile.

4. Functii trigonometrice

De obicei se spune ca trigonometria este utilizata in masuratori de teren
sl In navigatie; in realitate importanta functiilor trigonometrice consta mai
ales In descrierea matematica a fenomenelor periodice, in studiul semnalelor

si vibratiilor.
2

z
Am definit anterior e* = 1—&-?4—5—1—. .., pentru orice z € C; in particular,
pentru orice z € R, avem T
2 3 4 2 3 4
w_q i wt_awt O L O i
e —1+1' 91 3!+4'+ si e =1 1 2'+3!+4'+
i notam
A €T et 22zt S
C(I) = 9 =1 5 + E E + 5
A e — el A
e T TR TR
Functiile reale ¢,s : R — R sunt derivabile si evident ¢/ = —s, s = ¢,

¢(0) = 1, s(0) = 0. Folosind un fapt binecunoscut (dacd u,v : R — R sunt
functii derivabile, v’ = v gi u(0) = v(0), atunci u = v, se verifici imediat ca
pentru orice x € R au loc relatiile:

a) c(z)sinz — s(x) cosx = 0;
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b) ¢(x) cosx + s(z)sinz = 1;

c) c(z)? + s(z)? =1,
presupunand, cum este normal, cunoscute din liceu functiile reale sin, cos.

Inmultind relatia (a) cu ¢(x) si (b) cu s(z) si adunand relatiile obtinute,
va rezulta cd s(z) = sinz; inmultind apoi (a) cu —s(z) cu ¢(z), obtinem prin
adunare c¢(x) = cosz, (V)x € R. Asadar, ¢ = cos, s = sin. Retinem agadar
formulele, valabile pentru orice x € R:

2?2zt af e e
cosx:1—§+1—a+.--=# (51)
. o . el _ i
Slnx:ﬂ_§+a_ﬁ+"':T (52)

€™ = cosz + isinz. (53)

Formula (53) poarta numele de formula lui Euler; ca un fapt remarcabil,
avem e'™ = —1, iar 7 poate fi definit (negeometric !) ca unica solutie a ecuatiei
e = —1, situatd in intervalul (0,4). Folosind formulele (51), (52), se rededuc
cu usurinta proprietatile uzuale ale functiilor trigonometrice, astfel ca se poate
afirma ca trigonometria este un mic capitol de analiza, care poate fi dezvoltat
fard utilizarea geometriei cercului trigonometric.

Aplicatie

Notdm cu T multimea numerelor reale modulo 27 (adicd T = R/27Z) si cu
U = {|z| = 1} circumferinta unitate din planul complex; asadar, un element
& € T este o clasa de numere reale gi & = B + a — [ este multiplu intreg de
27. Aplicatia @ : T — U, & — e!® = cosa + isin o este evident bijectivi.

Pentru orice z € C\ {0}, avem Z e U, deci existi 6 € T astfel incat ®(0) =

||

z . ; .o ; . g o .
—, deci e adica z = |z|e®® (forma exponentiald a numdrului complex

Z —
BT
z # 0); notand |z| = r, regésim astfel forma trigonometrica z = r(cos §+isin ),
fig. 11.12.

Orice punct z = (z,y) = x + iy din C\ {0} = R?\ (0,0) este bine deter-
minat cunoscand numerele reale r gi 6, numite coordonatele polare ale acelui
punct. Din relatia « + iy = r(cos + isinf) rezultd x = rcosf; y = rsinf si

o S — L ‘g — Y
r = y/x? 4+ y?, cosf Jn2+y2,51n0 \/W
natele carteziene z,y, atunci modulul 7 este unic determinat, r > 0, dar 6 este
determinat modulo 27. Functia arg : C\{0} — T, z — 6 se numeste functia ar-

; daca se cunosc coordo-

gument; evident, argzqzo = argz; +argze (modulo 27) arg— = —argz; (modulo
21

2m). )

De exemplu, luand z = 1+ iv/3, avem r = 2, argz = g = g +2km, ke Z
deci 14+1iv/3 = 2-€'5; similar, luand z = —5i avem 7 = 5, argz = 3% = fg =
—g+%mkezg—m:5f%%

5. Functii hiperbolice.

Se pot defini urmatoarele functii numite hiperbolice, ch,sh,th : R — R,
punand pentru orice x € R

€T —x X

et —e " sh x e2r —1
—_—the=—— = ——. 54
2 BT chx e2*+4+1 (54)

chxzie +26 ,shz =

Acestea sunt functii de clasa C pe R si au loc relatiile ch’ = sh, sh’ = ch,
ch?z — sh?z = 1, sh 2z = 2sh - chz, ch2z = ch’®z + sh?z etc (V)z € R.

Denumirea provine de la faptul ca punctul (cht,sht), ¢t € R descrie o ramura
a hiperbolei echilaterale 2 — y? = 1 (fig. II. 13).
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2.4.7 Numere reale constructiviste

Multe rezultate matematice sunt bazate pe teoreme de existentd (de
exemplu, teorema Bolzano-Darboux, teorema lui Rolle, teorema de medie a
calculului integral, formula cregterilor finite, principiul contractiei etc). Astfel,
teorema Bolzano-Darboux afirm& c& pentru o functie f : [a,b] — R continua,
avand valori de semn contrar la capetele intervalului, existd cel putin un punct
¢ € [a,b] astfel ca f(£) = 0; dar nu se indicd un procedeu efectiv de determinare
a lui &. In ultimul timp, a aparut ideea de a considera ca obiecte matema-
tice numai obiecte constructibile prin procedee algoritmice, ajungandu-se la
un domeniu nou al matematicii numit Analiza constructivista, strans legat de
calculatoristica si de teoria functiilor recursive. In cele de mai jos, prezentam
succint conceptul de numar real constructivist, care apare ca ”limita” a unui gir
de numere rationale, definite cu ajutorul unor functii aritmetice recursive. De
indatad ce sunt definite numerele reale constructiviste, se pot considera functii
reale constructiviste si se pot degaja concepte specifice de limita, continuitate,
derivabilitate, integrabilitate.

Definitia 4.8. Un numar real a € R, a > 0 se numeste constructivist
daca exista doua functii recursive f,g: N — N astfel incat pentru orice n > 1
natural sa avem

f(n)

a——F—=| <
g9(n)
Un numar real negativ a < 0 se numeste constructivist daca —a are
aceasta proprietate.

1

g(n) #0 si -

Exemple. 1) Orice numér rational este constructivist (ludm f,g con-
stante). Multimea R a numerelor reale constructiviste este subcorp al lui R.
2) Conform formulei (50), avem

1 1 1
6:1+ﬂ+5+...+E+Rn
unde
R, = ! + ! +...= ! {1+ : + . + <
"n+ ) (n+2)! T (n41)! n+2 (n+2)n+3) |~
LN PO SRS SRR DI 1
~ (n+1)! n+2 (n+2)32 7 _(n—|—1)!17 1
n+2
n+2 1
=—F—<—, (V)In>1
mEDmTD . nz
Asadar,
1 1 1 1
Notam | | |
f(n):n!—!—ﬁ—ka—k...—km,g(n):n!
L o y f(n) L
(functii evident recursive) si rezultd |e — o) < =, (¥)n > 1. Asadar,
g(n n

numarul e este constructivist.
3) Aratam ca 7 este de asemenea un numar real constructivist; pentru

1 1 1
aceasta folosim reprezentarea (48), anume 7 = 4 (1 —-+t-—c+.. ) Notand

3 5 7
n _1k
5= e
h:02 +1

1 < ! ! )“wg Ll (>t

”/T
~ s,
4

m+3 \2n+5 2n+7
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Dar s, se poate pune sub forma g((Z)) cu f,g recursive, deci % este con-
structivist. Ca atare, m =4 - Z este constructivist.

4) Fie a > 0 un numér real pozitiv si @ = [a], a1azas . . . scrierea lui zecimalg.
Se poate arita ca a este constructivist daca si numai daca functia aritmetica ¢ :
N — N, definita prin ¢(0) = [a], ¢(1) = a1, Y2 = aa, . .. este recursiva. Folosind
acest fapt se pot construi cu ugurintd numere reale care nu sunt constructiviste.

Multimea R este total ordonata (relativ la ordinea uzuald) si se poate defini
o convergenta specificda in R care tine cont de limitele utilizarii de obiecte
construite algoritmic. Din aceasta cauza, nu sunt acceptate rationamente ”tip
€” si unele din teoremele analizei clasice nu au loc in analiza constructivista,
de exemplu, un gir monoton si marginit nu este neaparat convergent.

2.4.8 Exercitii

1) a) Fie f,g: [a,b] = R doud functii continue. S& se probeze inegalititile:

b 2 b b b z b\ ? b\ 2
(AN o) ()

b) Fie f : [a,b] — R o functie de clasia C? astfel incat f’(a) = f'(b) = 0. Sa
se arate ca /b f(x)- f/(x)dx <0;in ce caz avem egalitate ?

Indica;fie.aa) Pentru prima inegalitate se porneste de la faptul ca trinomul
de gradul IT in A /b(f + A\g)? este pozitiv pentru orice A real; b) se integreaza
prin parti. ¢

2) Sa se calculeze:
2 3 e
r+1 6z — 5 e’ —1
d dz,; | ——=d
/1 B ta x/Q 22 — 22+ 0,9375 x/l w20
/2 ™ /2 1
. 3% . 2Z / dz / dz
sin® —dz, sin® —dz, —, )
/o 2 /o 3 x4 ST Jo z+VaZ+az+1

1 2 3 Ta 1 2
/ Va? + 3dez, / ﬂdx, / .
0 1 T 0o V14 a?

dx
—,n > 1 natural. Sa se arate ca [1(z) = arctgz +

3) Fie I,,(z) = /M

1 x 2n—1
— 1, , > 1.
o (15 22)" +— +C, (V)n >

Ca In+1 (IL’) =

4) Sa se arate ca dacd «, 8 sunt constante reale, |5| < a < 1, atunci

/Tr dx _2/7r dx _ 2m
_aa+pBcosz " Jy a+Beosz  \Ja2_ 32

1 22n+1(n!>2
b) S& se arate ca / (1 —2%)"dr = =———2 pentru orice n > 1 natural.
Inz

¢) Functia f(z) = 2l

nu are primitiva exprimabild prin functii ele-

1 2
mentare pe intervalul {2, 2] ; sa se arate totusi ca f(z)dx = 0.
1/2

1
Indicatie. c) Se folosegte schimbarea de variabila x = T
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5) Daca f : [—a,a] — R, a > 0 este o functie integrabild Riemann, si se
arate ca " u
faydz = [ [f@) + F(-o)do.
—a 0

Ce se deduce daca f este para ? Dar daca f este impara ?

6) Fie f : R — R o functie continud. Pentru orice u € R, consideram functia
fu definita prin f,(z) = f(x + u). S& se arate c& pentru orice a < b, avem

b—u b
/ fu= / f, iar daca functia f este periodica de perioada T > 0, atunci
a a

b+T b
L =17
a+T a
7) Fie functia f : [—1,1] — R definita prin

1
z%sin— dacd x#0

fz) = z?

0 daca x =0.

S& se arate ca f are derivatd nemarginitd pe [—1, 1] gi ca functia f’ are primitiva
fard a fi integrabild Riemann pe intervalul [—1,1]. S& se dea de asemenea
exemplu de o functie integrabila Riemann care nu admite primitiva.

Indicatie. Pentru partea secunda se poate lua functia-semn sgn,

—1 daca z <0
sgnr = 0 daca z =0, restransd la un interval de forma [—a,a],a > 0,
1 daca z >0
. T y : . Inn
8) Folosind criteriul integral, si se determine natura seriilor Z —,
n>1
| e (discutie dupi a)
——— (discutie dupa «).
n>2 n(h'l n)o‘ P
w/3
9) a) Sa se arate ca integrala improprie / ctg x dx este divergenta, desi
—m/4

converge in sensul valorii principale Cauchy;
b) Sa se studieze i in caz de convergenti, sd se determine valoarea pentru
integralele improprii

/00 dz /5 dz /1 dz /1 dt /llntdt
1 x0T Jo 20987 fo Yx(z+8)" Jo Vi—t2 Jo ’

*  dx > * zhz
= ! T
/e xlnw/,of x/ (T+22)7 "

>~ d ° d
c) Sa se calculeze v.p. - / a a

5 5 dz
—, v.p. —, v.p. 3
—oo T2+ /1 T =2 /2 V0z =3

10) Fie u,v : [a,b] — R doud functii de clasa C™, n > 1. Sa se arate ca

b b
/ w-v™ = [u™™ D — ™D (D)D) 4 (—1)"/ u™y.

(formula de integrare prin parti generalizata)
Indicatie. Se rationeaza prin inductie dupa n.

11) a) Se cer dezvoltarile Taylor pana la ordinul 3 inclusiv pentru functiile
1 .
fi(x) = cos2x—cos 4z, fo(x) = sin Tty sin 2z, f3(z) = In(22+1), fi(z) = es0®

in jurul punctului z = 0.
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b) Sa se dezvolate pana la ordinul 2 inclusiv functiile indicate in punctele
indicate:

1. f(&) =In(1 4+ 2) —In(1 — z), ¢ = 0;

2. gx) =2 +xln(z — 1), 29 = 2;

3. h(z) =sinz + cos 2z, xg = g

12) Fie zg € R fixat si f o functie intr-o vecindtate a lui zg. Se spune ca f
are dezvoltare limitata de ordin n (n > 1) In jurul lui zy daca exista un polimon
P de grad < n astfel incat f(zg) = P(xo) si f(z) = P(x)+0((z —x9)™), adica

- P

L fe) = Pl
z—zo (T — )"
1 in jurul lui zp, atunci existd f/(zo); dar dacd f are dezvoltare limitata de
ordin 2 in jurul lui zg, nu rezultd in general cd existd f”(zo).

= 0. Sa se arate ca daca f are dezvoltare limitata de ordin

1
Indicatie. Pentru partea secund se poate considera f(x) = cosz+ 23 sin —,
x

2
x#0, f(0)=15iz9=0. Atunci f(z) =1— % 4+ 0(z?), dar £”(0) nu exista.

13) Folosind dezvoltari limitate obtinute din formula lui Taylor, s& se cal-
culeze

. 4 e =2 . e*—e*—2¢x . sinmr . In(l+z)—In(l-—x)
lim ———  lim - , lim , lim .
z—0 cosx —cosdr z—0 x —sinz z=1 2 —1" =0 2x

1
14) a) Fie f(z) = In(1 + 2 + 2?). S& se calculeze In1,11 = f (10> cu

aproximarea 1073, folosind formula lui Mac Laurin cu rest Lagrange de ordin
suficient de mare.
b) Si se calculeze cos 50° cu aproximatia 1073,

15) a) S& se determine constanta reald R > 0 astfel incat curbele y =
In(z? 4+ 1), 22 + %> — 2Ry = 0 si aiba contact de ordin doi in origine. Idem
pentru curbele y = cosz — 1, 22 + 4> + 2Ry = 0.

b) Sa se arate ca functiile

fz) =

1
e~1/7" daci #0 sin=-e~ V%" daci #0

f(z) = 3 r
0 daca =z =0, 0 dacd z =0,

sunt de clasa C'° pe R, cu toate derivatele nule in origine, f are minim in
origine, iar g nu are extrem in origine.

16) Sa se studieze convergenta punctuald si convergenta uniforma a sirurilor
de functii indicate, pe multimile indicate:

a) fu(z) = Tang "2 0pe [0, 00) si apoi pe [1,3];
b) fn(z) = ﬁ, gn(z) = H_%, x > 0 pe multimea [1, 00).

17) a) S& se determine raza de convergentd a urmétoarelor serii de puteri:

2#7 Z”nxnv Zﬂ2$", Z(lnn)m".

n>1 n>1 n>1 n>1

v . z" -
b) S& se calculeze suma seriilor E —, E nz""* pentru |z| < 1.
n
n>1 n>1

18) Fie a € (0, ) fixat. Sa se arate cd seria sin® x(14cos x+cos? z+. ..) este
PC pe R avand suma f(x) si este UC pe intervalul [a, 27 — a]. S& se compare

7(0) si lim f(z).

19) Sa se dezvolte in serii de puteri centrate in origine, functiile
a) f(z) = x arctg x;
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b) f(z) = ln(ll— x?);
c) flz) = m;
d) f(z) = Tla:—kﬁ (k parametru real).

Sa se determine totodata In fiecare caz multimea de convergenta.

2.5 Aplicatii

In acest paragraf schitim cateva aplicatii directe ale faptelor teoretice ex-
puse In prezentul capitol, care vor fi dezvoltate in cadrul studiului metodelor
numerice.

2.5.1 Procedeul Newton pentru rezolvarea unor ecuatii
de forma ¢(z) =0
Fie I = [a,b] un interval si ¢ : I — R o functie de clasia C?, cu ¢'(x) # 0,
(M)x € I. Se numeste procedeu iterativ Newton definit de ¢ si de un punct
xo € I sirul {x,, },>0 presupus in I gi dat prin relatia de recurenta

o(wn)
@' (zn)

Tl = Tp — , n>0. (55)

Teorema 5.1. Dacd & € (a,b) este un zero simplu al lui ¢ (adica p(§) =0,
@' (&) #£0), atunci existd o vecindtate V a lui & astfel incat pentru orice xg € V,
procedeul iterativ definit @ si xo sd fie convergent cdatre &.

Demonstragie. Deoarece functiile ¢’ gi ¢” sunt continue pe I, ele isi ating
marginile si ca atare existd m > 0, M > 0, astfel incat |¢'(x)] > m, |¢"(z)| <
M, (V)z el

Pe de alta parte, din formula Taylor cu rest integral (teorema 4.8), rezulta

P(0) = elon) + 9l — ) + [ o= 06" (O, (o €T, (>0
Pentru x = £ se obtine
13
0= plan) + (¢~ 2)¢/ (@) + [ (€= 0O, (Dn =0, (50)

Tn

Apoi din relatia (55) se deduce

o(rn) + (£ - xn)‘Pl(xn) = (€~ xn+1)901(xn)' (57)

Din relatiile (56), (57) rezulta

1 3
— Tpp1 = — — )" (t)dt, (V)n >0,
€= | €0 )
deci
1 i M
| = ——— )" ()| < 2= (€ — x,)2,
€= unl = /xn@ o' (1dt] < (€~ )
¢ 1 2m
deoarece / |€ — t|dt Si(f—xn)2. Notémézﬁ§i rezultd |§ — zp41] <

n

1 ) )
5|§ — .|, (V)n > 0; luand V = (5 — 575 + 2) si xgp € V, rezulta succesiv

1 1) 1 1 4]
—a| < ZlE—zP < o, [E—wa| < S|E—m P < —, .. 6= — deci
€=l < Sl€— w0 < .l —aal < Sl —mlP < |6 — 2] < £ dech
Ty — E.
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Observatii. Asadar, in conditiile teoremei, £ ~ =z, cu n convenabil;
se poate da si o evaluare a erorii absolute in aceastd formula aproximativa.
Relatia de recurenta (55) se obtine astfel: se considerd punctul (z,, ¢(x,)) pe
graficul functiei ¢; tangenta la grafic in acest punct are ecuatia y — p(z,) =
¢ (zy)(x — ) sl intersecteazd axa Oz tocmai in punctul de abscisd x,,41, deci
—p(zn) = ¢ (zn)(Tpt1 — @), de unde rezultd (55). Se justifica astfel de ce
procedeul Newton este numit si "metoda tangentei”; fig. II. 14. Vom vedea
ca acest procedeu se extinde la sisteme de ecuatii adica la ecuatii vectoriale.
Schema (55) se traduce ugor intr-un program.

Exemplu. Se considers ecuatia 23 — 2 = 0, a carei radicing reals este
¢ = /2, situati in intervalul I = [1,2]. Notand p(z) = 23 — 2, 29 = 2, rezulti
3 —2 2xd 42

322 322
x9 = 1,296; x5 = 1,2609; x4 = 1,25994; x5 = 1,259921 etc. si se poate lua
& ~1,125992.

Tyl = Ty — , n > 0 si se obtin aproximatiile x; = 1,5;

2.5.2 Interpolare

Multe metode numerice se refera la calculul unor functii prin elaborari
de tabele de valori discrete sau prin rezolvari aproximative ale unor ecuatii
functionale, prin algoritmi adaptati convenabil, in care un rol deosebit il au
controlul propagarii erorilor, viteza de convergenta, ca si stabilitatea algorit-
milor respectivi. In multe astfel de probleme se folosesc instrumente matema-
tice profunde, chiar daca acestea se traduc in ultiméa instanta in programe de
efectuare succesiva a catorva operatii fundamentale aritmetice sau logice. Un
loc aparte in cadrul metodelor numerice il au interpolarile de functii, utilizate
curent in diverse tipuri de masuratori gi prelucrari de date.

Fie I C R un interval fixat si 9 < 1 < ... < z, puncte din I, numite
noduri de interpolare. Fie f : I — R o functie teoretic definita pe I, ale
crei valori y; sunt cunoscute numai in nodurile x;,y; = f(z;), 0 < i < p
(de exemplu, I poate fi un interval de timp, z; momente fixate din I, iar f
o marime fizicd ludnd valorile y; la momentele z;, 0 < i < p). Orice functie
F: T — R astfel incat F(x;) = y;, 0 < i < p se numeste functie de interpolare
a lui f, sau echivalent, functie de interpolare asociata tabelei de p + 1 valori

‘IO Tq Tp
(% v o Up (58)

Evident o astfel de functie nu este unica, iar graficul ei trece prin punctele
(z4,9i), 0 < i < p. De exemplu, in cazul interpolarii liniare, graficul lui F este
linia poligonala cu varfurile (z;,y;), 0 < ¢ < p. O alta functie de interpolare
asociatd tabelei (58) este indicata in cele ce urmeaza.

Definitia 5.1. Se numeste polinom Lagrange de interpolare asociat
tabelei (58) un polinom P de grad < p, cu coeficienti reali, astfel incat P(x;) =
y, 0 < i <p. In plus, are loc formula aproximativa

f(z) ~ P(x), (Mzel. (59)

Teorema 5.2. Polinomul Lagrange de interpolare asociat unei tabele de
valori existd si este unic.

Demonstratie. Probam mai intai unicitatea unui polinom Lagrange de in-
terpolare pentru tabela (58). Daca Py, P, ar fi doud astfel de polinoame, atunci
Pi(x;) = Pa(x;) = yi, 0 < i < p, deci polinomul P, — P, are gradul < p si
poseda p+ 1 radacini, anume nodurile zg, 1, ..., z,. Asadar, P; — P; este poli-
nomul nul, adica P; = P». Existenta unui polinom Lagrange se demonstreaza
astfel: pentru orice j, 0 < j < p, se noteaza cu L; polinomul

(I’ — LE()) . (’JJ — l‘j_l)(ilf — I’j+1) . (I‘ — $n)

(T —20) ... (xj —xj1)(zj — Tj41) ... (25 — 20)

Lj(z) =
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si se observa ca Lj(z;) = d;; pentru orice 0 < ¢, j < p. Atunci pentru polinomul

P(z) = Z y;Lj(x) (60)

P P
avem P(z;) = Zijj(xi) = Zyjéij =y, 0 <1 < p, deci P este polinomul

j=0 j=0
Lagrange de interpolare asociat tabelei (58). Formula (59) este sugeratd de
faptul c& f(z;) = P(xz;) = yi, 0 < i < p, adicd f si P au aceleagi valori in
nodurile fixate.

Un avantaj al reprezentarii (60) consta in faptul c& polinoamele L; depind
numai de alegerea nodurilor de interpolare; dar la adaugarea unor noi noduri,
calculul lui L; trebuie facut de la capat, ceea ce este un defect. Cele de mai
sus inlesnesc scrierea unui program eficient pentru calculul valorilor lui P(z)
in puncte z distincte de x;, deci "intre noduri” (ceea ce justificad termenul de
interpolare).

Presupunand ca f este o functie de p+ 1 ori derivabila (derivabilitatea fiind
postulata in practicd din considerente fizice), se poate da o evaluare a erorii
absolute in formula aproximativa (59). Mai precis, fie M = sup |fP+D (z)[;

zel

demonstram atunci inegalitatea:

M -sup [(x — z0) ... (x — zp)]

xzel
If - Pll < T (61)

intr—adevér, pentru z € I, z # x;, 0 < i < p, notam

f(z) = P(x)

(x —zo)(x — 1) ... (x — xp)

R(z) =

si
e(u) = f(u) = P(u) = R(z) - (u—m0) - (u—x1)... (u—mp).
Functia ¢ se anuleaza in p 4 2 puncte distincte, anume xg,z1,...,%p, T,

deci conform teoremei lui Rolle aplicati succesiv, derivata ¢+ se va anula
intr-un punct ¢ € I, de unde va rezulta ci 0 = fP+1(¢) — R(x) - (p+1)!, adici

R(z) = m. Se obtine atunci
(p+1)
f(z) = P(x) = f(p+1()£|)(x —x0)(x—x1) ... (x — xp),

pentru orice x € I, inclusiv pentru x = x;, 0 < ¢ < p si ca atare

sup [(z —zo)(z — 1) ... (z — xp)],

adica tocmai (61).

Evaluarea (61) este ingreunata de dificultatea cunoasterii lui M = || f®+D||;
dealtfel interpolarea Lagrange reflecta defectuos proprietatile diferentiabile ale
functiei f. Retinem totodata din cele mai sus formula

et (g)
f(z) = P(x) +[f(z) — P(x)] = P(x) + W(m —xg)...(x —xp). (62)
Exemplu. Determinam polinomul Lagrange de interpolare asociat tabelei
(01 2 4
‘ 1 0 0 -3

In acest caz, avem p =3, yo =1, y1 =0, yo =0, y3 = —3,

_ (om)@—a)(w—wg)
Lo(x) = (xo — 1) (z0 — 22) (20 — 3) -




¥ =sinx

104 CAPITOLUL 2. ANALIZA PE DREAPTA REALA

_(z-1)(z—2)(x—4) __x3—7x2—|—14x—8
o CDED(Y 8

(x — x0)(x — x2)(x — 23) x(x —2)(x —4)

Li(x) = (21 — z0) (1 — ©2) (@2 —3) 3 :
Lg(x):_w’ Ls(z) = x(x—12)4(a;—2)

si aplicand formula (60), rezulta ca
- 1
P(z) = Z%‘Lj(x) = Lo(z) — 3L3(x) = *Z(x?’ — 522 + 8z — 4).
§=0

Observatie. In ultimii ani s-a degajat o notiune noua, strans legata
de interpolarea polinomialad, anume cea de functie ”spline”, polinomiala pe
portiuni gi suficient de neteda. Mai precis, dacd I = [a,b] este un interval si
A:ta=x9g <z <...<Zpy1 = b este o diviziune cu n noduri interioare, o
functie s : I — R se numesgte ”spline” de ordin k (k > 1) relativ la A daca
s este de clasa C*~1(I) si in orice interval [z;,7;11], 0 <4 < n, s coincide cu
un polinom (functie polinomiald) cu coeficienti reali de grad k.

Asadar, orice polinom este functie ”spline”, nu si reciproc; de exemplu,
pentru a € R fixat, functia

Lo | @- a)f daci z>a
(x—a)} =
0 daca z <«

este 7spline” de ordin k si nu este polinom (pentru ci are o infinitate de zer-
ouri, fard a fi functia nuld). Se verifica fara dificultate ca multimea functiilor

"spline” de ordin k relativ la o diviziune ¢ = 29 < 1 < ... < Tpy1 = b
este un spatiu vectorial real de dimensiune n + k + 1, pentru care functiile
Lz2?... 28 (z— wl)’jr, (z— xg)’i, coes(z— xn)’i constituie o bazi. Asadar,

pentru determinarea unei functii ”spline” se impun n+k+1 conditii. Aplicand
aceasta, rezulti ca f : I — R este o functie de clasda C*~1(I), atunci existi o
functie ”spline” unica s de ordin 2k — 1 astfel incat sa fie verificate urmatoarele
n + 2k conditii

s(z1) = f(x1),.. ., s(zn) = fon)
fla), 8'(a) = f'(a),...,s*"V(a) = F*V(a); (63)
s(b) = f(b), s'(b) = f'(b),....s* V() = FED ().

VAl
—
<
~—
I

Fig. I1.15a

L

i

|

1
T
4

Fig. IL15b

MY

Are loc aproximarea f(z) ~ s(x), (V)x € I, mult mai precisa decat (59).
Exemplu. Determindm functia ”spline” de ordin 1 pe intervalul [0, ]

i A~
, To = —. In acest caz,

asociata functiei f(x) = sinz si nodurilor z; = 5

4
1,x, (as — E) , (:c — E) constituie o baza si deci
4 + 2 +

s(x) = C1 4+ Cox + C3 <$—2)++C4 (x—g)+ )

unde coeficientii reali Cq, Ca, C3, Cy se determina punand conditiile (63), anume

% T _gn V2 (Z) = sin - o S
% s<4> =sin, =<, s(5) =sing =1, 5(0) =sin0 =0, s(w) = sinw = 0,
adica
T 2 m ™ 3 T
Gty = g Ci+Co5+Cs7 =1, Cr =0, Cir+Com+Cy—-+Cag =0,

etc., fig. II. 15a si II. 15b.
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2.5.3 Derivare si integrare numerica

a) Fie f € C’fa 0] si u, h alese astfel incat a <u—h <v <u+h <b. Atunci
au loc formulele aproximative.

flu+h)— f(u fu)— flu—nh
fy e TR FO) ) ) o)
h h
flu+h)—flu—nh
) = T T2 ) (65)
2h
flu+h)=2f(u)+ flu—nh
f”(u) ~ ( h(2 ) (66)
Daci f este de clasa C* pe intervalul [a, b] si daca se noteaza cu ms = || ||,
my = ||f(“’)|| normele uniforme pe intervalul [u — h,u + h], se poate arata ca
erorile absolute in uniforme in formulele aproximative (65), (66) sunt majorate
.. h? . h?
respAectlv prin Fmg Sl ﬁm4.
In practics, dacs f este o functie reals de clasd C? pe un interval si daca
o < 1 < ... < xpy1 sunt puncte echidistante din acel interval, 1 — x¢p =
Zog—T1 = ... = Ty — Tp_1 = h, atunci notdnd yr = f(zx), 0 <k < n+1

rezultd conform (65), (66),

— Yk 2
Flap) ~ w ) ~ YL Jrz/}f2 e

Exemplu. Presupunem ci trebuie determinatd o functie de clasi C?(R)
astfel incat f(0) = 1, f/(0) = —1 si (V)z € R, f’(z) — f'(z) = 0. Daca
intervalul de studiu este [0,1] si ludm o diviziune a acestuia in 10 subintervale

1
egale, h = 10’ atunci valorile aproximative y, ~ f(kh), 0 < k < 10, pot fi

deduse din relatiile

_1—2 — Yp_
7yk+1+yk 1 Yk _ Yr+1 — YUk 1,1§k§9.

yo=1, T =-1 = 2N

Desigur, din conditiile initiale rezultd f(z) = 2 — e*, dar adeseori se pot
aplica numai metode aproximative.

b) Referitor la calculul aproximativ al integralelor definite, care suplinegte
imposibilitatea aplicarii formulei Leibniz-Newton, ne marginim la cazul cand
f:[0,p] = R, p € N, este o functie continua si fie

P
I=[ f(z)d=.
0
b

(Orice integrala definitd de forma / g(t)dt se reduce la o integrald ca mai sus

a
ax).

Notam y; = f(i), 0 < ¢ < p; conform (60), polinomul Lagrange cores-

prin schimbarea de variabila ¢t = a +
P

punzitor este P(z) = ZyiLi(x) si cum f ~ P, avem
i=0

= ' X xr =~ 3 X .I:p ; ’ X xXr = C(-p)‘
I—AfUNM—APUd gwéhﬂd >y

Pentru fiecare p > 1, cele p + 1 numere reale

b
cEp):/ Li(z)dz, 0<i<p
a
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pot fi tabelate; evident, ele sunt independente de functia f. Se poate evalua
eroarea absoluta a formulei

P
=" Py, (68)
=0

(numitd formula lui R. COTES, 1682-1716). Anume, folosind (61), rezulta
p ( P P

I- Zcip)yi / f(z)dx —/ P(x)dz
i=0 0 0

< o | e,

<

unde M = sup |[f®+Y(z)|, in ipoteza ci f este de clasi CP11.
z€[0,1]

In practicd se utilizeazi formule de cuadraturi (calcul de integrale) mai
rapid convergente decit formula (68). Dar existd cateva cazuri particulare des
utilizate, obtinute dupa o prealabila divizare a intervalului de integrare, prin
aplicarea formulei (68) fiecarui subinterval al diviziunii. Pentru p = 1 se obtine
formula trapezelor (care corespunde interpolarii liniare), pe intervalul [0,1],
iar pentru p = 2 se obtine formula lui R. SIMPSON, 1687-1768 (care cores-
punde interpolarii patratice) pe intervalul [0,2]. Fara detalii de demonstratie,
explicitdm aceste doud formule pentru un interval [a, b] oarecare.

h—
Fie f : [a,b] — R o functie de clasa C?, h = a

Atunci are loc formula aproximativa

’ h
/a fla)dz ~ 5
(b—a)?

(formula trapezelor) cu eroarea absolutd < o [lf”]]. Daca f este o
n

functie de clasid C* atunci pentru n = 2m avem

sizj =a+jh,0< 5 <n.

n—1
fla)+ f(0)+2> flax)
k=1

b
/ f(z)dz ~ %{f(:vo) + f(2om) +4[f(x1) + f(x3) + ... + f(zom—1)]+

+2[f(x2) + f(xa) + ... + f(zam—2)]} (formula lui Simpson),

(bia’)5 v
1m0 1N

Asadar In primul caz se imparte intervalul [a,b] de integrare in n parti
egale, iar in cazul secund in n = 2m parti egale.

cu eroarea absoluta <

Exemplu. Pentru a calcula integrala

1 2
I:/e”’dx
0

cu eroare < 1072, trebuie luat n = 12 in cazul formulei trapezelor si n = 4 in
cazul formulei lui Simpson.

Vom vedea in capitolul urmator motivatia faptului ca integrala este mai
maniabild in calcule aproximative decat derivata; anume, luarea integralei este
o functionala continu&, in schimb derivarea este un operator discontinuu.

2.5.4 Calculul aproximativ al sumelor unor serii

Tlustram succint posibilitatea insumarii cu aproximatie a unor serii conver-
gente, folosind sumele partiale.
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a) Fie Z ay, o serie AC de numere reale cu suma s astfel incat sa existe N
n>b
natural §i 0 < k < 1 cu proprietatea ca

a .
Zrtll < k<1 pentruorice n > N.

Qn

Atunci (V)n > N, avem |an11| < k- |anl, |ant2| < k- |ans1| < k%|an] ete., deci

n k-
notand Rn = an+1+an+2+"'a rezulta ‘Rn| < |a'n|(k+k;2+) = ‘fl_l | k - In

acest mod, avem o evaluare a erorii absolute facute in formula aproximativa
S =~ sy, deoarece |s — s,| = |Ry|.

Exemplu. Calculim cu aproximatie 10™% suma seriei Z —. In acest
= -n!
1 n 2 1 n
caz, G, = , deci Gnt1 _ _ T < . Daca n > 5, rezulta Gntl <
n?-n! an, (n+1)3 n+1 an

1 1 -k 1 1
8 <lsiluand k = 5 rezultd evalularea |Rn|1§ |i5|kl = ga5 = <1074
Agadar, S~ S5 =1+ 57 9] + 32 3] + YERT + 527 ~ 1,14646.

b) Fie acum {ay, }n>0 un sir monoton descrescator de numere reale pozitive

astfel incat lim a,, = 0. Atunci conform criteriului lui Leibniz, seria alternata
n—oo

ap—ai+as—as+...este C. Fie R, = Z (—1)kak; ne propuneau sa aratam
k>n+1
cd |Ry| < apy1, (V)n > 0. Este suficient sa observam ca (V)k > 1, (V)n > 0,
avem
Anp4+1 — An42 < Up41 — An4-2 +...+ (_1)k+1an+k < Ap41

deci pentru k — 00, ani1 — anyo < (=) R, < any1. Asadar, |R,| < ang1,
adica restul R,, = s—s,, este majorat de primul termen neglijat si este evaluata
eroarea absoluta in formula aproximativa s >~ s,,.
. o . (7 )n+1
Exemplu. Ne propunem sa aratam ca 0,94 < Z —
n>1 n

< 0,96.

1 1

Alegem n natural minim astfel incit ———— < = - 1072, deci n = 3. Atunci
(n+1)*— 2

conform celor de mai sus, notdnd cu s suma seriei propuse, avem |s — s,| =

1 1 1
|Rn| < m7 deci |S - Sn| S 5 . 10_2; cum Sss3 — 1-— ? + 37 = 0,9498,

1 1
1ta 0,9498 — — < 5<0,9498 + —, deci 0,94 < 5 <0, 96.
rezulta 0, 500 < s<0, —|—200, ec1 0, <s<0,

2.5.5 Exercitii

1. S& se calculeze cu aproximatie v/6, v/70, folosind procedeul Newton (si
eventual un minicalculator !).

2. Si se rezolve cu aproximatie ecuatiile 22 — 322 +1 =0, 2 +2lnx = 2.

3. Sa se determine polinomul Lagrange de interpolare asociat tabelelor de
valori

x|0 1/4 1 2 x|1 2 3 4 5
y|[1 0 1 2 y|1 0 0 -5 2
4. Pentru orice tabeld de valori reale de forma
Ty T Ta ... Tp
Yo Y1 Y2 .- Yp (x; # x; pentru i # j)
20 21 R2 ... Zp

se poate arata (incercati !) c& existd gi este unic un polinom H(z) de grad
< 2p + 1 astfel incat H(x;) = yi, H'(z;) = z;, 0 < i < p (adicd graficul
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lui H trece prin punctele (x;,y;) si are panta tangentei z; in aceste puncte,
0 < i < p). Polinomul H poartd numele de polinomul de interpolare al lui
Hermite, asociat tabelei respective.

Sa se determine polinomul lui Hermite asociat tabelelor

1 2 3 0 1/3 2/3 2
I 0 2 2 0 0 -1
1 1 3 0 1 1 0

5. Sa se determine (cu aproximatie !) 10 esantioane pe intervalul [0, 1] ale
unui semnal z(¢) de clasd C!, stiind ca 2/(¢) = 2% + t2, (V)t € [0,1], 2(0) = 4.

Idem 2”(t) = «'(t) + tz, (0) = 1, 2/(0) = 0.

Indicatie. Tmpartim intervalul [0,1] in 10 pirti egale prin punctele to = 0,

t, = 100 ,t10 = 1 gi notdm zy, = x(ty); se afd x1,z2,..., 210 din relatia de
recurenta
Tr4+1 — Tk
W:l%"‘ti, .’L'():470§k§96tc.
6. Sa se calculeze cu aproximatie integralele
2 1
d
/ eiz2d1‘ §1 / 8756
0 o x°+1
7. Sa se calculeze suma seriilor: Z L Z 1 Z L 1 1 +
) ' nn’ 107 - n!’ (n!)2’ 22
n>1 n>1 n>1
1 1
FERTY + ... cu aproximatie < 1076.
1 1 1
8. Seria armonica Z — este D, dar sirul ¢, = 1+ 3 +...+——Inn, este C
n

n>1
(s& se arate acest fapt). S& se completeze, folosind un minicalculator, tabloul
urmator

“ 1
n — Inn ¢,
1 1 0 1
2 3/2 0,69 0,81
10 | 2,93 2,30 0,63
20
50

n
1
si sa se determine n astfel incat Z T > 10* (limita girului ¢, se numeste

k=1
constanta lui Euler, ¢ >~ 0,57; cu toate eforturile ficute de matematicieni, inca

nu se stie dacé ¢ este sau nu un numaér rational).
9. Sa se calculeze, folosind formulele (64), (65):

1
a) f'(3) pentru f(x) =22, h = —

100’
! ]_ 1

b) f'(—1) pentru f(x) = ~ b= o
1

¢) /(1) pentru f(x) =e %, h= 0

Evaluati erorile absolute corespunzatoare.



Particulele intalnite in natura sunt de doua tipuri:
fermioni gi bozoni; in descrierea lor, se utilizeazd
operatori in spatii finit si respectiv infinit di-
mensionale. Analiza matematicd dispune de ele-
mentele necesare pentru descrierea fundamentald
a naturi.

(P. DIRAC)

Capitolul 3

Analiza reala
multidimensionala

Introducere

In acest capitol, vom studia mai intai conceptul matematic de continuitate,
legat de diverse configuratii de puncte (deschisi, inchisi, multimi compacte,
multimi conexe etc.). Celebrul aforism al lui Leibniz dupé care ”natura nu face
salturi” 1si are desigur limitele lui, pentru ca alaturi de fenomene cu desfagurare
continua in timp sau in dependenta continua de alte marimi, exista numeroase
situatii de discontinuitate, de salt si ne gandim aici la scurtcircuite, dezintegrari,
descarcari, ruperi etc. De asemenea, continuitatea se folosegte tacit in multe
calcule aproximative; daca f : A — R este o functie reald, A C R atunci pentru
orice z € A este definit f(x). Dar in calcule efective, x se aproximeazi cu
o trunchiere Z a sa gi este natural de considerat ca f(x) se aproximeazi prin
f(Z); totusi acest fapt are loc doar pentru o functie f continua.

Vom dezvolta apoi calculul diferential pentru functii de mai multe varia-
bile reale, studiind notiunile de derivata partiala, derivata dupa un versor,
diferentiald, matrice jacobiana etc. Toate acestea sunt legate de ”principiul
liniarizarii”, atat de utilizat in matematica si in aplicatiile ei. In formularea
eleganta gi concisa a rezultatelor vom folosi unele elemente de algebra liniara,
dupa cum geometria ne va inlesni unele interpretari intuitive.

3.1 Clase remarcabile de submultimi in spatii metrice

3.1.1 Multimi deschise, multimi inchise, multimi dense
Fie (X, d) un spatiu metric fixat.

Definitia 1.1. O submulfime D a lui X se numeste deschisa (sau deschis
al lui X ) dacd pentru orice punct a € D existar > 0 real astfel incat B(a,r) C
D. O submultime I C X astfel incat multimea X \ I = CI sd fie deschisd se
numegte inchisa (sau inchis al lui X).

Retinem ca o submultime D a unui spatiu metric este deschisa daca odata
cu orice punct al ei, o intreaga bila centrata in acel punct este inclusa in D.
Multimea X insasi este evident deschisa, iar multimea vida @ este si ea deschisa,
deoarece definitia 1.1 se considers verificatd (pentru ca ”falsul implica orice”).
Asadar, multimile X si ) sunt deschise si inchise; pot Insi exista submultimi
care nu sunt nici deschise, nici inchise.

Exemple. 1) Fie X = R, dreapta reali. Evident, intervalele (a,b), (a, 00),
(—o0,a) sunt multimi deschise in R, pentru orice a < b. Intervalul inchis
[a,b], a < b este o multime inchisd deoarece complementara lui in R, adica
(—00,a) U (b,00), este o multime deschisa. Intervalul semideschis [a,b) nu este
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nici multime deschisi si nici inchis&. In sfarsit, submultimea Z C R este inchisi,
iar Q C R nu este nici deschisa, nici inchisa.

Se poate arata ca o submultime a lui R este deschisa daca gi numai daca ea
este o reuniune cel mult numarabila de intervale deschise.

2) Fie X = R? cu distanta euclidiani (teorema II. 2.2). Discurile deschise
{? +y? < r?}, r > 0 sunt multimi deschise, ca si exterioarele acestora {z? +
y? > r?}. De asemenea, pentru 0 < r < R fixate, coroana circulard {u €
R%|r < |Jul]| < R} = {r? < 22 + y? < R?} este o multime deschisi. Multimea
{(0,0)} redusi la origine este inchisa, ca si orice dreptunghi [a,b] X [c, d].

3) In spatiul metric X = R? cu distanta euclidiani, sfera plina {2% + 3> +
22 < r?}, r > 0 este deschisd, iar suprafata sferica {22 + y? + 22 = r?}, ca si
sfera inchisd {22 + y? + 22 < r?} sunt multimi inchise.

Se poate arata ca o submultime D C RP este deschisa daca si numai daca D
este o reuniune cel mult numarabila de multimi de forma D1 x Dy x ... X D,
cu D;, 1 <i < p deschisi din R.

Revenim la cazul unui spatiu metric (X,d) oarecare gi dam céateva pro-
prietati generale relativ la multimile deschise sau inchise din X.

Teorema 1.1. (a) Orice bild deschisa din X este un deschis al lui X i
orice bila inchisa este o mulfime inchisa.

(b) O reuniune oarecare de deschigi din X este un deschis; orice intersectie
finita de deschisi din X este un deschis.

(b’) O intersectie oarecare de inchisi din X este un inchis: orice reuniune
finita de inchisi din X este un inchis.

Demonstratie. (a) Fiea € X, r > 0gi D = B(a,r); D este o submultime
deschisd a lui X, caci fie (V)z € D gi ' = r — d(z,a). Se verificd imediat,
folosind inegalitatea triunghiului, ca B(z,r’) C D; figura IIL.1.

Fie I = B'(a,r) = {# € X|d(a,z) < r} o bild inchisd oarecare din X.
Complementara ei este {z € X|d(a,x) > r} si este deschisd, deci I este multime
inchisa.

(b) Fie D = U D; o reuniune oarecare de deschisi din X; aratam ca D

icJ
este un deschis i pentru aceasta, fixam (V)a € D. Atunci existd ¢ € J astfel
ca a € D; si cum D; este deschis, existd r > 0 astfel incdt B(a,r) C D; C D.
Asadar intre punctul a gi D este "intercalatd” o bila gi ca atare, D este multime
deschisa.

P

Fie apoi A = m Dy. o intersectie finitd de deschigi din X si (V)a € A fixat.
k=1

Atunci a € Dy, i existd 1, > 0 astfel incat B(a,r) C D, 1 < k < p. Notand

r = 1I<nkn<1 rg, avem 1 > 0 si B(a,r) C Dy pentru orice k, 1 < k < p, deci
<k<p

B(a,r) C A. In concluzie, A este multime deschis.
(b") Rezultd imediat din (b) trecand la complementara si aplicand formulele
lui de Morgan.

Observatii. O intersectie infinita de deschisgi poate sia nu mai fie un deschis;

11
de exemplu, luand X =R, Dy = (_k:’ k)’ k > 1, multimile Dy, sunt deschise
in R, dar intersectia lor ﬂ Dy, este redusa la origine iar multimile reduse la

E>1
un singur punct sunt inchise.

Daca X este o multime nevida astfel incat sa poata fi evidentiata o colectie
F de submultimi ale lui X, F C P(X), cu proprietatile:

a) @, X apartin lui F;

b) orice reuniune de multimi din colectia F apartine colectiei F;

c) orice intersectie finitd de multimi din F apartine lui F, atunci se spune
ca pe X este definitd o topologie F, iar perechea (X,F) se numeste spatiu
topologic. Pe aceeasi multime pot coexista mai multe topologii. Conform teo-
remei 1.1 (b) multimile deschise dintr-un spatiu metric formeaza o topologie,
deci orice spatiu metric este in mod natural un spatiu topologic.
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Definitia 1.2. Fie A C X o submultime a unui spativ metric fixat (X, d).
Se numeste interiorul lui A multimea

A2 {z € X|3@)r >0, B(z,r) C A}
gt inchiderea (sau aderenta) lui A, mulfimea
A2 {x e X|(Y)r >0, B(z,r)NA#Q}.

Multimea FrA 2 AN CA se numeste frontiera lui A.
[e] — [e]
Agadar, AC A C A, caci dacd x €4, atunci exista o bild B(x,r) continuta

in A; bila contine x si daca y € A, atunci y € A. Din definitia frontierei,
rezulta ca

Fr A = {z € Xorice bila centratd in x intersecteaza A si CA}.

Exemple. 1) Fie X =R, A = Q. Atunci A= 0, A =R, Fr A = R.

Fie A C R o multime nevidi marginitd superior. Atunci sup A € A cici
pentru orice € > 0, In intervalul (sup A — €, sup A] existd puncte din A (sup 4
fiind cel mai mic majorant); ca atare, orice interval centrat in punctul sup 4
intersecteaza multimea A, deci sup A € A. Similar, se aratd ci infA € A
pentru orice multime nevida A C R marginita inferior.

9) Fie X = R? i A = {22 + 4% < 1}. Atunci A= A, A = {a? + 42 < 1} si
Fr = {2? +y? =1}.

3) Fie X = M, cu distanta uniforma (teorema I1.2.3) si P C X multimea

tuturor polinoamelor, considerate ca functii [a, b] — R. In acest caz inchiderea
P este evident multimea functiilor marginite f : [a,b] — R cu proprietatea
cd (V)e > 0 existd un polinom @ € P astfel incat d(f,Q) < e, adica |f(x) —
Q(z)| < e, (V)x € [a,b]. O teorema celebra a lui K. WEIERSTRASS (1815-
1897) afirma c& P coincide cu multimea tuturor functiilor continue [a, b] — R,
cu alte cuvinte orice functie continud f : [a,b] — R se poate aproxima uniform
oricat de bine printr-un polinom [(V)e > 0, in tubul de functii (f —e, f +¢)
se afld graficul unui polinom; acest fapt va fi enuntat in capitolul VI (teorema
VI 2.5)].

4) Fie X un spatiu metric oarecare. Dacd A C B C X, atunci este evident
ca jlcé, A C B. Dar se poate intampla ca Fr A ¢ Fr B; de exemplu, luim
X =R, A=Qs B=QuU]0,1], in care caz avem A C B, Fr A = R si
Fr B = (—00,0] U1, 00).

Teorema 1.2. Fie (X,d) un spativ metric fizat i A C X o submulfime

oarecare. Atunci:
(o)

(a) C A= CA si CA =C4;
(b) /01 este o multime deschisd, iar A este o multime inchisd in X;
(c) Fr A = A\ ;1 si Fr A este o multime inchisa in X.

Demonstratie. (a) Se aplicd dubla incluziune tindnd cont de definitii.

(b) Fie (V)a €A fixat, deci exista r > 0 astfel incat B(a,r) C A. Atunci

B(a,r)le si cum B(a,r)= B(a,r), rezultd cd (V)a €A am gasit 7 > 0 astfel

incat B(a,r) le, deci ;1 este o multime deschisa. In particular, [],(21 este
deschisa si conform (a), rezultd ca multimea CA este deschisa, deci A este
inchisa. . .

(c¢) Avem conform (a) Fr A = ANCA=ANCA= /_1\ A. Faptul cd Fr A

este multime Inchisa, rezulta observand ca ea este intersectia a doi inchisi.

Corolar. (a) A este deschisa daca si numai daca A :;1;
(b) A este inchisa daca si numai daca A = A.
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Demonstratie. (a) A=A, atunci conform teoremei 1.2 (b) rezulta ca A este
o
deschisa. Reciproc, presupunem ci A este deschisd; atunci A CA cici (V)x € A,
o o
(3)r > 0 astfel incat B(z,r) C A, deci  €A4; cum are loc incluziunea AC A,

[e]
rezulta cd A =A.
o

(b) A este inchisa <> CA este deschisa LY CA=CA=CA A=A
Teorema urmatoare da caracterizarea multimilor inchise cu ajutorul sirurilor.

Teorema 1.3. Fie X un spatiuv metric i A C X o submulfime.

(a) Un punct x € X apartine luwi A dacd $i numai dacd existd un gir {x,}
de puncte din A astfel incat x, nX

(b) Multimea A este inchisd dacd si numai dacd limita oricarui sir conver-
gent de puncte din A aparfine lui A.

- 1
Demonstratie. (a) Fie x € A; atunci pentru n > 1 intreg, bila B (x, )
n
1
intersecteaza A si alegem z, € AN B <x, >, n > 1. Se obtine un sir {x,}
n

de puncte din A astfel incat d(z,,z) < —, n >1deci lim d(x,,z) =0, adicd
n n—00

Tn nX Reciproc, daci {z,} este un gir de puncte din A si z,, n X x, atunci
in orice bila centratd in x se afla puncte ale girului, deci puncte din A, adica
x € A. .

(b) Presupunem A inchisad si @, 2% 2 2, € A Atunci z € A. Dar A
fiind inchisa, rezultd cid A = A, deci € A. Reciproc, daca limita oricirui
sir convergent de puncte din A apartine lui A, atunci conform (a) rezultd ca
A C A. Incluziunea A C A fiind evidenta, rezultd ca A = A, adica A este
multime inchisa.

Definitia 1.3. O submultime A C X se numeste densa dacd orice punct
din spatiul intreg X este limita unui sir convergent de puncte din A.

Corolar. O submultime A C X este densd dacd si numai daci A = X.

Demonstratie. A este densa <> orice punct z € X este limita unui sir de
puncte din A <« orice punct x € X apartine lui A < X C A+ X = A.

Exemplu. 1) Pe dreapta reald X = R submultimile Q,R \ Q sunt dense
(caci orice numar real este limita unui gir convergent de numere rationale, ca
si limita unui sir de numere irationale). Similar, multimea Q x Q a punctelor
de coordonate rationale din R? este densa.

2) Conform teoremei enuntate anterior (teorema lui Weierstrass), rezulta ca
functiile polinomiale formeaza o multime densa in spatiul functiilor continue
[a,b] — R, pentru orice interval inchis gi marginit fixat [a, b].

3.1.2 Multimi compacte

Definitia 1.4. O submultime K C X a unui spativ metric (X, d) se numeste
compacta (sau un compact) dacd ori de cate ori K C U D;, D; deschisi
i€l
din X, rezultd ca existd o submultime finita J a lui I astfel incit K C U D;.
ied
Asadar, multimile compacte au proprietatea definitorie ca din orice acoperire
deschisa a lor se poate extrage o subacoperire finitd. (Incluziunea K C U D;
iel
se citeste astfel: multimea K admite acoperirea {D;};cr sau familia {D;}ier
formeaza o acoperire a lui K).

Lema 1. Orice multime compacta K dintr-un spativ metric X este inchisa
st marginita in X.
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Demonstratie. Probim mai intai incluziunea K C K. Fie (V)r € K fixat.
Daca prin absurd am avea x ¢ K, atunci pentru orice y € K se pot alege bile
centrate in x,y disjuncte, adica exista r, > 0, r, > 0 astfel incat B(z,7r,) N
B(y,r,) = ©. Bilele {B(y,r,)}yex formeaza o acoperire deschisa a lui K,
deci exista o subacoperire finita a lui K, adica existd un numaér finit de puncte
Y1,---,Ys € K sl numere reale strict pozitive ry,...7s, 71,...,7. astfel incat
B(z,r;) N B(y;,ri) = 0,1 < i < s. Ludm r = min(ry,...7s). Atunci bila
B(z,r) nu intersecteaza nici una din bilele B(y;,r;), deci nu intersecteazd K,
ceea ce contravine ipotezei cad x € K. Am probat deci incluziunea K C K,
deci K = K si ca atare, multimea K este inchisa (conform corolarului teoremei
1.2).

Pentru a arata ca multimea K este marginita, fixam un punct a € X.
Are loc incluziunea K C U B(a,n), deoarece (V)z € K, alegem n natural

n>1
astfel incat n > d(z,a), deci z € B(a,n). Cum K este compactd, din aceasta
acoperire deschisa se extrage o subacoperire finita, deci K este continuta intr-o
bilda B(a, N), adicd multimea K este marginita.

Teorema dificila care urmeaza arata ca in spatii metrice compacitatea ”cu
acoperiri deschise” revine la compacitatea ”cu siruri”.

Teorema 1.4. Fie X un spatiu metric; o submulfime K C X este compacta
daca gi numai dacd orice gir de puncte din K are un subsir convergent in K.

Demonstratie. Presupunem K compactd si fie {z,}n>0 un sir de puncte
din K. Daci acest sir nu are nici un subsir convergent in K (deci nici in
X, conform lemei anterioare gi teoremei 1.3 (b)), atunci multimile Dy = X \
{.130,1‘1,],‘2, .. .}, D1 =X \ {1‘1,.132,.233, .. .}, DQ =X \ {l‘g,l‘g, .. } etc. sunt
deschise in X si acopera K. Atunci existd un numar finit de multimi D;, i > 0
acoperind K si cum Dy C D; C Do C ..., rezulta ca exista N astfel incat
K C Dy, ceea ce este absurd, deoarece zy € K si oy ¢ Dy.

Probam acum afirmatia reciproca. Observam mai intai ca are loc urmatoarea
asertiune:

(V) e > 0 existd o acoperire finitd a lui K cu bile de razd . (1)

intr—adevér, presupunand cd acest fapt nu ar avea loc, fixdim un punct
xo € K. Deoarece K ¢ B(xo,¢), existd x1 € K astfel incat =1 ¢ B(xzo,¢);
apol existd o € K astfel incdt 1z ¢ B(xg,¢), ©2 ¢ B(z1,¢), deoarece
K ¢ B(zg,€) UB(z1,¢) ete. Sirul {x,, },>0 astfel construit are proprietatea ca
d(zm, zn) > €, (V)m,n > 0, deci nu poate avea subgiruri convergente, ceea ce
contravine ipotezei.

Trecem la demonstrarea faptului ca multimea K este compacta; fie K C
U D;, D; deschisi din X. Vom proba in prealabil urmatoarea afirmatie:
il

exista € > 0 astfel incat (V)x € K, exista i € I cu B(x,e) C D;. (2)

Intr-adeviir, in caz contrar, ludm e = — si existii z,, € K astfel incat (V)i €
n
1
1, B <xn, ) ¢ D;. Conform ipotezei, sirul {z,},>1 are un subsgir convergent
" >

Tk, mK gi cum deschisii D, acopera K, exista ig € I astfel incat a € D,,.
Cum D;, este deschis, exista r > 0 real cu B(a,r) C D;,. Pentru n suficient de
é < g deci B xki C Bla,r) C Dy,
ceea ce conduce la o contradictie. Pentru acoperirea deschisa {D;}icr a lui K
alegem ¢ > 0 astfel incat sd aibd loc aformatia (2). Conform asertiunii (1),
pentru acest ¢ exista o acoperire finita a lui K cu bile de raza . Cum fiecare
din aceste bile este continuta in cate un deschis D; cel putin, rezulta ca aceste
D; (in numar finit !) acoperd de asemenea K.

_ r
mare avem atunci d(a, zy, ) < 7

Corolar 1. Un spatiu metric X este compact daca si numai dacd orice gir
de puncte din X are un subgir convergent.
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Corolar 2. Daca X siY sunt spatii metrice compacte, atunci X XY este
spatiu metric compact. (Pe multimea X XY se introduce distanta d pundnd
d(z1,22) = \/dx (21, 22)> + dy (y1,52)%, (V)21 = (21,01) € X x Y, (V)22 =
(z2,y2) € X xY. Convergenta in X XY revine la convergenta pe componente,
ca in cazul R* =R x R).

Demonstratie. Pentru a arata ca X X Y ete spatiu compact se aplica coro-
larul 1; fie z,, = (zn,yn), n > 0 un gir de puncte din X x Y. Cum X este

compact, sirul {x,, },,>0 are un subsir convergent xy, 2 4 sirul {Yk,, tn>0 are
la randul lui un subsir convergent (caci Y este compact) ¥, . LR i evident

in X . . ~
x;, — a. Asadar, sirul {2,},>0 are un subsir convergent in X x Y, anume
(wlkn ) ylkn) - (av b)

Corolarul 2 se extinde imediat la cazul unui numar finit de spatii metrice
compacte.

Corolar 3. Orice paralelipiped inchis P = [a1,b1] X ... X [ap, b,] din R?
este compact.

Demonstratie. Observam mai intai ci orice interval inchis gi marginit [a, b]
de pe dreapta reala este multime compacta. Acest fapt rezultd din teorema
1.4 in modul urmator: fie {zy},>0 un sir de puncte din [a,b]; acest sir este
marginit si conform lemei lui Cesard, va avea un subsir convergent catre un
punct din [a, b] = [a, b].

Asadar, paralelipipedul P rezulta compact, ca produs cartezian finit de
multimi compacte.

Exemple. Intervalul [0,1], dreptunghiul [0,1] x [3,5] sunt multimi com-
pacte; dar intervalul [0, 1), ca si spatiile R, R? nu sunt compacte.

Teorema care urmeaza da caracterizarea multimilor comapcte din R?P cu
p > 1 fixat arbitrar. Ea permite obtinerea de multe alte exemple de multimi
compacte.

Teorema 1.5. O submulfime K C RP, p > 1, este compacta dacd §i numai
daca este inchisa si marginita.

Demonstratie. Daca K este multime compacta, atunci K este inchisa si
marginita, conform lemei 1. Reciproc, fie K inchisd si méarginita. Atunci
exista un paralelipiped compact P ca in corolarul 3 al teoremei 1.4 astfel incat
K C P. Pentru a proba compacitatea lui K aplicim teorema 4.1: fie {x,, }rn>0
un gir de puncte din K; acest sir apartine lui P gi cum P este compact, sirul
{Zn}n>0 are un subsir convergent xy,, 22 a. Cum ry, € K rezultaa € K = K

(aplicand teorema 1.3, (a)); asadar zj,, LRIy

3.1.3 Multimi convexe, multimi stelate

Presupunem X = R™, n > 1 fiind fixat. Pentru orice doud puncte, a,b € R"
se numeste segment inchis de capete a, b, submultimea

[a,0] = {zx = (1 — N)a + Ab|A € [0,1]} din R™. (3)

Pentru n = 1,2, 3, regisim notiunea uzuald de segment (fig. III. 2).

Definitia 1.5. O multime S C R™ se numeste stelata daca existd un punct
a € S, nu neapdrat unic, astfel incat pentru orice x € S, sd avem [a,x] C S;
asadar, acel punct a poate fi unit cu orice ale punct din S printr-un segment
inchis continut in S.

O multime C C R™ se numeste convexa dacd pentru orice a,b € C' avem
[a,b] C C; asadar, pentru orice doud puncte din C, segmentul inchis care le
uneste este confinut in C.

Exemple. 1) Orice bila deschisa (sau inchisd) si orice paralelipiped in R™
sunt multimi convexe. In R multimile convexe sunt exact intervalele.
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2) Orice multime convexi este stelati. Reciproca este falsd; multimea R?\ T,
T = {(z,y) € R?|lz > 0, y = 0} este stelatd, fard a fi convexd. Multimea
R?\ (0,0) nu este stelatd, deci nici convexa.

3) Intersectia oricirei familii de multimi convexe din R™ este o multime
convexa; verificarea este imediata.

Fie f : R® — R, f # 0 o functie liniara, adica exista constante reale

€1,Ca, ..., Cp NU toate nule astfel incat f(x1,x2,...,Tn) = 121 + ... + Culn.
Orice multime de forma H = {(x1,...,2z,) € R"|f(x1,22,...,2,) = a}, a real
dat, se numeste hiperplan, iar multimile de forma {f < a) £ {(z1,22,...,2,) €

R™|f(z1,xa,...,x,) < a}, {f < a}, {f > a}, {f > a}, se numesc semispatii
definite de f si a. Se probeaza fara dificultate ca hiperplanele si semispatiile
sunt multimi convexe; in cazul n = 2 hiperplanele sunt drepte, iar semispatiile
sunt semiplane.

Orice intersectie de semispatii din R™ se numeste poliedron convex; vom
numi poliedru convex orice poliedron convex care in plus este compact (in cazul
n = 2 se regasesc poligoanele convexe; de exemplu, interiorul unui triunghi
reunit cu frontiera este intersectia a trei semiplane si este un poligon convex).

3.1.4 Exercitii

1. S& se arate ca orice multime deschisa D C R este reuniune cel mult
numarabild de intervale deschise.

Indicatie. Pentru orice a € D se aleg numere rationale «, 3 astfel incat
a € (o, B) C D. Atunci D este reuniunea intervalelor de forma (o, 3).

2. Fie X un spatiu metric, A C X, a € X. Punctul a se numeste punct
izolat al lui A dacd a € A gi existd r > 0 astfel incat A N B(a,r) = {a}.
Punctul a se numeste punct de acumulare al lui A dacd a € A\ a, adicd in
orice vecinatate a lui a se afla o infinitate de elemente din A.

Presupunand X = R, sa se afle punctele izolate si punctele de acumulare

ale multimilor Z, {1}
n>0

submultimile { <1, 1> } , { <n, 1> } .
nn/)J)np> N/ ) n>1

3. Fie X un spatiu metric si A C X. Sa se arate ca ;)1 este cel mai mare
deschis al lui X continut in A, iar A este cel mai mic inchis al lui X care
contine A (relativ la ordinea definitd de incluziune).

4. Fie (X,d) un spatiu metric gsi A C X; probati ca (4, d) este de asemenea
spatiu metric (numit subspatiu al lui X). Fie X =R gi A = [—1,1], cu distanta
euclidiana. S& se arate ca multimea D = [—1,0) este deschisa in A, dar nu si
in X.

5. Fie D a submultime a lui R2. Si se arate ci:

a) D este deschisi dacd si numai daca (V)(z,y) € D existd deschisi Dy, Do
in R astfel incat € D1, y € Dy si D1 x Dy C D;

b) Dacd D’, D" sunt deschisi in R, atunci D’ x D" este deschis in R?, dar
nu orice deschis din R? este de aceastd forma.

6. Fie submultimea M = [10,100] a lui R. S& se arate ca familia intervalelor
deschise din R de lungime 1 formeaza o acoperire deschisa a lui M; s& se indice
o subacoperire finita a lui M. Care este numarul minim de astfel de intervale
acoperind M ?

7. a) S& se arate ci intersectia gi reuniunea a doud multimi compacte din
R? sunt compacte; generalizare.

, Q, {cos %T} . Similar pentru cazul X = R? si
nz

b) Sa se arate cd dacd X este un spatiu metric si z, X a, atunci multimea
{a,xq,x1,22,...} este compactd in X.

8. O multime A C X dintr-un spatiu metric X se numeste relativ compacta
dac inchiderea ei A este compactd. Sa se arate ca:

a) in RP (p > 1) o multime este relativ compacta daca si numai daca este
marginita;
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b) in spatiul X = Q multimea {r € Q|2z? < 2} este marginitd, fara a fi
relativ compacta.

9. Fie 0 < a < /8 numere reale fixate. S& se arate cd multimile {|z| < a},
{a <|z| < B}, {a <Rez < B}, {a <Imz < S} din C sunt inchise. Care din
ele sunt compacte 7

10. Sa se arate ca R este spatiu metric compact, dar R,C, M 4 nu au
aceasta proprietate.

11. Si se arate ci orice dreptunghi inchis [a, b] x [c, d] din R? este un compact
convex; dati exemple de submultimi din R? care sunt compacte neconvexe sau
convexe necompacte.

12. Sa se stabileasca care din submultimile urméatoare ale lui C sunt de-
schise, inchise, compacte, convexe: {z € C||z| < 1}, {]z—1| =1}, {1 < |2| < 2},
{-1<Rez<2}L {|lz=2|>1}, {|z—1]>1, {2 < |z —2i| < 4}.

3.2 Continuitate

3.2.1 Aplicatii continue; caracterizare, tipuri particulare

Fie X,Y doua spatii metrice, in care convenim sa notam cu aceeasi litera
d distantele respective. Fixam o aplicatie f: X — Y.

Reamintim ca termenii ”aplicatie” si ”functie” sunt sinonimi; in mod tacit,
in consideratii generale se foloseste cu precadere termenul de aplicatie.

In cele ce urmeaza, sunt cuprinse cazurile particulare

1) X CR, Y =R (tratat in liceu);

2) cazul aplicatiilor vectoriale X — R™, X C R™, m,n > 1;

3) cazul campurilor scalare X — R si al campurilor vectoriale X — R?
(X CR?);

4) cazul functiilor complexe X — C (X C C).

Definitia 2.1. Aplicatia f se numeste continua intr-un punct zg € X
dacd pentru orice vecindtate V' a lui f(zg), existd o vecindtate U a lui xq astfel
incat f(U) C V. Dacd f nu este continud in zo ea se numeste discontinua
in xg. Daca f este continud in fiecare punct zo € X, se spune cd [ este con-
tinua pe X.

Teorema 2.1. (caracterizarea continuitatii intr-un punct). Fie f : X — Y
o aplicatie intre spatiile X,Y si xg € X un punct fizat. Atunci sunt echivalente
urmatoarele afirmatii:

(a) f este continud in xo ("definitia cu vecindatati”);

(b) (W)e > 0, (I)d(e) > 0 astfel incit (V)x € X, d(z,z9) < ¢ implicd
A(f(2), (20)) < &, adici f(Blxo,0)) C B(f(x0),) ("definitia cu s — 57);

(c) pentru orice gir convergent a,, 22X 2o, rezultd flan) ny f(xo), ("definitia
cu giruri”).

Demonstratie. (a) = (b). Presupunem ca f este continud in z( In sensul
definitiei 2.1 gi fie (V)e > 0 fixat. Considerand vecindtatea V' = B(f(z¢),¢) a lui
f(zo), existd o vecinatate U a lui xqg astfel incat f(U) C V. Dar atunci exista
6 > 0 astfel incat B(zg,d) C U deci f(B(zo,d)) C f(U) CV = B(f(zo0),¢),
de unde rezulta (b).

(b) = (c). Presupunem ca f verifica conditia (b) relativ la punctul xq si

fie a, n X xg. Avem de ardtat cd f(ay) n X f(xo) ¢ pentru aceasta fixam
¢ > 0 arbitrar. Conform ipotezei (b), existd 6 > 0 astfel incat ori de cate ori
x € X, d(z,zo) < 9, sa rezulte d(f(z), f(zo)) < €. Cum a,, — xo, existd un
rang N astfel ca d(an,z0) < 9, (V)n > N, adicd d(f(an), f(z0)) < € pentru
Fig. TI1.3b orice n > N; agadar, f(a,) ny f (o).

(¢) = (a). Rationdm prin reducere la absurd; presupunem agadar ca desi
are loc conditia (c), totusi exista o vecinatate V a lui f(z) astfel incat oricare
ar fi vecindtatea U a lui z¢ sd avem f(U) V. Pentru orice n > 1 natural,
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1 1 1
luam U = B (:1:0, > Cum f (B (zo, )) ¢V, existd a, € B (xo, > astfel
n n n

incat f(an) ¢ V. Asadar d(a,,z¢) < —, deci a,, = x¢. Conform ipotezei (c)
n

rezultd f(a,) — f(xo), deci de la un rang incolo, f(a,) € V, absurd.

Afirmatiile (a), (b), (c) fiind logic echivalente, oricare din ele poate fi luata
ca definitie a continuitatii unei aplicatii intr-un punct. Sensul intuitiv al con-
tinuitatii lui f in x¢ este urmatorul: ”la variatii suficient de mici ale lui xg
corespund variatii oricdt de mici ale lui f(z()”. Continuitatea unei functii nu
poate fi testata pe un calculator.

Exemple. 1) Fie X un spatiu metric si ¢ € X un punct fixat. Aplicatia
identica 1x : X — X si aplicatia constanta f : X — X, z — a (a € X fixat)
sunt evident continue pe X (folosind de exemplu (c)).

2) Fie p > 1 fixat. Aplicatiile de proiectie m : R? — R, 1 < k < p

definite prin mg(z1,...,2p) = 2z sunt continue pe R?. Intr-adevar, fie (V)a =
. in RP s .. .
(a1,...,ap) € RP fixat si x,, — a; conform caracterizarii convergentei sirurilor

din R? pe componente, rezulta cd ¥ — a;, (in R), adica 7 (z,) — mr(a) si ca
atare, fiecare aplicatie 7 este continua pe RP.

3) Din liceu este cunoscut faptul ci orice functie reald elementara este con-
tinua pe orice deschis continut in domeniul ei de definitie.

Teorema 2.2. Fie f: X — Y o aplicatie intre doud spatii metrice.

(a) f este continud pe X dacd si numai dacd f~1(D) este deschisd in X
pentru orice deschis D din Y,

(b) f este continud pe X dacd $i numai dacd f~1(I) este inchisa in X,
oricare ar fi multimea inchisa I din'Y .

Demonstratie. (a) Fie f continud pe X si D un deschis in Y. Avem de
aratat cd multimea f~!(D) este deschisd in X. Pentru aceasta, fie a € f~1(D)
un punct arbitrar, deci f(a) € D si cum D este deschis, existd £ > 0 astfel
incat B(f(a),e) C D. Conform teoremei 2.1 (b), f fiilnd continud in a, exista
§ > 0 astfel incat f(B(a,d)) C B(f(a),e) C D, adica B(a,d) C f~1(D).

Reciproc, presupunem ca f ”Intoarce” deschisi din Y in deschigi din X si
aratam ca f este continua in fiecare punct g € X. Fie V o vecinatate oarecare
a lui f(zg), deci exista o bila deschisd D = B(f(x¢),e) C V; conform ipotezei
f~Y(D) este un deschis in X continand x si astfel gisim o vecinatate a lui g,
anume U = f~1(D) astfel ca f(U) C D C V. Asadar, am probat conditia (a)
din teorema 2.1 si ca atare, f rezulta continua in xg.

(b) Rezultd direct din (a) folosind faptul ca f~1(Y \I) = X \ f~1(I) si ca
inchisii coincid cu complementarele de deschisi.

Teorema 2.3. (continuitatea aplicatiilor compuse). Fie X Ly % 7 doud
aplicatii intre spatii metrice si xo € X. Dacd f este continud in xqy $i g este
continud in punctul f(xg), atunci compunerea g o f este continud in . In
particular, daca f este continud pe X, iar g este continud pe Y, atunci g o f
este continud pe X.

. . . Lo in X
Demonstratie. Folosim teorema 2.1 (c). Fie orice sir convergent wu, —

Zo; atunci f(up) LR fzo) st g(f(un)) nZ g(f(zp)), folosind ipoteza asupra
functiilor f ¢i g. Asadar, (go f)(u,) g (go f)(xg), deci go f este continud in
punctul zo. Partea secunda a enuntului este imediata, deoarece pentru orice
o € X, rezulta ca g o f este aplicatie continua in zg.

Functii continue cu valori reale

Fixam o functie continua f : X — R definita pe un spatiu metric X. In
acest caz, multimea Z; = {x € X|f(z) = 0} a zerourilor lui f este inchisa,
deoarece Z; = f~1(0), {0} este multime inchisd in R si aplicim teorema 2.2

(b).
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Definitia 2.2. Se numeste suport al functiei f : X — R inchiderea
multimii {x € X|f(x) # 0}, adicd multimea

swuppfé@Z[:%f7 (4)

ultima relatie decurgand din teorema 1.2.
Asadar, suportul unei functii f este complementara interiorului lui Z, deci
complementara celui mai mare deschis pe care f se anuleaza.

Exemple. 1) Fie f : R — R,

fa) = { sinz dacdz € (—m,m)

0 in rest.

Atunci Zy = (—oo0, =] U {0} U [m, 00) si supp f = [—m, 7]
2) Fie X = R? si functia f : R? — R definita prin
1—22—9y? dacaz?2+9°<1
flz,y) = )
0 in rest.

Atunci supp f = {z* + y* < 1}.

3) O clasa importanta de functii X — R o constituie clasa Co(X) a functiilor
continue cu suport compact, avand suportul o multime compacta. Astfel, orice

functie reald continua f : R — R, nuld in afara unui interval marginit apartine
lui Cy(R). Semnalul unitate o : R — R definit prin

1 daca x>0
o(x) =
0 daca =z <0O.

nu are suport compact, deoarece supp o = [0,00). Semnalele in timp, avand
suport compact, sunt nule in afara unui interval de timp [to, ¢1] si ”actioneaza
nebanal” doar intre momentele de timp ¢ si ¢;.

Teorema 2.4. Fie f,g : X — R functii continue §i A € R o constanta
reald. Atunci functiile f + g, f — g, Af, fg sunt functii continue X — R gi la
fel este functia g/f : X \ Zy — R, definita pe deschisul X \ Z¢. Functiile |f],

. 1
max(f,9) = 5 (F +g+1f —gl), min(f,g) = 5(f +9|f — gl) sunt de asemenca
continue.

Demonstratia rezulta imediat folosind definitia continuitatii cu siruri (teo-
rema 2.1 (c)).

Corolar 1. Fie f,g : X — R functii continue. Atunci mulfimile D1 =
{z € X|f(x) < g(x)}, D2 = {z € X|f(x) > g(x)} sunt deschise, iar I; =
={z e X|f(z) < g(x)}, I ={x € X|f(x) > g(x)} sunt inchise.

Demonstratie. Notam f—g = h; asadar, h este functie continua. Intervalele
(—00,0), (0, 00) sunt multimi deschise, iar (—oo, 0], [0, c0) sunt multimi inchise.
Corolarul rezulta aplicand teorema 2.2 si observand cia D; = h™!((—o0,0)),
Dy = h=1((0,00)), Iy = h=((—00,0]), I, = h=1([0, 0)).

Corolar 2. Fie f,g: X — R functii continue, coincizand pe o submulfime
densa A C X. Atunci f = g.

Demonstratie. Notdm I = {x € X|f(z) = g(z)}. Multimea I este inchisa
(caci I = Iy N1y, cu notatiile din corolarul 1) si cum f si g coincid pe A, rezultd
cid A C 1. Atuncirezultd A C I = I si cum A este densi (adici A = X), rezulti
X =1, adica f = g pe intreg X.

Teorema 2.5. (pastrarea semnului pe o vecinatate). Fie f : X — R o
functie continud intr-un punct xo € X. Daca f(xo) > 0 (respectiv f(xo) < 0),
atunci [ este pozitivd (respectiv negativa) intr-o vecindtate a lui xg.
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Demonstratie. Presupunem f(xg) > 0 gi alegem ¢ > 0 astfel incat f(zg) >
e. Consideram vecindtatea lui f(xo), V = (f(zo) — &, f(xo) + €). Deoarece f
este continud, exista o vecinatate U a lui zq astfel incat f(U) C V; (V)z € U,
avem f(z) € V, deci f(z) > f(xzg) — ¢ si ca atare, f este pozitiva pe U. Cazul
f(zo) < 0 se trateaza la fel.

Teorema 2.6. Fie f1,..., fp : X = R functii definite pe un spativ metric
si F : X — RP aplicatia definita prin F(z) = (f1(x),..., fp(x)), M)z € X.
Aplicatia F' este continua pe X daca si numai daca f1,..., fp sunt continue pe
X.

Demonstratie. Presupunem ca F' este continua; avem f = w0 F, 1 <
k < p, unde 7, : RP — R sunt aplicatiile de proiectie, deci aplicatiile fi sunt
continue. Reciproc, dacd fi,..., f, sunt continue pe X atunci (V)a € X si

L in X .
pentru orice sir x,, — a, rezultd ci fi(x,) — fr(a), 1 < k < p; conform ca-

o C o N in RP
racterizirii convergentei sirurilor in RP, se obtine ca (f1(zn), .., fp(zn)) =

(f1(a),..., fp(a)), adica F(xy) n BY F(a), deci F este continua in punctul a.

Exemple. 1) Functia F' : R — R? ¢ — (t2,t%) este continua deoarece
componentele ei fi(t) = t2, fo(t) = t3 sunt continue pe R. In mod similar,
functia F: R — R?, (u +v) — (u+ v,uv) este continua.

2) De asemenea, daci A = {(z,y,2 € R3|z > 0}, atunci cAmpul vectorial

A—R3 (2,y,2) — (%, Inz,xz— y), notat echivalent v = x—zyi+1n 27+ (z—y)k,

relativ la un reper ortogonal de versori 7, 7, k, este continuu pe A.

3) Fie X un spatiu metric si o functie f : X — C cu valori complexe;
se pot asocia trei functii cu valori reale, anume P : X — R, x — Re f(2)
(partea reald a lui f); @ : X — R, x — Im f(x) (partea imaginard a lui f)
si|fl: X = R, z— |f(z)] (modulul lui f). Utilizand definitia continuitatii
cu sgiruri (sau aplicand teorema 2.6 pentru C = R?, rezultd ci functia f este
continua pe X daca si numai daca functiile P, Q) sunt continue. De asemenea,
daca f este continud pe X, atunci |f| = v/ P? + Q? este continua (Se mai scrie
f=P+iQ).

Aplicatii liniare si continue intre spatii vectoriale normate

Fie F, F doua spatii vectoriale normate reale si f : E — F o aplicatie R-
liniara; asadar, (V)z,y € E, (V)A € R, avem f(z +y) = f(x) + f(y), f(\z) =
Af(z). In particular, f(0) = 0.

Teorema 2.7. Sunt echivalente afirmatiile:

(a) f este continud pe E;

(b) f este continud in originea lui F;

(c) exista C > 0 real astfel incat ||f(z)|| < C||z||, (V) € E.

Demonstratie. Implicatia (a) = (b) este evidenta.

(b) = (c¢). Scriem ca f este continua in punctul xg = 0, folosind definitia
continuitatii cu e—4J. Luand € = 1, existd un numar § > 0 astfel incat de indata
ce x € B, ||z||] = d(z,0) < ¢ s& avem ||f(x)|| = d(f(z), f(0)) < 1. Alegem

C = = gi probam ca || f(z)|| < C||z||, (V)x € E. Daca x = 0 aceasta inegalitate

1)
1)
este evidenta; iar daca x # 0, notam y = 5L7 —_
2fall el

1)
f <2||||x> H < 1¢i cum f este R-liniara rezulta
x

. )
deci [|y]| = 5 lal| = 5.

Ca atare, ||f(y)|| < 1, adica

. 2
< 1, adicd || f(2)]| < <|l2|| = Cl[z]].

H2||x| f@)

(c) = (a). Fie (V)zo € E fixat si fie orice sir convergent a,, 2K 0. Atunci
din conditia (c) rezulta ca

0 < |[If(an) = f(@o)ll = |If(an — z0)l| < Cllan — z0l[, (V)n > 0.
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De aici se deduce ca f(ay,) LEN f(xo0), adica f este continud in punctul xg.

Observatie. Consideram un sistem intrare-iegire, in care intrarile si
iegirile sunt elemente ale spatiilor vectoriale E gi F' respectiv gi oricarei intrari
x € E 1i corespunde iesirea y = f(z) (scriem z — y). Presupunem ca f este
o aplicatie liniara gi continua. Proprietatea de liniaritate este o exprimare a
”principiului suprapunerii”, conform caruia de indata ce x; — y; si A; sunt

P P
scalari reali, 1 < i < p, rezulta ca Z)\,xl — Z)‘iyi' Conform teoremei 2.7,
i=1 i=1
rezulti c& existd o constanta realda C' > 0 astfel incat ||y|| < C||z||, deci ||||y||| <
T
C, V)z € E, x # 0. Asadar constanta C' apare ca un grosisment al sistemului,
ca un majorant al rapoartelor intre normele semnalelor corespunzatoare de

iegire si intrare, Numarul real
inf{C > 0] [[f(=)[| < Cll«], (V)= € E}

exprimd o proprietate a sistemului f si este notat ||f|| (norma lui f). Se
probeaza fard dificultate c& ||f(z)|| < [|f]] - ||=]], (V)z € E.
Studiem acum cazul cand spatiile E' si F' sunt finit dimensionale.

Corolar. Fie f:R™ — R™ (m,n > 1) o aplicatie R-liniard. Atunci f este
continud $i transformd mulfimi mdarginite in multimi marginite.

Demonstratie. Pentru inceput consideram cazul m = 1; fie {ey, ..., e, } baza
canonicd in R™ gi ¢; = f(e;), 1 <i < n. Pentruorice z € R, z = {z1,...,2,}
n

n
avem r = inei siflx) =21 zif(e;) = Z c;x;. De aici rezulta ca f este
i=1 i=1
polinom de gradul T (pentru m = 1) si ca atare este functie continua.

Trecand la cazul general, pentru o aplicatie R-liniara f : R™ — R™ oare-
care rezulta ca toate cele m componente fi,..., f,, ale lui f sunt continue si
utilizand teorema 2.6 rezulta cd f este continua.

Apoi conform teoremei 2.7 existd C' > 0 astfel incat ||f(x)|] < C|lz]|,
(V)x € R™. Fie M C R™ o submultime marginita; deci exista p > 0 astfel incét
M c B(0,p). Atunci f(M) C B(0, pC), deoarece (V)z € f(M), avem z = f(z)
cux € M deci d(z,0) = ||z|]| = ||f(x)]] < C||z|| < pC, adica z € B(0, pC).
Asadar, multimea f(M) este continutd intr-o bild din R™, deci este marginita.

Demonstram acum un rezultat de mare Insemnéatate principiala privind
aplicatiile analizei in conjugare cu metodele numerice.

Teorema 2.8. Fie un interval compact fizat [a,b], a < b.
(a) Luarea integralei, adicd aplicatia

b
I:Chy—R, fi—)/a f(z)da.

este o aplicatie continud.
(b) Operatorul de derivare

D:Cly = Clwpy = f

este o aplicatie discontinud in orice punct.

Demonstratie. Pe spatiul vectorial real C&b], ca si pe subspatiul C’[la’b] al
acestuia, se considera norma uniforma.

(a) Pentru orice f € C[(fl,b] avem

b b
I(f)Z/ f(z)dz,  deci II(f)IS/ Iflldz = (b = a)[f]].

Am verificat astfel conditia (c) a teoremei 2.7 gi aplicatia Z fiind R-liniara,
ea rezulta continua.
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(b) Deoarece D este aplicatie R-liniard, este suficient (conform teoremei
2.7) si probam ci ea este discontinud in origine. Pentru aceasta, este de-

ajuns sa indicdm un sir {f, },>0 de functii din C'[la ) astfel incat f, v 0, dar

uc
D(fn) -~ 0, adica f,, -~ 0.

In acest scop, ludm f,(z) = (sinnz)/y/n deci f, o pe intervalul [a, b];
2
),
deci girul {f/} nu este uniform convergent catre 0, adicd Df,, —/~0 in Cﬁl b

pe de altd parte, f/ (z) = v/ncosnx, deci ||f!|| = +/n (pentru orice n > A

Observatie. Teorema 2.8 explica de ce integrala, spre deosebire de derivata,
este mai bine adaptatd aplicdrii metodelor aproximative (cci la variatii sufi-
cient de mici ale lui f corespund variatii oricat de mici pentru Z(f), in timp
ce doua functii derivabile pot avea graficul ”foarte apropiat” relativ la distanta
uniformé, dar derivatele sd nu aibd o proprietate similard (fig. IIL. 5a si b).

3.2.2 Proprietati ale functiilor continue pe spatii
compacte
Teorema 2.9. Fie f : X — Y o aplicatie continua intre doud spatii

metrice. Daca K C X este o mulfime compactd, atunci imaginea directd f(K)
este submultime compactd a lui Y.

Demonstratie. Fie {V; }ier o acoperire a lui f(K) cu deschigi din Y, f(K) C
U Vi; atunci K C f7Y(f(K)) c f! <U Vi> = U f7HV;); cum f este
il i€l i€l
continud, multimile D; = f~1(V;), i € I sunt deschise in X (teorema 2.2 (a)).
Din relatia K C U D, si din ipoteza de compacitate a lui K, rezulta ca exista

iel
o submultime finita J C I astfel Incat K C U D;, deci
ieJ
fK)C f (U Dz-) =Jro)=ru vy clyw
i€J icJ icJ icJ

si astfel, din acoperirea {V;};c; a lui f(K) am extras o subacoperire finitd
{Vi}ies. Asadar, multimea f(K) este compacta.

Definitia 2.3. O functie numerica f : X — R se numeste marginita
daca multimea f(X) a lui R este marginitd; in acest caz se noteazd sup f =

X
sup f(X), igl(ff = inf f(X) si se spune cad f isi atinge marginile pe X daca
existd puncte o € X, f € X astfel incat sup f = f(«), i&ff = f(B).
X
Teorema care urmeaza constituie un rezultat fundamental.

Teorema 2.10. Fie f : X — R o functie continud numerica pe un spatiu
metric compact X. Atunci f este marginita $i isi atinge marginile.

Demonstratie. Submultimea f(X) a lui R este compacta conform teoremei

2.9, deci este inchisa si marginita (conform teoremei 1.5). Asadar, functia f
este marginita. In plus, numerele reale sup f, i?(f f apartin lui f(X) si cum
b'¢

f(X) = f(X), rezulta ca sup f, ig{ff apartin lui f(X) deci sunt atinse.
X

1
Exemple. 1) Functia f : (0,1) — R definita prin f(x) = — este evident
x

continu, dar nu este mirginits; marginile ei in R sunt inf f = 1, sup f = oo si
nu sunt atinse. Aceasta aratd de ce conditia ca X sa fie compact este esentiala
in teorema 2.10.

2) Fie A, B, C trei puncte distincte in plan gi X triunghiul ABC' (interiorul
reunit cu frontiera sa obtinuta reunind cele trei laturi). Atunci suma MA +

=8, ID=I(g)
2

Fig. IIL5a

8. g
L)}

Fig. IIL5b
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M B+ MC', unde M este un punct oarecare din planul triunghiului, are minimul
si maximul atinse in X. Intr-adevir, X este compact, suma M A+ MB+ MC
"variazd continuu cu punctul M” si se aplicd teorema 2.10 (fixdnd un reper
in planul triunghiului, suma respectiva este functie continua de coordonatele
punctului M).

Teorema 2.11. Multimea Cx a tuturor functiilor continue X — R, defi-
nite pe un spatiu compact, are o structurd de spativ Banach relativ la norma
uniformd.

Demonstratie. Mai intai, observam ca orice functie f € Cx este marginita
(conform teoremei 2.10). Asadar, Cx C Mx si reamintim ca spatiul Mx este
un spatiu Banach relativ la norma uniforma (teorema II. 3.6). Este evident
ca spatiul Cx este un SVN si raméne de dovedit completitudinea lui Cx. Fie
pentru aceasta {f,}n>0 un gir Cauchy in Cx; el va fi gir Cauchy in Mx si
cum Mx este complet, rezultd ca sirul {f,}n>0 converge citre un element f

in My, adica f, LA f- Deoarece functiile f,, sunt continue, rezulta ca f este
continud (teorema II. 4.3), adica sirul {f,,} converge citre f in Cx.

Definitia 2.4. O functie f : X — Y intre doud spatii metrice se numegte
uniform continui pe X dacd este indeplinitd urmdatoarea conditie: (¥)e > 0
(3) § > 0 astfel incit (V)z,y € X, d(x,y) <, sa avem

d(f(z), f(y)) <e. (5)

Functia f se numeste lipschitziana (dupa numele lui R. LIPSCHITZ, 1832-
1903) daca existd o constantd reald C' > 0 astfel incat d(f(x), f(y)) < Cd(z,y),
Mz,y € X.

Evident, daca f este lipschitziana, atunci ea este uniform continua caci
(V)e >0seciad= % si se probeaza banal conditia (5)).

Exemplu. 1) Orice functie reala f : I — R definita pe un interval, deriva-
bila cu derivata marginita pe I este lipschitziana; intr-adevar, fie M > 0 astfel
incat |f'(x)] < M, (V)x € I. Atunci pentru orice z,y € I avem f(z) — f(y) =

(z—y)f'(§) cu g € I, deci | f(x) = f(y)| = lz—y|-[/"(§)| < M|z —y|, (V)z,y € .
Asadar, orice functie din C[la’b] este lipschitziana.

2) Pentru o aplicatie f : X — Y intre doud spatii metrice, au loc evident
implicatiile:

f contractie = f lipschitzianid = f uniform continua = f continua.
Remarcam ca existda functii continue, care nu sunt uniform continue. De

1
exemplu, considerdm functia continud f : (0,1] — R, f(z) = —. Daci f ar fi
x

1
uniform continua, atunci pentru € = 5 existd § > 0 astfel incat =,y € (0,1],

1 1 1
|z —y| <dsd imeIice If(x) = f(y)] < 7 Lujm T=_y=__peun nftural
ales astfel incat ~< §. Atunci |z —y| < ~ < J, deci |f(z) — f(y)| < 2 dar
1 1 1
flx)=f (n> =n, f(y) =n+1sirezultd In — (n+ 1)| < 3 adica 1 < 2

absurd.

Pentru o functie f : X — Y ca mai sus, deosebirea dintre definitia conti-
nuitatii si cea a uniform continuitatii revine la o permutare de cuantificatori
logici:

f continud pe X : (V)zg € X (V)e > 0 (3)0 > 0 astfel incat (V)z € X
(d(z,20) < 0 = d(f(2), f(20)) < &);
f uniform continua pe X : (V)e > 0 (3)6 > 0 astfel incat (V)z € X

(Mo € X (d(z, o) < d = d(f(z), f(zo)) < &).
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Am vazut ca aceste notiuni sunt distincte; are loc totusi

Teorema 2.12. Daca f : X — Y este o functie continua si X este compact,
atunci f este uniform continud.

Demonstratie. Presupunem prin absurd c& nu ar fi indeplinita conditia (5).
Atunci existd € > 0 astfel incat (V)d > 0 sa existe z,y € X, d(z,y) < ¢

1
pentru care d(f(z), f(y)) > . Luand § = i > 1 gasim puncte z,,y, € X,
1 X
astfel incat d(xy,,yn) < — si A(f(zn), f(yn)) > €. In spatiul compact X sirul
n

{zn}n>1 are un subsgir convergent zy,, X ¢ folosind teorema 1.4.). Din relatia

d(zn, yn) < —, (V)n > 1 rezulta ca yy, X &. Deoarece f este continua, rezulta

ca f(zk,) = f(&), fyr,) = F(§), adica d(f(zx,, ), f(zk,)) = 0 pentru n — oo.
Aceasta contravine faptului ca d(f(zy), f(yn)) > €, (V)n > 1.

Vom da o consecinta importanta a acestei teoreme. Mai intai este necesara

Definitia 2.5. O functie reald [ : [a,b] — R se numegte functie in scara

dacd existd o diviziune (A) : a = zg < 1 < ... < zp, = b a intervalului
[a,b] astfel incat f sd fie constantd pe fiecare din intervalele semi-deschise
[a, 1), [x1,22), ..., [Tn-1,D) ale diviziunii.

Se verificad imediat ca suma, diferenta si produsul a doua functii in scara
pe [a,b] sunt de asemenea functii in scars.

Corolar. Orice functie continud f : [a,b] — R este limita unui sir uniform
convergent de functii in scard.

Demonstratie. Fixam ¢ > 0 arbitrar. Conform teoremei 2.12 exista § > 0
astfel incat de indatd ce z,y € [a,b] si |x—y| < J, sd rezulte ca | f(x)—f(y)| < e.

Alegem puncte echidistante de diviziune zg = a, 1, %2, ..., T, = b astfel incat
b—a . , . . .
x; —x;_1 = —— < 0, pentru orice 1 < ¢ < n si consideram functia in scara

n
©e @ [a,b] = R definitd prin

fla) dacd =z € a,z1)

f(z1) dacd x €[z, z2)
Pe(r) =

f(xn—1) dacd =z € [zp_1,b]

Este evident c& ||pe — f|| = sup |¢e — f(z)| < €, ultima relatie fiind o
z€la,b]
consecintd a faptului ci orice punct z € [a, b) apartine unui interval [z;_1, x;),
1 < i < n al diviziunii i cum x; — x;—1 < §, rezultd ca |p(z) — f(x)| <
|f(zi—1) — f(x)] < e; aceasta relatie are loc gi pentru x = b.
Retinem deci ca pentru orice € > 0 am gasit o functie in scard ¢, astfel

o . 1 s . - y
incat |lp. — f]] < e. Ludnd e = —, n > 1, existd atunci functii in scard
n

1
©n : [a,b] — R astfel incat ||p, — f|| < — si ca atare ¢, A f; fig. 111 7.
n

Am dovedit astfel ca orice functie reala continua pe un interval compact
poate fi aproximatd uniform oricat de bine printr-o functie in scara. De
exemplu, orice semnal R — R continuu, cu suport compact poate fi aproximat
uniform prin sume finite de semnale ”dreptunghiulare”.

3.2.3 Proprietati ale functiilor continue pe multimi conexe

Definitia 2.6. Fie X un spatiu metric; o submultime A C X se numeste
neconexd daca exista multimi deschise nevide Dy, Do in X astfel incat

DiNDyNA=0, DINA#£Q, DoNA#DsiAC DU As. (6)

Fig. 1116
P
{Arﬁ'_ AU
Fig. 1117
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Multimea A se numeste conexa dacd nu este neconvexd. Domeniu in
X este orice deschis coner.

Asadar, din conditia (6) rezulta c& spatiul X insusi este conex daca si numai
daca nu exista doua multimi deschise nevide, disjuncte Dy, Do in X astfel incat
X = Dy U Dy; retinem ca X este conex < orice multime nevidd deschisa si
inchisa coincide cu X.

Exemplu. Daca X este un spatiu metric si a # b sunt puncte distincte din
X, atunci multimea A = {a,b} este neconexa deoarece se verificid (6) pentru
Dy = X\ {a}, Dy = X \ {b}. Similar, pe dreapta reald X = R, multimea
A=(-1,1)U(2,4) este neconexa (ludnd Dy = (—1,1), Dy = (2,4).

Exemple sugestive de multimi conexe, ca si dezvaluirea sensului intuitiv al
definitiei 2.6, vor fi date putin mai tarziu. Sunt necesare cateva pregatiri.

Teorema 2.13. Fic f:[a,b] = R, a < b, o functie reald continud.

(a) Daca f(a)- f(b) <0 atunci existd & € [a,b] astfel incdt f(&) = 0;

(b) Fie m = inf f(x), M = sup f(z). Pentru orice punct u fizat,

z€la,b] z€la,b]

m<u <M, existd n € [a,b] astfel incat f(n) = u.

(¢) Daca in plus f este strict monotond, atunci f stabileste o bijectie
[a,b] — [m, M], iar inversa f~! este de asemenea continud $i strict mono-
tond.

Demonstratie. (a) Notdm Iy = [a,b]. Asadar, functia f ia valori de semn
contrar la capetele lui Iy; impéartim Iy in doua subintervale, de lungimi egale,
f ia de asemenea valori de semn contrar la capetele unuia din cele doua subin-
tervale inchise (pe care il notam cu I;); continudm acest procedeu si gasim un
sir descendent de intervale compacte Ip D I; D I D ... astfel incat {(I,,) — 0;
fie ag,a1,aq,... (respectiv Bg, 1, B2,...) capetele acestor intervale in care
functia f este pozitivd (respectiv negativd). Conform teoremei I1.1.3 exista

¢e m I, deci a, = &, B, — € si cum [ este continud, rezultd f(ay,) — f(&),
n>0

f(Bn) — f(£), pentru n — oo. Deoarece f(ay) > 0, f(Bn) <0, (V)n >0

rezulta ca f(£) > 0si f(€) <0, adica f(§) =0.

(b) Conform definitiei inf, sup, rezulta ci existd puncte «, 8 € [a, b] astfel
incat m < f(a) < u < f() < M. Notam F(z) = f(r) — u si obtinem astfel
o functie continua luand valori de semn contrar in punctele «, 8 deci aplicand
(a), existd un punct n situat intre «, 3 astfel incat F(n) = 0, adica f(n) = u.

(c) Cum f este strict monotond, ea este injectiva, iar surjectivitatea rezulta
din (b) si din faptul ¢ m, M sunt atinse (conform teoremei 2.10); se verifica
imediat ci f~! este de asemenea strict monotons, iar faptul cd f~! este con-
tinud rezulta observand ca Intoarce inchigii in inchisi (dacd I C [a,b] este o
multime Inchis#, ea este compacta si atunci multimea (f~1)~1(I) = f(I) este
compacta conform teoremei 2.9, deci inchisi).

Observatii. Teorema 2.13 este atribuita lui B. Bolzano si lui G. Darboux.
Punctul (b) se mai numesgte ”teorema valorilor intermediare”; el se extinde i la
cazul intervalelor deschise, eventual nemérginite, anume: daca f : (a,b) — R,
—0 < a < b < oo este o functie continua gi daca m = inf f, M = sup f
(calculate in R, atunci f ia orice valoare din intervalul (m, M) cel putin o
data.

Teorema 2.14. Fie f : X — Y o aplicatie continud intre doud spalii
metrice i A C X o multime conexd. Atunci mulfimea f(A) C Y este de
asemenea conexd.

Demonstratie. Presupunem, prin reducere la absurd, c& f(A) ar fi neconexa.
Atunci conform conditiei (6) ar rezulta c& existd multimi deschise nevide V4, V5
in Y astfel incat Vi NVo N f(A) = O, Vin f(A) # D, Von f(A) # O sl
f(A) C V1 U Va. Deoarece f este continui rezultd ca multimile Dy = f~1(V}),
Dy = f~1(V3) sunt deschise in X si se verifica ca Dy # @, Dy # @ (cici exista
puncte in Vi N f(A) siin Van f(A));In plus, DiNDsNA=0, DiNA#Q,
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DonNA#@si AC DyUDy, deci multimea A ar fi neconexa in X, ceea ce este
absurd.

Corolar 1. Un spatiu metric X este conex dacd $i numai dacd orice functie
continud f : X — {0,1} (avind doar doud valori !) este constantd.

Demonstratie. Fie X conex; daca ar exista o functie continua f : X —
{0,1} neconstantd, ar rezulta ca f(X) = {0,1}. Dar din teorema 2.14, rezulta
ca multimea f(X) este conexa, adicad multimea formata din punctele 0,1 este
conexa, ceea ce este absurd.

Reciproc, presupunem ca X este un spatiu metric si ca orice functie continua
f X — {0,1} este constantd. Avem de ardtat cd X este conex; in caz
contrar, existd multimi deschise nevide Dy, Dy in X astfel incat D1 N Dy = O,
Dy U Dy = X si functia f: X — {0,1}

0 daca z€ D,
-]

1 daca =z € Dy

este continua si neconstanta, ceea ce contravine ipotezei.

Corolar 2. Fie X un spatiu metric i {A;}icr o familie de parti coneze ale
lui X avand intersectia nevida. Atunci mulfimea A = UAi este conexd
iel
in X.
Demonstratie. Folosim corolarul 1 si fie f: A — {0,1} o functie continua

oarecare. Din ipoteza rezulta ca a € ﬂAi si presupunem de exemplu ca
il

f(a) =0 (cazul f(a) = 1 se trateaza similar). Rezultd atunci cd f = 0 pe A;

intr-adevar, (V)z € A, exista ¢ € I astfel incat « € A;. Cum f|A; este continua,

A; conexa si a € A;, rezultd ca f este constantd pe A;, deci f(z) = f(a) = 0.

In concluzie, f este constantd pe A, deci conform corolarului 1, rezulti ci A

este conexa.

Teorema 2.15. O submulfime A C R este conexd daca si numai daca A
este un interval (reamintim cd o mulfime A C R se numeste interval dacd din
faptul ca numerele a < b apartin lui A si a < ¢ <b, rezulta ca ¢ apartine lui A
adica A este convezad).

Demonstratie. Presupunem ca multimea A C R este conexa; daca A nu ar
fi un interval, ar rezulta ca existd numere reale a, b, ¢ astfel incat a < ¢ < b,
a€A be A c¢ A Luand D; = {2z € Rz < ¢}, Dy = {z € R|z > ¢}, se
verifica conditia (6) si A ar rezulta neconexa.

Reciproc, presupunem cd A este un interval. Dacd A ar fi neconex, atunci
conform corolarului 1 anterior ar rezulta ca exista o functie continua necon-
stantd f : A — {0,1}. Dar conform teoremei 2.13, b) aceasta functie trebuie

sa ia valoarea 2 ceea ce este absurd, deoarece f ia numai valorile O si 1.

Corolar. Fie f : X — R o functie continud numerica reald pe un spatiu
metric conex. Dacd existd puncte a,b in X astfel incdt f(a) < 0, f(b) > 0,
atunci exista & € X astfel ca f(§) = 0.

Demonstratie. Conform teoremei 2.14 rezulta cd f(X) este o submultime
conexd a lui R, deci este un interval; atunci [f(a), f(b)] C f(X). Dar 0 apartine
intervalului [f(a), f(b)], deci 0 € f(X).

Exemple. 1) Fie a,b € R™ puncte fixate; functia f : [0,1] — R", ¢ —
(1 —t)a+tb este continud, definitd pe multimea conexa [0,1]. Atunci multimea
£([0,1]) = {(1 — t)a + tb|t € [0,1]}, adica segmentul inchis [a,b] de capete a,b
(definit in §1.3), rezultd conex.

2) Orice multime stelata din R™ este conexd; in particular, orice multime
convexa este conexa. (intr—adevér, fie S C R™ o multime stelatd si a € S
un punct astfel incat [a,z] C S pentru orice x € S. Atunci S este tocmai
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reuniunea tuturor segmentelor [a,x], € S gi aplicAnd corolarul 2 anterior,
rezultd cd S este multime conexa).

Teorema care urmeaza da o caracterizare foarte utila a domeniilor din R™
(n > 1), ca deschigi in care orice doud puncte pot fi unite printr-o linie
poligonald. Se numeste linie poligonala unind doud puncte a,b din R™ o
submultime L C R" astfel incat sa existe puncte z1,z2,...,Tp—1,2, € R" si
L=a,z1)Uz1,z2] U...U[zp_1, 2] U[z)p,b].

Asadar, o linie poligonald de capete a, b este juxtapunerea (reuniunea) unui
numaér finit de segmente inchise, primul avand capatul in a, iar ultimul avand
extremitatea in b.

Teorema 2.16. Fie A un deschis nevid din R™ (n > 1) fizat. Sunt echiva-
lente urmatoarele afirmatis:

(a) A este multime conexd (adicd un domeniu in R™);

(b) orice doud puncte din A pot fi unite printr-o linie poligonald continutd
in A.

Demonstratie. (a) = (b). Fie a,b € A orice doud puncte fixate. Notdm
Dy = {z € A] existd o linie poligonald continuta in A, unind = si a} si Do =
A\ Dy. Evident, Dy este deschis, a € D; si de asemenea, Ds este deschis
(deoarece centrul unei bile poate fi unit printr-un segment cu orice alt punct al
bilei). Daca Dy # @, atunci ar rezulta imediat c& multimea A ar fi neconexa,
ceea ce contravine ipotezei (a). Asadar, Dy = @, adicd D; = A gi ca atare
be D.

(b) = (a). Fixim a € A. Pentru orice punct b € A se poate alege o linie
poligonald L; continutd in A si unind punctele a,b. Atunci L, este multime
conexa (aplicand succesiv corolarul 2 al teoremei 2.14) gi In plus, multimea

A = U Ly rezulta conexa, ca reuniune de multimi conexe avand un punct

beA
comun (anume a).

3.2.4 Notiunea de limita intr-un punct

Fixam o aplicatie f: A - Y, A C X, unde X,Y sunt spatii metrice.

Fixam de asemenea un punct a € X. Pentru orice vecinatate V a lui a
notdm V ="V \ {a}. Ne vom situa in cazul cel mai important pentru aplicatii,
anume presupunem ca a este punct de acumulare al multimii A, adicad pentru
orice vecinitate V a lui a, avem VN A # Q.

Definitia 2.7. In aceste conditii, un element ! € Y se numeste limita lui

f in punctul a (si se scrie | = lim f(x)) daca pentru orice vecinatate V. a
z€A

il in Y existd o vecindtate U a lui a in X astfel incat f(UNA) C V.

Teorema 2.17 (caracterizarea notiunii de limitd). Fie f: A=Y, AC X
st punctul a ca mai sus. Sunt echivalente afirmatiile:

(a) I = lim f(z)f(x) ("definitia cu vecinatati”);

rEA

(b) (V)e > 0 (3)d > 0 astfel incit (V)x € A\ {a}, d(z,a) < 0, sa rezulte
d(f(x),1) < e ("definitia cue — 6 7);

(c) pentru orice sir convergent de puncte din A\ {a}, =, n X a, rezultd
fzn) m¥ (” definitia cu siruri”).

Demonstratia urmeaza indeaproape pe cea a teoremei 2.1. Trebuie remarcat
ca daca exista, atunci limita este unicd (conform (c)).
In ipoteza ci a ¢ A, afirmatiile de mai sus sunt echivalente cu afirmatia:

_ _ f(x) dacd ze€ A
(d) functia f: AU{a} =Y, f(z)=
l daca x=a
este continua in punctul a. R
Intr-adevar, daca f este continua in a si V' este o vecinatate a lui f(a) =1,
atunci existd o vecinitate U a lui a asa incat f(U N (AU {a})) C V deci
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f(UNA) CV;agadar (d) = (a). Demonstram acum implicatia (a) = (d): fie
V o vecinatate oarecare a punctului f(a) = [I. Atunci din ipoteza (a) rezultd ca
existi o vecinitate U a lui a astfel incat f(UNA) C V deci f(UN(AU{a})) C V,
adica f este continua in punctul a.

Corolar 1. Fie f : A - Y, A C X si a punct de acumulare al lui A,

a € A. Atunci f este continud in a dacd $i numai dacd limita lim f(z) existd
€A

$i este egald cu f(a).

Demonstratie. Daca f este continua in a, atunci pentru orice vecinatate
Vo a lui f(a) exista o vecinatate U a lui a astfel incat f(U N A) C V, deci
cu atdt mai mult f(U N A) C V si ca atare, lim f(x) = f(a). Reciproc, fie

z€A

lim f(z) = f(a). Atunci (V)e > 0 (3)6 > 0 astfel incat (V)z € A\ {a}, sa
z€EA

avem d(f(x), f(a)) < e, de indatd ce d(z,a) < . Acelasi lucru se intdmpla si
pentru x = a, deci f este continud in punctul a.

Corolar 2. In conditiile teoremei 2.17, functia f nu are limita in punctul
a in cazul cand existd doud siruri x,, — a, x\ — a din A\ {a} si fie ca
unul din girurile {f(x])}, {f(«!)} nu este convergent, fie cd aceste giruri sunt
convergente dar nu au aceeagi limitd.

Acest fapt rezultd din punctul (c) al teoremei 2.17.

Exemple. 1) Consideram ”functia-semn” sgn : R — R,
1 daca x>0
sgnx=4¢ —1 daca z<0

0 daca =0

1 1
Limita lim sgn z nu existd, deoarece considerfm sirurile o, = —, 2/ = ——
&—0 n n
tinzand la zero si sgn (z],) — 1, sgn (a/) — —1.
2 _ 2
2) Fie X =R%, Y =R, A =R2\ (0,0) si f(z,y) = 2, (V)(2,y) € A.

.’L'2 + y2 ’
2 —y? 1 A
Limita lim ~———— nu exista, deoarece luand siruri | —,— ] — (0,0),
(Ig;’?;)g’,;“’ e +y n n
1A 1- A2 1A
A parametru real, avem f [ —, — | = —— silimita lim f | —, — | ar depinde
n’'n 1+ A2 n—oo” \n’'n
de A.
3) Presupunem Y = Rgifie f,g: A - R, A C X doud functii numerice
astfel incat |f(z)| < g(z), (V)z € A. Daca lim g(z) = 0, atunci lim f(z) = 0.

z€A €A

3 3

) x
De exemplu, lim ——— = 0, deoarece
(z,1)—=(0,0) = + 1y
(2,4)#(0,0)

(z,y) # (0,0).

Cazuri particulare. 1) In liceu a fost considerat cazul X = Y = R gi
au fost stabilite cateva proprietéti ale calculului cu limite (referitor la sumai,
diferentd, produs de functii, pastrarea inegalitdtilor la limita etc.). Acestea se
extind direct la cazul cand X este spatiu metric oarecare i Y = R.

Exista proprietati specifice ale limitelor de functii reale de o variabila reala
(limite laterale, discontinuitéti de speta I, limite improprii etc.), care au fost
studiate in liceu. Reamintim ca discontinuitatile eventuale ale unei functii
monotone sunt de speta I (adica limitele laterale exista gi sunt finite in acele
puncte, dar nu sunt egale).

2) Cazul Y = RP (p > 1 fixat) se reduce la ”limita pe componente”. Mai
precis, daca f: A — RP, A C X, a sunt ca in definitia 2.7 si dacd fi1,..., fp:
A — R sunt componentele lui f, atunci lim f (x) existd dacd si numai daca

< |x|, pentru orice

T
22 + y?

z€A
exista Iy = lim fi(x), 0 <k <psiin plus, lim f(z) = (l,..., 1)

z€EA zEA
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Demonstratia rezulta folosind definitia limitei cu giruri, precum si caracteri-
zarea pe componente a convergentei sirurilor din RP.

3) Presupunem X = RP, (p > 1 fixat), A C X si a punct de acumulare al
lui A. Fie f: A — Y o aplicatie fixata. Pentru orice vector z # 0 din R? se
poate defini limita lui f in punctul a, dupd directia lui v, anume 1%in(l) fla+tv).

—
Evident, punctele x = a + iv au proprietatea ca vectorul x — a este coliniar cu
.
Dacd | = lim f (x) existd, atunci si limita anterioard exista si este egald cu
z€EA
[ (intr-adevar, dacd ¢, — 0, atunci a + t,v — a deci f(a + t,v) = 1).

xt — 222y 4 ¢?

are limita
.’E4 + y2

Reciproca este falsd, deoarece functia f(z,y) =

in (0,0) pe orice directie, deoarece

) ) t4a4_2t3a2ﬁ+t252
i 019 = iy "

pentru orice vector nenul (o, 3) € R?, dar  lim  f(x,%) nu exista, asa cum

(z,9)—(0,0)

¢ 1A (1A
se observa luand siruri (, 2), cu A parametru real.
n’'n

. - 0 .
Observatie. Sensul precis al afirmatiei ca 0 este "nedeterminare” este
urmatorul : pentru orice element [ € R fixat, exista doua siruri z,, — 0, y,, — 0
~ A, Ip . . X . FNEVEN
astfel incat — — [; cu alte cuvinte, functia f(z,y) = — este discontinua in
n
origine gi in vecinatatea originii poate sa tinda catre orice valoare prescrisa pe
. e e . o Lo o0
anumite giruri. Similar se precizeaza sensul afirmatiei ca 0- 0o, —, 0o — oo, 1
00

etc. sunt "nedeterminari”.

3.2.5 Exercitii

1. Fie functia f : R — R, f(z) = 2%. S& se arate ci imaginea directd prin
f a unui deschis nu este neaparat un deschis.

Indicatie. Ludm D = (—1,1).

2. Se considera sirul de puncte din R?
1 <
—,n | daca n este par
n
< 1 > : .
n,— | daca n este impar.
n

Sa se arate ca girul {u,}n>1 nu are nici un subsir convergent, desi com-
ponentele sale au subgiruri convergente. Aritati cd multimea A = {(z,y) €
R?|zy = 1} este inchisia necompactd, ci u, € A, (¥)n > 1 si ci multimile
pri(A), pro(A) nu sunt inchise (pry = 7 sunt proiectiile R? — R, k = 1,2).

3. Si se arate cd functiile s : R? — R, (z,y) — z+y si p: R? - R,
(z,y) + zy sunt continue pe R2.

4. Fie f : [a,b] = R, a < b, o functie reald si 2 € [a,b] un punct fixat.

a) Presupunem ca (V)e > 0gi (V)d > 0, rezultd | f(z) — f(zo)| < &, de indata
ce x € [a,b] si | — x| < d. S& se arate ca f este constanta si reciproc.

b) Presupunem ci ()e > 0 astfel incat (V)d > 0 avem |f(z) — f(xzo)| < &
de indata ce = € [a,b] si | — zo| < 0. S se arate cd f este marginita pe [a, ].
(deci, atentjie la folosirea cuantificatorilor in definitia continuitatii cu e — d!).
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5. Fie [a;j]1<i<m o matrice de tip m X n cu coeficienti reali si M =
12520

2

Za?j . Se considerd aplicatia ¢ : R — R™, z = (21,...,z,) —
]

n
(Y15, Ym), unde y; = Zaﬂxi, 1 < j < m. Sa se arate ca
i=1

lp(@)ll < Mllzl], (V)z € R™

=1

2
m m n
Indicatie. Avem ||p(x)||? = Zyjz = Z <Z ajl-xl) <M*(2f+ ... +22) =
j=1 j=1
M? - ||z|)? ete.
Acest exercitiu da o precizare a constantei reale C' din teorema 2.7 (c).

6. Fie f : X — Y o aplicatie continua si bijectiva intre doua spatii metrice,
X fiind compact. Sa se arate ca f~! este continus.
Indicatie. f~! intoarce inchisi in inchisi.

7. Fie X un spatiu metric compact; sa se arate ca in spatiul Banach Cx
(teorema 2.11) avem || fg|| < [[f][ - [lg|l st [lf"| < [|f|]" oricare ar fi f,g € Cx
si m > 0 intreg.

8. Si se arate ca functia reald f : R — R, f(z) = zsinz este uniform
continua pe orice multime marginitd din R, dar nu este uniform continua pe
R. Functiile  — z,  — sinz sunt totusi uniform continue pe R (fiind lips-
chitziene).

9. Sa se dea un exemplu de functie reala continua gi marginita care nu-si
atinge marginile gi un exemplu de functie reala lipschitziana nederivabila.

10. Fie functia f : [0,27] — R2, x — (cosz,sinx). Si se arate ci f
este continud si ca mulgimile 4; = {22 + 3% = 1}, 4y = {22 + 9% < 1},
Az = {22 + y? > 1} din R? sunt conexe.

Indicatie. Componentele fi(x) = cosz, fa(x) = sinzx ale lui f sunt evident
continue. Apoi {22 +y%? = 1} = ([0, 27]) si se aplici teorema 2.14. Pentru
Ag, A3 se poate aplica teorema 2.16.

n
11. a) S& se arate ca orice paralelipiped inchis P = H[ai, b;] si orice bila
i=1
deschisa din R™ sunt multimi conexe.
b) S& se arate cid multimile {zy = 1}, {#? +3?> > 4, 2 —y = 1} sunt
neconexe in R2.
Indicatie. a) Este suficient de observat ci ele sunt convexe; b) se aplicd def.
2.6.

12. Fie X un spatiu metric si X3 C X o submultime nevida, cu distanta
indusa. Faptul ca o multime A C X; este deschisa sau inchisa depinde de
spatiul ”ambiant” (adicd de considerarea lui A ca submultime iIn X sau in
X1). De exemplu, ludind X = R, X; = [0,1], A = [0,1), rezultd cd A este
deschis in X7, dar nu si iIn X. S&a se arate ca proprietatea unei multimi de a
fi compacta sau conexa este independenta de spatiul ambiant.

13. Si se arate cd graficul unei functii reale continue I — R (I interval)
este multime conexi (in R?). Similar, daci g : A — R este o functie continui
si A C R? este conexi, atunci multimea {(z,y, g(z,v))|(z,y) € A} este conexi
(in R?).

Indicatie. Graficul lui f este Gr f = {(z, f(x))|z € I} si este imaginea
directd a lui I prin aplicatia continua I — R2?, x — (z, f(z)) si se aplica
teorema 2.14.
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14. Asimilim suprafata Pamantului cu o suprafati sferici X din R? (deci
X este multime conexd). S& se arate ci existd doud puncte diametral opuse
&, ¢ pe X avand aceeasi temperaturd (In ipoteza ci temperatura unui punct
variaza continuu cu punctul).

Indicatie. Pentru orice € X notdm cu 2’ diametralul opus lui z i cu
t(x) temperatura in punctul z. Se considerd functia continud f : X — R,
x — t(x) — t(z') si se observa ca f(z)f(a') = (t(x) — t(z"))(t(z") — t(z)) =
—(t(z) —t(2"))? < 0, deci conform corolarului teoremei 2.15 exista £ € X astfel

incat f(€) =0, adica ¢(&) = ¢(¢').

15. O proprietate a unei multimi dintr-un spatiu metric X se numeste
proprietate topologicd daca ea poate fi formulatd in termeni de multimi deschise
din X, utilizand operatiile uzuale cu multimi. Sunt compacitatea, conexitatea,
densitatea, proprietati topologice? Dar convexitatea in X = R™ ?

(Topologia este un domeniu de matematica care studiazi proprietitile topo-
logice ale spatiilor metrice sau ale unor spatii mai generale, cele topologice).

16. Fie f : [a,b] — R o functie monotona. Sa se arate ca multimea
discontinuitatilor lui f este cel mult numarabila.

Indicatie. Presupunem f crescatoare. Pentru orice punct de discontinuitate
x1 € [a,b] alui f se noteaza s(z1) = f(xy +0) — f(z1 —0) (saltul lui f in x1).
Sa se arate ca s(x1) < f(b) — f(a) si in general, pentru orice numar finit de
discontinuitati z1,x2, ..., zp ale lui f, avem s(z1) + ...+ s(zp) < f(b) — f(a).
Fie F; multimea punctelor de discontinuitate ale lui f, situate in [a, b] si avand

1 1
saltul > 1 si F,, multimea punctelor cu saltul cuprins in intervalul (, J ,
n'n—

(V)n > 2. Atunci multimea discontinuitatilor lui f este U FE,,, iar multimile

n>1
E,, n > 1 sunt finite.
4
% daca y # —a?
17. Se considera functia f : R? — R, f(z,y) = ¢ 2°+y
0 daca y = —x2.

Sa se arate ca restrictia ¢, () = f(x,mz) a lui f la orice dreaptd y = max ce
trece prin origine este continua in x = 0, fara ca f sa fie continua in origine.

18. Sa se studieze existenta urmatoarelor limite in origine:

: z%y . z? + 3 . 22z Z

lim ————, m -, —, lim —, lim -.
(xz,y)—(0,0) (x,y)—(0,0) (xz,y)—(0,0) z—0 z—0
@200 © Ty 200 T TYT ey ¥ o 2] secv(oy ©

19. Folosind un minicalculator, sa se completeze tabloul
x ‘ 1 0,5 0,1 0,01 0,001
ST 084147 - 0,99833

smx — 17

Se obtine astfel o demonstratie a faptului ca lirr(l)
x>0

T

3.3 Multimi masurabile in R"

In acest paragraf prezentam cateva notiuni preliminare privind méasura
multimilor in R”, extinzand in mod natural lungimile, ariile, volumele etc.
Cele spuse aici vor fi utilizate indeosebi in teoria integralei, dar ele intregesc
totodata continutul capitolului de analizd multidimensionala.

3.3.1 Volumul unui paralelipiped

Ne fixadm in spatiul R™, n > 1 si notam cu x1, x2, . . ., &, coordonatele unui
punct curent.
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Definitia 3.1. Fie un paralelipiped inchis P = [a1,b1] X ...
R"™. Se numeste volumul lui P numarul real si pozitiv

X [an,byp] din

n
Vv (P) =[] - as). (7)
i=1
Considerand cate o diviziune a fiecarui interval [aq, b1], . . ., [an, by] si ducand

prin punctele de diviziune hiperplane paralele cu hiperplanele de coordonate
corespunzatoare, se obtine o diviziune multidimensionalad o luit P, care cuprinde
un numar finit de subparalelipipede inchise (numite celule).

In figura IIL. 10a si 10b sunt ilustrate cazurile n = 2, n = 3, de altfel cele
mai des utilizate. In cazul n = 1, avem P = [a1,b] si V (P) = lungimea
intervalului P, in cazul n = 2, regasim aria unui dreptunghi si pentru n = 3,
volumul unui paralelipiped uzual.

Definitia 3.2. Se numeste retea spatiala in R" orice configuratie
obtinuta considerand pentru fiecare coordonata cate un numar finit r,ra, ...,y
respectiv de valori distincte (r; > 2, 1 <14 <n) si ducand hiperplane paralele cu
hiperplanele de coordonate corespunzdtoare; se formeazda (ri—1)(ro—1)...
(rn, — 1) celule paralelipipedice. Orice retea spatiald determind o partitie a
spatiului R"™.

Vom numi fagure n-dimensional orice multime din R” care este reuniune
finita de celule mérginite si inchise ale unei retele spatiale in R™. Agadar, orice
fagure este o multime inchisa gi marginita, deci este compacta (teorema 1.5). In
figura alaturata ITI. 12 sunt indicate cateva exemple de faguri bidimensionali.

Pentru orice fagure se poate defini volumul sau ca fiind suma volumelor
celulelor componente (pentru care se aplica formula (7)). In plus, daci Fy, Fy
sunt faguri in R™, atunci F} U F5 este de asemenea un fagure si pentru volume
avem

V(FAUF;) <V (F)+V (F), (8)

cu egalitate in cazul cdnd F; N Fy = @ (sau cand nu contine un paralelipiped
de volum nenul).

3.3.2 Volumul multimilor deschise si volumul multimilor
compacte

Fie A C R™ o multime méarginitd oarecare. C. JORDAN (1838-1922) a
avut ideea de a ”aproxima” A prin faguri Fj inclusi in A §i prin faguri F; care

includ A si a considera ca A este masurabila daca sup V (Fy) = inf V (Fy);
F1CA F2DA
marele matematician francez H. LEBESGUE (1875-1941) a largit acest concept

de masurabilitate ”inscriind” in A multimi compacte si ”circumscriind” lui
A multimi deschise din R™. Vom prezenta acest ultim concept, dupa cateva
pregatiri prealabile.

Definitia 3.3. Fie D C R”
Iui D

o multime deschisa; se numeste volumul
V(D)= sup V, F —fagure 9)
FCD
Evident, 0 <V (D) < oo.
Exemple. 1) Avem V (R") = 00 51 V (@) = 0.
2) Dacd D C R™ este un deschis mérginit, atunci existd un paralelipiped

inchis astfel incat D C P i folosind (9), rezultd cd V(D) < V(P), deci volumul
V (D) este finit.

Lema 1. Fie F' un fagure in R™; atunci V(]S") = V(F).

Demonstratie. Mai intai pentru orice fagure Fj C]T" avem F; C F, deci
V (F1) < V (F); apoi, (V)e > 0 existd un fagure Fy; CF astfel incat V (F) <

ot
L3 — P
S\
s —
0 a ) lbl X;
n=2
Fig. II1.10a
X3
P
by =
j b,
Fig. II1.10b
X
0 - - * - Xl'
n=2 =4 1'2=2
Fig. III.11a
X3
X3

n=3 1'1:2 72 1F3

Fig. II1.11b

Fig. IIL.12a
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V(Fy)+e [cici dacd F' = PyU...UP, cu P; celule paralelipipedice inchise astfel

caV(P,NP;)=0,1i+#jsialegem F; = P{ = U...P/ cu P, paralelipipedice

inchise astfel incat P}, Cﬁk $iV(Py) <V(P)+ E, 1 <k <r,rezultd Fy cF

si V(F) < V(F1)+¢]. Am probat astfel cd V (F) L sup V (F1), deci conform
FICF

(9), rezulti ci V (F) = V (F).

Definitia 3.4. Fie K C R” o multime compactd; volumul lui K este prin
definitie
V(K)= inf V(F), F — fagure. (10)
KCF
Evident, 0 <V (K) < 0.

Exemplu. Daca K este un fagure, in particular un paralelipiped inchis,
atunci se regaseste definitia data anterior.

Lema 2. Fie K un compact si D un deschis in R™ astfel incat K C D.
Atunci exista un fagure n-dimensional F astfel incat K CF si F' C D.

Demonstratie. Fie P = {P}pcp multimea tuturor paralelipipedelor inchise
o
P continute In D; atunci {P}pep formeazd o acoperire deschisa a lui K si
o

o]
din ea se poate extrage o subacoperire finita P1,..., P, a lui K. Considerand
[e]

fagurele FF = Py U...U P,, rezulta K Cﬁl U...uU jg’TCPl 0. U PT:]% si in
plus, F' C D, deoarece P, C D, 1 <i<r.

Teorema 3.1. (a) Fie Dy, Dy deschigi in R™ avdnd volum finit. Atunci
\% (Dl U Dg) <V (Dl) +V (Dz);
(b) Fie K1, Ko multimi compacte disjuncte in R™; atunci

V (K;) +V (K3) <V (K; UKo,).

Demonstratie. (a) Fie un fagure oarecare F' C D; U Dy si r > 0 ales
astfel incat (V)z € F si avem B(x,r) C D; sau B(z,r) C Dy (fig. IIL. 15).
Fagurele F' poate fi considerat reuniune de celule cu diametrul < r; notand
cu Fy (respectiv Fy) reuniunea celulelor lui F' continute in Dy (respectiv Ds),
rezultd cad ' C Fy U Fy, deci V (F) <V (FL U Fy) <V (Fy) 4+ V (F2), conform
(8) Cum F; C Dl, Fy C DQ, rezulta V (Fl) <V (Dl), A% (FQ) <V (Dg), deci
V (F) <V (D1)+V (Ds) si ca atare, sup V (F) <V (Dq)+V (D) si

FCDyUD,
aplicand (9), rezultd c& V (D; U Dy) <V (D1) +V (Ds).

(b) Alegem un fagure F astfel incat K; U Ko CF (fig. III. 16). Atunci
F este o reuniune de celule avand diametrul suficient de mic astfel incat sa
nu existe nici o celuld care sa intersecteze atat K; cat gi K. Notam cu F
(respectiv Fy) reuniunea celulelor lui F' care intersecteazd K (respectiv Ks).
Atunci F; UF, C F, FiNFy = @ g in plus, K C}c%l, Ky Cf%g. Asadar,
V (Ky) +V (K2) <V (F1) +V (F) <V (F), de unde V (K1) + V (K3) <

inf 'V (F) =V (K1 UK3), ultima egalitate decurgand din (10).
K1UK2CF

3.3.3 Proprietati ale multimilor masurabile

Fixdm o multime oarecare marginita M C R”.

Definitia 3.5. Se numeste masura exterioard a lui M, numdrul real
§t pozitiv

pe(M) = Dllglng (D), D —deschisin R (11)
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$i masura interioara a lui M, numarul real si pozitiv

wi(M)= sup V(K), K —compactin R" (12)
KCM

Lema 3. Fie M, N doud multimi marginite tn R™.

(a) Avem i;(M) < pe(M);

(b) daca M C N, atunci pi(M) < pi(N) i pre(M) < pe(N);

(¢) pe(MUN) < pe(M)+pe(N); daca MON = O, atunci pi(M)+p;(N) <
pi(M U N).

Demonstratie. (a) Fie K C M un compact; pentru orice deschis D D> M

avem K C D, deci V(K) <V (D) sideci V (K) < din{/IV (D), adica V (K) <
>

te(M), conform (11). Cum K este arbitrar, rezulta cd sup V (K) < p(M) si

KCM
conform (12), rezultd p; < pe(M).

Punctul (b) este evident.
(c) Fie (V)e > 0 fixat si D; D M, Dy D N deschisi marginiti astfel incat
V(D1) < pe(M) + %, V (D3) < pe(N) + %, deci D1 UDs D M UN si ca atare,

MUN) < u(DyUDs) = inf V(D) Vv (pyupy S
:ue( )—Ne( 1 2)_DDan1UD2 ( ) = ( 1 2) <

<V (D1) +V (D2) < (M) + io(N) + <.

Agadar, ¢ fiind arbitrar, avem p.(M U N) < pe(M) + pre(N). Restul se
demonstreaza similar.

Definitia 3.6. O multime marginita M C R™ se numeste masurabila daca
wi(M) = pe(M); valoarea comund se noteazd (M) si se numeste masura (sau
volumul n-dimensional) al lui M.

In chestiuni de m#surabilitate este esential de indicat "spatiul ambiant”.
Segmentul [—1,1] are masura 2 in R si masura 0 in R2.

Teorema 3.2. (a) Orice multime deschisa si mdrginitd D C R™ este
mdasurabila gi (D) = V(D);
(b) Orice multime compacta K C R™ este masurabild si u(K) = V(K).

Demonstratie. (a) Fie (V)D' deschis astfel incat D C D', deci V (D) <
V(D’) si conform (11), pe(D) = DinfDV(D’) = V(D). Apoi, pentru orice ¢ > 0
‘e

existd un fagure F' C D astfel incat V (D) —e < V(F). Cum F este compact,
atunci V (F') < p;(D), deci V(D) —e < p;(D) i cum € este arbitrar, rezulta ca
V(D) < js(D). Dar (D) < jue(D), deci V (D) < (D) < (D) = V(D). In
concluzie, (1;(D) = pe(D) =V (D), adica D este masurabild i u(D) =V (D).

(b) Demonstratia este similara celei de la punctul (a), folosind (12).

Din aceasta teorema se obtin deja numeroase exemple de multimi masurabile
in R*. In plus, daca M si N sunt multimi marginite masurabile disjuncte,
atunci M U N este masurabila si

u(MUN) = u(M) + u(N). (13)

Intr-adevir, conform lemei 3 avem (M) +p(N) = pi (M) +1:(N) < pug(MU
N) < pe(M) 4+ pe(N) = (M) + p(N), de unde rezultd cad p;(M U N) =
pe(MUN) = p(M) + u(N).

Inainte de a indica si alte proprietati ale multimilor masurabile, dam

Teorema 3.3 (criteriu de masurabilitate). Fie M C R™ o multime marginitd.

Sunt echivalente afirmatiile:

(a) M este masurabild;

(b) pentru orice € > 0 existd un compact K si un deschis mdrginit D astfel
incit KCM CD si V(D\K) <e.
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Demonstratie. (a) = (b). Fie M md&surabila si & > 0 arbitrar fixat. Con-
form (11) exista un deschis marginit D astfel incat V(D) < [L(M)+% si conform

(12) exista un compact K astfel incat V(K) > M(M)—%, deci V(D)—V(K) < e.
Dar D = (D\ K)UK si multimile D\ K, K sunt m&surabile disjuncte, deci con-
form relatiei (13) si apliciAnd teorema 3.2, rezulta cd V(D) = V(D\ K)+V (K),
deunde V(D\K)=V (D) -V (K) <e.

(b) = (a). Fie (V)e > 0 fixat. Alegem K si D ca in ipoteza (b). Avem
1K) < pi(M), pe(M) < (D), deci 0 < (M) — pp;(M) < (D) — p(K) =
V(D)-V(K)=V(D\K) <e, deci ¢ fiind arbitrar, rezultd p;(M) = p.(M),
adica M este masurabila.

Teorema 3.4. Fie M, N multimi marginite masurabile in R™. Atunci
mulfimile M\ N, MO N si M UN sunt de asemenea masurabile in R™.

Demonstratie. Fixam € > 0 arbitrar. Cum M si N sunt masurabile,
aplicand teorema 3.3, exista compacti K7, Ko si deschisi marginiti Dy, Do
astfel incat K; € M C Dy, Ko C N C Dy, V(Dy\ ) < g V(Do \ K) < g

Consideram deschisul W = D; \ K; si compactul L = K; \ Dy. Avem
L c M\N C Wsiin plus, W\ L este deschis iar W\ L C (D7 \ K1)U(D2\ K3).

Atunci conform teoremei 3.1,
V(WN\L)<V((Di\Ki)U(D2\ K2)) <V (D1 \ K1)+

+V(D2\K2)<%+§=a.

Astfel, conform teoremei 3.3, rezultd cd M \ N este mésurabild (cuprinsa
intre un compact L gi un deschis W avand mésura diferentei W \ L oricat de
mica). Apoi MNN =M\ (M\N)si cum M, M\ N sunt masurabile, rezulta
dupa cele deja probate, c& MNN este masurabild. In fine, MUN = (M\N)UN
gi aplicdm (13).

Observatii. 1) Relatia (13) se extinde imediat prin inductie la un numar
finit de multimi m&surabile disjuncte doua cate doud My, My, ..., M, (din R™);

i=1
tivitate finitd). Aceastd relatie poate fi extinsd mai departe la un sir infinit de
multimi mésurabile {M,},>1 disjuncte doud cate doud; anume, se poate arita

p P
anume, My U M, U ... U M, este masurabild si p (U Mi> = Z,u(Mi) (adi-
i=1

ca daca M = U M, este marginita, atunci M este masurabila si u(M) =

p>1
oo

Z pu(Mp); aceastd proprietate poartd numele de aditivitate numdrabild. Daca
p=1

{Mp}p>1 nu ar fi disjuncte doud cate doud, atunci ar rezulta p U M, | <
p>1
ZN(MP) (subaditivitate numdrabild); intr-adevar, fie Ny = My, No = My \
p>1
My,...,Ny = My\(MyU...UM,_,) etc. Avem | J M, = | N,, deci {N},>;
p>1 p=>1
fiind disjuncte doua cate doua rezulta

H UMP =p UNp :Z:U’(NP)SZ:U’(MP)'

p>1 p>1 p>1 p>1

2) Cele spuse anterior s-au referit la masurabilitatea multimilor méarginite.
O multime nemarginitd M C R™ se numeste masurabild dacd (V)r > 1 natural,
multimea marginita

M, =MnB0,r)={z € M|||z|]| <r}



3.3. MULTIMI MASURABILE IN RN 135

este masurabili; in plus, se defineste masura lui M ca fiind pu(M) £ lim u(M,)
r—>00
< oo. Sirul {u(M,)},>1 de numere reale este evident crescitor, deoarece M, C
MT+1) (V)’I" Z 1.
Se extind fara dificultate proprietatile date anterior.

3.3.4 Multimi de masura nula

Definitia 3.7. O mulfime marginita masurabila M C R™ se numeste
multime de masurd nuld (seu neglijabila in R") dacd p(M) = 0. O
multime nemdarginita masurabila M C R™ se numeste neglijabila in R™ daca
M, este neglijabila pentru orice intreg r > 0.

Teorema 3.5. (a) Dacda N C M si M este neglijabild in R™, atunci N
este neglijabila in R™.

(b) O reuniune cel mult numdarabild de multimi neglijabile este neglijabild.

Demonstratie. (a) Presupunem M méarginitd. Avem 0 < p;(N) < p(N) <
pe(M) = p(M) = 0, deci pi(N) = pe(N) = 0, deci N este masurabila si
1(N) =0 etc.

(b) Fie {Nk}r>1 un sir finit sau numérabil de multimi neglijabile; atunci

=

L UN’“ §Z,u(Nk):0,deci,u UNk =0.

k>1 E>1 E>1

Exemple. Orice punct din R™ este evident multime neglijabild (cici are
masura exterioard nuld) si aplicind teorema 3.5 (b), rezulta ca orice multime
numarabild de puncte din R" este neglijabila; in particular, Q este neglijabila
in R.

Multe alte exemple de multimi neglijabile rezulta din teorema urmatoare:

Teorema 3.6. Fizam numere naturale m < n, M o submultime marginita
din R™ gi f : M — R™ o functie lipschitziand. Atunci mullimea f(M) este
neglijabila in R™.

Demonstratie. Din ipoteza rezultd ca (3)C' > 0 real astfel incat ||f(x) —
fWll < Cllx —yll, (V)x,y € M. Fie K un cub din R™ de laturd [ astfel incat
M C K. fmpér‘gind fiecare laturd a lui K in N parti egale (N nedeterminat

deocamdatd), cubul se descompune in N™ cuburi de latura N §i pentru orice

2Cml
astfel de cub w, multimea f(M Nw) este continuta intr-un cub de laturad n

din R" (intr-adevar, dacd M Nw = @, afirmatia este evidenta, iar dacd z,a

l
sunt doud puncte din M Nw, atunci ||f(z) — f(a)|]| < Cllz —a|| < CmN si ca

[
™ (V)z e Mnw).
Cele N™ cuburi de tip w acopera K, deci f(M) va fi acoperiti de N™

atare f(x) apartine bilei centrate in f(a) de raza

2CmI\"
cuburi de latura si suma volumelor acestora va fi N™ (]\;n> =
2Cml)™
% Dar m,n,l sunt fixate gi deoarece m < n, rezultd ca alegand N

suficient de mare, expresia anterioard poate deveni oricat de mica. Astfel,
f(M) este multime neglijabila in R™ (este acoperitda de un numar finit de
cuburi cu suma volumelor oricat de micd, deci pe(f(M)) = 0).

Exemple. 1) Fie f : [0,27] — R2, ¢+ (rcost,rsint), r > 0 fiind constant;
deoarece f este lipschitziani, va rezulta cd circumferinta {22 + y? = r2} este
multime neglijabild in R2. Similar, sfera {22 + 4% + 22 = r2} este neglijabild in
R3, ca imagine directd a multimii marginite [0, 27] x [0, 7] din R? prin functia
lipschitziana f(¢,0) = (rcospsiné, rsin psin, r cos ).

2) Orice segment [a,b] in R™, n > 2 este imaginea lui [0,1] prin aplicatia
lipschitziana f(t) = (1 —t)a+tb, deci este multime neglijabila. La fel va fi orice
linie poligonald. Deci frontiera unui poligon convex este neglijabila in R2.
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Fie o proprietate relativ la elementele lui R”, adica un predicat unar pe R",
n > 1 fiind fixat. Se spune ca acea proprietate are loc aproape peste tot
(a.p.) daca multimea punctelor unde proprietatea nu are loc este neglijabila
in R™, adica multimea de adevar a acelui predicat este complementara unei
multimi neglijabile.

3.3.5 Exercitii

1. Se considers dreptunghiurile Py = [1,3] x [0,4], P> = [2,4] x [2,5] in R?.
Sa se afle volumele fagurilor Py U Py, Py \ Pa, Py \ Py, Pi N Ps.

2. Daca Py, P, sunt doua paralelipipede in R"™, sa se arate ca P, N P; este
paralelipiped; in ce caz P; \ P; sau P; U P, sunt paralelipipede ?

3. Daca M gi N sunt masurabile in R™ sa se arate ca
p(MUN) = p(M) + p(N) — p(M N N).

Indicatie. Mai intai observam ca (M \ N)UN = u(M) — p(M N N), apoi
MUN=(M\N)UN, deci y(MUN) =pu(M\ N)+ pu(N).

4. Sa se arate cd daca M este masurabilda in R" iar N este neglijabila,
atunci

p(MUN) = pu(M\N) = p(M).

5. Folosind teorema 3.6 sa se arate ca multimile urmatoare sunt neglijabile:

2
0 {5 - -1=0h el =1y R

b) frontiera oricirui paralelipiped din R3.

6. Si se arate ci orice dreaptd in R? este multime neméarginita neglijabila.
Daca P este un plan sa se arate ca proprietatea unui punct din spatiu de a nu
apartine lui P are loc a.p.

3.4 Derivate partiale, diferentiabilitate

In acest paragraf dam primele rezultate ale calculului diferential pentru
functii de mai multe variabile reale. Cazul functiilor reale de o variabila este
un caz particular si in acelagi timp, el permite testarea intelegerii dezvoltarilor
analizei multidimensionale . Reamintim c& daci o functie reald f : (a,b) = R
este derivabild intr-un punct xg € (a, b), atunci graficul lui f are o tangenta bine
determinata in punctul (xg, f(z0)), a carei ecuatie este y — f(zo) = f/(zo)(x —
Zo)- In acest caz, este definitd o aplicatie liniara remarcabila L : R — R, h —
f'(zo) - h, iar in vecinatatea lui z, aceastd aplicatie reprezinta o aproximare
a "cregterii” f(z) — f(xq), deoarece

lim f(x) = f(z0) — L(z — 20) — lim f(x) — f(zo)

T—rXTo Tr — X T—rxTo Tr — X

— f(x0)| =0

adica f(z) — f(zo) = L(x — x0) + 0(x — x0) In vecindtatea lui x.

3.4.1 Derivata dupa un versor, derivate partiale

Fixam o functie f(x1,...,2,), f: A = R, unde A este un deschis din R".

Fiea € A, a = (ay,...,a,) un punct fixat si x = (z1, ..., 2,) punctul curent
in R™. Pentru n > 2 nu se poate reproduce notiunea de derivata a lui f in
f(x) — f(a)

|z —all

punctul a din cazul 1-dimensional ca fiind de exemplu limita lim

z#a
deoarece ar rezulta pur si simplu cd functia elementara f(z1,...,z,) = a1
nu ar avea derivatd in origine, fapt inacceptabil. Conceptul de derivata este
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esentialmente 1-dimensional si de aceea, In cazul functiilor de mai multe vari-
abile reale se definesc derivate dupa directii date, mai precis dupa versori dati
(implicand si sensul !).

Fixam f: A - R, A C R™ deschis, a € A camaisussifies=(s1,...,8,) €
R™ un versor n-dimensional (adicd ||s|| = 1). Tripletului (f,a,s) i se poate
asocia o functie de o singurd variabild reala, anume

g(t) = fla+ts) = flar +ts1,...,an +tsn), (14)

definitd in vecinatatea originii; mai precis, cum A este deschis gi a € A, exista
r > 0 real astfel incdt B(a,r) C A; atunci pentru orice ¢ € (—r,7) avem
d(a+ts,a) = |la+ts—al| = ||ts|| = |t]-||s]| = |t| < r, deci a+ts € Ba,r) C A
si astfel functia g este bine definita pe intervalul (—r, 7).

Definitia 4.1. Se spune ca functia f este derivabild in punctul a dupa
versorul s dacd functia reald g : (—r,7) = R, t = f(a+ts) este derivabild in

punctul t =0 §i in acest caz, numarul real d—(a) £ ¢/(0) se numeste derivata
s

lui f dupa versorul s in punctul a (sau cu o terminologie mai imprecisd,
derivata lui f in a dupa directia s).
Retinem asadar ca

A ()~ g 80— 90) _ o Tlatts) — f(a)
ds et 10 t

Notand = = a + ts, rezulta ca vectorul x — a este coliniar cu s, iar t este
abscisa punctului z pe dreapta determinata de a si s, orientata cu ajutorul lui
s. Rezulta atunci ca

a7

P (a) = lim

; (15)
ceea ce justifica terminologia utilizata si aminteste cd avem de-a face cu o
derivatd. In cazul n = 1, identificand R cu multimea punctelor unei axe de
versor 7, rezulta ca notiunea uzuald de derivata pentru o functie f(z), f: A —
R, Intr-un punct a din deschisul A C R coincide cu cea de derivata a lui f in
a dupa versorul 7.

Revenind la situatia generald si notdnd s* = —s (versorul opus), se vede
d d d
cd daca exista d—f(a)7 atunci exista d—f;(a) = —d—f(a); acest fapt justifica de
s S s

. df e . R . .
ce derivata d—(a) este asociatd versorului s gi nu directiei s (care admite doi
s

versori). In cazul n = 1, nu trebuie confundati derivata dupa versorul 7 cu
derivata la dreapta, iar cea dupa versorul —7 cu derivata la stanga.

Exemplu. Fien =2, A =R?si

2

-y <
daca (x,y) # (0,0
flo,y) =4 2°+y® ) 7 0.0
0 dacd (z,y) = (0,0)
. VA . . .. (1 1 . 1 1
Evident, f nu este continud in origine, cici [ —,— | = (0,0)si f | —, — | =
n’ n? n’ n3
5 — o0. Totusi apare un fenomen gocant, anume functia f are derivata in
origine dupi orice versor s = (s1, $2), deoarece
d tsi,t 0,0 2 o #0
— — dacad s
l(o) = lim f( 51, 52) f( ) ) — lim 5152 — S 2
ds =50 t 0 456 4 g2
70 70 ! 2 0 dacd s9=0.
Fie {e1,ea,...,e,} baza canonicd a lui R", deci e; = (1,0,...,0), es =

(0,1,...,0),...,e, =(0,0,...,0,1). Evident e, 1 < k < n sunt versori.

Fig. IIL.18
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Definitia 4.2. Fie o functie f(x1,...,2,), f: A = R, A C R" fiind un
deschis si a = (a1,...,a,) un punct din A. Se spune cd f este derivabila
partial in raport cu variabila z; (de indice k) in punctul a dacd existd

d
d—f(a), 1 < k < n; acest numdar real se numeste derivata lui f in raport
€k
0
cu z; in punctul a $i se noteazd —f(a) sau f,, (a) sau uneori Dy f(a).

axk

Functia f se numeste derivabila partial in raport cu x; pe deschisul

0
A daca in fiecare punct a € A exista —f(a). Retinem asadar ca

axk
of . df o~ . fla+teg)— fla)
——(a) = ——(a) = lim
oy, dey, t—0,t£0 t (16)
_ lim f(ahag,...,ak+t,...,an)—f(a1,...,an)'
t—0,t4£0 t

In cazul n = 2 se noteazi cu (z,y), in loc de (z1,z2), punctul curent din
R? iar in R? se noteazd (z,y,2) in loc de (w1, 72, 23). Asadar, o functie de
doua variabile f(z,y), f : A — R, A C R? este derivabild in raport cu z si
respectiv y in punctul a = (a1, a2) din deschisul A daca exista

of , . .. flai+t,az)— flar,a2) . .
%(a) = }gl(l) " sl respectiv,
ai(a) — lim f(a17a2 + t) - f(a17a2) .

y t—0 t

Daca aceasta proprietate are loc (V)a € A, atunci derivatele partiale ale lui
f in punctul curent din A sunt (omitadnd conditia subinteleasa ¢ # 0)

%(x,y) = t N Alalvgo Ax ’ (17)
Ay )= t C Ay—0 Ay '

Notatiile Az, Ay sunt folosite mult in aplicarea practica a derivatelor
partiale, fiind asimilate cu ”cresteri” ale lui z,y respectiv. Pentru functii ele-

mentare, e f2 se calculeaza derivand f uzual in raport cu z, considerand
x

y ca parametru, iar = f; se calculeaza derivand f in raport cu y si con-

dy
siderand = ca parametru.
In mod similar se procedeazd pentru functii de trei variabile f(x,y, 2); in

conditii ca mai sus,

ai BT f(Z+ACE,y,Z)*f(£L’,y,Z)
5z ¥ 2 = i, Az

deci se deriveaza in raport cu x, considerand y, z ca parametri etc.

Exemple. 1) Fie f(z,y) = 22 + zy si a = (5,—3), A = R2. In acest caz,
aplicand (16), rezulta

g(a) i JOFE3) =163 2+ 7t 7
ox t—0 t t—0 ¢
gy @ = =5

. 0 0
In punctul curent, avem a—f(:c,y) =2r+ysi a—f(:v,y) = z §i Inlocuind
€ Y

xr =5, y = —3 regasim valorile anterioare.
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2) Dacad f(x,y,2) = 22 + sinyz, A = R3, atunci % = 2z, M
of

—— = ycosyz, in punctul curent.

0z
3) Fief(xl,...,xn):x%+z%+...+x%_1+i—n,A:{x1#O}CR”. In
acest caz, !
of Tn af af ﬁ 1

— =2z — — =2xo,...
o1 227 Oz LR
derivand In raport cu cate o variabila si considerand celelalte n—1 ca parametri.

Definitia 4.3. O functie f(x1,...,2,), f: A — R definita pe un deschis
A C R™ se numegte derivabila partial pe A daca (V)a € A si pentru orice

= zcosyz,

P) .
k, 1 <k <n, eristd —f(a). In acest caz se pot defini n functii o5 A — R,
Oz}, Oy,

a aa—f(a), (1 < k < n), numite derivatele partiale ale lui f pe A.
T,
Functia f se numeste de clasd C' pe A si se noteazd f € C1(A) dacd f este

9] 0
derivabild partial pe A si in plus, functiile 8—‘/:, ey a—f sunt continue pe A.
T T,
Se verificd imediat ca orice functie elementars este de clasa C' pe orice
deschis continut in domeniul ei de definitie. Asadar, polinoamele, functiile

rationale, exponentialele etc, compuneri ale acestora sunt functii de clasa C*.

3.4.2 Matrici Jacobiene

Fie A C R™ un deschis si F': A — R™ o aplicatie cu valori vectoriale. Fie
fi,-.., fm componentele lui F; agadar, f; : A — R, 1 < i < m sunt functii
astfel incat F(z) = (f1(z),..., fm(2)), V) = (21, 22,...,2,) € A.

Definitia 4.4. Se spune ca aplicatia F' este derivabila partial intr-un

punct a € A daca fiecare din Junctuile fi,..., [ sunt derivabile partial in a,
in raport cu toate valorile x1,...,x,. In acest caz, se poate considera o matrice
remarcabild cu m linii st n coloane cu coeficienti reali
of1 of1
——(a) ... —/(a
s (a) D, (a)
Jp(a) 2 (18)
of of
5 3: (a) 5 (@)
n

numitd matricea jacobiand a lui F in punctul « (C.G. JACOBI, 1804-
1851). Dacdm = n, atunci matricea Jp(a) este patraticd si determinantul ei se

numeste jacobianul seu determinantul functional al functiilor fq,..., f,
in punctul a gi se noteaza
D(fi,--ifn) | &
———"* " (a) = detJ . 19
D(a;l,...7xn)(a) et Ir(a) (19)

Exemple. 1) Aplicatia

2 r1 T2 fl f..2
F:A—-R% (P,0)— (pcosh,psinb),

A fiind un deschis continut in submultimea [0, 00) X R, stabilegte legatura intre
coordonatele carteziene si coordonatele polare in R2. Matricea jacobiana a lui
F' in punctul curent este

on oh
0 00
Te(p.0) p cosf —psinf
= | sing pcosf
of2 0f2

9p 00
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gi jacobianul este conform (19)

D D
DL DU — o31(00) = o0+ psin 0

Evident, aplicatia F' indica modul de calcul al coordonatelor carteziene ale
unui punct dintr-un plan raportat la un reper ortogonal, cunoscand coordo-

natele polare ale punctului.
f1 f2 f3
2) Aplicatia F': A — R3, (g;"l, IHQ, B (rsin @ cos p, rsinfsin p, r cos §) este

de clasd C! pe orice deschis A continut in submultimea [0, 00) x R? a lui R? si
jacobianul lui F' in punctul curent este

D(f1, f2, f3) o .
Do

dupi calcule imediate. In mod similar, aplicatia G : A — R3, (p,¢,2) —
(pcos p, psin g, 2) este de clasi C' in multimea A de mai sus si jacobianul lui
G este In acest caz egal cu p. Evident, aplicatiile F' si G sunt strans legate de
trecerea la coordonate sferice si respectiv cilindrice In spatiu.

3) Consideram functia F : A — R?, F(x1, 22, 73,74) = (acl + 22 In a3, 1:4)
3

definitd pe deschisul A = {z3 > 0} din R%. In acest caz matricea jacobiana in
punctul curent este

2
1 2z9lnzxg el 0
T
Jp(z) = ;’ ) , unde z = (21, X2, T3, T4),
0 0 = =
€3 T3

deci o matrice de tip (2,4). In acest caz, nu se poate vorbi de un determinant
functional asociat lui F.

3.4.3 Functii diferentiabile; notiunea de diferentiala

Fixam o aplicatie F' : A — R™ definitd pe un deschis A din R™ (m,n > 1)
si un punct a € A.

Definitia 4.5. Se spune cd aplicatia F este diferentiabild in punctul
a daca existd o aplicatie R-liniara T : R™ — R™, depinzand de a, astfel incat

lim F(x) — iia);fﬂ(w —a) _ 0. (20)

Noand cu p(z), ¢ : A\{a} — R™, raportul de sub limita anterioars, relatia
(20) se mai scrie echivalent

Fl)=Fa)+T(x—a)+ |z —all-p(x), MzeA (21)

siin plus, ili)l}l o(z) =0.

Functia F' se numeste diferentiabila pe A dacd este diferentiabila in orice
punct din A.

In general, printre proprietatile functiilor trebuie subliniate cele globale si
cele locale. Proprietatile globale se referd la un intreg domeniu de studiu (de
exemplu, marginirea, integrabilitatea, monotonia, convexitatea, continuitatea
uniford etc.) In timp ce proprietatile locale angajeazd doar valorile functiei in
vecindtatea fiecarui punct studiat; in aceastd categorie intrd continuitatea,
derivabilitatea, diferentiabilitatea. Faptul ca o functie FF : A — R™ este
diferentiabild pe A este evident echivalent cu existenta unei familii de deschisi
{4;}ier din R™ astfel incat A = U A; ¢ restrictiile F|A; s& fie diferentiabile

il
pe A;, (V)iel
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Lema 1. In conditiile anterioare, daca F' este diferentiabild in punctul a,
atunci aplicatia R-liniard T este unic determinatd prin relagia (21).

Demonstratie. Presupunem ca ar exista o aplicatie R-liniara 77 : R” — R™
astfel Incat

F(z) = F(a) + Ti(z —a) + ||z — al| - ¥(z), (V)zeA (22)

si in plus li_r>n P(x) =0.
Noténd T'— 177 = U si scazand relatiile (21), (22), se obtine U(z — a) =
||z —all-a(z), unde a = ¢ — . Fie (V)h € R™ fixat; pentru orice ¢ > 0 suficient
de mare, notind x = a + th, rezultd U(th) = ||th|| - a(a + th) si cum aplicatia
U este R-liniard, se obtine U(h) = ||h|| - a(a + th).

Facand t — 0 in ultima relatie si tindnd cont ca li_r)n a(z) = 0, rezulta ca
U(h) =0, (V)h € R", adici U = 05i T = T1.

Definitia 4.6. Daca aplicatia F' : A — R™, A C R™ fiind deschis, este
diferentiabila intr-un punct a € A, atunci aplicatia R-liniara T satisfacand
(21), se numeste diferentiala lui F' in punctul a $i se noteazd dF(a).

Conform lemei 1, aceastd aplicatie R-liniard dF(a) : R™ — R™ este unici,
depinzand numai de F si de punctul a.

Exemple. 1) Orice aplicatie R-liniard 7' : R™ — R™ este diferentabila pe
R™ gi in plus, (V)a € R™ avem dT'(a) = T. Intr-adevir, cum 7T este liniara,
rezultd cd T(z) — T'(a) — T(z — a) = 0, (V)z € R™, deci este satisfaiicuta in
mod evident conditia (20).

2) Aplicatia f : R? — R, f(z,y) = xy este diferentiabild in orice punct
a = (a1,az); anume T = df(a) este aplicatia liniara 7 : R? — R, (h,k)
ash + a1k. Este suficient sa observam ca

flz,y) — flar,a2) — T(z — a1,y — az)

lim =
(z.y)—(a1,a2) [[(x — a1,y — a2)||
_ lim xy —ajas — az(x — ay) — a1(y — ag) _o.

(z,y)—(a1,a2) Vi —a)?+ (y—a2)?
Dar aplicatia g : R? — R, g(z,y) = /22 + 32 nu este diferentiabild in origine.

Teorema 4.1. Fie F : A — R™, A C R" deschis, a € A ca mai sus $i fie
f1,- -y fm componentele lui F'. Atunci F' este diferentiabila in punctul a dacd
st numai dacd f1,..., fm sunt diferentiabile in a si in acest caz, diferentiala
dF(a) : R" — R™ are drept componente diferentialele dfi(a),...,dfm(a) ca
aplicatii R-liniare R™ — R.

Demonstratie. Teorema rezulta direct din definitia diferentiabilitaii (relatia
(21)) si din unicitatea probata in lema 1.

Din teorema 4.1. rezulta ca este suficient de considerat cazul m = 1 al
functiilor cu valori reale (lucrand pe componente).

Teorema 4.2. Fie o functie f(x1,...,2m), [+ A = R definitd pe un
deschis A C R™.
(a) Daca f este diferentiabild intr-un punct a € A, atunci [ este continud

in a; tn plus, exista d—(a), pentru orice versor s € R™ gi in particular exista
s

derivatele partiale de ordinul I, aa—f(a); anume
T

S@=af@) s SL@=df@e), 1<h<n ()
s Lk

(b) Daca f € C1(A), atunci f este diferentiabild pe deschisul A; in particular,
orice functie elementard este diferentiabila pe orice deschis din domeniul ei de
definitie.



142 CAPITOLUL 3. ANALIZA REALA MULTIDIMENSIONALA

Demonstratie. (a) Fie orice sir z,, mA a; atunci din relatia (21), rezulta
cd f(zn) = fla) + df(a)(zy, — a) + [|zn — a|| - ¢(zn), (V)n > 0 si pentru
n — oo, rezultd cd f(x,) — f(a), deci f este continud in punctul a. Pe de alta
parte, pentru orice t # 0 astfel incat [t| < r (unde r > 0 este ales astfel incat
B(a,r) C A) avem d(a+ts,a) < r, deci a+ts € A, pentru 1 < k < n; in plus,

flatts) — f(a) er.c1) df(a)(ts) +|[ts]| - p(a + ts) 4

t t = af(@) + Dotat19),
deci exista limita
i, T = arta
d 0
adica d—z(a) = df(a)(s); pentru s = e, se obtine a—i(a) =df(a)(eg),

1<k <n,cf. (16).

(b) Fie (V)a € A, a = (a1, a2, ...,a,) sinotdm = = (x1,x2,...,2,). Atunci
f@) = fla) =[f(z1,22,...,2,) — flar,x2,...,2,)] + [fla1, 22, ..., 2n)—
_f(a17a27$37"'7xn>}+"'+[f(a17a27"'aanfl7xn)_

_f(alaa/Qa v 7an71;an)] = (l’] - al)aixl(é-thw . amn)"‘

0
+(.’E2 —a2) X —f(a1,§27:c2,...,xn)—|—...+

8.132
+(Iﬂ - an)ail'n(al’ ag,...,An—1, én)7
aplicand fiecarei paranteze drepte formula cresterilor finite pentru functii de
o variabild (& fiind situat intre a; si 1,& intre as §i za,...,&, intre a,
si ©). Consideram acum aplicatia R-liniara 7' : R™ — R, definitd prin
"9 "9
T(x1,29,...,2,) = Z —f(a)mk. Agadar T(x — a) = —f(a)(:lck — ay),
b1 Oz et oxp
deci T
e 1) = f(@) =T —a)
r—a,x#a ||£L' — a||
@ea) [ @ - L)
= lim
T—a,x#a ||I — CL||
0 0
($2 - a2) |:af(a/la§2ax3a s axn) - f(a/):|
. €To 81'2
+ lim +..
r—a,x#a H.’II — CI/H
0 9]
. (xn_an) |:8I{L(a1,a27”"xn176“)_31‘7};(a):|
..+ lim
r—a,r#a ||$ — (lH

. . o o 1 —ay Tog—a
si fiecare din aceste limite este nula, deoarece rapoartele L ! , 2 2,
|lz —all” [|z — al|
Tp — @ O A . . . o
ey ||n ﬁ sunt mérginite in modul de 1, iar f fiind functie de clasa C* pe
T—a
A, parantezele drepte tind citre zero cand x — a (adicd xp — ag, 1 < k < n).

In concluzie, avem

e J@) = @) =T —a)

r—a,r#a ||£L’ — a||

207

deci functia f este diferentiabila in orice punct a € A.
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Teorema 4.2 se extinde fara dificultate la aplicatii cu valori vectoriale; punc-
tul (b) constituie cel mai utilizat criteriu de diferentiabilitate.

Teorema 4.3 (formula de calcul a diferentialei). Presupunem ca functia
flxe, ... xn), f: A= R, definita pe un deschis A C R"™, este diferentiabild
intr-un punct a € A. Atunci are loc formula

Z 8x - pr; (egalitate de aplicatii R-liniare R™ — R). (24)

Demonstratie. Doua aplicatii liniare R™ — R sunt egale daca valorile lor pe
vectorii e, 1 < k < n, ai bazei canonice a lui R™, coincid. Aplicénd acest fapt,

relatia (24) rezulta de indata ce se probeaza ca d f(a Z oz, €k)s

ceea ce rezulta imediat folosind (23) si faptul ca pr;(ex) = ]k
Din formula (24) rezultd c& (V)(h1,...,hy) € R", avem df(a)(hi, ..., hn) =
aof
i=1 81‘]‘
serva ca aplicatiile de proiectie pr; : R" — R definite prin prj(xl, ) =T
sunt R-liniare, deci d(pr;)(a) = pr;, adica dz;(a) = pr; si formula (24) se scrie

Zaf a)dz;(a

iar daca f este diferentiabila in orice punct a € A, atunci in punctul curent

are loc formula
df = E: d%

(a)h;. Relatia (24) se scrie intr-un mod mai convenabil astfel: se ob-

Exemple. 1) Pentrun = 1, fie f : I — R o functie de o variabild reala
definita pe un interval deschis I gi diferentiabila intr-un punct a € I. Atunci f
este derivabild in « gi diferentiala ei df(a) este aplicatia R-liniard R — R, care
asociazd oricarui h € R numarul real f'(a)h. In cazul n = 1, diferentiabilitatea
unei functii f : I — R intr-un punct este evident echivalenta cu derivabilitatea
in acel punct, aga cum rezultd din relatia (21), observand ca pentru orice
aplicatie R-linjard R — R, existd A € R astfel incdt T'(z) = Az; in acest
caz f'(a) = A. Pentru n > 2 se poate intdmpla ca o functie si aiba derivate
dupa orice directie Intr-un punct fara a fi diferentiabila si nici macar continua
(exemplul dat dupa definitia 4.1.)

2) Fie f(z,y,2) = 2% + xyz. Diferentiala lui f in puntul curent este

O go+ gy 4 o

dfa dy 0z

—dz = (22 + y2)dz + z2dy + xydz.

In particular, (V)a € R3, A = (a1,a2,a3) si oricare ar fi (hy, ha, h3) € R3 avem
df(a)(hl, hg, hg) = (20,1 + a2a3)h1 —|— a1a3h2 + a1a2h3.

3) Un cazan cilindric are raza bazei R = 10m gi inédltimea I = 30m. Deter-
minam cu aproximatie ” cresterea” volumului V' al cilindrului daca dimensiunile
R, I au—cresteri” de 2 cm. Asadar, V = 7R?-I, deci dV = n(2RI-dR+R?-dI)

2
AV| ~ 2. 10- — +100— ) =14 3,
gl ca atare, |AV| ~ 7r< 30-10- 100+ 00100> T cm

Observatii. 1) In conditiile teoremei 4.3, din relatia (21) rezulta formula
aproximativa

F(&) ~ £(a) + df(a)(x — a), adick f(z) ~ fa)+ 3 2 (a)(e; - ay),
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pentru orice x din vecindtatea lui a; asadar, f se aproximeaza in jurul lui
a cu o functie afind (suma unei functii liniare cu o constantd). Mai precis,
doua aplicatii f, g definite in vecinatatea punctului a se numesc tangente in a
daca f(x) — g(x) = 0(||x — al||) pentru x — «; orice aplicatie f ca mai sus este
diferentiabild in a <> exista o aplicatie afina g astfel incat f si g sa fie tangente

in a.
a (9OF of
2) Vectorul grad,f = (6371 (a),..., pr.

vecinatatea lui a, se numeste gradientul lui f in punctul a, iar multimea

(a)), unde f este de clasi C! in

n 8
Tof =14 (x1,...,2,) € R"IZBTJC_(G)(%‘ —a;) =0
j=1 """

se numeste hiperplanul tangent in a la hipersuprafata de ecuatie

flx1,20,...,2,) = f(a). Pentru n = 2 se obtine tangenta la o curba plani
data printr-o ecuatie carteziana, iar pentru n = 3 se obtine planul tangent la o
suprafatd data cartezian (fig. III. 19a gi b). Asupra acestor notiuni vom reveni.

3.4.4 Derivatele partiale ale functiilor compuse;
proprietati de calcul

Teorema 4.4. Fie F: A — B, G : B — R! doud aplicatii unde A C R,
B C R™ sunt multimi deschise. Daca F' este diferentiabild intr-un punct a € A
st G este diferentiabild in punctul b = F(a), atunci functia compusd Go F este
diferentiabild in a si in plus,

d(G o F)(a) = dG(b) - dF(a). (25)

In particular, compunerea a doud aplicalii diferentiabile este de asemenea
diferentiabild.

Demonstratie. Notam T = dF(a), U = dG(b); aceste aplicatii sunt R-liniare
T:R" - R™ U :R™ — R! si in plus, conform (21) au loc relatii de forma
F(z) =b+T(x—a)+|lz—al[- () st G(y) = G(b) + Uy = b) + |ly — bl[ - ¥(y),
M)z € A, (Y)y € B, unde lim ¢(z) = 0, lin%w(y) = 0. Inlocuind y = F(z),

r—ra y*)

x € Asitindnd cont ca F(z) —b=T(z—a)+ ||z —a|| - ¢(x), avem G(F(z)) =
G(b) + U(f(z) = b) + [|[F(z) = b]| - ¥(y) = G(F(a)) + U(T(z — a) + ||z —
all - () + [|T'(x — a)l|lz — al| - p(2)[| - Y(F(2)), adica G(F(z)) = G(F(a))+
+(U o T)(z —a)+ ||z —all - Ulp(z)) + ||[T(z — a) + ||z — al| - o(z)[|[¥(F(2))
si ultimii doi termeni tind catre zero cand  — a. In concluzie, are loc o
relatie de forma (21) pentru compunerea G o F' gi pentru punctul a si in plus,
d(Go F)(a) =U oT, adica tocmai relatia (25).

Corolar (teorema de medie). Fie [a,b] un segment in R™ gi f : A >R o
functie diferentiabila pe un deschis A C R™ care contine acel segment. Atunci
existd £ € [a,b] astfel incdt

f(0) = f(a) = df(§)(b —a).

Demonstratie. Functia g(t) = f((1 — t)a + tb) este definitd pe un deschis
in R care contine intervalul [0,1] si in plus ¢(0) = f(a), g(1) = f(b). Conform
teoremei cregterilor finite, existd ¢ty € (0,1) astfel incat g(1) — g(0) = ¢'(to)-
Conform teoremei 4.4 avem ¢'(t) = df((1 —t)a+tb)(b—a), deci f(b) — f(a) =
df(€)(b—a), unde £ = (1 —to)a + tob.

In particular, dacd normele aplicatiilor liniare df(u), u € A ar fi majorate
de un acelagi numar M > 0, atunci se deduce din teorema de medie ca

|f(b) = fla)] < M - [b—all|. (26)

Din teorema 4.4 vom deduce o regula mai practica pentru derivarea partiala
a functiilor compuse. Mai intdi vom stabilim o legdturd remarcabild intre
diferentiala unei aplicatii intr-un punct i matricea jacobiana corespunzatoare.
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Fie FF: A — R™ o aplicatie definita pe un deschis A C R", diferentiabila

intr-un punct a € A si fi,..., f,n componentele lui F'; atunci conform teore-
mei 4.1 aplicatia R-liniard dF'(a) are componentele df(a),...,df;(a). Daca
{e1,€e2,...,en} este baza canonica in R™, atunci relatiile (23) devin df;(a)(e;) =
= 8x;(a),1§i§m,1§j§n.

Reamintim ca daca T : R™ — R™ este o aplicatie R-liniara gi daca
t1,ta, ...,y sunt componentele lui T', atunci matricea

Mr = [tie;)]1gicm
se numegte matricea asociatd lui T in bazele canonice din R™, R™. Aplicand
acest fapt pentru T = dF(a), t; = dfi(a), 1 < i < m, rezultd cid ma-
tricea asociata diferentialei lui F' in punctul a este tocmai matricea jacobiand

Ofi

Jr(a) = {8 (a)] a lui F in a. Reamintim de asemenea cd asocierea
~ .
j

1<5j<n
T — My este R-liniara si ca daca T, U sunt liniare, atunci My.r = My - M,

iar o aplicatie R liniara T : R® — R™ este izomorfism <> matricea My este
nesingulara i in acest caz, (Mry)~! = Myp-1. Din teorema 4.4 rezulta direct

Teorema 4.5. In conditiile teoremet 4.4 are loc relatia
JGop(a) ZJg(b) -Jg(a). (27)

Relatia (27) concentreaza diversele requli de derivare partiald a functiilor
compuse, utilizate foarte des in aplicatiile analizei. Incazull = m = n se obtine
o relatie remarcabild intre determinanti functionali: fie y; = f1(z1,...,Zn),. ..,
Yn = fn(x1,...,2,) componentele lui F si g1(y1,---,Yn)s---r9n(Y1s- s Yn)
componentele lui G; notand cu  hi(z1,...,2,) = ¢(fi(z1,. .. 20),. ..,
fo(z1,...,20)), 1 < i < n componentele compunerii G o F, rezulta care loc
relatia

D(.Tl,...,l’n) h D(y17~--7yn) D(zl,...,xn)

Aceasta relatie rezulta din (27), aplicand faptul cd determinantul produsului
a doua matrici patratice de ordin n este produsul determinantilor acelor doua
matrici.

D ln) oy D1 00) gy Do) (28)

Cazuri particulare. 1) Fie A ¢ R, B C R? multimi deschise si f,g
aplicatii diferentiabile
AL B AR
te f(t)
(u,v) = w,
f(t) = (u(t), v(t), w = g(u,v).

Se poate atunci considera functia compusd w = w(t) prin w = (go f)(t) =
g(f(t)) = g(u(t),v(t)) si relatia (27) scrisd in punctul curent Jyop = J, - Iy

devine i) = [39 ag] . { u'(t) ] _ @u/(t) + @v’(t). / e >

ou Ov v'(t) | Ou ov w

Pentru a retine aceasta formula, este util graful (fig. III. 20).
2) Fie A C R?, B C R? multimi deschise si f, g aplicatii diferentiabile Fig. TII.20

AL 4R
(z,y) = (u,v),
(u,v) — w,

u=u(z,y), v=ov(z,y), w=g(u,v).
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Relatia matriciald (27) in punctul curent devine in acest caz

ou ou
ow o] _[ow ow] | Br By
or Oy| |0ou Ov ov  Ov
Jdr Oy
de unde
ow Ow Ou  Ow Jv . Ow _ Ow Ou  Ow 0Ov

9r Ou 0z v ox T Oy " Ou oy ov oy

care se pot retine mai ugor folosind graful (fig. 111.21).

3) Fie un con deschis C C R™ (adicd o submultime deschisd C' astfel incat
din ipoteza ca x € C, t € R, t # 0 sa rezulte tx € C; de exemplu, C' = R" este
un con deschis si la fel sunt multimile {zy > 0} in R? gi {22 +y? — 22 <0} in
R3). Fie f(x1,...,2,), f: C — R o functie diferentiabila pe C, care in plus
este omogend de grad r (adica f(tz) = t"f(z), M)z € C, V)t e R, t # 0, r
fiind un numir real fixat). In acest caz rezulti relatia

Ul Un

PO T =17 (@1 an), (DEER, t £0,(V)x = (21, ...,2) € C.

Derivand aceasta relatie in raport cu t, rezulta

%(tm) sz 4.+ %(tm)xn —r 71 f(x)

si facand ¢t = 1, se obtine o relatie remarcabild in punctul curent din C, anume

of of

:T-f(xl,...,l'n), (29)

numitd formula lui Euler pentru functii omogene.
Vom da in continuare proprietatile de calcul pentru derivata dupa un versor
si in particular pentru derivate partiale.

Teorema 4.6. Fie f(x1,...,2,), f: A —= R (A CR"™ deschis) o functie

diferentiabild intr-un punct a € A. Pentru orice versor s = ($1,...,5,) € R"
avem af of o7
&(Q):Slaixl(a)‘i’...ﬁ’sna(a). (30)

Demonstratie. Fie g(t) = f(a+ts), definitd in vecinitatea originii. Deoarece
f este diferentiabila in punctul a, rezulta ca g este o functie diferentiabila in
punctul ¢ = 0 si fiind functie de o variabild reald, exista ¢’(0), adica tocmai

g(a), conform definitiei 4.1. In plus,

ds
d d o ——
Yy =) = L@ ot =
ds de
t=0
_ | 9r / of ,
= | 9mm (1, ., xpn) - x1(t)+ ...+ pr. (1,...,2n) xn(t)} .

conform regulei de derivare a functiilor compuse, ilustrata in graful (fig. 111.22).
d
Asadar, d—i(a) = 0%{
xp=ag iz (t) = s, 1 <k <n
Teorema 4.7. Fie f,g: A — R (A C R" deschis) doud functii diferentiabile
intr-un punct a € A. Atunci f + g, \f (A € R constant), fg, f/g (9(z) #
0, (V)x € A) sunt diferentiabile in a si in plus:

0
(a)s1+ ...+ 8;;

(a)$n, deoarece pentru t = 0 avem
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(a)

S (+9)(@) = 2 (@) + (@), 5 (@) = A (a),
S (£9)(0) = S(0) 3 (@) + gl0) 3L @)
of dg
9(0) 5 (@) ~ f(a) 5 (a)
0 dzy, Oxy,
S (f/9)a) = e lsksn
) d df d d af
S 9@ = @+ T @), (N =51 (),
Lsa)a) = 1) L) + g0) L@
9@ S @)~ 7o) L) |
(f/9)(a) 5 (0 2 pentru orice versor s € R™.

()
d(f +9)(a) = df(a) + dg(a), d(Af)(a) = Adf(a),

A19)(6) = F(@)dola) + la)ds ), d(7/g)(a) = LU (),

Demonstratie. (a) Se aplica faptul ca pentru derivate partiale

0
——, con-
8$k7
siderand x1,...,Zk—1,Tk+1,.--,Ty ca parametri, au loc regulile de derivare
pentru functii de o variabila reala, cunoscute din liceu.

(b) Se foloseste relatia (30). De exemplu,
d ~ 0 S 0
L@ =Y s (f9)a) = 3 [g< 2L

k=1 k=1

:g(a)z,sk;?f Z Sk a)%(a)Jrf(a)%(a) etc.

(c) Rezultd din relatia (24) si din punctul (a) al acestei teoreme.
Relatiile din teorema 4.7 se scriu in punctul curent astfel:

0 af dg 1o} of d _ ,dg
T%(erg)*%JFT% %(f) fiJr % g(fg)*f$+

(a) + 52 (a)| =

8xk axk

+gj—£7 d(f +g) =df +dg, d(fg) = fdg +gdf, d(f/g) = W ot

3.4.5 Derivate partiale de ordin superior, diferentiale de
ordin superior

Fie f(z1,...,2n), f : A — R o functie de n variabile reale, definitad pe un
deschis A C R™ gi cu valori reale. Definitiile de mai jos se extind cu usurinta
la cazul functiilor cu valori vectoriale, cu ajutorul functiilor componente.

Definitia 4.7. Functia f se numeste: de clasd C°(A) dacd este continud
pe A; de clasd C*(A) (sau continuu diferentiabild pe A) dacd este continud
pe A si derivabild partial in fiecare punct din A, iar functiile (%J; A= R,
1 < k < n, sunt continue pe A; de clasd C?(A) daca f € C(A) si toate
derivatele ﬁ 1 < k < n, sunt functii de clasd C'(A), adicd pentru orice

Oz’
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0 0
1 <4,k <n, exista 6— <6f) in fiecare punct din A si acestea sunt functii
Tk

continue pe A.

o (0 2 0?
Derivata — / se noteaza cu pentru j#Eksgicu —5 / 5 pentru
O0x; O Zj Ox? :
j=k. Daca f 6 02 (A) se obtin astfel noi func‘gu continue
of : , .
Er. :A— R (cele n derivate de ordin I pe A) si
T
*f 2 . . .
:A— R (cele n® —n derivate mixte de ordin II pe A) si
8:17]‘626k
0 f . ) . )
el A — TR (cele n derivate nemixte de ordin Il pe A),1 < j, k < n.

J

Exemplu. Pentru f(z1,22,73) = 22 + 23 + 112273 avem

6—f—2x + zox a——Qw + 1z 4 =T
axl — 1 243, axz - 2 143, a — L1L2,
& = an =z ﬁ =z f =0 etc
02 7w 0xy 0 Ompdzy 7 0ad '

Prin inductie dupé p, se definesc functiile de clasd CP(A), p > 1 (ca fiind
functii de class CP~! ale céror derivate de ordin p — 1 sunt de clasa C'). De
asemenea se pune C°(A ﬂ CP(A). Functiile de clasd C°°(A) se numesc

>0
functii indefinit derivabilg partial pe A; ele sunt functii continue, deri-
vabile partial de ori cate ori in raport cu variabilele x4, ..., z, pe A, cu toate
derivatele partiale functii continue A — R. In mod evident, au loc incluziunile

C®(A)C...CcCP(A)cCPHA)C...c CHA) c CA).

Se poate proba fara dificultate ca pentru orice p € N U oo fixat multimea
de functii C?(A) este inel comutativ cu element unitate, relativ la operatiile
uzuale de adunare gi inmultire a functiilor A — R (A fiind un deschis fixat din
R™), dar un inel neintegru.

In cele mai multe aplicatii ale analizei apar functii de clasa cel mult C2.
In cazul unei functii f (x,y) de doud variabile reale de clasi C? pe un deschis
A C R?, derivatele partiale de ordin I si II sunt uneori in mod specific, anume

Lop _of _®f_ 0 (opy ,_ o _ o (of
p_8x7q_3y’ 022 Oz \ox)’ Oyr Oy \Oy

si
2
= (’i’gy = % <g£> notatiile lui G. MONGE, (1746-1818).
2
Vom vedea In teorema care urmeaza ca s = (‘fxgy ay <gf>7 adici

pentru derivatele mixte de ordin II se poate interverti ordinea de derivare.
Teorema 4.8 (H.A. SCHWARTZ 1843-1921). Fie f(x1,...,%n),
f: A= TR o functie de clasi C*(A), A fiind un deschis din R™. Atunci
0% f 0% f
a) = a
6Ijal‘k al‘kaxj

in orice punct a € A gi pentru orice j, k (1 < j k <mn).

Demonstratie. Stabilim in prealabil o lema, care este de fapt un caz par-
ticular al teoremei.
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Lema 2. Fie g(u,v),g: B(0,r) — R o functie de clasd C? pe o bild B(0,r),

r > 0 centratd in originea din R%. Atunci
0%g (0,0) = 0%g
oudv ' Ovdu

Demonstratia lemei. Se considera expresia

(0,0).

E = g(u,v) — g(0,v) — g(u,0) + g(0,0), (¥)(u,v) € B(0,r).
Notand ¢ (u, v) = g(u,v) — g(u, 0), ¥ (u, v) = g(u,v) — g(0,v), rezultd
E = [g(u,v) — g(u,0)] = [9(0,v) — g(0,0)] = p(u,v) — (0,v)  (31)
si similar
E = [g(u,v) = g(0,v)] = [g(u, 0) — g(0,0)] = ¢(u,v) = ¢(u,0)  (32)

Aplicand teorema cregterilor finite pentru v fixat, din relatia (31) rezulta
Op dg dg
E = —_ = —_— —
uau(é-hU) u 8’&(51’1}) 8’&(5170) )

deci aplicand din nou teorema cresterilor finite, rezultd £ = uwv—— (51,52)

unde &; este cuprins intre 0 si u, iar & intre 0 si v. Rationand bumlar pornind
2

de la relatia (32), rezultd ca E = uwv

(€3,&4), unde &3 este cuprins intre

0 si u, iar & intre O §1 v. Comparand cele doua expresii pentru FE, rezulta

. 0 8 : o
o (€1:62) = o (€. 60). punctele (€1,62) i (€5,&) apartinand drep-
tunghiului hagurat 1 1n ﬁg III. 23; facand (u,v) — (0,0), aceste puncte vor

0% . % )
Dud 81}8 (g fiind
(0 0) si lema

tinde catre (0,0) si tindnd cont de continuitatea lui

o . o w g
resupuss functie de clasa C?), va rezulta ci 0,0
presupusa funct ) 5u9s 00 = 55~
este probata.
Revenim la demonstratia teoremei. Cazul j = k este evident; presupunem
J # k, de exemplu j < k. Deoarece A este deschis si a = (a1,as,...,a,), a € A,

existd r > 0 astfel incét B(a r) C Ain R™. Pentru orice punct (u,v) € B(0,r)

in R? rezultd u? + v? < 2. Notand cu {ey,ea,...,e,} baza canonicd in R",
rezulta ca
d(a + uej + beg, a) = ||a + ue; + ver — a|| = ||ue; + ve;|| =

= HO,...,O,?ﬂ,O,...,Z,O,...,O)|| =VuZ+v2<r,

deci a + ue;j +ver € B(a,r) C A si ca atare, se poate defini in bila B(0,r) din
R? functia g de clasd C?, ca si f, punand g(u,v) = f(a + ue; + vey) =

= f(gﬁ, ey ji Uy .o, Ak ﬁ v,.. ., ZELZ) Conform regulii de derivare a functiilor
compuse, rezulta
dg of 9%g __*f
9 (u,v) = oz, ——(a + ue; + vey), Doda (u,v) = Dz, (a + uej + vey),
dg of 9%g o*f
9000 = gy latues tven) g (0] = G (@t ues +ver).
j
Inlocuind u = 0, v =0, va rezulta
0 f d%g 0% f d%g
0,0 i = 0,0);
0z ;0xy, = vdu (0.0) s Oz, 0z (@) 8v8u( 0);
2 2
aplicand lema 2, rezultd in final c& o F (a) = o7

Oz 0z, 0x0x; @

+{o,0)

(w0

Fig. I11.23
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Definitia 4.8. Se numeste multi-indice (sau n-indice) orice sistem or-

donat o = (o, ...,q,) de numere naturale, adicd un element din N*, n > 1
fiind fixat. Pentru orice multi-indice « € N", o = (a1, ..., Q) intregul |a] =
ag, ...,y se numeste ordinul lui a.

De exemplu, (4.7) este un 2-indice de ordin 11, iar (4,1,0,2) este un 4-indice
de ordin 7.

Dacd f(x1,...,2n), f: A — R este o functie de clasa C?(A) pe un deschis
A C R", atunci pentru orice n-indice a = (o, ..., ay) cu |a| < p este definita

olal f

0z 0xs? ... Oxp™
succesiv f de a,, ori in raport cu z, de a,_; ori in raport cu x,_; etc. si
de a ori in raport cu xy. Aceastd functie se mai noteaza cu D®f. Aplicand
teorema 4.8 a lui Schwartz, rezulta ca pentru orice permutare ¢ a numerelor
1,2,...,n, avem D*f = D f in fiecare punct din A, adici

functia : A — R de clasi CP~l*l(A), obtinutd derivand

ololf ololf

a1 an T Qg (1) Qg (n) *
Oyt ... 0z Ow, () ... 0z,

of _ 9 L
oxdy  Oyox’

De exemplu, pentru o functie f(x,y) de clasa C? avem

pentru o functie f(z,y) de clasa C® rezulta,

a?*r 8 f 0f *fr 0 Of e

0x20y  OxOydxr  O0xdy?’ 0xdy?  Oydzdy  O0y20x ¢

Asocierea D : CP(A) — CP~1el(A), f — D*f, se numeste operatorul de
derivare de multi-indice «; mai general, se numeste operator diferential liniar
de ordin < p pe A orice combinatie liniara Z ao (X1, .., xy) - DY, cu ag,

la|<p
functii continue A — R. De exemplu, in cazul n = 2, un operator diferential
extrem de important este A = D20 4 D@0 adica A : C?(A) — C°(A),
02 0?
f— 8720 + a—é = Af, numit laplacianul in doud variabile (dupa numele
T Y
lui P. LAPLACE, 1749-1827).
Definim acum pe scurt diferentialele de ordin superior.

Definitia 4.9. Fie f(x1,...,2,), f : A — R o functie de clasid C? pe un
deschis A C R™. Pentru orice punct a € A, are sens diferentiala I a lui f
in a (conform teoremei 4.2, (b)), anume aplicatia liniard

df(a):R”%R,Q:(hl,...,hn)wi8fl(a)~hi. (33)

De asemenea se poate considera forma patratica

o f

O0x;0x;

d*f(a) :R" 5 R, h=(h1,....hp) = Y

1<i,j<n

(a) . h,’hj. (34)

numitd diferentiala a IT-a a lui f In a. Matricea

H:[ >

@)
0205 " " | 1<ij<n

asociatd formei pdtratice d* f (a) este o matrice simetrica, numitd hessiana lui
fin a (O. HESSE, 1811-1874).
Observand ci h; = pr;(h) = d(pr;)(a) = dz;(a), rezultd in mod simbolic
relaiile
— af 2 0% f
df = —dz;, d°f= dx;dz; , 35

1<i,j<n
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al ciiror sens riguros il constituie (33), (34).

Exemple. 1) Daci f(z,y) este o functie de clasi C? pe un deschis din
R2, atunci in punctul curent din acel deschis au loc, cu notatiile lui Monge,

relatiile
of of

df = 8zd +6—dy pdxr +¢gdy
0*
f =25 f o g dxdy+5£dy =rda® +2sde dy + t dy?,

cu conventia de notatie do-dz = dz?, dy-dy = dy?. Evident, dacd f(x,y) = ,
atunci df = dz, d*f = 0, iar daci f(z,y) = y, atunci df = dy,d*f = 0.

2) Fie f(z,y,2) = 2 + 2y — 2% si a = (1,1,0). Atunci conform (35) avem
df = 2z +y—22)de+xdy —222dz, d*f = 2d2? + 2de dy — 4z dz dz — 22d22.
Diferentialele I gi IT ale lui f in punctul a sunt, conform (33), (34), aplicatiile

df(a) : R® = R, (hi,ho, hs) > 3hy + hy  si

d*f(a) : R® = R, (h1, ha, hs) — 2h2 + 2h1hy — 2h2.

Pentru o functie de clasi CP(A), p > 3 se pot defini diferentiale dbr 3 <
k < p, de exemplu, d®f(a) : R* = R, a € A este forma cubici

»Pf
(ha,.ohn) = Y e 8xk( Vhihjhy.
A

1<i,5,k<n

Putine sunt problemele practice care utilizeaza diferentiale de ordin > 3.

3.4.6 Extremele locale ale functiilor de mai multe
variabile reale

Fie f(x1,...,2,), f : A = R o functie valori reale, definita pe un deschis
ACR™

Definitia 4.10. Un punct a € A se numeste punct extrem local al lui
f daca exista o bila B(a,r) C A, centratd in a, unde diferenta f(x) — f(a)
are semn constant; mai precis, punctul a = (aq,...,a,) se numeste punct
de minim (respectiv maxim) local al lui f dacd pentru orice punct x =
(x1,...,2pn) din acea bild, avem f(x) > f(a) (respectiv f(z) < f(a)).

Definitia 4.11. Un punct a € A se numesgte punct critic (sau stationar)
pentru functia f dacd f este functie diferengiabila in punctul a si in plus,
df(a) =0

Teorema 4.9 (teorema lui FERMAT). Dacd functia f este diferentiabild
intr-un punct a € A, care este punct de extrem local al lui f, atunci acest punct
este critic pentru f.

Demonstratie. Fixam un versor s € R™ oarecare. Alegand r > 0 astfel incat
diferenta f(z) — f(a) sa aiba semn constant pe o bila B(a,r) continuta in A,
se poate considera functia reald derivabila

g:(-rr) >R, g(t) = flatts)
Asgadar, diferenta g(t) — ¢g(0) are semn constant pentru orice t € (—r,7)

deci t = 0 este punct de extrem local al lui g si conform teoremei clasice a

d -
lui Fermat, rezultd ¢’(0) = 0, adica d—f(a) = 0. In particular g—f(a) = 0,
S Lk

1 <k <ngica atare, df(a Za a)dxy = 0.

Reciproca teoremei 4.9 este falsa, de exemplu, luaim A = R?, f(x,y) = zy
si a = (0,0). Evident, g—f(a) = g—f(a) = 0, adica df(a) = 0 si a este punct
€ Y
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critic pentru f, dar diferenta f(z,y) — f(0,0) = 2y nu are semn constant in
nici o bild centratd in origine, adicd (0,0) nu este punct de extrem local pentru
f.

Din cele spuse mai sus, rezulta direct urmatorul

Corolar. Dacd f(z1,...,z,) este o functie de clasi C* pe un deschis
A C R", atunci extremele locale ale lui f in A se afld printre solutiile situate
in A, ale sistemului

of of
— vy ) =0,..., =——(21,...,2,) =0. 36
D1 (T1,.- s 2n) oz, (21 Tn) (36)
Exemplu. Extremele locale ale functiei f(z,y) = 2® +y® — 3zy, A = R?
0 0
se afla printre solutiile sistemului a—i = 0, 8—:]; = 0, adica 322 — 3y = 0,

3y? — 3z = 0, deci se afld printre punctele (0,0), (1,1).

In cele ce urmeazi, vom indica conditii suficiente de extrem (teorema 4.9 gi
corolarul ei dau numai conditii necesare de extrem !); cu alte cuvinte, vom da
un criteriu de a decide care din punctele critice ale unei functii sunt puncte de
extrem ale ei. In prealabil, este necesar analogul multidimensional al formulei
lui Taylor (teorema II. 4.8).

Daca f(z1,...,2n), f : A — R este o functie de clasda CP(A4), unde A C R

este o multime deschisa si daca fixdm un punct a = (a,...,a,) € A, se noteazi
To(z) = (21 — al)%(a) +.o+ (Tn — an)%(a), M)z € A.

Fie [T,(2)]*®), 2 < k < p, puterea simbolicd a polinomului T,(x), obtinuta

k
aplicand formula tip binomul lui Newton, cu conventia de a inlocui ( 3 (a))
T

w o (L) L P, (U ) (L)

oxk 8xf_18xj
ok f S <
cu ————(a) etc. Cu aceste precizdri, probam
Ox;” "0

Teorema 4.10 (formula lui TAYLOR). Fie f, A, a € A ca mai sus, [ fiind
de clasa CP(A). Alegem r > 0 astfel incat B(a,r) C A. Atunci pentru orice
x € B(a,r) existda un punct £ € [a,x] astfel incdt

1 1 )
flz) = f(a)JrﬂTa(I)-Fj[Ta(x)]()+...+

|
H[Ta(w)](),

(37)

unde in puterea simbolicd [T (x)]®), derivatele de ordin p sunt calculate in
punctul €.

Demonstratie. Fixdm un versor s = (81,...,5,) € R™. Atunci pentru
orice t € (—r,r) avem a + ts € B(a,r) C A sl se poate considera functia
g(t) = fla+1ts) = flar +ts1,...,an + ts,); cum f € CP(A), atunci g este de
clasa CP(—r,r) gl in plus avem

of of
! _ ) . )
git) = o, (a+ts)- s —|—...—|——8$n (a+ts) - 5n,
*f 2 f
1" _ X 2 )
g't) = 76:5%( +ts)- sy + 02102, (a+ts)-s1824+...+
32f 32f ) ) @
¥ Bmaadw, @) e ¥ g (et s =01

g"(t) =[] ete.
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Aplicdnd pentru functia g formula Mac Laurin (cor. 3 al teoremei 4.8, din
Cap. 2), rezulta ca (V)t € (—r,r) existd & intre 0 gi ¢ astfel incéat

t2 tp—l

g(t) = g(0) + %g’(O) + 570" (0) 4.+ >

0+ 26 60).

Inlocuind a + ts = =z, rezultd ts; = x1 — a1,...,tS, = Tp — Gnp. Avem

g'(0) = (%fl(a)sl o+ %(a)sn, g"(0) = [¢'(0)]®,.... g% (&) = [¢' ()] P
deci tg'(0) = Tu(z), t29"(0) = [Tu(x)]® etc. si luand &€ = a + &ys, se obtine
tocmai formula (37).

Formula (37) este numitd uneori dezvoltare pand la ordinul p—1 a lui f in
Jurul punctului a (seu dupa puterile lui z1 — aq, ..., 2z, — a,). Aceeasi formuld
permite o estimare pentru cresterea f(z) — f(a).

Observatie. Fie f o functie de clasa C'*° intr-o vecinatate a unui punct
a € R™; functiei f i se poate asocia ”seria Taylor” in punctul a

3 L@ = fa) + LT + ST+

1
p=o

Daci aceasta serie este punctual convergenta i are suma f(x) In vecinatatea
lui a, se spune ca f este analitica reald in punctul a.

Corolar 1. Daca f € CP(A), A C R"™ deschis, atunci in vecindtatea
oricarui punct a € A are loc formula

T,(2) o]

e To@)® ..+ (Ta@) D +0(l[z—al 7).

f(@) = fla)+

(p—1)!

Corolar 2. Fie A C R? un deschis si f(z,y), f: A — R o functie de
clasa C%(A); atunci pentru orice punct (z,y) din vecindtatea unui punct fizat
a = (zo,y0) € A, are loc formula

[l y) = f(zo,90) + % {(m — 20) (gii)o + (¥ — ) (g;j)(j +

= (5h) 2 == () + 6=’ (gyf)j ,

unde & este un punct situat pe segmentul unind a cu punctul (z,y), adicd existd
0 <0< 1 astfel incat

§=((1=0)xg+ 0z, (1—0)yo +0y) = (zo + 0(x — x0), yo + Oy — vo))-

+ %

Exemple. 1) Dezvoltam f(z,y) = ysinzy, in jurul punctului a = (0,7)

- : : g 9f s of & Pf
pana la ordinul doi. Avem f(a) = 0, 50 (a) = 7%, 9y (a) =0, 92 (a) =0,
ﬁ(a) =0 0°f (a) = 2m, deci conform corolarului 1, avem y sin ry = m2x +
3y2 ] amay - I ) Y Y=
mz(y — x) + Ra, (V)(z,y) € R? unde

_ 1] 50°f 2 > f

3f 3f

— )2 — 3L
+30ly = 1P O + - PG @)

¢ fiind situat intre (0,7) si (z,y).

2) A liniariza o functie f € C'(A), A C R™ in jurul unui punct
a € A inseamna a considera aproximarea f(z) ~ f(a) + To(z), pentru orice
z din vecindtatea punctului a. De exemplu, liniarizata functiei f(x,y,z) =
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Va2 +y?+ z2coszy In jurul punctului a = (7, 1,0) este functia de gradul
intai

fla)+ =5 @+ (- Do)+ (- 05 @) =
T 1
= /2 +1- Tﬂ(ﬂf—ﬂ) - Tﬂ(y_ 1) = —Tﬂ(smr—&-y)

iar liniarizata lui f(z,y) = 2zy + ye® in jurul lui a = (0, 1) este 3z +y — 1.
Acest procedeu este utilizat in liniarizarea unor procese fizice sau tehnice,
dacd astfel de procese sunt descrise prin functii f(z1,...,2,), unde z1,...,x,
sunt parametri de stare.
Revenim la problema initiala a extremelor locale. Este necesara urmatoarea

Lema 3. Fie [a,J]1<”<n o matrice simetricd de numere reale (a;; = aj;
V)i, j) si p(x Z a;jx;xj, * = (x1,...,&,) forma patratica asociatd.
1<4,j<n
Daca ¢ este pozitiv definitd (adica o(x) > 0 pentru orice v € R™, x # 0),
atunci existd A\ > 0 real astfel incat o(y) > MN|y||?, (V)y € R™.

Demonstratie. Fie S = {z € R"|||z|| = 1} = {(21,...,2,) € R"[2? +
.+ 22 = 1} sfera unitate din R". Evident, S este o multime inchisd si
marginitd in R™, deci este compactd (conform teoremei 1.5). Deoarece functia
¢ : R™ — R este continud (polinomiald in 1, ...,x,), ea este marginita si isi
atinge marginea inferioara pe S (conform teoremei 2.10). Fie A = ;Ielgga(x),

agsadar, existd £ € S deci £ # 0, astfel incat A = p(¢). Din ipoteza ca ¢
este pozitiv definita, rezulta A > 0. Asadar, (V )x € S avem ¢(x) > A. Fie
(V)y € R™. Daci y = 0, atunci evident p(y) > X - ||y||>. Dacd y # 0, atunci
Y S, deci <p< ) > A 1 ——p(y) > A si se obtine inegalitatea din
[l WE) = TP

enunt.

Teorema 4.11. Fie f(x1,...,2,), f: A — R o functie de clasd C? pe un
deschis A C R™. Fie a un punct critic al lui f (adica df (a) =0). Dacd forma
patratica d*f(a) este pozitiv definitd (respectiv negativ definitd), atunci a este
punct de minim (respectiv de mazim) local pentru f.

Demonstratie. Presupunem ci forma patraticid (34) este pozitiv definita.
Conform lemei 3, aplicata pentru y = x — a, exista A > 0 real astfel ca

& f(a)(z —a) = Az —al|*. (38)
Pe de altd parte, conform formulei lui Taylor (37) pentru p = 2, avem
f(@) ~ f(a) = Tu(a) + 3, (39)
unde of of
Tu(@) = (@1 = 1) (@) + -+ (@0 — 0) 52 (a)
si
R=|(x1 — al)ngJg(g) +2(x1 —ay) (2 — az)('?a?;fxg

2
+o (T — an)2§x£(g) ,
unde £ € [a,z]. Deoarece a este un punct critic, rezulta ca df(a) = 0, deci
%(a) =df(a)(er) =0, 1 <k <n, deci T,(z) = 0. Apoi, deoarece f este de
O2f  0%f o2 f

class, C?, functiile o 2, o el sunt continue, deci
il :L‘g Ty

o°f
ox?

0% f

R= (fEl — a1)2 83}18332 a

(a) +2(z1 — a1) (w2 — az)
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32 2f _ _ 42 _ 2
A (@0 —an)? 55 +0(||z — al|?) = d* f(a)(z — a) + 0(|[x — a][*).
(3

8) arata ca

f(@) = fla) = SR

Y

ox
Atunci relatiile (39),
1
2

1 2 2
5 Cf(a)(z —a) +0(z) - [l —al|* 2

(5+0@) llo-alr

A
unde lim f(x) = 0. Deoarece A > 0, se poate gési r > 0 astfel incét 3 +0(x
r—a

)
0, pentru orice « € B(a,r). Asadar, din relatia (40) rezulta ca f(x) — f(a) >
pentru orice x € B(a,r), adicd a este punct de minim local pentru f.
Cazul punctului de maxim se trateaza similar sau se considera —f.

(40)

Y

>
0

Observatii. 1) Din algebra liniari, se stie ci forma patratics d*f(a) este
pozitiv definitd (respectiv negativ definitd) daci matricea ei asociata, adica

. 0? . o .
hessiana H = { 3 6f (@) |)1<i,j<n are toate valorile proprii strict pozitive

L0 -

(respectiv toate valorile proprii strict negative). Matricea H fiind simetrici,
toate valorile ei proprii sunt reale. In acest mod, este indicat un criteriu pentru
aplicarea teoremei 4.11. Daca H are valori proprii atat pozitive cat gi negative,
un punct critic a nu este extrem local pentru f.

2) Cazul n = 2 al unei functii f(x,y) este simplu cu deosebire. Se determina
punctele critice ale lui f in deschisul A C R? respectiv, rezolvand sistemul (36)

o .. Of of
corespunzator, adica — = 0,

oz 8y

critic, se calculeazi d?f(a) = r da? + 2s dz dy + ¢ dy?, cu r, s, ¢ calculate in a.

Daci 7t — s2 > 0, r > 0, atunci forma pétraticd d°f(a) va fi pozitiv definita,

deoarece (V)(u,v) € R%\ (0,0),

= 0. Daca a € A este un astfel de punct

2 t— g2
d?f(a)(u,v) = ru® + 2suv + tv? = r {(u + fv) + 7“2802:| > 0;
T r

teorema 4.11 arata ca in acest caz, punctul a este de minim local pentru f;
similar, daca 7t — s > 0, r < 0, atunci forma patratica d2f(a) este negativ
definita si punctul a este de maxim local. Daca 7t — s < 0, atunci forma
pitratica d? f(a) nu este nici pozitiv definita si nici negativ definitd iar din
relatia (39) rezultd cd diferenta f(x) — f(a) nu are semn constant pe vreo
vecinatate a punctului a; acest punct este critic, fara a fi extrem local. In cazul
rt — s? = 0 este necesard evaluarea directd a semnului diferentei f(z) — f(a),
utilizdnd dezvoltarea Taylor a lui f(z) de ordin superior in jurul punctului
critic a.

3) Fie K C R™ o multime compacta si f o functie de clasd C! pe un deschis
care contine K. Extremele globale ale lui f pe K sunt atinse in puncte din K.

o
Daca aceste puncte apartin lui /K, atunci ele sunt in mod necesar puncte critice
si pot fi determinate ca atare, aplicand teorema lui Fermat. Daca ele nu apartin

lui K atunci ele apartin multimii K\ K adica frontierei lui K sunt necesare
alte metode pentru determinarea lor (de exemplu, metoda multiplicatorilor
Lagrange care va fi dezvoltata ulterior, in cazul cand Fr K este datd prin
ecuatii carteziene).

Exemple. 1) Determinidm extremele locale ale functiei f(x,y,z) = 22y +
yz + 322 — 22 in R3. Punctele critice se obtin rezolvand sistemul

ﬁ:23:3/—&—32:0
ox

of _ 2, _
a—y—x +2=0
8f:y722:0,
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care admite o singura solutie, anume a = (2, —8, —4). Atunci matricea hessiana
asociati lui d®f(a) va fi

0% f 0% f 0% f T
_ 0% f 0% f 0%f _
H = 920y (a) a—yz (a) 902 (a) | = 4 0 1
o2 f o2 f o2 f 0 1 -2
| 0x0z (a) 0y0z (a) @(a)

Valorile proprii ale lui H vor fi radacinile polinomului
P()\) =det(\Us — H) = X3 + 182 + 15\ — 48.
Acest polinom are atat radacini pozitive, cat si negative, deci a nu este punct
de extrem local al lui f.
2) Determinam extremele locale ale functiei f(z,y) = x+y+4sinzsiny in

3 3 - 0
deschisul A = ( 0, o x [0, o din R2. In acest caz, —
4 4 or

50 = 1 + 4sinxz cosy si punctele critice vor verifica relatiile sinycosz =
Y

1 1
sinx cosy = T deci sin(z + y) = —3 sin(z — y) = 0 si unicul punct critic

=1+4cosxsiny,

T 7 . 0?
in A este a= (17;1;) In plus, r = a—xJ; = —4sinzsiny, s = 4cosx cosy,

t = —4sinxsiny, deci in punctul a, avem rt — s> > 0 si r < 0, adica punctul
a este maxim local pentru f.

3.4.7 Exercitii

1. S& se calculeze, pornind de la definitia, —f( ), 8—f( ) pentru f(z,y) =

Oz
= 2% + 3zy In punctul a = (1, 2).

2. Si se calculeze derivatele de ordin I ale functiilor f(z,y) = = arctgg,
x
2

2

Fe.y) = a®+y*n = fla,y) =sin 2 +cos 2, f(r,y,2) = a®4yz?+zem
X

Tn

T1,22,...,Tn =22 +ai+. -an —i—i
f(l 2 ) 1 2 1 .t

deschisul maxim pe care functiile sunt deﬁmte

, In punctul curent din

3. Se considerd functia f(z,y,z) = 2? + 2y® + 3z% §i punctul a = (2,1,1).
11—k

7
4. Si se studieze existenta derivatelor partiale ale functiei f : R? — R
definita prin

d
Sa se calculeze d—f(a), unde 5 =
s

Py

——— daca (z,y) # (0,0
flag) = 7 A
0 dacd (z,y) = (0,0)
in diversele puncte din R? si dupa diverse valori ale lui p > 1. Si se arate ca

pentru p = 1, functia f nu este continua in origine, dar are derivate partiale
in acest punct.

5. a) Care sunt versorii s, astfel incat pentru functia f(z,y) = +/xy? s
df
iste —(0,0) 7
existe ds( ,0)
b) Fie f(z,y,2) = 22 + y> + 2% si a = (1,0,2). Dintre toti versorii s si se

afle cel pentru care d—(a) este extrem.
s
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7+ 2k
vk
6. Sa se expliciteze matricea Jp In punctul curent, pentru fiecare din
aplicatiile urmatoare:

Raspuns. a) 5 =1, £7; b) § ==+

F(z,y) = (2 +y, 2 +y°), F(z,y) = (zy,ysinz,z+y),

F(z,y,2) = (zy,yz°), F(x,y,2) = (zyz, 2y, z).
7. Se considers functiile f, g : R? — R definite prin

T dack (z
Flay) =4 VE2+y? acd  (z,y) # (0,0)
0 daca  (z,y) = (0,0)
. 1 5
g(z,y) = (22 + y?) sin o dacid (z,y) # (0,0)
0 daca (z,y) = (0,0)

S& se arate cd: a) f este continud gi admite derivate partiale in toate
punctele din R?, fard a fi diferentiabild in origine; b) g este diferentiabild in
R?, dar nu este de clasi C! pe R2.

8. a) Fie functia f(z,y) = 2* + xy? si punctul a = (1,2). Si se calculeze
derivatele partiale de ordin I, IT ale lui f In a, precum si diferentialele df(a),
d?f(a).

b) S& se calculeze df, d?f in punctul curent pentru fiecare din functiile
flzy) = 2%y, f(z,y) =2+ Iy, f(z,y,2) =2y

9. Fie f,g: A — R, A CR" deschis si a € A fixate. Sa se arate ca daca f

este continud in a si g este diferentiabila in a, g(a) = 0, atunci produsul fg
este functie diferentiabild in a.

10. Se considera functia f : R2 — R, definit& prin
22y — zy?

flay) =4 2+
0 dacd (z,y) = (0,0)

dacd (z,y) # (0,0)

0% f 02 f
Oxdy (0,0) # Oydzx

S4 se arate ci f este de clasa C! in R? si ci (0,0). Cum

se explica 7

1 _ (m—;)"’ S5 te o
e 4a%t . 53 se arate ca
2av/ Tt
. e e . Ou ,0% . )
in fiecare punct (z,t), t > 0 este verificata relatia — = a“*—— (numita ecuatia

ot Ox?

caldurii, u(z,t) reprezentand in anumite conditii temperatura la momentul ¢
in punctul curent x al unei bare).

11. Fie a,b > 0 constante reale si u(x,t) =

12. S& se arate ca pentru fiecare din functiile f : A — R, f(x,y) = e cosy,
A=R?%*4i f(o,y,2) = ————, A =R3\ (0,0,0), laplacianul Af este
/1'2 + y2 + 22

nul in fiecare punct din A.

13. Fie f(x1,...,2,) = (1), unde r = /2?2 + ... + 22 si ¢ este functie

< oo < D*f i
de clasa C? in intervalul (0,00). Sa se calculeze Af = ——5 + ... 5 sisa
Oxy 0x2
determine ¢(r) astfel incat Af = 0; discutie dupa n.
o 82 /" /
Indicatie. Avem axfk = ¢'(r), 81:J2,: = Lprgr)mz—i— LPT(;) (r*—a2),1 <k <n,
~ 1)
deci Af =" (r) + (n=Del(r) etc.

r
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14. Fie A C R™ un deschis si f € C*(A). Si se probeze ca d(f*) =
kff=ldf, k > 1 intreg, d(ef) = ef - df, d(sin f) = cos f df si in punctele unde

f nu se anuleaza d(1/f) = —%df, d(ln|f]) = %df.

15. S& se determine punctele critice ale functiilor f(z,y) = 10 — /22 + y2,
g(x,y) = xyln(a? +y?), h(z,y,2) = zyz +yz + z.

16. a) Si se dezvolte functia f(z,y) = y* + ysinzy in jurul punctului

a= (O, g) pani la ordinul IT; idem f(x,y) = %, a=(1,1).
2
b) S& se indice o formuld de calcul al catului COS2 z pentru |z, |y| ”mici”.
cos?y

17. Si se arate, folosind numai definitiile, ca functia f(z,y) = 22 + y? are
minim in (0,0), iar g(z,y) = 22 + y* nu are nici minim si nici maxim in (0,0).

18. Si se afle extremele functiilor f(z,y) = a* + y* — 8zy, f(z,y) =
(5+2-2)-e""~%, f(z,5) = (2-+9)e™ Y, [(,y,7) = 3> +y2+222 — 2wy + 22,
flz,y,2) = 2?2y +y?22 + 222 + o+ y + 2

19. Si se arate cd functia f(z,y) = (1 + e¥) cosz — ye¥ are o infinitate de
maxime si nici un minim.

20. Dacd un punct a = (zg,yo) are proprietatea cd o functie f(z,y) are
minim in @ in lungul oricarei drepte trecand prin a, rezulta sau nu ca a este
punct de minim pentru f ? S se analizeze exemplul f(z,y) = (z—y?)(2z—y?),
a = (0,0).

21. Fie p(z,y,2), ¢ : U — R o functie de clasi C! pe un deschis U C R?.
Sa se arate ca daca U este conex si grad ¢ =0 in U, atunci ¢ este constanta.

3.5 Schimbari de coordonate, functii implicite

In acest paragraf vom demonstra cateva dintre marile teoreme ale analizei
matematice, referitoare la transformarile punctuale. Multe din aceste rezultate
au interpretari geometrice utile si stau la baza Geometriei diferentiale moderne.
Schimbarile de coordonate locale (sau cum se mai spune, schimbarile de va-
riabile) au rostul de a simplifica studiul unor proprietéati de natura diferentiala
si se aplica in mod curent la rezolvarea unor clase de ecuatii diferentiale, ecuatii
cu derivate partiale etc. De asemenea, notiunea de tensor este strans legata de
comportarea anumitor entitati la schimbari de coordonate.

3.5.1 Transformari punctuale, difeomorfisme, schimbari
de coordonate

Definitia 5.1. Fie A C R™®, B C R™ mulfimi deschise fizate (n,m > 1).
Orice aplicatie F : A — B, de clasi C* pe A (adicd toate componentele sale

fi,-oosfm 1 A = R sunt functii de clasi C*(A)) se numeste transformare
punctuala de la A la B.
In acest caz, oricdrui punct z = (x1,...,2,) € A 1i corespunde un punct

bine determinat F'(x) = (y1,...,Ym) € B, depinzand diferential de z, unde

Y1 :f1($1;-~'axn)a"'7ym :fm(xla--~7xn)7
ceea ce justifica terminologia.

Definitia 5.2. Fie A, B deschisi din R™ (n > 1 fizat). O transfor-
mare punctuald F : A — B se numesgte difeomorfism (sau izomorfism
diferentiabil sau transformare regulata) de la A la B dacd F' este bijectivd
si inversa ei F~1: B — A este o aplicatie de clasd C*(B).
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Teorema 5.1 (caracterizarea difeomorfismelor). Fie F': A — B o aplicatie
bijectiva de clasa C*(A) intre doi deschisi din R™ si f1,...,fn: A — R com-
ponentele lui F'. Sunt echivalente afirmatiile urmatoare:

a) F este difeomorfism;

b) pentru orice punct a € A, diferentiala dF(a) : R™ — R™ este izomorfism
R-liniar si F~1 este continud;

c¢) pentru orice punct a € A, matricea jacobiana Jp(a) este nesingulard,
D(f1,~~.7fn)
D(z1,...,2y)

Demonstratie. Echivalenta afirmatiilor (b), (c¢) rezulta din faptul cd Jr(a)
este matricea asociatd aplicatiei liniare dF'(a) in baza canonicd din R™ i intr-o
astfel de asociere, matricele nesingulare corespund izomorfismelor liniare.

(a) = (b). Fixam un punct arbitrar a € A i fie b = F(a). Deoarece F' este
difeomorfism, aplicatia F~! este de clasd C'(B), deci conform teoremei 4.2 (b),
F~1 este diferentiabild in punctul b. Cum F o F~! = 1gn, F~ 1o F = 1n, din
relatia (27) rezulta Jp(a) - Jp-1(b) = Uy, Jp-1(b) - Jp(a) = U,, unde U, este
matricea unitate de ordin n; deci matricea Jg(a) este nesingulard; in plus, are
loc relatia

adica (a) #0 si F~1 este continud.

Jp-1(F(a)) = Jr(a)™". (41)

(b) = (a). Presupunem indeplinitd conditia (b), adica aplicatia R-liniara

T = dF(a) este bijectivd si fie G = F~!. Avem de aritat ci G € C'(B). Pentru

aceasta, probam mai intai ca G este diferentiabila in orice punct b € B. Fie

a = G(b), deci b = F(a). Deoarece F' este diferentiabild in a, are loc o relatie

de forma F(z) = F(a)+T(x —a) + ||z —al|-o(x) cu  lim ¢(x) = 0; notand

r—a,x#a

y = F(x), rezultd y — b =T (x — a) + ||z — a|| - ¢(z), de unde, aplicand T, se
obtine

v—a=T"'(y—b)—|lz —al|T™ (¢(x)). (42)

De aici, tindnd cont ca ||~ (y —b)|| < C||ly—b|| cu C > 0 convenabil (conform
teoremei 2.7), rezultd ci ||z — a|| < Clly —b|| + ||z — a|| - |77 (¢(x))|[, deci
||z — all

raportul W este marginit in vecindtatea lui b. Conform (42), raportul
y—

z—a—-T7'y—b) _|lz—allT" (p(x))
[y =l [y — ol

, Yy #b

are limita pentru y — b si anume aceasta limita este nuld (caci dacd y — b,
atunci * — a, p(x) — 0, deci T~ (p(x)) — T-1(0) = 0). Asadar, am aritat
ca limita
G(y) — —T Yy —
i G —GO) (y—b)
T—a,r#a Hy — b||

exista si este nula, deci aplicatia G este diferentiabild in b si in plus, dG(b) =
T~! =dF(a)~!. Atunci G are derivate partiale in orice punct din B (conform
teoremei 4.2 a)) si ramane de probat cd acestea sunt continue pe B. Dar
conform relatiei (41) (in care se utilizeaza doar diferentiabilitatea lui F, F~1),

rezultd Jg(F(x)) = Jr(x)~! si cum determinantul lui Jp(z) este nenul in
fiecare punct = € A, iar elementele lui Jp(z) sunt functii continue (cici F' €
CY(A), adica fi,...,fn € CY(A), va rezulta ci elementele matricei inverse

Jr(z)~! variaza continuu cu x; cu alte cuvinte, derivatele partiale ale Iui G, in
punctul y = F(z), (V)z € A sunt continue, adicd G € C*(B).
Direct din aceasta teorema se deduce urmatorul:

Corolar. a) Compunerea a doud difeomorfisme este un difeomorfism;
b) Inversul unui difeomorfism este un difeomorfism.

Trebuie retinut totodata ca daca A 5 B & ¢ sunt difeomorfisme, atunci
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conform (28), (41) au loc relatiile urmétoare intre determinanti functionali:

D(GoF)  D(G) Dy, yn)
D(x1,...,xp)  D(yi,--.,yn) D(T1,...,74)
D(F~1) B 1 (43)
D(y1,---+Yn) D(F)
D(xla"'vxn)
cu notatii si in conditii ugor de precizat. Daca relatiile y; = fi(x1,...,2n),
1 <i < n definesc un difeomorfism, atunci se scrie 94 in loc de —2% sau Ozi
8$j 8.23]' 82{]‘
O(F~1),; y; ox;
in loc de g Sunt necesare unele precautii (de exemplu, Ji £1/ i
0y; Ox;j Oy;

pentru n > 2).

Se poate ardta ci dacd F este un difeomorfism de clasd C?, p > 1 (adica
fi,..., fn sunt de clasi CP), atunci difeomorfismul F~! este de asemenea de
clasa CP.

Exemple. Daca T : R® — R™ este o aplicatie R-liniara si daca Mp =

[a;j] 1<i<m este matricea asociatd (In bazele canonice), atunci notand cu ¢y, . .., ty,
1<5<n
functiile componente ale lui T', y; = t;(1,...,25), 1 < i < m gi identificand

punctele din RP cu vectori-coloana p-dimensionali, rezultd relatia matriciala

n
T(z) = My - x sau explicit y; = Z ai;xj, 1 < i < m. Aplicatia T este
=1
evident o transformare punctuala dejla R"™ la R™. Pentru m = n, aplicand teo-
rema 5.1, rezulta ca T este difeomorfism daca gi numai daca T este nesingulara
(adica matricea My este nesingulard); in acest caz, jacobianul lui T este chiar
Vs P determinantul det M.
©,9) (a,c) Reamintim ca o aplicatie liniara nesingulara 7" : R®™ — R” se numeste
Vi ortogonala daca inversa ei coincide cu transpusa ei, adica M, 1 - M4 in acest
| caz, avem My - M. =1, deci det My - detM4. = 1, adicd det My = +£1.

(b,d)

{0,y

i

i 0 H_U)' '{w) e Transformarile ortogonale avand determinantul egal cu 1 se numesc rotatii
ale spativlui R™ in jurul originii.

Fig. 1I1.24a Orice aplicatie o : R® — R" de forma o =T +a, cu T : R® — R™ aplicatie
R - liniara gi a € R™ fixat, deci a(z) = T(z) + a, (V)x € R”, se numeste
transformare afing; dacad T' = 1g~ se obtine translafia de vector a in R™.

2 Toate aplicatiile de mai sus reprezinta cazuri particulare importante de

transformari punctuale.

T (b,d) Indicam acum modul in care se modificd volumul paralelipipedelor com-

it pacte din R™ prin aplicatii liniare (privite ca transformari punctuale).
Vy)

Teorema 5.2. Fie T : R™ — R" o aplicatiec R - liniara si P C R"™ un
T(v,) paralelipiped inchis. Atunci
T{a,c)
V(T(P)) = |A[-V(P), (44)

& unde A este determinantul matricii Mr.

0=1(0) Y

Demonstratie. Pentru simplitate, presupunem n = 2 gi fie P = [a, b] X [c, d].
Fig. II1.24b ayir a2
Daca M7 = , atunci y1 = a11x1 + a12Z2, Y2 = G2171 + a222 §i
az1 a2
cum v; = (b — a,0), vo = (0,d — ¢), rezulta T(v1) = (a11(b — a), a2 (b — a)),
T(ve) = (a12(d — ¢),a92(d — ¢)) si T(P) este tocmai paralelogramul construit
pe vectorii T'(vy), T'(vg); ca atare, V(T (P)) = aria T'(P) = modulul produsului
vectorial T'(v1) x T(vg) = (b — a)(d — ¢)|ar1a2z — a2az21| = |A] - V(P).

Cazul cand P este un paralelipiped inchis din R™, n > 1 se trateaza similar,
tindnd cont de interpretarea geometricd a notiunii de determinant (ca volumul
orientat al paralelipipedului construit pe vectorii-coloand).

Din faptul ca relatia (44) este verificatd pentru paralelipede inchise, ea
rezultd adeviaratd pentru orice fagure F' din R™ (definitia 3.2). De asemenea,
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teorema 5.2 are loc pentru orice transformare afina, iar daca T este o rotatie,
atunci evident V(T (P)) = V(P).

Teorema 5.2 va fi utilizata in capitolul urmator, la calculul integralelor
multiple prin intermediul unor schimbari convenabile de coordonate.

Definitia 5.3. Fie A C R™ o multime deschisa. Orice transformare punc-
tuald injectiva F' : A — R™, F(x) = (fi(x),..., fu(x)) astfel incit mulfimea
B = F(A) sa fie deschisa si F' sd stabileascd un difeomorfism de la A la B
se numeste schimbare de coordonate in A. Pentru orice punct x € A,

numerele fi(x),..., fn(x) se numesc coordonatele lui z in sistemul de co-
ordonate F', iar functiile f1,..., fn poarta numele de sistem de coordonate
in A.

Asadar schimbarile de coordonate sunt de fapt difeomorfisme, in care se pre-
cizeazd numai domeniul de definitie; in multe probleme fizice, este cunoscut
tocmai acest domeniu, iar aplicatia F' este privita ca o schimbare a coordo-
natelor carteziene in A prin alte coordonate.

Exemple. 1) Dacda A = R" gi F: R — R" este izomorfism R-liniar, se
spune ca F' este o schimbare liniara nesingulara de coordonate.
2) Fie A = {x > 0,y > 0} primul cadran in R%. Aplicatia F : A — R2

(x,y) = (p,0), p = Va2 +y% 0 = arctg% este o schimbare de coordonate

(numitd trecerea de la coordonate carteziene la coordonate polare). In mod
similar se definesc trecerile la coordonate sferice sau la coordonate cilindrice in
RB

Un rezultat profund, care inlesneste totodata o demonstratie simpla a teo-
remei functiilor implicite, 1l constituie

Teorema 5.3 (teorema de inversiune locald). Fie F': A — R™ o aplicatie
de clasid C' pe un deschis A C R™ (n > 1 fizat) si fie a € A un punct, astfel
incdt matricea jacobiand Jr(a) sd fie nesingulard. Atunci existd un deschis
U C R" astfel incat:

1)aeU C 4

2) F(U) sa fie un deschis in R™ gi F sd stabileasca un difeomorfism intre
deschigii U gi F(U).

(Pe scurt, teorema afirma c& prin restrictie convenabild in jurul punctului
a, aplicatia F' devine bijectiva, deci local inversabild, iar inversa F~! este de
clasa C*, adica local, F este o schimbare de coordonate).

Nu dam demonstratia.

Corolar 1. Fie F: A — R" o aplicatie de clasi C' pe un deschis A C R"
astfel incat pentru orice a € A, matricea Jp(a) sa fie nesingulard. Atunci
aplicatia F' transforma deschisi in deschigi.

Demonstragie. Fie D C A un deschis fixat. Trebuie aratat ca F(D) este
un deschis in R"; fie (V)b € F(D), deci existd a € D astfel incat b = F(a).
Conform teoremei 5.3 exista un deschis U astfel incat a € U C D si multimea
F(U) sa fie deschisd; deoarece b € F'(U) C F(D), rezulta ca exista r > 0 astfel
incat B(b,r) C F(U) C F(D), deci F(D) este multime deschisa.

Corolar 2. Fie fi(z1,...,7,), 1 < i < n functii de clasd C1(A) astfel
~ D(fl,afn)

D(z1,...,zy)
b= (fi(a),..., fu(a)) astfel Incat pentru orice y = (y1,...,yn) € W, sistemul
de ecuatii

(a) # 0, a € A. Atunci existd o vecindtate W a punctului

fil@e,.ozn) =y, fu(@, o T0) = Y
sa aibd solufie unicd (in vecindtatea lui a).
Demonstratie. Se considera aplicatia F' : A — R™ avand componentele
f1,--+, fn sise aplica teorema 5.3. Atunci exista o vecinitate deschisa U a lui

a astfel Incat F' si stabileascd un difeomorfism intre deschisii U si F(U) si se
iaW=FU).

B
(1]
Fig. III.25a
B
p
2
0

Fig. I11.25b
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Studiul general al sistemelor de ecuatii ca mai sus este legat de studiul
functiilor implicite, aga cum se va vedea mai tarziu.

Ca o prima aplicatie a teoremei 5.3, vom studia probleme dependentei
functionale. incepem cu demonstrarea unei leme.

Lema 1. Fie g1,...,9m : A = R functii g;(z1,...,2,), 1 <i<m de clasa
C' pe un deschis A C R™ astfel incat m < n si matricea jacobiand a acestor
functii in raport cu variabilele x4, ..., x, sa aiba rangul mazxim, adica m, in
fiecare punct din A. Fie f : A — R o altd functie din C*(A). Atunci sunt
echivalente afirmatiile:

a) Functia f depinde functional de gi1,...,9m, local; adica (V)a € A,
existd o vecindtate U a punctului a $i o functie 0(y1,...,ym) de clasa C* intr-
o vecindatate a punctului (g1(a),...,gm(a)) a.t. f(z) = 0(q1(x),...,g9m(x)),
pentru orice x € U.

m
b) Ezista functii continue \; : A - R, 1 < i <m a.i df = Z)\idgi, n
i=1
punctul curent din A.

Demonstratie. Implicatia (a)=(b) este evidenta, caci daca f = (g1, ..., gm),

m

atunci df = 3 g—ydgi siluimn =22 1<i<m
i=1 '

i

b) = (a). Fixdm (V)a € A; se poate presupune de la inceput cad A =
D(gla"'agm)
D(z1,...,2y)
aplicatie de clasd C'(A)

(a) # 0, renumerotand eventual variabilele. Definim urméatoarea

H: A%Rn7 L = (:’Cla"'7$’ﬂ) = (gl(£)7-"7gm(£)7xm+17"'amn)'

Evident, jacobianul lui H in a coincide cu A si putem aplica teorema 5.3; exista
atunci un deschis U C A contindnd a astfel incat aplicatia H sa stabileasca un
difeomorfism intre U si V = H(U). Fie

f1U H~! o g|U

BB R 6, 2 Uu2S R 1<i<m.

F:V

m m
Din ipoteza df = Y Aidg;, rezultd imediat ci dF = Y 1;dG;, unde p; =
i=1 i=1
Xi o H7'. In plus, My = W1,---syn) €V, Gily) = gi(H’l(y)) = (pr; o
H)(H '(y)) = pri(y) = i, 1 < i < m. Asgadar, (V)y € V, avem dF(y) =

Zui(y)dyi, deci oF =0,..., oF = 0, adicd F(y) este functie numai de
i—1 - 8yrnJrl ayn -

variabilele y1,...,ym, adica F(y) = 0(y1,...,ym). Alegem acum un punct
oarecare x € U gi fie y = HZ@), atunci y1 = g1(z),...,Ym = gm(x) si
deci F(y) = F(H(w) = (f o H-Y)(H()) = f(z), adici [(z) = Fly) =
0(y1 - ym) = 0(g1(2), - -, gm(z)), (V)z € U.

Demonstratia acestei leme este o ilustrare a utilitatii schimbarilor de co-
ordonate; folosirea difeomorfismului H, adicd inlocuirea coordonatelor x cu
coordonatele y a simplificat consideratiile facute anterior.

Demonstram acum un rezultat fundamental al analizei multidimensionale.

Teorema 5.4 (teorema dependentei functionale). Fie f;(z1,...,x,), 1 <
i < m, functii de n variabile (n > m) definite pe un deschis A C R"™, cu
valori reale, pentru care matricea jacobiand are rang constant r pe A. Atunci
functiile fi1,. .., fm satisfac local m —r relatii functionale (intr-un sens care va
fi indicat).

Demonstratie. Putem presupune ca

D(fl?"wf’f‘)

D(xl,...,xr)(a) 70
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in vecindtatea unui punct a € A, arbitrar fixat (prin reordonarea eventuald a lui
fis--os fm, 21, ., 2p). Liniile cu numarul de ordine r 4+ 1,...,m ale matricei
jacobiene a functiilor fi,..., f;, sunt atunci combinatii liniare de primele r

linii, de unde rezulta imediat relatii de forma df; = Z Aijdfi, r+1<i<m.

=1
Conform lemei 1, exista functii 6,41,...,0,, de r \/Jariabile astfel incat f; =
O(f1,--., fr), pentru r +1 < i < m, in vecinatdtea lui a. Se obtin astfel m —r
relatii intre functiile fi,..., f,, date initial.
In conditiile teoremei 5.4, daca r = m, atunci se spune ca functiile fi,..., fim

sunt independente functional; aceastd terminologie este justificata prin faptul
ca daca una din functii s-ar exprima functional cu ajutorul celorlalte m — 1,
atunci conform lemei 1 (implicatia (a) = (b), ar rezulta imediat c& matricea
jacobiand asociatd nu ar mai avea rangul maxim m (cdci una din linii ar fi
combinatie liniara a celorlalte).

Exemple. 1) Functiile fi(z,y) = sinzy, fo(z,y) = cosxy sunt functional
dependente cici rangul matricei lor jacobiene este 1; dealtfel, fZ + f2 = 1 1in
R2.

2) Fie functiile fi(z,y,2) =2 +y+ 2z, fo =22 +y* + 22, f3(x,y,2) = 2y +
yz + zx; matricea jacobiana asociata are rangul 2 in orice punct al deschisului
A = {(x,y,2) € R3|zx # y,y # 2,2 # x}. Conform teoremei 5.4, rezulti
ca f1, fo, f3 satisfac in vecinatatea oricarui punct din A o relatie functionala
(m—7r=3—2=1). Se observa dealtfel direct ci fo = fZ — 2f3, adica exista
functia 0(y1,y2) = y7 — 2yo astfel incat fo = 0(f1, f3).

3.5.2 Functii implicite

Fie ®1(z,y),..., Py (z,y) m functii cu valori reale de cate n 4 m variabile
reale £ = (x1,...,2n), ¥ = (Y1,.-.,Ym), Pe care le presupunem de clasa C! pe
un deschis U din R**™. Fie

M = {(%3) € U‘(I)l(zag) =0,.. '7(I)m(£ay) = 0}7

adica multimea zerourilor comune situate in U ale functiilor ®4,...,®,,. Ne
vor interesa conditii in care multimea M este tocmai graficul unei aplicatii
A—R™ (ACR).

Exemple. 1) Fiem =1,n=1, ®(z,y) = 2> +y*>—1, U = R2. In acest caz,
M este multimea punctelor circumferintei 22 + y? = 1 (fig. 111.26). Evident,
M nu este graficul vreunei functii reale, cici pentru z € (—1,1) existd doud
puncte +v/1 — 22, —/1 — 22 astfel incat (z,v/1 — 22), (z, —v/1 — 22) s& apartji-
na lui M; cu alte cuvinte, multimea M C R? nu este o relatie functionala (I, def.
1.1). Dar pentru orice punct (a,b) € M, existd o vecinatate V' a acestui punct
astfel incat M NV sa fie graficul unei functii reale. De exemplu, daca b > 0 se
poate lua V = {y > 0}, p(x) = v1—2a?, x € (-1,1) sl atunci M NV = Gr ¢;
dacd b < 0, se poate lua V = {y < 0}, p(x) = —vV1—22% = € (-1,1) s
din nou M NV = Gr . Dacd a =1, b = 0, se poate lua V = {z > 0} si
atunci M NV apare ca graficul unei aplicatii z = /1 — y2, y € (—=1,1), anume
MNV ={(/1-v%y)|y € (—1,1)} etc. Asadar, desi M nu este graficul unei
functii, totusi local aceasta proprietate este verificata.

2) Luand ®(x,y) = 22 — 4y? se observi ca in nici o vecinitate a originii,
multimea {22 — 4y = 0} nu este un grafic.

3)Fiem=1,n=2, &,y,2) =2 +y>+22—1, U = R3. In acest caz, M
este sfera 22 + y% + 22 = 1 si orice punct (a,b,c) € M, ¢ > 0 are o vecinitate,
de exemplu V = {z > 0}, astfel ca V N M sa fie graficul unei functii; anume
ludnd @(z,y) = /1 — 22 — 42, se observa c& VN M = {(z,y, o(z,y)) |22 +y* <
1} = Gr ¢ (fig. TII. 27).

Cu notatiile generale de la Inceput, se poate proba urmatoarea teorema
fundamentald, numitd teorema functiilor implicite (pe scurt TFT), direct pe

s
f\ﬂ.]ﬂ

1
j 10)

Fig. I11.26

Fig. 11127
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cazul sistemelor de forma
q)i(xla"'7xn7y17"'7ym):0; 1<i<m.

TFI se mai numegte ”teorema de rezolvare locala a sistemelor de ecuatii” gi in
varianta generald, este datoratd lui E. GOURSAT (1858 - 1936).

Teorema 5.5 (TFI). Presupunem cd intr-un punct (a,b) € M C R*t™

avem D((p > )
1y--+5*m
m(g, b) # 0. (48)

Atunci exista un deschis A C R™, un deschis B C R™ gi o functie p(z),
¢ : A— B de clasd C* astfel incit a € A, b= ¢(a), Ax B C U si in plus,
M N (A x B) sd coincidd cu graficul lui ¢, adicd

{(z,y) € Ax B|®1(z,y) =0,...,Ppn(z,y) = 0} = {(z,p(z))|z € A}. (49)

(Cu alte cuvinte, intr-o vecindtate A x B a oricarui punct fixat (a,b) din
M unde jacobianul functiilor ®4,...,®,, in raport cu yi,..., ¥y, este nenul,
multimea M apare local ca un grafic. Functia ¢ : A — B are componentele
0i(Z1,...,mn), 1 < i < m g cum (z,¢0(z)) € M N (A x B), va rezulta ca
D, (z,p(x)) =0, 1 <i<m,adica

Di(x1,. ey Ty 01(Z1, oo X))y ey P (X1, 2n)) =0, 1 <i<m.

Functiile ¢; se numesc functii implicite de z, obtinute prin ”rezolvarea” in
raport cu yi, ..., Ym, a sistemului

q’i($17-~7$n»y17-~«7ym):0, 1<i<m.

Observatii. 1) Se poate ariita cd dacd @4, ..., ®,, sunt functii de clasa CP,
p > 1, in aceleagi ipoteze ca in teorema 5.5, atunci ¢ este de asemenea functie
de clasa CP.

2) Trebuie remarcat cd, multimea M fiind data (prin ecuatiile ei carteziene
ca in TFI, nu poate exista local decat cel mult o functie astfel incat M sa fie
graficul lui ¢; cu alte cuvinte, local, ¢ este unica satisfacand concluzia teoremei
5.4 (deschigii A, B in jurul lui g si respectiv b nu sunt unici).

Teorema functiilor implicite este o teoremd importantd de existentd (a
functiei implicite ¢); ea nu da o metodd de aflare a functiei ¢ definita de
sistemul ®(z,y) = 0, adica a solutiei acestui sistem in raport cu variabilele
y=(y1,..., y;@)7 dar existenta lui ¢ este o informatie foarte utila. Dam cateva
consecinte si aplicatii ale TFI, care atest# forta acestei teoreme.

Consecinte ale TFI

a) Fie F(x,y) o functie de clasd C? pe un deschis U C R? si (a,b) € U
8—5(61, b) # 0. Atunci conform TFT exista
o functie y = y(z) de clasid C? intr-o vecinitate W a lui a (numita si functie
implicitd definita de relatia F(z,y) = 0) astfel incdt F(z,y(x)) = 0 in orice
punct x € W. Acesta este sensul precis al afirmatiei c& "o relatie F(x,y) =0
permite ca y sa fie exprimat ca functie de 7. Din informatia ca exista aceasta
functie, se pot calcula derivatele ei de ordinul I gi II in punctul curent din
W; anume, derivam relatia, de fapt identitatea F'(z,y(z)) = 0 in raport cu z,
conform regulii de derivare a functiilor compuse:

oF O0F
I + By y =0. (51)

un punct astfel incat F(a,b) =0 si

Derivand din nou in raport cu z relatia (51), care este o identitate in W,
se obtine

0’F  0*F ,<82F 82Fy/) +aF y

g g 70 Iy =o. 2
Ox? + 6x8yy Oxdy + Oy 8yy 0 (52)
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Din relatiile (51), (52) se determind y’, ¥” in punctul curent (din W).

F F

Punctele in care 9 0, g— = 0 se numesc puncte singulare pentru curba
€T Y

F(z,y) = 0; omitem studiul acestora.

Extremele functiei implicite y = y(z) definitd de relatia F(z,y) = 0 se
determind punand conditia necesard y’ = 0, adicd rezolvand conform (51)
sistemul

oF oF
F =0, —(z,y) =0, — (=, 0 53
(z,y) 9 & Y) a9 (z,y) # (53)

Pentru precizare, este suficient de aflat semnul lui 4" in fiecare din punctele
critice (in ipoteza cd y” este nenul acolo); din relatia (52) rezultd cd y” =
0’F oF . . C
“\ 2 / ) Geometric, determinarea extremelor functiei implicite y =
y(x) revine la aflarea punctelor de ordonatd maxima gi minima situate pe curba
F(z,y) = 0.

Exemplu. a) Relatia 23 + y> — 22y = 0 defineste y ca functie implicita
de x si conform TFI curba M = {(z,y) € R?|2® + ¢ — 22y = 0} este un
grafic in vecinitatea oricarui punct (a,b) unde 3y? — 2x # 0. Asadar, pentru
orice z din veciniitatea punctului x = a, ecuatia y3 — 22y + 22 = 0 are solutie
unicd y(x). Desi aceasta este dificil de explicitat, se pot obtine informatii
utile relativ la y', y”, folosind formulele (51), (52). Astfel 3’ verifica relatia

2y — 3z?
322 +3y%y' — 2(y +xy’) = 0, de unde ' = 3y27§ Similar, derivand relatia
y2 — 2z
anterioard in raport cu x, se obtine 6z + 6yy’? + 3y%y” — 4y’ — 2xy" = 0 si
6x
intr-un punct critic al lui rezultd vy’ = ——————.
intr-un pu iti ui y(x), rezulta y 37— 2n

Pentru a afla extremele functiei y = y(x), trebuie rezolvat mai intéi sistemul
(53) corespunzitor, adicd z3 + y* — 2zy = 0, 2y — 322 = 0, 3y? — 22 # 0. Se
2v2 2V/4
37 3

gaseste unica solutie ; In acest punct avem 3" < 0, deci punctul

respectiv este de maxim local pentru y.

b) Fie F(z,y,2), F : U — R o functie de clasid C? pe un deschis U C R3.
Relatia F(z,y,z) = 0 defineste local, in conditiile TFI, o functie z = z(z,y),
astfel incat sa aiba loc identitatea F'(z,y, z(x,y)) = 0; desi in general aceasta

functie nu se poate explicita efectiv, se pot calcula totusi z;, z;, 2. etc.,
derivand relatia F(x,y, z(z,y)) = 0 In raport cu x,y; obtinem F, + F. -zl =0,
/ / ! 3
F,+ F.-z,=0, deci
F! F)
Zy=——2, z;:——‘g (54)
FZ FZ

Pentru a determina extremele locale ale functiei z(z, y) este necesar conform
teoremei 4.11 s& aflam punctele critice (rezolvand sistemul F(z,y,z) =0, F, =
0, F}, = 0, F, # 0), apoi s& aflim semnul expresiei 7t — s? etc. Geometric,
aceasta revine la a determina punctele de cota maxima sau minima situate pe
suprafata F'(z,y,z) = 0.

c) Fie F(x,y,2), G(x,y,2) doud functii de clasd C* pe un deschis U din
R3. Sistemul de relatii F(z,y, z) = 0, G(z,y, 2) = 0 poate fi rezolvat in raport
cu y si z si sunt definite, in conditiile TFI, functii y(z), z(z) (de exemplu,
in vecindtatea oricarui punct (a,b,c¢) € U unde F(a,b,c) = 0, G(a,b,c) = 0,
l;((};f))(a, b,c) # 0). Pentru calculul derivatelor y/(z), z’(z) nu se deriveaza

)
Y,z In raport cu z (pentru cd acestea nu sunt explicitate efectiv), ci se deriveaza
in raport cu x relatiile initiale care au definit y(x), z(z); atunci rezulta

F$/+F;'y/+F;~z'=07 G;-l-G;-y’—i—G;-z’:Oa

de unde, cu ajutorul regulii lui Cramer, obtinem 7/, z’.

24

Fig. I11.29
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3.5.3 Extreme cu legaturi; metoda multiplicatorilor
lui Lagrange

Fie f(z,y), z = (1,...,2n), ¥y = W1,---,¥m), [ : U = R o functie de
n + m variabile reale, cu valori reale, de clasi C' pe un deschis U c R*t™
(numita functie-scop sau functie-obiectiv). Presupunem ca existd m ”legaturi”
intre variabilele z, y, adica m relatii de forma

g1(z,y) =0,...,9m(z,y) =0, g; : U = Rde clasa CY(U), 1 <i <m. (55)

Fie M = {(z,y) € Ulgi(z,y) = 0, 1 < i < m} multimea punctelor din U
care verificd legaturile (55).

Definitia 5.4. Se numeste punct de extrem local al functiei f cu
legaturile (55) orice punct (zy,y,) € M pentru care exista o vecinatate W C
U astfel incat diferenta f(z,y) — f(go,go) sd atbd semn constant pentru orice
(z,y) € M NW (Cu alte cuvinte, extremele locale ale lui f cu legaturi sunt
tocmai extremele locale ale restrictiei lui f la M).

Exemple. 1) Un punct material (z,y,z) € R3 de masid m are energia
potentiald V = mgz; daca punctul se afli pe paraboloidul z = a + 22 + 32
(a € R constant), atunci functia V are minim cu legatura 2> + y> — 2z +a = 0,
anume in punctul (0,0, a).

2) Fixam un reper ortogonal in R3. Pentru a determina punctele de pe
T— — z—z
dreapta i 0 _ Y% _ O, situate la distanta minima de suprafata

m n
g(z,y,2) = 0, trebuie aflat minimul functiei f(z,y, z,u,v,w) = (v — u)*+
+(y — v)? + (2 — w)? de 6 variabile, cu urméatoarele trei legaturi:

Sl :yiyo :Zizoa g(u,v,w):O.
l m n

3) In cazul unei functii-scop f de doud variabile reale f (z,y), cu restrictia
(z,y) € M, se poate aplica uneori "metoda curbelor de nivel” f(z,y) = k,
k € R; mai precis, sup f = sup{k| curba f(x,y) = k intersecteazi M}, ijr&ff =

M

inf{k| curba f(z,y) = k intersecteazid M}. De exemplu, pentru a determina
extremele globale ale functiei f(x,y) = 22 + y? — 4z cu restrictia M = {22 +
y? — 16 < 0,y > 0}, curbele de nivel sunt cercurile (z — 2)? + %> = 4+ k cu
centrul (2,0) si ijr&fff = f(2,0) = —4, iar S}\14pf = f(—4,0) = 32.

Teorema care urmeaza da conditii necesare ca un punct sa fie extrem local
cu legaturi. In practica se poate preciza, in functie de context, daca punctul
respectiv este de maxim, sau minim; pentru obtinerea unor conditii suficiente
de extrem se poate folosi semnul lui d*f |as- In exemplele anterioare 1, 2, este
clar ca se pun probleme de minim gi nu de maxim.

Teorema 5.6 (LAGRANGE). Cu notatiile de la inceput, presupunem cd
(gmyo) este un punct de extrem local al lui f cu legaturile (55) si in plus, cd

D(.gla' 7gm)

———(z,y,,) # 0. 56)

D(yh'"aym)( 070) (
Atunci existd m numere reale A1, ..., Ay (numite multiplicatori Lagrange)

astfel incat considerand functia F = f 4+ A1g1 + ... + AnGm, punctul (QO,QO)
sa verifice in mod necesar sistemul de n + 2m relatii
oF oF
— =0, ——=0,=0(1<7<n,1<k< 1<1< 57
8xj 5 ayk y 9l ( >J=n, = =1m, >0 > m)7 ( )
cu n + 2m necunoscute \, z, y.

Demonstratie. Conform teoremei 5.5, In vecinatatea lui z exista functii
©01(z), ..., om(z) de clasd C1 astfel incat ¢(z,) = Yy 1 <@ < msiin plus,
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gi(xz;o1(2), ..., om(z)) =0, 1 <i <m, in acea vecinatate. Derivind aceste
relatii in raport cu z;, 1 < j < n, se obtine

891 dg; a@k . .
E = 1< < 1<5<n. 58
oz < yr, O 0 =t=Mi=d=n (58)
Consideram acum functia h(z) = f(z; ¢1(2), ..., pm(z)). Evident, deoarece

(z,01(2),...,om(x)) € M si (go,yo) este extrem local cu legiturile (55) pentru
f, rezulta ca x, va fi un punct de extrem local, fara legaturi, pentru . Conform

oh
teoremei 4.11, rezulta atunci a—(go) =0,1<j <n, adica
Lj

0
(20,9,) +Z 20:4y)* o 20) =0 (59)

Pe de alta parte, sistemul liniar in necunoscute uq, . .., Uy,

are solutie unica (A1, ..., A,,), deoarece determinantul acestui sistem este nenul,
conform ipotezei (56). Asadar,

G 9g; of
= -2 <k<m.
E Do (Zo,Yy) N o (20,Y,), 1<k<m (60)

Ramane sa aratam ca functia F si punctul (mo,yo) verifica relatiile (57).
Mai intai, observam ca g;(z¢,y,) = 0, 1 <1 < m, deoarece (z4,y,) € M. Apoi,

OF _ o 2, 09 ofo9) OF (o
axj (EO’yo) - 81‘] (QO’go) +;>\l axj (£O’yo) - 8.%'] (g()’go)
ol Iy, af
; 1 fUOaZ/O (zo) 5 o, (o) = oz, (%ayo)
N 091 (60 Of
- Z a :I“O ZA O?yo) - 83,:]( 07y0)+
k=1
" Of dy cf.(60
+ ai( o»yO)T;(io) = 0.
k=1 J
In sfarsit,

OF _of i gi cf.(60
ayk (QO)yo) - ayk (£07g0) +;Alayk (£07g0) = 0

Teorema 5.6 este demonstrata.

Corolar. Intr-un punct de extrem al functiei f cu legdturile (55), diferenti-
ala lut f este combinatie liniard o diferentialelor legaturilor.

Demonstratie. Din relatiile (57) rezulta direct ca dF'(z,y,) = 0, adica

df(l'o,yo Z)‘k dgk(xmyo)

k=1

In practica, teorema 5.6 se utilizeazad astfel: fiind date functia f (functie-
scop sau functie de optimizat) si legdturile g3 = 0,...,¢m = 0, se considera
functia F = f4+X1g1+...4+A\ngm cu numere reale \;, 1 < ¢ < m nedeterminate
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(numite multiplicatori) gi se rezolva sistemul (57). De aceea teorema 5.6 este
numitd metoda multiplicatorilor lui Lagrange.

Cazuri particulare. a) Extremele locale ale unei functii f(x, y) cu legatura
g(z,y) =0cu f,g declasi C! (m = 1,n = 1) se afld printre punctele (z,y) care
verifica sistemul — + )\@ =0, a—f + )\@ =0, g = 0 care este esentialmente

or or dy y
D(f.9) _
D(z,y)

b) Extremele locale ale unei functii f(x,y,2) cu legaturile g;(x,y,2) = 0,
g2(z,y,2) =0 (m = 2,n = 1), unde f, g1, g2 sunt de clasi C* pe un deschis din
R3, se afla printre solutiile sistemului

of 991 092 of 991 992

9T D 0,292 — g, 9L 3 9,22
8$+ 18x+28x ’y+ 13y+28y ’

%+A1%+)\2% =0,91=0,92=0
D(fvgvaZ) _ 0)
D(z.y2)

c) Fie f : A — R o functie de clasia C* pe un deschis A C R" i fie K C A un
compact a carui frontiera poate fi definita prin ecuatii carteziene. Cum f este
continud, ea este marginita in K i 1si atinge extremele globale, adica exista
puncte a,b € K astfel incat

fla)=inff, f(b)=sup .
K

echivalent cu g(z,y) =0,

(esentialmente echivalent cu g3 = 0, g2 =0,

[e]
Dacia a €K, atunci, in particular, a este punct de minim local pentru f,

deci %(a) =0,1<k <n. Dacaa ¢Io{, atunci a € K\ K=FK sia va
fi punctkde minim pentru f cu legaturile date de faptul ca a verifica ecuatiile
carteziene ale frontierei. O discutie similara are loc pentru punctul de maxim
b. Asadar, daca se cer marginile unei functii pe un compact ca mai sus, se
aplica teorema lui Fermat pentru a determina punctele de extrem local situate
in interiorul compactului §i metoda multiplicatorilor lui Lagrange pentru a
analiza cazul cand extremele se afld pe frontiera compactului respectiv.

Exemple. 1) In cap. II, §4.6 s-a definit entropia
H(p1,pa,--pn) = — Y pjlogs p;
j=1

undep; > 0,1 <i<nsgip+p2+...+p, = 1. Determinam extremele functiei
H cu legitura indicata, folosind metoda multiplicatorilor lui Lagrange.
Consideram functia auxiliara

F(p1,-..,pn) = H(p1,p2,---:pn) + A1+ P2+ ...+ Pn);
punctele de extrem sunt printre solutiile sistemului

OF OF

= 0,...,— =0, it pn=1,p;>0(1<i<n).
oon oo, pr+...+p P (1<i<n)

Va rezulta
n?2 b1 P In2 Pn )

1
de unde p; = p2 = ... =p, = —. Se probeaza fara dificultate ca diferentiala a
n

1 1
doua d*H este negativ definitd in punctul (, ey ), deci entropia H este
n n

maxima atunci cand probabilitatile pq, ..., p, sunt egale.
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2) Determindm marginile functiei f(z,y) = 2%+ 2xy in compactul 22 +y? <
1. Se observa mai intai ca originea este punct critic pentru f, dar nu este
extrem, deci marginile lui f sunt atinse pe frontiera (cici daca ar fi atinse in
interior, acele puncte ar rezulta critice, iar f nu are puncte critice distincte
de origine). Avem asadar de aflat extremele lui f cu legdtura 2% + y% = 1 si

-5 1+5
5 ,sup f = 5

aplicand cazul a), obtinem fara dificultate inf f =

3.5.4 Elemente de Geometrie diferentiala

Inainte de a aborda conceptul de varietate diferentiala, studiem pe scurt
cateva entitati geometrice importante, impreuna cu proprietatile lor diferentiale:
curbe plane, curbe gi suprafete in spatiu, reprezentate parametric sau prin
ecuatii carteziene. In prealabil, vom defini notiunea de drum parametrizat.

a. Functii vectoriale de o variabila reala; drumuri parametrizate

Fie I un interval in R, f : I — RP o aplicatie cu valori vectoriale (p > 1
fiind fixat) si f1,..., fp componentele lui f. Asadar, f(t) = (f1(¢),..., fp()),
WMt el

Definitia 5.5. Functia f se numeste derivabila intr-un punct ¢ty €71
daca exista tin RP limita

f'(to) = lim M —  lim f(to+h) — f(to)

t—sto,t#£to t—to " h—0,h#£0 h

(numita derivata lui f in to). In cazul cand I = [a,b], a < b, se poate defini
derivabilitatea laterala la dreapta si respectiv la stanga in punctele a, b.
Pentru orice t € I, t # tg, avem evident

1 f1(t) = f1(to) fo(t) = fp(to)
t) — f(to)] =
U - s = (PO=D0) RS
si conform celor spuse in §2, 4, functia f este derivabila in ¢y daca si numai
daca fi,..., f, sunt derivabile in ¢g si In acest caz,
f'(to) = (fi(to),-- ., f(to)), (61)

adica derivarea functiilor cu valori vectoriale se face pe componente.
Exemple. 1) Pentru f(t) = (t + t2,cost,Int), I = (0,00), avem f'(t) =
1
<1 + 2t, —sint, t) , (Mtel.

2) Functia vectoriala f : [0,27] — R?, t + (cost,sint) este derivabild in
orice punct t € [0,27] si f'(t) = (—sint,cost).

Pentru a fixa ideile, vom presupune ca I este un interval deschis pe dreapta
reala. Daca f : I — RP este derivabila pe I, adica in fiecare punct t € I,
atunci se poate defini derivata f': I — RP, ¢ — f’(¢), care este de asemenea o
functie cu valori vectoriale. Se definesc fara dificultate functii de clasa C*(I),
0 < k < oo. Proprietatile de calcul ale derivabilitatii functiilor vectoriale sunt
concentrate in urmatoarea teorema a carei demonstratie este evidenta.

Teorema 5.7. (a) Orice functie f : I — RP deriwabild intr-un punct din
intervalul I este continud in acel punct,

b) Daca f : I — J este o functie derivabild intr-un punct tg € I, I gi J fiind
intervale pe dreapta reald gi dacd g : J — RP este derivabila in punctul f(to),
atunci compunerea go f este derivabild in to $i (go f) (to) = ¢'(f(to0)) - f'(t0)-

c¢) Daca f,g: I — RP sunt functii derivabile in ty € I, atunci functiile f+g,
Af (A fiind o constantd reald) au aceeasi proprietate gi in plus (f + g)'(to) =
f'(to) + g'(to), (A\f)'(to) = f'(to); in cazul p =1 se adaugd regulile uzuale de
derivare a produsului si catulus.

In cazul p = 2, alegand un reper ortogonal xOy de versori 7, 7 existd iden-
tificarea R? ~ V), asociind oricarui punct (a, 3) € R? vectorul az + 37. Orice
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functie vectoriala f : I — R?, f(t) = (fi(t), f2(t)) se poate identifica atunci
cu campul vectorial I — Vs, 0(t) = f1(t)7 + f2(t)7; In acest caz, se scrie ¥'(¢)
in loc de f'(t) si regula (61) devine #'(t) = fi(t)2 + f4(¢)7. Un lucru similar
are loc pentru p = 3, prin fixarea unui reper ortogonal Oxyz in spatiu de
versori 7, J, k, relativ la care avem identificarea R3 ~ Vs, iar functiile vectoriale
f:I—R3 f=/(f1,f2 f3) se identifici cu cAmpurile vectoriale de o variabila
reala 0(t) = f1(t)T+ fo(t)7+ f3(t)k, t € 1.

Daca v,w : I — V3 sunt doua campuri vectoriale derivabile intr-un punct
to, atunci se probeaza imediat (lucrdnd pe componente) ci produsul scalar
vw: I — R, t+— o(t) w(t) si produsul vectorial v xw : I — Vs, t — o(t) X w(t)
sunt functii derivabile in tg siin plus, (7-@) (tg) = ' (to) - W(to) +0(to) - @’ (to)
st (0 x ) (tg) =0 (to) x w(ty) + v(tg) x @' (to).

Definitia 5.6. Se numeste drum parametrizat in RP orice functie con-
tinud v : I — RP definitd pe un interval I al dreptei reale. Notind ~(t) =

(f1(t),..., fp(t), (V)t € I, se spune atunci cd este definitd o reprezentare
parametrica sau o parametrizare
z1 = fi(t)
R , (Mtel, (62)
zp = fp(t)

a drumului . Submultimea (evident conexd, cf. teor. II. 14)

() = A{UA®), -, @)t € T}

a lui RP este tocmai imaginea directd v(I) $i se numegte urma (traiectoria
sau hodograful) drumului . Relatiile (62) se mai numesc ecuatii parame-
trice ale drumului ~.

Daca I = [a,b] este un interval compact, atunci multimea (v) rezulta com-
pacta si conexa (conform teoremelor 2.9 si 2.14); in acest caz, punctele vy(a) si
~(b) se numesc capetele drumului v iar dacd y(a) = v(b), drumul se numegte
inchis.

Exemple. 1) Drumurile parametrizate « : [0, 7] — R2, v(t) = (cost, sint)
siy o [-1,1] = R2%, 2 — (2,v/1—22) se considera distincte, desi ele au
aceeasi urma in R? (identificat cu planul Oy), anume semicercul (v) = (y1) =
{2? +y* =1,y > 0} (fig. I11. 31).

2) Pentru orice n € Z, n # 0 drumul parametrizat inchis 7, : [0, 27] — R?,
t — (cosnt,sinnt) este numit circumferinta unitate parcursd de n ori in sens
pozitiv; urma tuturor drumurilor ,, este aceeasi, anume cercul {z% + 32 = 1}.

3) Drumul v : [0,27] — R3, t + (rcost,rsint,c) unde r > 0, ¢ sunt
constante, are ca urmi cercul {a? + y? = r? 2z = c}, iar drumul 77 : R — R3,
t — (rcost,rsint, ht) are ca urma elicea cilindricd de pas h situata pe cilindrul
{? +y? = r?} (fig. I1.32).

4) Dreapta trecand printr-un punct (zg,%o), dintr-un plan raportat la un

reper ortogonal Oy de versori 7, 7, paraleld cu vectorul nenul oz + 7 are
T—%o _Y—Yo

B
3 : R = R3, t s (x + at,yo + ft); vezi fig. TIL31.

ecuatia si este urma drumului parametrizat

In mod similar, daca My(zo, 3o, 20) este un punct din spatiul R, raportat
la un reper ortogonal Oxyz de versori 7,7, k si daci @ = a7 + as] + ask este
un vector nenul fixat, atunci dreapta trecand prin My, paralela cu a are, de
exemplu, parametrizarea

xr = x9+ tay

J(WteR.  (fg. I11.32)

Yaiq Y="Yo+laz

z = zy+ tag
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Fie v : [a,b] — RP un drum parametrizat fixat; drumul
v i la,b] 5> RP, t— y(a+b—1t)

se numeste opusul lui v; evident, v~ (a) = v(b), v~ (b) = vy(a) i (v7) = (v),
adica urmele drumurilor v~ si v coincid.

Daca v : [a,b] = RP, 41 : [b,¢] = R? sunt doud drumuri parametrizate (in
RP) astfel incat ~(b) = y1(b), adica extremitatea lui v coincide cu capatul lui
71, atunci se poate defini drumul

~(t) daca t€ a,b

YU :[a,c] = RP prin (yUyp)(t) =
o ( D) {’71@) dacd te€b,d,

numit jurtapunerea lui vy $i y1; urma lui v U y; este reuniunea urmelor lui ~y si
V1-

In vederea aplicatiilor, ipoteza de continuitate din definitia 5.6 a drumurilor
parametrizate este insuficienta gi sunt necesare anumite conditii de regularitate
impuse functiei 7. Ne situdm in cazul p = 2 si presupunem ca functia y(t) =
(x(t),y(t)), t € I este derivabila, adicd functiile componente z(t), y(t) sunt
derivabile, intr-un punct ¢y € I si ca +/(¢9) # 0. Dreapta trecind prin punctul
~(to) = (z(to),y(to)) notat cu Py si paralela cu vectorul nenul v/ (¢o) = 2/ (¢0)7+
y'(tp)7 se numeste tangenta in ty la drumul v; orice punct M (x,y) al acestei
drepte verificd atunci conditia ca vectorii PoM si 4/(to) sunt coliniari, deci
ecuatia ei va fi

x—x(to) _ y—y(to)
' (to) y'(to)
Pentru orice ¢t € I, t # to, notand cu P punctul corespunzitor pe (),
vectorul OP se identifica cu ~(¢), iar OPy cu y(to), deci

(63)

1
= P—0PF,) =
t—to t—to(o OR) t—to

(v(t) = (%))

si exista limita  lim Py P, care este egali cu v/(tp). Asadar, pozitia

t—to,t#to T — o
limit& a vectorului-coards PyP cand t — tg, adici tangenta in ty la vy, este coli-
niard cu vy (to), ceea ce justifica terminologia utilizata. Dacd v'(tg) = 0, atunci
se spune ca tg este un punct singular al drumului v; in acest caz, tangenta in
to la «v nu este bine determinata. Toate cele spuse anterior sunt valabile fara
modificare in cazul p = 3 gi cu definitii convenabile, se extind la cazul general

al drumurilor in RP.

Exemple. 1) Cercul din plan de centru (a,b) si raza r > 0 parcurs pozitiv
o data admite reprezentarea parametrica z = a + rcost, y = b+ rsint, t €
[0, 27], adica este urma drumului v : [0,27] — R?, ¢t — (a +rcost,b+ rsint).
Agadar, dacd parametrul ¢ parcurge intervalul [0,27], atunci punctul (z,y)
corespunzator parcurge cercul {(z —a)? + (y — b)? = r?}; In acest caz, 7/(t) =
—rsintz 4+ rcost). Avem CM = OM — OC = rcosti + rsintj si se observa
ca produsul scalar 4/(t) - CM este nul, ceea ce exprima faptul binecunoscut ci
tangenta la cerc este perpendiculard pe razd in punctul de contact (fig. 111.35).

2) Fie v : I — R?® un drum parametrizat derivabil pe I, astfel incat (V)t €
I, ||lv@®)| = k& (k > 0 fiind constant). Atunci produsul scalar y(t) - y(t) =
[[v(t)]|> = k? este constant si derivand, rezulta +'(t) - v(t) + v(t) - v/ (t) = 0,
adica y(t) - v/(t) = 0, deci vectorul 4/(t) este perpendicular pe "raza vectoare”
~(t), (V)t € I. De altfel, urma lui 7 este situatd pe sfera cu centrul in origine
gi raza k (identificAnd punctul v(¢) cu vectorul sdu de pozitie) i este firesc ca
tangenta la () in punctul curent si fie perpendiculard pe raza vectoare.

3) Evident, cercul, dreapta t — (t,mt + n), ¢ € R nu au puncte singulare;
insd pentru drumul parametrizat y(t) = (¢2,¢3), t € R punctul t; = 0 este

Hay=7(b)
()
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singular. Elicea cilindrica «(t) = (rcost,rsint, ht), t € R de asemenea nu are
puncte singulare.

Se pot defini in mod evident drumuri parametrizate de clasia C*, 0 < k < oo
(pentru care functiile componente sunt de clasa C*).

Definitia 5.7. Un drum parametrizat v : I — RP pe un interval I al
dreptei reale se numeste neted (sau nesingular) dacd v este de clasid C*(I),
st v'(t) # 0 pentru orice t € I; un drum v : I — RP se numeste neted pe
portiuni daca el este jurtapunerea unui numar finit de drumuri netede.

De exemplu, dacid f : I — R este o functie reald de clasia C*(I), atunci
v : T — R t— (t, f(t)) este un drum neted in R? a cérui urma este tocmai
graficul lui f.

Definitia 5.8. Doud drumuri netede v : I — RP, v1 : J — RP definite pe
intervalele I, J se numesc echivalente, cu aceeasi orientare (si se scrie y ~
y1) dacd existd o functie ¢ : I — J bijectivd, de clasa C1(I), strict crescatoare
pe I, astfel incat ¢~ sd aibd aceleasi proprietdti siin plus, y10p = . Functia
@ se mai numeste schimbare de parametru.

Daci v ~ 71, atunci ele au aceeagi urmi, adici (v) = (1). Intr-adevir,
dacd u € (v), atunci exista ¢ € I astfel ca u = v(¢), deci u = 71 (p(t)) si ca
atare, u € (1) adica (v) C (11). Apoi, dacd u € (71), atunciu = y1(§) cué € J
si cum ¢ este bijectiva, exista ¢t € I astfel ca & = ¢(t), deci u = v1(p(t)) =
(v 09)(t) = v(¢), adicd u € (). Asadar, doud drumuri echivalente cu aceeasi
orientare au aceeasi urma gi "sunt parcurse in acelagi sens”; daca ¢ ar fi strict
descrescatoare, atunci v ~ 7 .

Exemple. Drumurile plane netede v : [0,7] — R?, t — (cost,sint), vy :
[-1,1] — R?, 2 — (—z,v/1 — 22) sunt echivalente cu aceeasi orientare, cici
luam o(t) = —cost, ¢ : [0,7] = [—1, 1] si se verifica ugor conditiile din definitia
5.8. Orice drum neted 7 : [a,b] — RP este echivalent cu un drum ~; : [0,1] —
RP, definit pe intervalul [0, 1], anume 71 () = v(1 —t)a+1tb), (V)¢ € [0, 1]. Daca
m # n in Z, atunci circumferintele ~,, si 7, nu sunt echivalente.

Observatii. 1) Existd o interpretare mecanica sugestivd a celor spuse an-
terior (pentru p = 3). Presupunéand ca I este un interval de timp si c& punctul
~v(t) = (x(t),y(t), z(t)) reprezinta pozitia unei particule materiale la momentul
t, atunci urma drumului v este traiectoria particulei. Drumul nu este identi-
ficat cu traiectoria si acest fapt este subinteles in mecanica, pentru ca traiec-
toria este multimea tuturor pozitiilor particulei, in timp ce drumul reprezinta
modalitatea de obtinere a acestor pozitii si ”legitatea” in parcurgerea traiec-
toriei (exprimata prin functia «): adicd functia « Insasi cuprinde o informatie
mai bogatd decat multimea (y) a valorilor ei. Daca ~y este functie de clasa C?,
atunci functiile z(t), y(t), 2(t), ca si derivatele lor de ordin I, II, sunt continue
pe I; vectorul 7/(t) reprezintd ”viteza instantanee” a particulei la momentul ¢,
iar 4" (t) "acceleratia” particulei la momentul t. Faptul c& 4/(¢t) # 0, (V)t € I
are semnificatia ca particula ”se migca” tot timpul (de aceea punctele singu-
lare se mai numesc uneori puncte stationare). Aceastd interpretare a constituit
sursa modelarii matematice a conceptului de drum parametrizat.

2) Cazul general al drumurilor parametrizate I € RP cuprinde cazurile
particulare importante p = 2, p = 3 (pentru p = 1 se regaseste studiul functiilor
reale efectuate in liceu). Dar nu numai atat. Dacd evolutia in timp a unui
sistem fizic sau tehnic depinde de p parametri de stare fi(t),..., fp(¢), pe un
interval de timp I, atunci este firesc s fie considerat vectorul de stare y(t) =
(fi(t),..., fp(t)), t € I, In cazul cand parametrii fi,..., f, variaza continuu
in timp, este definit astfel in mod natural un drum parametrizat v : I —
RP. Acest fapt arata cid importanta notiunilor anterioare, in contextul general
adoptat, depageste cadrul matematicii pure si are legatura cu descrierile fizice
sau tehnice. De exemplu, pentru o clasi largd de sisteme (numite sisteme
dinamice liniare), parametri de stare sunt functii de clasa C*(I) si ecuatiile de
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evolutie sunt de forma

P
16 = ay®) £ +bi(t), 1<i<p, (el )
Jj=1 A B
unde a;;(t), b;(t), 1 <1,j < p sunt functii continue si marginite I € R. Notand /'\6\
b1 (t)
A(t) = [ai;(D)]1<ij<p, B(t) = : , ecuatiile anterioare se scriu matriceal
a)Punctul A are multipheitatea 2
bp(t) 1ar B are multiplicitatea 3.
sub forma
Fig. II1.36a
Y (t)=At)-y(t)+B(t), (Mtel, 1(b)
identificand vectorii multidimensionali cu matrici-coloana. Studiul matematic "
al acestor sisteme se refers in principal la determinarea solutiei (), adica la de- 1 (7 1)
terminarea (explicitd In anumite cazuri) a parametrilor de stare f1(¢),..., fp(t)
din cunoagterea legii fizice de evolutie a sistemului. \
b. Curbe plane T(a)=Ti(b)

I

Am dat definitia unui drum neted ca si notiunea de echivalentd a doua @
drumuri netede; relatia binara obtinuta pe multimea drumurilor netede este
evident o relatie de echivalenta. b) Cwbe sonple (Vyinchisa)

Definitia 5.9. Se numeste curba plani parametrizati de clasia C!
orice clasd de echivalentd a unui drum neted v : I — R2.

Multimea () se numeste urma curbei; pentru orice punct P € () se
numeste multiplicitatea lui P numadrul acelor valori distincte ale lui t pentru
care y(t) = P.

Asadar, a defini o curba pland parametrizats de clasi C' revine la a fixa
un drum neted v : I — R? pe un interval I si a identifica prin v orice alt
drum echivalent cu 7. De exemplu, drumurile distincte v : [0,7] — R2, ¢
(cost,sint), vy : [~1,1] = R?, o+ (—x,+/1 — 22) definesc aceeasi curba plana T(a)=Nb)
parametrizatd. Se considerd ca proprietati ale curbelor parametrizate exact
acelea care nu depind de parametrizare, in sensul ca daca v ~ ~; si daca vy are

Fig. I11.36b

()

o proprietate, aceeasi proprietate o are ;. ¢) Curba inchisa nesimpla
O curba pland parametrizatd (de clasd C!) ca mai sus se numeste simpld
(sau jordaniand) dacd aplicatia «y este injectiva adica punctele lui (v) au mul- Fig. I11.36¢

tiplicitatea 1; agadar, la valori distincte ale parametrului corespund puncte dis-
tincte pe (7), iar in interpretarea mecanicd datd anterior, particula materiald
nu ocupa la momente distincte aceeasi pozitie. Daci aplicatia v : [a,b] — R?
defineste o curba parametrizata avand reprezentarea

7;{ v =a(t) . telab), (64)

y = y(t) a t b

de tipul (62) ea se numeste curbd inchisa simpla dacd vy(a) = (b) si toate Fig. 111.37a
punctele lui (y) cu exceptia capetelor au multiplicitatea 1.

Cele spuse anterior se adapteaza fara dificultate la cazul curbelor plane
parametrizate de clasd C'! pe portiuni.

Orice curbd parametrizatd simpld v : [a,b] — R? are proprietatea ci daci
t cregte de la a la b, atunci punctul v(¢) parcurge urma () a curbei ”intr-un
singur sens”, de la y(a) la v(b). Se mai spune ca aceasta este orientarea pozitivd
pe (), dupa cum orientarea pozitivid pe v~ se numeste orientare negativa pe
(7). Acestea sunt singurele doud orientari posibile ale unei curbe simple. In
cazul curbelor care nu sunt simple apar dificultati in fixarea unei orientari
naturale si aceasta se face dupa context