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CAPITOLUL 1

Functii continue

Problema 1

Folosind definitia € —§ a limitei unei functii intr-un punct, sa se arate
ca
i 34+ 3x-5)=09;
a) lim (x* +3x-5) =9

b). lim ngl = +o00;

x—5 ‘ X
Rezolvare. Definitia ¢ — § a limitei unei functii reale de
variabila reald intr-un punct este Definitia 4.1.6.
a). Limita 111112 (x* + 3x — 5) = 9 se incadreazd in pct. 1
X—
al Definitiei amintite. Ca urmare, avem
lim (X3+3X*5) =9 =
x—2
(Ve>0,3(e) >0: VxeR0< |[x-2|<d =
= |x3 +3x-14]|<e).

Fie un 6 € (0,1) ce va fi determinat ulterior si fie x € R
astfel incat 0 < | x — 2 | < 0. Atunci,

|x3+3x-5-9|=|x>+3x-14| =

= (x-22+6(x-2)?2+15(x-2)| <

< x-2P4+6/x-22+15x-2|<

< 6%+ 65° 4156 < 220.

Ca urmare, pentru € > 0 dat, alegem 6(¢) = min{l,5;}
gl atunci, pentru x € R astfel incat 0 < | x — 2 | < d(¢g)
avem | x3 +3x-5-9| <e.
Asadar, lirré (X3 + 3x — 5) =9
b). Limita lin% ";%?)I = 400 se incadreaza in pct. 2 al

Definitiei amintite. Ca urmare, lim5 I";?)l = +00 =
X—



(Ve >0,30(e) >0:VxeR,0< |x-5|<d =
= 22 >

[x-5]

Fie un § > 0 ce va fi determinat ulterior si fie x € R astfel
incat 0 < | x — 5| < J. Atunci,

x-2 _ x-543 _ x-5 3 3 _

51 = 5] ~Tx35] T =357 >5 |
Conditia % — 1 > ¢ se verifica pentru § € (O,Hil].
Ca urmare, pentru ¢ > 0 dat, alegem §(c) = Eil si
atunci, pentru orice x € R astfel incat 0 < | x =5 | < d(¢)
avem \§—§| > e

: x — 2 _

Asadar, ilins =57 = TOo°

Observatii. 1. Pentru o functie f : R — R, limita lim f(x) = ¢

X—a

prezinta 9 cazuri diferite, dupa cum a gi ¢ sunt finite sau +oo. Toate
aceste cazuri sunt cuprinse in Definitia 4.1.6. Doua dintre ele au fost
ilustrate mai sus.

2. Din cele de mai sus se poate deduce urmatoarea schema de aplicare
a definitiei € — § a limitei unei functii intr-un punct. Ne situdm in
cazul a si ¢ finite. Pentru un 6 > 0 si x astfel incat | x —a | < 4, in
expresia | f(x) — £ | punem in evidentd pe | x — a | gi facem majorarea
| f(x) — €| < F(J). Punem conditia F(§) < e si rezolvdm aceastd
inecuatie cu necunoscuta 4, obtinand solutia ¢ < g(¢). Luand d(g) in
intervalul (0,g(¢)), conditia din definitie se verifica si ca urmare am
demonstrat cd ilir; f(x) = L.

In cazul in care a si £ nu sunt finite, se procedeazi aseminstor.

3. Facem precizarea cd si in domeniul limitelor de functii avem
un analog al Principiului clegtelui de la giruri (vezi Teoremele 4.1.7,
4.1.8).

4. Cele spuse mai sus rdman valabile gi pentru limitele laterale, cu
adaptarile corespunzitoare.



Problema 2

Se dau functiile f, g : R — R, definite prin

x?, dacix # 0 x, dacix € Q

f(x) = »8(x) = :
a, dacix =0 0, dacdx ¢ R\ Q

unde a este un numar real nenul.
S4 se studieze existenta limitelor lin(1) (fog)(x)si hn%) (gof)(x).
X— X—
Rezolvare. Folosim Definitia 1.2.10 a compunerii a dous
functii si Criteriul lui Heine (Teorema 4.1.1) privind limita
unei functii intr-un punct.

Se constatd cd lir% (fog)(x) nu existd in timp ce lin%)
X— xX—

(gof)(x) existd gi este egald cu 0. W

Observatii. 1. Criteriul lui Heine (Teorema 4.1.1 sau varianta sa
mai rafinatd, Teorema 4.1.2) este o conditie necesard si suficientd de
existentd a limitei unei functii intr-un punct. El se mai numeste si
Definitia cu siruri a limitei unei functii intr-un punct.

Criteriul lui Heine si diverse variante ale lui sunt des utilizate in
probleme privind limita unei functii intr-un punct.

Folosirea Criteriului lui Heine in probleme privind existenta limitei
unei functii intr-un punct se face dupa modelul urméator: O functie
f: D C R — R are limita £ in punctul a € D’ dac4 se verificd conditia:
oricare ar fi girul (x,) de elemente din D, diferite de a gi convergent
la a, avem £ = lim f(x,).

Folosirea Criteriului lui Heine in probleme privind inexistenta limitei
unei functii intr-un punct se face dupa modelul urméator: O functie
f: D C R — R nu are limitd (nu are limita ¢) in punctul a € D’ daca
se verificd conditia: existd un sir (x,) de elemente din D, diferite
de a si convergent la a gi astfel incat lim f(x,) nu existd (respectiv,
nu are limita £). Practic, se determind doud siruri (x}) (x/) din D,
convergente la a astfel incat lim f(x]) si lim f(x]/) sunt diferite intre
ele (respectiv, una dintre ele diferita de £) (acum, sirul (x,) este girul
intercalat x},x},x},x5,...).

2. Stabilirea existentei sau inexistentei limitei unei functii intr-un
punct se poate face si cu definitia (in diversele ei variante - cu vecinatati



sau ¢ — ) sau folosind proprietitile functiilor care au limita intr-un
punct.

3. Problema se poate rezolva si altfel:

— facand compunerea celor doua functii

— aplicaAnd Limita functiei compuse (Teorema 4.1.5).

Tata, pe scurt, rezolvarea cu aceasta ultima idee:

Se demonstreazd mai intai cd )113}) f(x) = 0 si ilil% g(x) = 0. Se mai
observi ci f(x) # 0 pentru x # 0 gi cd g nu are aceastd proprietate.
Referitor la limita ill}'(lj ( gof)(x), toate conditiile din Teorema 4.1.5

se verificd. Ca urmare, lir% (gof)(x)=0.

X—
Referitor la limita lir% ( fog)(x), toate conditiile din Teorema 4.1.5,
cu exceptia uneia, se verificd. Ca urmare, Teorema nu se poate aplica.
Se vede de aici cd ipoteza iii) din Teorema 4.1.5 este esentiald.
4. In conditiile Teoremei 4.1.5, se spune cd ficand substitutia (sau
schimbarea de variabild) y = f(x) avem

lim g(f(x)) = lim g(y) = 2o, unde lim f(x) = ypo.

X—a Y—Yo X—a

Problema 3

S4 se calculeze urmaéatoarele limite:

m

. . x™ 1, s . P T . x™ -1,
i). ;PL% S i), XILngO N dii). XEIPOO “—y;m,neN.
. . . + 2
iv). lim xarcsin ———L=t—.
) X— 00 Voxt - x2 -1

Rezolvare. i). Deoarece lim1 (x™ — 1) = 0, limita pre-
X—

zintd nedeterminarea %. Pentru indepéartarea ei, descom-
punem polinoamele in factori i simplificim:

. T (x- )™ D hx™ 2 x4 1)
I o= = Im T e D
. Ml 2 i x4l _m
_)PL% T S i

ii). Deoarece lim (x™ — 1) = oo, limita prezintd nede-
X—00

terminarea 2. Pentru indepartarea ei, scoatem factori co-

muni pe aceia care provoacd nedeterminarea:



. m . xM (1 —x—™
lim £ =L = lim .,(7,,,
oo X 1 xooo X'(1—x7m)

m-nl—x"

= lim x p—

X—00
1, dacim =n

= 0, dacim <n

00, dacim >n

iii). Se procedeazd asemidndtor ca mai sus, cu o micd
schimbare in final:

. mo . x" (1 —x"" . _xm
lim % = lim % = lim x™ nllix,n
x——00 X Xx—o oo X'(I—x ) X——00 - X
1, daci m = n
] 0, dacd m < n
0, dacd m > n, m — n = nr. par

—00, daci m > n, m—n = nr. impar

X + 2 _ X(IJF,%)

iv). Deoarece lim ——2Xtf=— = lim —p—xt
X—00 2x4 — x2 -1 X—00 x2 2,%,%
V2o 2ok
= 0, limita prezintd nedeterminarea 0-co. Pentru inde-
pértarea ei, amplificdim cu sin u(x), unde

u(x) = arcsin \/ﬁ% — 0 pentru x — oo

gi folosim limita fundamentald a sinusului, vjj):

i G0 X427 _ux) _
Xlgl@l() xarcsin === = Xlggo Xt * Sin u(x) =
2 2
. . 1+ =
— 1. lim x——Xt2  _ fjyy X0+ 1
x—oo V2xt-x2 -1 x—oo x2,/2 - & - L V2
2%

Se vede ca nedeterminarea 0-0o s-a transformat - prin
limita fundamentald a sinusului - in nedeterminarea 22 si

aceasta a fost indepartatd prin simplificarea fortats cu x2.

Observatie. Reamintim citeva chestiuni in legiturd cu calculul
limitelor de functii.

Se stie ca limita sumei a doud functii este egald cu suma limitelor,
dacé acestea existd si suma lor are sens; nu are sens operatia oo —
oo. In acest caz se recomandi transformarea functiei de sub limit;
de exemplu, in cazul sumei sau diferentei de radicali, este indicatd
amplificarea cu conjugata; uneori, un factor comun fortat este benefic.



Alteori, se poate folosi o limitd fundamentals, de exemplu, j) sau jj).
de mai jos.

. . 2 - x?
Ezemple. 1°. lim (m*X) = lim % =

X—00 X—00

>»\>~

:) 1

= lim = lim Lt

X—00 m"'x X_’OOX(\/1+X+X2+1)_§.
Se vede cd limita a prezentat nedeterminarea oo — oco; amplificAnd cu
conjugata, limita prezinta nedeterminarea 2. Scoaterea unui factor
fortat si simplificarea cu el indepirteazi aceastd nedeterminare si
permite aplicarea regulii generale: limita unui cat (Teorema 4.1.6).
2°. lim (e™® +x)= lim X(% + 1) = lim fy(l - e}—\) = +4o0.
X——00 X——00 y—00
Se vede ci limita a prezentat nedeterminarea oo — co; scoaterea fac-
torului fortat x si schimbarea de variabila x = —y conduce la limita
unui produs in care fiecare factor are limita —oo. In sfarsit, regula
generald privind limita unui produs (vezi din nou Teorema 4.1.6) ne
da rezultatul final.
Se stie cd limita produsului a doud functii este egald cu produsul
limitelor, dacd acestea exista gi produsul lor are sens; nu are sens
operatia 0-00. In acest caz, se recomand4 transformarea functiei de
sub limita astfel incat unul din factori sd aiba limita diferitd de O si
de £oo; limita va fi decisd de factorul ramas. Uneori, se poate folosi
o limitd fundamentala de exemplu, v) sau vj).
Ezemple. 1°. 11{1}) xex = yan;O ¢ = 0. Se vede c& limita (laterald) a
prezentat nedeterminarea 0-co. O schimbare de variabila convenabila
transform& limita in limita fundamentals v).

2°. lim < j;e" = lim < = i ; (xe* ) =1- Yll)m (—%) =0. Sevede
cd limita a prezentat nedeterminarea 0-co. Separarea unui factor care
are limitd finitd gi o schimbare de variabila convenabild transforma
limita in limita fundamentald v).

Se stie cd limita catului a doud functii este egald cu catul limitelor,
daca acestea exista gi catul lor are sens; nu au sens operatiile % si 2.
Daca limita in cauza prezintd una dintre aceste nedetermindri, pen-
tru indepartarea ei se efectueaza anumite transformari sau se aplicd
anumite formule - numite limite fundamentale. De exemplu, la i) am
descompus polinoamele in factori gi am simplificat, iar la ii) i iii)
am scos factori comuni fortat pentru ca factorii ramasi sa aiba limita
finita, raméanand ca factorii aparuti sa decida limita.

Se stie cd limita unei puteri este egald cu puterea limitelor, daci




acestea existd si puterea lor are sens; nu au sens operatiile 1°°, 09,
oo, Dacd limita in cauzi prezintd nedeterminarea 1°°, pentru inde-
pértarea ei se foloseste limita fundamentald a lui e, adicd limita jx)
de mai jos. Daca limita in cauzi prezint una din nedeterminirile 0°
sau oo, atunci se logaritmeazs, nedeterminarea transformandu-se in
0-00.

x x + 1 xiil
Exemple. 1°. lim (iif) = lim {(1%— Xil) ] =

X

lim T .
= ex—* 1 = ¢. Se vede ci limita a prezentat nedeterminarea 1°°.
in evi a 73 a X) = .
Am pus in evidentd la bazid pe 1, astfel cd am ales u - i - Am

transformat expresia (functia) de sub limitd, pentru a putea aplica
limita fundamentals jx).

lim Inx* lim xInx

— oo — @0 =¢% = 1. Se vede ci

2°. lim x* = lim e™*

x\,0 x\,0
limita a prezentat nedeterminarea 0°. S-a logaritmat, adic s-a folosit
identitatea a = e (ce rezultd din definitia logaritmului unui numsr
intr-o bazd), apoi s-a permutat limita cu exponentierea si limita s-a
redus la limita fundamental vj).

. 1 . % lim Llnx O o1e .

3°. lim xx = lim e ¥ = e—=* " =% = 1. Se vede ci limita

X—00 X—00

a prezentat nedeterminarea oco”. S-a logaritmat, apoi s-a permutat
limita cu exponentierea si limita s-a redus la limita fundamentald
vj). Se mai observa cd prin schimbarea de variabild y = %, limita se
reduce la cea anterioara.

Prezentam mai jos limite fundamentale mai des folosite:

Fie functiile polinomiale P, Q : R — R, definite prin

P(X) = agx™ + alxm—l —+ aQXm*Q 4+ +ay X+ ay

Q(X) = bOXn + len 1 + ngn 2 + -+ bn_1X + bn>

unde ag si by sunt nenule. Atunci:
. . | +oo, dacdag >0
) xlggo Plx) = { —o00, dacd ag <0
Pe scurt, lim P(x) = ag - co.
X—00

bl

+o00 daca ag > 0, m = nr. par
.. . —oo dacd a 0, m = nr. impar
jj). lim P(x) = S0~ bar
X——00 —oo dacd a9 < 0, m = nr. par
+o00 daca ag < 0, m = nr. impar

Pe scurt, lim P(x) = ag-(—o0)™.

X——00



0, daci m < n

iii). lim P(x) _ E—g, dacim =n
W) Q6 T +00, dacd m > n, aghg > 0
—o0, dacd m > n, aghg <0
jv). lim PO — fim 209 i se aplicd rezultatul de la jii)-
A9 T A Q)
v). lim % =0,Yn€Z,b> 1
X—00
vj). lim 2% — 0, sau lim x"In"x = 0, Vn, m € N.

X—00 X—

In cele ce urmeazi, u(x) este o functie cu proprietatea

lim u(x) = 0 si u(x) # 0 pentru x # a.

vij). ili% % — 1 )11_{111 siﬁ&(}x) =1
vjjj). lim 2 =1 lim SR = 1
jx). lim (1 + X) = e, lim (1 + u(x))TT = e.
x). lim 7111(1; x) — 1; lim In(+ u(x) J(rx;“x)) =1
x—0 X—a
xj). lim Pt = Inb; lim Bt =Inbib >0, b #£ 1

xj). lim G2t — s lim L0 — e e R

X—a

Problema 4

Sd se determine numerele reale a, b astfel ca dreapta de ecuatie
y = 3x + 2 si fie asimptotd spre 400 pentru graficul functiei

. %21 -x
fD—)R,f(X)—ﬁ

Cu a si b astfel determinate, sd se determine celelalte asimptote la
graficul functiei.

Rezolvare. Se stie ci dreapta y = mx + n este asimptot
spre +o00 pentru graficul functiei f daca gi numai daca sunt
finite limitele

m = lim @, n = lim (f(x) - mx).

10



Asimptota se numeste oblicd cind m # 0 si orizontala
cand m = 0.

De asemenea, se stie cd dreapta x = o, a € R, este asimp-

totd verticala la graficul functiei f daca si numai dacd «

este punct de acumulare pentru domeniul de definitie D

al functiei gi cel putin una din limitele laterale li/m f(x),
X [0

lim f(x) este infinita.
x\ &
Concret, in problema punem pentru inceput conditiile

lim Dt = mim (B - ax) =2,

X500 (ax + b) X500 ax + b

In calculul acestor limite, finem seama ca intr-o vecinétate
a lui +oo, avem | x> — 1 | = x2 — 1. Ca urmare, conform
regulilor de calcul cu limite de functii,

. |x2 1]-x _ 7. x*-1-x _ 1 __
XlgIolo x(ax + b) 7X1i>nolo x(ax + b 7&173’
. \x2—1|7x7 R T x2-1-x 1 _
i (7M+b ) = lm (st i) =
2
R T a(x* -1 -x) —x(ax +b) _ —(a+b) __
- XIL)II;IO a(ax + b) - a? =2
. . o _ 11 _ 5
De aici rezultda a = 3 gib = —3.

Ca urmare, f: R\ {3} - R, f(x) = %

Se constata cu ugurintd ca dreapta y = 3x + 2 este asimp-
totd oblicd la graficul functiei f si la —oco. Apoi, din

lim f(x) = —oco si lim f(x) = +o0,

x/% XN\ 3

avem ca dreapta x = g este asimptota verticala de ambele
parti la graficul functiei f. B

Observatii. 1. In general, o functie nu poate si admiti atat asimp-
totd oblicd cat gi asimptotd orizontald spre +oo (respectiv —o0). Re-
marcam faptul ci pentru o functie datd, pot avea loc diverse situatii:
— s8 existe asimptote oblice atat spre +oo cat si spre —oo (distincte
sau nu),

11



— s existe asimptote orizontale atat spre +oo cat si spre —oo (dis-
tincte sau nu),

— sd existe asimptota oblicd spre +oo cat si asimptota orizontalad spre
—oo (sau invers),

— sd existe asimptotd spre 400 dar sa nu existe asimptota spre —oo
(sau invers),

— sd nu existe asimptote atat spre 400 cat si spre —oo,

— 88 existe sau sd nu existe asimptote verticale in fiecare din aceste
situatii.

In sfarsit, mai remarcim faptul ci asimptotele la graficul unei functii
se mal numesc, uneori, asimptotele functiei.

2. Pentru o functie rationald f : D C R — R, f(x) = g((’:()), D fiind
domeniul maxim de definitie, avem reguli simple in ceea ce priveste
existenta asimptotelor:

i). graficul lui f are asimptotd orizontald (aceeasi spre 400 si spre
—00) dacd gi numai dacd polinoamele P gi Q au grade egale; in acest

caz, asimptota orizontala este y = n, unde n = lim Pg))
X—00

ii). graficul lui f are asimptotd oblicd (aceeasi spre +0o gi spre —o0)
daca si numai dacd grad P = 1 4+ grad Q; in acest caz, asimptota
oblicd este y = mx + n, unde mx + n este catul impartirii polinomului
P la polinomul Q.

iii). graficul lui f are asimptota verticald x = a daci si numai daca
Q(a) = 0.

3. In mod cu totul asemanator, se poate introduce notiunea de curba
asimptotd: curba C de ecuatie y = g(x) este curbd asimptotd citre
+0o (—o0) la graficul lui f dacid Xlirgo (f(x) — g(x)) = 0, respectiv
Xgmoo (f(x) — g(x)) = 0. Este clar ci in acest caz, putem vedea curba
de ecuatie y = f(x) drept curbd asimptota la graficul lui g.
Ezemplu: graficul functiei f(x) = "3%1
y = x2, atat spre +oo cat si spre —oo.

Se constatd ugor ci graficul unei functii rationale f(x) =

admite curba asimptota

P(x)
Q(x)
drept curbs asimptotd o parabols de ecuatie y = ax? + bx + ¢ daci
si numai daci grad P = 2 + grad Q; in acest caz, ax? + bx + c este

catul impartirii polinomului P la polinomul Q.

admite

12



Problema 5

Sa se studieze continuitatea functiilor:
x> +x+1, dacix <1
a). f: R—-R, f(x) =¢ a, dacdx =1 ;
x2-2x 4+ 3, dacix > 1
3

, dacdx €
b).h:RHR,h(X):{ x?, dacd x € %\Q

Rezolvare. a). Avem in vedere Definitia 4.2.9, Teorema
4.2.5 ¢i Exemplul 4.2.10. Pe fiecare din intervalele de-
schise (—o00,1), (1,00), functia f este continud, fiind functie
polinomiald. Rdméane de studiat continuitatea in punctul
x = 1. Avem

— 1 _ 1 2 _
f(l*O)—}l{liI}f(X)—}l{llI}(X +x+1) =3
x <1 x <1
f(1 + 0) = limf(x) = lim (x*-2x+8) =5-1

x>1 x<1

i (1) = «. Conditia de continuitate a lui f in punctul
x=1sescrie3=pF-1=asginedia=3si5=4.

Tragem urmaétoarele concluzii:

—pentru « # 3 i 8 # 4, f este continud pe R \ {1}; punctul
x = 1 este punct de discontinuitate de speta intaia (vezi
Definitia 4.2.12); functia f nu este continud la stanga si
nici la dreapta in punctul x = 1.

—pentru a = 3 si 8 # 4, f este continud pe R \ {1}; punctul
x = 1 este punct de discontinuitate de speta intéia; in plus,
functia f este continua la stdnga in punctul x = 1 dar nu
este continua la dreapta in acest punct.

—pentru « # 3 si 8 = 4, f este continud pe R \ {1}; punctul
x = 1 este punct de discontinuitate de speta intéia; in plus,
functia f este continua la dreapta in punctul x = 1 dar nu
este continua la stdnga in acest punct.

— pentru « = 3 si 8 = 4, functia f este continua pe R.

b). Deoarece functia h nu are ramurile definite pe subin-
tervale ale lui R, nu se poate proceda ca mai sus. Deoarece
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nu se stie in ce punct functia este continud, vom folosi Cri-
teriul lui Heine privind limita unei functii intr-un punct
(Teoremele 4.1.1, 4.1.2) si privind continuitatea unei func-
til intr-un punct (Teorema 4.2.1). Fie deci a € R un punct
in care functia h este continui. Ca urmare, pentru orice
sir (x,) de numere reale cu lim x,, = a, avem lim h(x,) =
h(a). Presupunem ci a € Q. Fie girul de numere irationale
(a + T), convergent la a. Atunci, lim h(a + T) = h(a)
ne di a? = a3. Dacd a € R \ Q, fie un sir (x,) de numere
rationale convergent la a. Atunci, lim h(x/) = h(a) ne
di lim x/2 = a2, adicd a® = a%. Tragem concluzia c& dac#
functia h este continu# in punctul a € R, atunci a? = a3
(adicd a = 0 sau a = 1). De asemenea, mai tragem con-
cluzia c& daci a? # a®, atunci functia h nu este continua

in punctul a € R.

Demonstram ca functia este continud in orice punct a €
R pentru care a? = a®. Fie (x,) un sir oarecare de numere
reale, astfel incat lim x,, = a. Se poate intAmpla una din
situatiile:

— girul (x,) are un numdr finit de termeni rationali iar
ceilalti sunt irationali;

— girul (x,) are un numér finit de termeni irationali iar
ceilalti sunt rationali;

— girul (x,) are un numadr infinit de termeni rationali si
un numar infinit de termeni irationali.

In prima situatie, prin eliminarea termenilor rationali,

girul (x,) are numai termeni irationali. Ca urmare, girul
imagine (h(x,)) este sirul (x2) si evident, lim h(x,) = a2.

In a doua situatie, prin eliminarea termenilor irationali,

girul (x,) are numai termeni rationali. Ca urmare, girul
imagine (h(x,)) este sirul (x3) si evident, lim h(x,) = a3.

In a treia situatie, sirul imagine (h(x,)) este format din

exact doud subsiruri (x{ ) si (x3 ), convergente la a® re-
2 = a3, girul imagine (h(x,)) este con-
2 3

= a’.

spectiv a?. Cum a
vergent (vezi Propozitia 3.1.5) si lim h(x,) = a
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Deci, indiferent de situatie, lim h(x,) = h(a). Functia h

este continus in orice punct a € R pentru care a? = a3,

Concluzia finald este aceea ca functia h este continua in
punctele x = 0 si x = 1 si este discontinua in toate celelalte
puncte din R.

Sa precizam natura punctelor de discontinuitate ale lui h.
Fie deci a € R \ {0,1}un astfel de punct. Fie (a,) un sir
de numere rationale gi (b,) un gir de numere irationale,
ambele convergente la a. Avem

lim h(a,) = lim a} = a® i lim h(b,) = lim b2 = a2
Cum lim h(a,) # lim h(by,), rezultd cd functia h nu are
limita in punctul a.

Agadar, punctele de discontinuitate ale functiei h sunt de
speta a doua. W

Observatii. 1. Functiile elementare - polinomiale, rationale, trigono-
metrice, puteri reale, exponentiale - sunt continue pe domeniul lor
maxim de definitie; in general vorbind, domeniul maxim de definitie
al unei astfel de functii este fie un interval (care poate fi chiar R) fie
o reuniune finita de intervale deschise.

Cele mai simple functii neelementare sunt cele “definite pe ramuri”,
adica de forma functiilor f sau g de mai sus.

O functie neelementara aparte este functia modul,

['[:R—=R,x—|x|,
a carei explicitare este

x| = -x, dacax <0
] x dacix > 0

)

Functia modul este continua pe R.

Operatiile de adunare, sciddere, inmultire cu scalari, tnmultire, im-
partire sau ridicare la putere efectuate cu functii continue conduc tot
la astfel de functii (vezi Teorema 4.2.3).

Exemple. 1°. Functiile e + x2, e¥ — x2, x%e* sunt continue pe R, ca

sum4, diferents respectiv produsul functiilor continue e* si x2;
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2°. Functia & este continud pe D = (—00,0) U (0,00) pentru ci este
catul a doua functii continue si numitorul nu se anuleaza pe D;

3°. Functia 2e* este continuad pe R, ca produsul functiei continue e*
cu scalarul 2, sau ca produsul a doua functii continue: exponentiala
e* si functia cons:canté 2.

4°. Functia (X2)e este continud pe R, ca putere a doua functii con-
tinue;

5°. Functia x%° este continui pe (0,00), ca putere a doud functii con-
tinue; Trebuie observata diferenta, datoratd domeniului de definitie
a functiei de la bazi.

De asemenea, compunerea a doud functii continue este tot o functie
continud. (vezi Teorema 4.2.4).

De exemplu, functia f(x) = | x — 2 | este continud pe R ca fiind
compunerea g o u a functiilor continue u(x) = x -2 si g(x) = | x| .
Mentiondm faptul c& operatiile de mai sus efectuate fie cu functii
discontinue fie cu functii discontinue i cu functii continue conduc fie
la functii continue fie la functii discontinue. Ilustrdm aceasta prin
cateva exemple.

1°. Fie f : R — R, o functie discontinuad intr-un punct a. Este clar
ca f + f = 2f este discontinui in punctul a, in timp ce f — f = 0 este
continud pe R, ca fiind o functie constanta.

2°. Functiau: R - R, u(x) = }’1’ j:zgi E ]%\Q
tinud in fiecare punct din R. Functia f(x) = | u(x) |= 1 este continui
pe R.

Se vede de aici cd din continuitatea functiei | g | nu rezultd continui-
tatea functiei g.

3°. In acelasi timp, functia produs dintre o functie continud pe R si
o functie discontinud pe R poate fi continud pe R (ca in 0-u = 0) sau
discontinud pe R (ca in 1-u = u).

Mai reamintim cd o functie continud comutd cu luarea limitei, fapt
deja folosit paAnd acum de mai multe ori.

De asemenea, dacd f gi g sunt continue pe D, atunci functiile

este discon-

max {f,g} : D — R, x — max {f(x),g(x)}
min {f,g} : D — R, x — min {f(x),g(x)}

sunt continue pe D.
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In sfarsit, precizim ci toate operatiile de mai sus se pot extinde la
un numar finit oarecare de functii.

2. Un punct a € D in care functia f : D — R nu este continua se
numeste punct de discontinuitate pentru functie. Punctul de discon-
tinuitate este de speta intaia daci functia are limite laterale finite in
acest punct. In caz contrar, punctul de discontinuitate este de speta
a doua (vezi Definitia 4.2.12).

Asgadar, intr-un punct de discontinuitate de speta intdia pentru o
functie, aceasta are limite laterale finite care ori sunt diferite intre
ele, caz in care functia nu are limitd in punct, ori sunt egale intre ele,
caz in care functia are limitd (finitd) in punct, dar valoarea lor difera
de valoarea functiei in punct.

Intr-un punct de discontinuitate de speta a doua.pentru o functie,
aceasta ori are ambele limite laterale, dar una dintre ele este infinité,
ori cel putin una din limitele laterale nu exista.

Daca punctul a este punct de discontinuitate de speta intaia pentru f
gi dacd f(a) = f(a 4+ 0), atunci se spune ci f este continud la dreapta
in acest punct (sau ca a este punct de continuitate la dreapta pentru
f); similar, dacg f(a) = f(a — 0), atunci se spune c§ f este continui la
stanga in acest punct (sau cd a este punct de continuitate la stanga
pentru f).

Se poate demonstra ca discontinuitatile unei functii monotone pe un
interval sunt numai de speta intaia (vezi in §4.1/4.1.5).

Cele spuse mai sus pot fi interpretate i din punct de vedere al conti-
nuitatii intr-un punct: dacad pentru o functie f : D — R §i pentru un
punct a € D care este punct de acumulare bilateral pentru D (vezi
Definitia 4.1.8) exista f(a — 0) si f(a + 0), atunci f este continud in a
dacd si numai daci f(a — 0) = f(a + 0) = f(a).

3. Se poate demonstra (in mod asem&nitor ca la pct. ¢)) un rezultat
general:

Daca functiile f1, fs : R — R sunt continue pe R, atunci functia

- [ fi(x), dacdix € Q
f: R — R, f(x) { fo(x), dacix € R\Q

este continud intr-un punct a € R daci si numai dacd f;(a) = fa(a).

Ca urmare, pentru o astfel de functie f, multimea punctelor de con-
tinuitate este {x € R | f;(x) = f2(x)}.
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Problema 6

Sa se precizeze care dintre functiile

f: R — R, f(x) = sinx + cos2x,
g R — R g (x)=x",n €N,

este continud uniform.

Rezolvare. Avem in vedere Definitia 4.2.14.

a). Fleun 0 > 0gi x, y € R astfel incat | x —y | < 4.
Avem

| f(x) — f(y) | = | sinx + cos2x — siny — cos2y | <
< | sinx — siny | + | cos2x — cos2y | < 3| x —y | < 34.

(s-a tinut cont de formulele trigonometrice

sinx — siny = 2sin 5~ cos %

cos2x — cos2y = —2sin (x — y)sin (x + y)
precum si de inegalitatea | sinx | < | x |, valabild pentru
orice x € R).

Acum, pentru £ > 0 dat, alegem d(¢) = £ si atunci, daca
x,y R, [x—y|<d(e), avem | f(x) - f(y) | <e.

Conform Definitiei, functia f este uniform continué.

b). Incepem cu un caz simplu: n = 1. Evident, pentru
X,y € R avem

lg1(x) —g1(y) | =]x-y],
de unde se vede ci este suficient sd alegem, pentru ¢ > 0
dat, d(g) = ¢, pentru ca, dacd x, y € R, | x —y | < d(¢)
sd avem | g1(x) —g1(y) | < e.
Conform Definitiei, functia g; este uniform continua.

Pentrun > 2 ¢i m € N avem
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[gn(m + ) ~ga(m - ) [=(m+ 1)~ (m - §)" =
=2[Clm" %+ Cim" ®+ -] >2n,
ceea ce aratd cd diferenta | g,(m + 1) — g,(m — 1) |

nu poate fi mai micd decat 1, chiar daca diferenta dintre
argumentele m + % sim — i poate fi oricat de mica.

Concluzia: functia g,, n > 2, nu este uniform continui M

Observatie. Reamintim definitia ¢ — § a continuit#tii unei functii
reale de variabild reald intr-un punct (vezi Definitia 4.2.5, pct. 1):

functia f : D C R — R este continua in punctul a € D <—
Ve > 0,30(e,a)>0:¥x € D, |x-a| < §d =] f(x) —f(a) | <e.

Aici, 0 depinde, ingeneral, de ¢ si de punctul a. Independenta lui §
de a inseamna un anume tip de continuitate a functiei f i anume
continuitatea uniforma.

Asadar, definitia continuitdtii uniforme a unei functii reale de vari-
abild reald se reformuleazi astfel:

functia f: D C R — R este continud uniform pe D <
Ve >0,30(e)>0:Vx,yeD,|x-y | <d=|fx)-1(y) | <e.

(vezi Definitia 4.2.14). Evident, o functie continug uniform pe D este
continud in fiecare punct din D (adicd pe D). S& mai remarcdm ci
proprietatea de continuitate a unei functii intr-un punct este locala,
depinzand doar de valorile ei intr-o vecindtate a punctului, iar pro-
prietatea de continuitate uniforma a unei functii pe o multime este
globald, depinzand de valorile ei pe intreaga multime.

Operatiile de adunare, scddere, inmultire cu scalari efectuate cu functii
continue uniform pe o multime conduc tot la astfel de functii. De
asemenea, compunerea a doud functii continue uniform este tot o
astfel de functie. Justificarea acestor afirmatii este imediata.
Functia g (x) = x? de mai sus aratd cd produsul a dous functii con-
tinue uniform nu este in mod obligatoriu tot o astfel de functie.

De altfel, exemple simple aratd cé operatiile de inmultire, impartire
sau ridicare la putere efectuate cu functii continue uniform nu conduc,
in general, tot la astfel de functii.

19



Se poate constata cu usurintd c& produsul a doud functii continue
uniform gi marginite este tot o functie continua uniform. Daca una
din functii nu este marginita, functia produs s-ar putea si nu fie
continua uniform, dupa cum se poate vedea din urméatorul

Ezemplu. Functia f(x) = xsinx nu este continud uniform pe R. Intr-
adevir aceasta rezultd din identitatea f(2n7m + h) — f(2n7m — h) =
4nm sinh si rationand prin reducere la absurd.

Tot functia go(x) = x? de mai sus aratd c& functiile continue pe o
multime nu sunt in mod obligatoriu si continue uniform pe multimea
respectivd. Sunt cunoscute citeva rezultate simple in legdturd cu
continuitatea uniformé a unei functii continue pe o multime:

1°. Teorema lui Cantor: Orice functie f : D C R — R, continué pe
multimea compactd D, este continud uniform pe D (vezi Teorema
4.2.10).

2°. Orice functie f : R — R, continua si periodica, este continui
uniform pe R.

3°. Orice functie f : (o, 8) — R, continud gi care are limitele finite
li{n f(x), h}% f(x), este continud uniform pe («, 8). Aici, a, 8 pot fi
X «@ X

finite sau infinite.

4°. Orice functie f: I C R — R, lipschitziana, este continua uniform
pe intervalul I. In particular, dacg f este derivabil® pe I cu exceptia
eventuald a unui numar finit de puncte si derivata f’ este mirginita,
atunci f este continua uniform pe I.

Sa justificim aceste afirmatii.

1°. Demonstratia Teoremei se afld in §4.2/4.2.6.

2°. Ideea de demonstratie este urmatoarea: fie T > 0 perioada princi-
pald a functiei. Pe intervalul [0,2T], functia f este continud uniform,
conform teoremei lui Cantor. Pentru € > 0 dat, fie d(¢) < T din
definitia continuitdtii uniforme. Se aratd ci acest §(e) este cel cutat
pentru probarea continuitatii uniforme a functiei f pe R.

3°. Consideram mai intai cazul particular in care « gi 8 sunt finite.
Fie F prelungirea prin continuitate a functiei f la intervalul [a, 5]
Teorema lui Cantor ne asigurd ci F este continud uniform pe [a, 3]
Acum este clar cd f este continud uniform pe (a, 3).

In cazul general pentru « si 8, avand in vedere definitia ¢ — § a limi-
tel unei functii intr-un punct (Definitia 4.1.4), Criteriul lui Cauchy-
Bolzano (Teorema 4.1.3) gi Teorema lui Cantor, se demonstreazs con-
tinuitatea uniformd a lui f pe (o, 8).
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4°. Pentru prima parte, vezi Propozitia 4.2.2. In cazul particular
considerat, cu Teorema lui Lagrange se aratd ca f este lipschitziand
pe intervalul 1.

Se poate demonstra cu usurinta ca orice functie continua uniform pe
un interval I transform& o submultime marginitd a lui I tot intr-o
multime marginita.

Alte améanunte in legiturd cu functiile continue uniform se pot gasi
in §4.2/4.2.4 — 4.2.6.

Problema 7

Sd se arate ca functia f: R — R, f(x) = x3 — 2 x + 1, este marginita
pe fiecare interval compact [a,b] C R dar nu este marginitd pe nici
un interval necompact de forma (—oo,b] sau [a,+00).

Rezolvare. Avem in vedere definitia unei functii margi-
nite datd in Definitia 1.3.4. De asemenea, avem in vedere
Propozitia 1.3.4.

Pentru fiecare x din intervalul compact [a,b] avem | x | <
max{| a |,| b |} =r si ca urmare,

| f(x) | = B32x+1 | < |x]P+2[ x|+ 1< r3+2r+1

ceea ce aratd cd functia f este mérginitd pe [a,b].

Pentru fiecare n € N, n > 2, pentru x > max{a,n} avem
fx) =x*-2x+1=x(x>-2)+1>n+1,

ceea ce aratd cd functia f nu este marginitd superior pe
intervalul [a,400). Ca urmare, functia f nu este marginita
pe intervalul [a,400).

Pe de altd parte, functia f este minoratd (sau marginita
inferior) pe [a,+00). Intr-adevir, deosebim doud cazuri:

i). Cazul a < 2. Pe intervalul [a,2] functia f este marginit4,
deci minorata, conform teoremei lui Weierstrass (vezi Coro-
larul 4.2.4). Pe intervalul [2,00), { este minoratd, pentru
cd avem 1 < f(x) pentru x > 2. Asadar, functia f este
minoratd pe intervalul [a,00).
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ii). Cazul a > 2. Ca gi mai sus, f este minoratd pe [a,00)
pentru ci avem 1 < f(x) pentru x > a.

Concluzia este c& pe intervalul [a,00), functia f este mino-
ratd dar nu este majorata.

In mod asemanétor se aratd cd pe intervalul (—oo,b] functia
f nu este minorata dar este majoratd. W

Observatie. Exemple simple arat# ci, in general, o functie continus
f: I C R — R nu este mirginitd pe intervalul I. In cazul in care
intervalul I este un interval compact, I = [a,b], are loc binecunoscuta
teorema fundamentald a lui Weierstrass privind marginirea functiilor:
Orice functie continud pe un interval compact este marginitd si isi
atinge marginile. Asadar, exista cel putin doud puncte x; si X2 in
intervalul compact [a,b] astfel incat
f(x1) = inf f(x) <f(x) < sup f(x) = f(x2), Vx € [a,b]
x€[a,b] x€[a,b]
Punctele x; si xo sunt puncte de minim absolut pentru functia f: x;
este punct de minim absolut pentru f iar x, este punct de maxim
absolut pentru f.
Reamintim c4, in general, numerele

m = inf f(x) = inf £(I), M = sup f(x) = sup {(I)

x€l x€I

se numesc marginile functiei f pe multimea I.
Diverse proprietéti ale marginilor unei functii se pot gasi in Propozitia
1.3.5.
Sunt cunoscute cateva rezultate simple in legaturd cu marginirea unei
functii continue pe o multime:
1°. Fie f : [a,b) — R, continui si astfel incat )}Lnll) f(x) este finit.
Atunci, f este marginita si isi atinge cel putin una din margini. Aici,
b poate fi finit sau +oo.
Similar, dacd f : (a,b] — R este continud si astfel incat lim f(x) este

X—a
finitd, atunci avem aceeasi concluzie. Aici, a poate fi finit sau —oo.
De asemenea, dacd f : (a,b) — R este continud si astfel incat
lim f(x) = lirrt f(x) € R, atunci avem aceeasi concluzie. Aici, a
X—

X—a

si b pot fi finite sau nu. Facem precizarea c& dacd limitele nu sunt
egale, dar sunt finite, atunci functia este doar marginita.
Ezxemplu. Fiecare din functiile
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f: [0700) - ’ f(X): X_}f_la
g: (—o0,1] = R, gx) =2,
h: R — R, h(x) = arctg | x |,

ilustreaza cele de mai sus.

Pe de altd parte, functia u : R — R, u(x) = arctg x, este continud,
are limite finite la capetele lui R dar nu isi atinge marginile. Aceasta
aratd cd cerinta ca limitele sa fie egale este esentiald. Se constata ca
functia este marginita pe R.

Justificarea acestor afirmatii este imediatd, dacd se are in vedere
Definitia 4.1.4 a limitei unei functii intr-un punct si Teorema lui
Weierstrass de mai sus.

2°. Fie f : R — R, continua si periodica. Atunci, f este marginita si
isi atinge marginile.

Justificarea este imediata. Facem precizarea ca functia isi atinge
marginile de o infinitate de ori, cel putin cate o dati in fiecare interval
nT,(n + 1)T], n € Z, unde T > 0 este o perioadd a functiei.

3°. Fie f : D — R, lipschitziand. Atunci, f transform& orice sub-
multime marginita a lui D tot intr-o mulfime marginita.

In particular, dac# f este derivabild pe un interval I cu exceptia even-
tuald a unui numar finit de puncte si derivata f’ este marginitd, atunci
f este méarginitd pe fiecare subinterval marginit al lui I.

Justificarea este imediata.

4°. Fie g : [a,b] — R, o functie monotond, nu neapdrat continué.
Atunci, g este marginitd si isi atinge marginile. Mai precis, dacd g
este crescitoare, marginile ei sunt m = g(a) si M = g(b) iar daca
este descrescitoare, marginile ei sunt m = g(b) si M = g(a). Asadar,
marginile unei functii monotone se ating in capetele intervalului.
Dac# g este monotond pe intervalul deschis (a,b), atunci ea este
marginita - fard si-si atingd marginile - dacd si numai dacd este
marginitd pe cite o vecindtate a capetelor intervalului.

Justificdrile sunt imediate.

Problema 8

1. S& se stabileascd semnul functiei

f(x) = 1 + sin®x — cos?x + sin 2x
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pe domeniul siu maxim de definitie.
2. Sa se stabileascd numarul radacinilor reale ale ecuatiei

x* +3x% + 2px — 1 = 0, p € R fiind dat.

Rezolvare. 1). Domeniul maxim de definitie al functiei
f este R. Functia f este continud pe R, fiind o suma de

2

astfel de functii. Pentru x € R avem f(x) = sin“x — cos®x

2

+ (sinx + cosx)? = 2sinx(sinx + cosx). Deoarece functia
f este 2r — periodica, este suficient s& stabilim semnul
s&u pe intervalul [0,27]. Functia f se anuleazi pe acest
interval in punctele x date de ecuatiile sinx 4+ cosx = 0,

sinx = 0. Aceste puncte sunt :’%, 7I

I respectiv 0, 7, 27.

Avand in vedere faptul cd o functie continud are semn
constant pe orice interval pe care nu se anuleaza, rezulta

urmatorul tablou de semne:

\ x | 0 %’r T %’T
2sinx | 0 + + + 0 — — -—
sinx + cosx | + + 0 — — — 0 +
£(x) 0+ 0 — 0 + 0 -

o+ o¥

Explicim cum s-a stabilit in tablou semnul factorului h(x)
= sinx + cosx. Am stabilit ca zerourile lui h din in-

3 T

tervalul [0,27] sunt 2F gi “Z. Functia h este continud

4 4

pe [0,27]. Ca urmare, pe fiecare din intervalele [0,37“),

3 7w

(32, Zx), (Z=,2n], h are semn constant. Este clar, h(%)

47 4

= +1 d& semnul pe primul interval, h(n) = -1 d& sem-
nul pe al doilea interval iar h(27) = +1 d& semnul pe
al treilea interval. Cele trei semne se trec in tablou, in

locurile cuvenite.

2). Fief: R — R, f(x) =x* + 3x? + 2px — 1. Avem f(0)<0
gi lim f(x) = +o0; existd deci puncte x; suficient de mari

astfel incat f(x1) > 0. Conform Teoremei de intersectie a

lui Cauchy, existd cel putin un c¢; € (0,x;) astfel incat f(c;)

= 0. Analog, din lim f(x) = 400, existd cel putin un cy
X——00

< 0 astfel incat f(cz) = 0. In concluzie, ecuatia datd are
cel putin doud radacini reale. Fiind ecuatie cu coeficienti
reali de grad par, ea poate avea numai un numar par de
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riddcini reale. Presupunem cé ecuatia f(x) = 0 are patru
ridécini reale. Conform teoremei lui Rolle, ecuatia f'(x)
= 0 are cel putin trei rdd&cini reale. Analog, ecuatia '’ (x)
= 0 are cel doud ridicini reale. Dar f’(x) = 12x* + 6 si
acest polinom nu are radacini reale. Contradictia arata
ci presupunerea ficutd este falsi. In concluzie, ecuatia
data are exact doud radacini reale.

Altfel, folosim Metoda graficd. Ecuatia se poate scrie sub
forma x* + 3x? = 1 — 2px. Reprezentand grafic functiile
u(x) = x* 4+ 3x? si v(x) = 1 — 2px in acelasi sistem de
coordonate xQy, se poate trage concluzia cd ecuatia data
are exact doud radacini reale. W

Observatie. In rezolvarea primei pirti a problemei s-a folosit ur-
matorul rezultat:

O functie f : I — R, continua pe intervalul I si care nu se anuleaza in
nici un punct al intervalului, are semn constant pe intervalul I.
Demonstratia se bazeaza pe urmatoarea Lemad, utila in rezolvarea
diferitelor probleme dar si in demonstrarea altor rezultate teoretice.
Ea mai poartd gi denumirea de Teorema de intersectie a lui Cauchy:
“Daca f : [a,b] — R este o functie continud si f(a)-f(b) < 0, atunci
existd cel putin un punct ¢ € (a,b) astfel incat f(c) = 0.”
Demonstratia Lemei: Presupunem f(a) < 0, cazul contrar tratandu-
se in mod asem&ndtor. Fie multimea A = {x € [a,b] | f(x) < 0} care,
evident, este nevidd si marginitd. Conform cu Axioma lui Cantor-
Dedekind (vezi Definitia 1.3.2), existd & = supA. Din Definitia 1.2.6
rezultd cd £ € [a,b]. Vom ardta cd & poate fi luat drept ¢ din enuntul
Lemei. In primul rand, din f(a) < 0 si din continuitatea lui f in
punctul a, existd o vecindtate U a lui a astfel incat f(x) < 0 pentru
x € UnN [a,b]. In al doilea rand, din f(b) > 0 rezulti la fel ci exista
o vecindtate V a lui b astfel incat f(x) > 0 pentru x € V N [a,b].
De aici, tragem concluzia ca punctul £ apartine intervalului deschis
(a,b). Acum, avem doud posibilitdti: £ € A sau £ ¢ A. Dacd € € A,
atunci f(§) < 0. Presupunem cf f(¢) < 0. Din continuitatea lui f in
punctul &, existd o vecindtate W = (£ — 1, + 1) a lui £ astfel incat
f(x) < 0 pentru orice x € W N [a,b]. Deci, existd puncte x > £ din A
astfel incat f(x) < 0, ceea ce contrazice definitia lui £. Rdméane deci

f(§) = 0.
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Daci ¢ ¢ A, atunci f(¢) > 0. Din Proporzitia 1.3.1, pentru fiecare n
1

€ N, existd x, € A astfel incat § — < x, < £. Principiul clegtelui
ne da lim x, = &. Criteriul lui Heine (Teorema 4.2.1) ne da lim f(x,)
= {(¢). Din x, € A, rezultd f(x,) < 0 si ca urmare, f(§) < 0, ceea ce
contrazice faptul ci f(§) > 0. Asadar, £ ¢ A nu poate avea loc.
Asadar, avem f(§) = 0 gi luand ¢ = &, demonstratia Lemei este
incheiata.

Demonstratia rezultatului enuntat. Prin reducere la absurd. Pre-
supunem ci functia f nu are semn constant pe I. Atunci, exista doud
puncte a < b din I astfel incat f(a) si f(b) au semne contrare. Lema
tocmai demonstratd ne dd un punct ¢ € (a,b) cu f(c) = 0, ceea ce
contrazice ipoteza asupra lui f. Asgadar, presupunerea facutd este
falsa.

Ramaéane adevarat ca functia f are semn constant pe I gi demonstratia
este incheiata.

In general vorbind, a stabili semnul unei functii revine la a indica sub-
multimile din domeniul sdu de definitie pe care functia este pozitiv,
negativa sau se anuleazi. Practic, se procedeaza astfel:

p1: se determing toate zerourile a; < as < ... < a, < ...ale functiei
continue f din intervalul I (zero al functiei { inseamnd o rddédcind a
ecuatiei f(x) = 0)

pa: se stabilegte semnul lui f in fiecare din intervalele (a;,az), (ag,as),
...(prin alegerea a cate unui punct b din fiecare interval, semnul lui
f(b) este semnul lui f pe intervalul respectiv).

Revenim la Lemd&, dand o interpretare geometricd a ei. Graficul
functiei f este Gy = {(x,y) € R? | x € I, y = f(x)} si poate fi viizut
ca fiind curba de ecuatie (explicitd) y = f(x) - vezi §5.9/5.9.1. In
conditiile Lemei, graficul lui f intersecteazd axa Ox in punctul (c,0).
De aici, numele de Teorema de intersectie a lui Cauchy.

In rezolvarea celei de a doua parti a problemei s-au folosit urmitoarele
rezultate, in fapt doud generalizari imediate ale Lemei:

i). Fie f, g : [a,b] — R doud functii continue astfel incat f(a) < g(a)
gi f(b) > g(b). Atunci, existd cel putin un punct ¢ € (a,b) astfel incat
f(c) = g(c).

Intr-adevar, se aplicd Lema functiei ajutatoare h = f — g.

ii). Dacd f: (a,b) — R este o functie continud si f(a + 0)-f(b — 0)
< 0, atunci existd cel putin un punct ¢ € (a,b) astfel incat f(c) = 0.
Aici, a gi b pot fi finite sau nu.
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Intr-adevir, din definitia limitelor laterale se deduce c& exista puncte
a’ > asi b’ < b, suficient de apropiate de a si respectiv b, astfel incat
f(a") ¢i f(b’) au acelagi semn cu f(a + 0) si respectiv f(b — 0). Aplicand
Lema pe intervalul [a/,b'], rezultd concluzia.

Facem precizarea cd atat in Lema cat si in aceasta ultima generalizare
a sa, dacé functia este strict monotoné, atunci punctul c este unic.

Problema 9

Se da functia f : [a,00) — R, f(x) = x* — 3x® + 2. Se cere:

a). S& se determine a > 0, minim posibil, astfel incat functia
f sa fie injectiva,;

b). Pentru a = §7 fiel = [@,oo) si J = £(I). S& se arate cd
f: 1 — J este inversabild si ci inversa sa f~! este continud pe J;

c). Si se determine f~! in cazul anterior si s& se verifice faptul
ca este continua pe J.

Rezolvare. a). Se stie ci pentru o functie continu#
pe un interval I, injectivitatea este echivalenta cu stricta
monotonie. Deoarece functia polinomiala f este continué,
trebuie s& determindm a > 0, minim posibil, astfel incat
functia f si fie strict monotona. Cum f(x) = x2(x% - 3) +
2 este strict crescitoare pentru x > /3, rezult ci trebuie
sd determindm a > 0, minim posibil, astfel incat functia f
s& fie strict crescitoare pe [a,00). Avem in vedere functia
de gradul al doilea g(t) = t2 — 3t + 2, care este strict
crescatoare pentru t > %

Agadar, din x > y > a trebuie s& rezulte f(x) > f(y). Din
-3 >yl -3yl = (X -y)XZ +y2 -3) > 0 =
= x> +y2-3>0,

se vede c4 este suficient ca y? > % pentru ca sa se verifice

conditia. Aceasta inseamni si ludm a’ = %

Presupunem ca acest a = \/g nu este minim posibil pen-

tru a se verifica conditia de mai sus. Fie atunci a cel
ciutat si x si y astfel incat a <y < x < \/g Atunci,
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inegalitatea f(x) > f(y) ne da x> + y% — 3 > 0, ceea ce
este imposibil.

In concluzie, a > 0, minim posibil, astfel incat functia f

sa fie injectiva este a = %

b). Si de data aceasta folosim un rezultat fundamental
privind functiile continue, rezultat care il completeaza pe
cel anterior:

“Fie f o functie continud pe un interval I gi J = f(I).
Atunci, functia f : T — J este bijectivd dacad si numai
dacd este strict monotona gi in acest caz, functia inversa
f=1 : J — I este continui si strict monotona.”

Mention&m faptul cd monotonia lui f~! este in acelasi sens

ca monotonia lui f.

Acum rezolvarea este simpla. Functia f este continui si
strict monotona pe intervalul I = [@, 00) i ca urmare,
f: I — J este bijectivd, deci inversabild, conform Propo-

zitiei 1.2.1; in plus, inversa sa f~! este continui pe J.

c). Conform cu Remarca 1.2.4, functia inversi f~! este
definitd prin

L)L l(y)=x=fx) =y

Conform unui alt rezultat remarcabil privind functiile con-

tinue, J = f(I) este un interval. Deoarece f este strict
V6

crescatoare pe I = [%2,00), avem cd

T = [f(%9), lim f(x)) = [=},00).

Asadar, pt. y € J = [, 00), rezolvdm ecuatia f(x) = y.

Ecuatia devine x* — 3x? + 2 — y = 0 si are ridicinile date
dex? =3Iyt 1 V24"V+1 gisunt x = £4/3 5y £ 1 V;YH. Din cele

patru radécini, convine aceea care este in intervalul I. Se

constatd cu uguringd ci x = /3Ty L V24V+1 el

Asadar, {1 : [—i,oo) — [@&O)a =1 (y) = HQﬂ

Este clar ci f~1 este continui pe [—%, 00), ca 0 compunere
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de functii continue: functia polinomiald de gradul intai si
functia radical (ca functie inversi a functiei putere x?) -
vezi Teorema 4.2.4.

Se verifica astfel rezultatul gasit mai sus. B

Observatie. Demonstram rezultatele fundamentale folosite in re-
zolvarea problemei (si altele). Primul grup de rezultate se referd la
Proprietatea valorilor intermediare sau Proprietatea lui Darboux.
Intuitiv, functiile reale continue trec de la o valoare la alta luand
toate valorile intermediare. Se va vedea cd aceastd proprietate nu
este insa specifica functiilor continue.

Reamintim urmatoarea Definitie: Fie I C R un interval. Se spune
cd o functie f : I — R are Proprietatea lui Darboux (sau Propri-
etatea valorilor intermediare) pe intervalul I dacd pentru orice doud
puncte x; < x din I gi oricare ar fi numédrul A cuprins intre f(x;) si
f(x2), existd cel putin un punct ¢ € (x;,xg) astfel incat f(c) = A sau,
echivalent, dacd transformé& orice subinterval al lui I intr-un interval.
Geometric vorbind, aceasta revine la aceea ca orice dreaptd y = A
situatd intre dreptele y = f(x;) si y = f(x2), intersecteaza graficul lui
f cel putin intr-un punct cu abscisa ¢ cuprinsa intre x; si Xs.

Are loc urmétoarea proprietate: “Orice functie continu&d pe un in-
terval are Proprietatea valorilor intermediare (sau Proprietatea lui
Darboux) pe acel interval.”

Cu alte cuvinte, “Orice functie continud pe un interval transforma
orice subinterval intr-un interval.” (sau, mai putin riguros, “O functie
continud transform4 un interval tot intr-un interval.”).

Intr-adevir, fie deci f: I — R o functie continud pe intervalul I
Fie doud puncte oarecare x; < xo din I gi fie numéarul A cuprins intre
f(x1) si f(x2), altfel arbitrar. Fie functia ajutatoare ¢ : I — R definita
prin ¢(x) = f(x) — A, care este in mod evident continud. Se constati
cd p(x1)-p(x2) < 0. Conform Teoremei de intersectie a lui Cauchy,
existd cel putin un punct ¢ € (x1,x2) astfel incat ¢(c) = 0, adica
f(c) = A, ceea ce incheie demonstratia.

Subliniem faptul cd& nu numai functiile continue au Proprietatea lui
Darboux. De exemplu, functia

1 o
sin:, dacax # 0

f:R_)R,f(X):{O dacix = 0’
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nu este continud pe R, dar are Proprietatea lui Darboux pe R.
Intr-adevir, in primul rand se vede usor c& in punctul x = 0 functia
f are o discontinuitate de speta a doua, iar in rest este continud (vezi
Exemplul 4.2.7 gi Teorema 4.2.4).

In al doilea rand, fie dous puncte oarecare x; < xo din I si fie numarul
A cuprins intre f(x;) si f(x2), altfel arbitrar. Dacd x3 < x2 < 0 sau
dacd 0 < x; < x3, atunci f este continud pe [x1,x2] si ca urmare,
existd cel putin un punct ¢ € (x1,x2) astfel incat f(c) = A. Fie acum
cazul contrar, adicd x; < Xxg = 0 sau 0 = x; < Xg sau x; < 0 < Xs.
Ne situdim in primul caz, celelalte tratandu-se la fel. Fie numérul
A cuprins intre f(x;) si f(0) = 0. Ca urmare, ecuatia sin1 = X are
solutiile x,, = m, n € Z. Dintre acestea, solutiile x,, cu
n negativ i mare in modul se afli situate in intervalul (x1,0). Ca
urmare, f(x,) = A.

Agadar, indiferent de situatie, existd cel putin un punct ¢ € (x1,x2)
astfel incat f(c) = A. Afirmatia ficutd este justificata.

Facem céateva precizari: Daca I este un interval, atunci el poate
avea una din formele [a,b], (a,b), [a,b), (a,b], [a,00), (a,00), (—0,a),
(—o00,a], (—00,00). Ca urmare, J = f(I) are, evident, tot una din
aceste forme, dar nu neaparat aceeasi ca I. Existd un singur caz in
care, in general vorbind, I gi J au aceeagi formi: cazul I = [a,b].
Intr-adevir, functia continui f : [a,b] — R este marginita gi isi atinge
marginile m si M, conform teoremei lui Weierstrass. Ca urmare,
J = {([a,b]) = [m,M]. Alte mici améanunte in acest caz: daci f este gi
crescitoare, atunci f([a,b]) = [f(a),f(b)] iar dacs este gi descrescitoare,
atunci f([a,b]) = [f(b),f(a)].

In general, daci f nu isi atinge marginile m si M pe I, atunci f(I) =
(m,M), sau [m,M) sau (m,M], dupa caz.

Pe de altd parte, dacd J = [«, 8] este un compact dat, exemple simple
de functii f arata ca I poate fi de oricare din formele de mai sus.

Cu ajutorul celor spuse mai sus, se poate determina multimea
valorilor unei functii continue sau se poate stabili surjectivitatea unor
functii elementare.

De exemplu, functia continud f: R — R, f(x) = cosx ia toate valorile
dintre — 1 ¢i +1. Ca urmare, f(R) = [-1,41] este multimea valorilor
functiei f. Se mai poate spune ca functia

f: R — [-1,+1], f(x) = cosx,
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este surjectiva.

Nu trebuie uitatd metoda graficd. Graficul functiei continue f ajutd
la determinarea imaginilor J = f(I).

Alte proprietati ale functiilor cu Proprietatea lui Darboux:

1°. Daci functia f : I — R, I interval din R, are Proprietatea lui
Darboux si dacd in punctele a, b € I, a # b, f(a) si f(b) au semne
contrare, atunci exista cel putin un punct ¢ cuprins intre a si b in
care functia se anuleazd: f(c) = 0. Reamintim c& pentru functiile
continue, aceasta proprietate se numeste Teorema de intersectie a lui
Cauchy.

2°. Daca functia f : T — R, I interval din R, are Proprietatea lui
Darboux si nu se anuleaza in nici un punct din I, atunci ea pastreaza
un acelagi semn pe intreg intervalul I.

Demonstratiile acestor proprietédti sunt imediate.

3°. Daca functia f : T — R, I interval din R, are Proprietatea lui
Darboux si daca existd una din limitele laterale intr-un punct a € I,
atunci ea este egald cu f(a).

Demonstram prin reducere la absurd. Presupunem ca exista limita
f(a-0) = ¢ < f(a). Fie A cuprins intre £ si f(a). Din Definitia 4.1.1 gi
din Remarca 4.1.9, existd a’ < a astfel incat, pentru x € (a’,a) avem
f(x) < A. Deoarece f are Proprietatea lui Darboux, existd cel putin
un punct y € (x,a) astfel incat f(y) = X, ceea ce contrazice definitia
lui a’. Analog dacd ¢ > f(a) sau daci existd f(a + 0).

O consecinta imediata a acestei proprietati este aceea cd orice functie
care are Proprietatea lui Darboux nu are nici un punct de disconti-
nuitate de speta intéia.

Al doilea grup de rezultate se refera la Inversarea functiilor continue.
In acest sens, are loc urmétoarea proprietate: “Fie f o functie continui
pe un interval I gi fie J = f(I). Functia f : T — J este bijectivd daca
si numai dacd este strict monotona si in acest caz, functia inversd
f=1: J — I este continui si strict monotoni (in acelasi sens cu f).”
In demonstratie, folosim urmitoarele douf Leme, importante si prin
ele insdgi (ca proprietdti ale functiilor monotone sau ale functiilor cu
Proprietatea lui Darboux).

Lema 1. Orice functie monotona si surjectiva f: D — J, J = interval,
este continua pe D.

Demonstratie. Presupunem c& f este crescitoare. Fie a € D un punct
oarecare gi fie b = f(a). Folosim Definitia 4.2.1 cu vecindtiti a unei
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functii continue intr-un punct. Deosebim doué cazuri: b este interior
lui J sau coincide cu unul din capetele lui J.

i). b este interior lui J. Fie V. € V(b). Atunci existd a <  din R
astfel incat b € (o, 8) C [a, 8] C f(D) N V. Existd o/, 8/ € D astfel
incat a = f(a') si B = (). Deoarece f este crescitoare, rezults ca
o <a< . Fieatunci U = («/, ') € V(a). Pentru oricex € UND
avem f(x) € [a, 8] C V. Deci, f este continud in punctul a.

ii). b este capatul din stanga a lui J. Deci, b < f(x) pentru x € D.
Fie V € V(b) si B € f(D) N V astfel incat b < 3. Atunci existid 3’ €
D astfel incat 3 = f(8') si a < B'. Fie o/ € D astfel incat o/ < a si
fie U = («/,8") € V(a). Atunci, pentru orice x € U N D avem f(x) €
(f(a/),£(8")) = [b,8) C V. Asadar, f este continud in punctul a.
Daca b este capatul din dreapta a lui J, demonstratia se face analog.
Daca f este descrescédtoare, se procedeazi aseméanétor.

Lema 2. Daca functia f : T — R, I interval din R, are Proprietatea
lui Darboux si este injectivd, atunci f este strict monotona.
Demonstratie. Prin reducere la absurd. Presupunem c& f nu este nici
strict crescdtoare, nici strict descrescétoare pe I Aceasta inseamni ca
existd trei puncte x < y < z din I astfel incat f(x) > f(y) si f(y) <
f(z) sau f(x) < f(y) si f(y) > f(z). Ne situfm in primul caz, celdlalt
tratandu-se aseméndtor. Fie un numdar A cuprins intre min {f(x),f(z)}
gi {(y). Deoarece f are Proprietatea lui Darboux, existd c¢; cuprins
intre x gi y astfel incat f(c;) = A si existd ¢y cuprins intre y si z
astfel incat f(cz) = A\. Avem deci f(c1) = f(co) gi cum f este injectiva,
rezultd c; = ca, ceea ce este imposibil. Contradictia arata ca f este
strict monotona.

Trecem la demonstratia proprietatii de mai sus.

Necesitatea. Asadar, avem o functie continua si bijectiva f : T — J.
Trebuie sd demonstram ca f este strict monotona si ca functia inverssd
f=1 : J — I este continui si strict monotona (in acelasi sens cu f).
Deoarece f este continuéd, ea are Proprietatea lui Darboux. Fiind si
injectivd, Lema 2 ne d& ci f este strict monotond.Mai departe, facem
precizarea ci functia inverss f~! existd conform Propozitiei 1.2.1. Ne
situdim in cazul ci f este strict crescdtoare, cazul f strict descrescitoare
tratdndu-se asemanator. Fie u si v oarecare din J, astfel incat u < v.
Fie inca f~1(u) = x si f~!(v) = y. Din bijectivitatea lui f~! rezulta
cd x #y. Dac8 am avea x > y, ar rezulta f(x) > {(y), adicd u >
v, ceea ce nu se poate. Ridmane deci cd avem x < y, adicd f~!(u) <
f=1(v). Asadar, f~! este strict cresciitoare. In sfarsit, deoarece functia
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f=1 : J — I este strict monoton4 si surjectivd, avem, conform Lemei
1, ca ea este continua.

Suficienta. Asadar, avem o functie continud gi strict monotond
f: I — J={(I). Trebuie s& demonstrim c8 f este bijectivd si ca
functia inversa f~! : J — I este continua si strict monotona (in ace-
lagi sens cu f). Din faptul ci f este strict monotond rezultd ca f este
injectiva. Surjectivitatea lui f este evidenta. Ultima parte rezultd din
cele spuse mai sus.

Proprietatea tocmai demonstrata ne asigura ca functiile inverse ale
functiilor uzuale sunt continue. Astfel,

1°. Functia putere f : [0,00) — [0,00), f(x) = x**, (n € N), este
continud, strict crescatoare gi surjectivd. Ca urmare, functia inversd
a sa, numitd functia radical (de indice par), %/- : [0,00) — [0,00),
A/x, este continua si strict crescatoare.

Facem precizarea cd pentru n impar, functia putere f : R — R,
f(x) = x> * ! este continud, strict crescitoare si surjectivd. Ca ur-
mare, functia inversd a sa, numitd functia radical (de indice impar),
2l R - R, x — 24/X, este continud si strict crescdtoare.

2°. Functia exponentiald f: R — (0,00), f(x) = a*, (a > 0, a # 1), este
continud, strict monotona si surjectivid. Ca urmare, functia inversa
a sa, numitd functia logaritmica, log, : (0,00) — R, x — log,x, este
continua si strict monotona.

X —

3°. Functia sinus, sin : [-F, 5] — [-1,41], x — sinx, este continua,
strict crescatoare si surjectiva. Ca urmare, functia inversa a sa, nu-
mitd functia arcsinus, arcsin : [-1,+1] — [-F, ], x — arcsinx, este

continua si strict crescatoare.

4°. Functia cosinus, cos : [0,m7] — [-1,+1], x — cosx, este continud,
strict descrescdtoare si surjectivi. Ca urmare, functia inversa a sa,
numitd functia arccosinus, arccos : [-1,41] — [0,7], x — arccosx, este
continua si strict descrescatoare.

5°. Functia tangenta, tg : (—3,%) — R, tgx = ;‘;’;, este continud,
strict crescitoare gi surjectivd. Ca urmare, functia inversd a sa, nu-
mitd functia arctangenta, arctg : R — (=%, %), x — arctgx, este
continua si strict crescatoare.

6°. Functia cotangentd, ctg : (0,7) — R, ctgx = £2%, este continua,
strict descrescatoare si surjectiva. Ca urmare, functia inversa a sa,
numitd functia arccotangentd, arcctg : R — (0,7), x — arcctgx, este
continua si strict descrescatoare.
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7°. Functia sinus hiperbolic, sh : R — R, shx = & 50 ", este con-

tinud, strict crescitoare gi surjectivid. Ca urmare, functia inversa a
sa, arcsinus hiperbolic, arcsh : R — R, arcshx = In (x + vx2 + 1) ,
este continua si strict crescatoare.

8°. Functia cosinus hiperbolic, ch : [0,00) — [1,00), chx = & geix,
este continud, strict crescitoare si surjectivd. Ca urmare, functia
inversd a sa, arccosinus hiperbolic, arcch : [1,00) — [0,00), arcchx =

In (x + Vx2 - 1) , este continua si strict crescatoare.
9°. Functia tangent# hiperbolica, th : R — (-1,41), thx = 5% =

(f: s —, este continud, strict crescitoare si surjectivd. Ca urmare,
functia inversd a sa, arctangentd hiperbolica, arcth : (-1,41) — R,
arcthx = % In 11 + =, este continua si strict crescatoare.

10°. Functia cotangentd hiperbolicd, cth : (0,+00) — (1,400),
cthx = :L% = e(:; ff: , este continua, strict descrescatoare si sur-
jectiva. Ca urmare, functia inversd a sa, arccotangenti hiperbolicd,
arccth : (1,400) — (0,400), arccthx = £ In 21 este continua si
strict descrescatoare.

Facem céateva precizari:

— in general, graficul unei functii i graficul functiei inverse, reprezen-
tate in acelagi sistem de axe, sunt simetrice fatd de prima bisectoare
y = X.

— functiile hiperbolice ch si cth se mai pot inversa gi pe alte intervale
din domeniile lor maxime de definitie: ch pe intervalul (—oo,0] iar
cth pe (—00,0).

— denumirile de sinus hiperbolic si cosinus hiperbolic vin de la faptul
ca o reprezentare parametrica a unei portiuni a hiperbolei echilatere
x? —y% = 1 este x = cht, y = sht, t € [0,400). Pentru a nu se crea
confuzii, functiile sinus si cosinus obignuite se numesc sinus si cosinus
circulare (pentru c& o reprezentare parametricd a cercului de ecuatie
x? 4+ y? = 1 este x = cost, y = sint, t € [0,27]).

— functiile hiperbolice satisfac o serie de formule, aseméanatoare cu
cele din trigonometria circulara:

i). ch?x — sh?x = 1;

ii). ch(x + y) = chx-chy + shx-shy;

iii). sh(x 4+ y) = shx-chy + chx-shy;

iv). th(x +y) = %,

v). etc.

In legiturd cu functiile monotone, mai amintim urmétoarele:
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1°. Toate punctele de discontinuitate ale unei functii monotone pe un
interval, f : I — R, sunt de speta intéia.

Demonstratia rezulta imediat cu ajutorul Teoremei 4.1.10.

2°. Multimea punctelor de discontinuitate ale unei functii monotone
pe un interval, f : I — R, este cel mult numé&rabil.

Demonstratie. Presupunem pentru inceput ca intervalul I este com-
pact, I = [a,b] si cd functia f este crescitoare. Fie o > 0 si fie n puncte
X1 < Xg < --+ < %y, din intervalul deschis (a,b) in care saltul functiei
este cel putin egal cu o : f(x; + 0) — f(x; — 0) > 0,1 = 1,2,..0.Din
Teorema 4.1.10, avem c& f(x; + 0) < f(x; + 1 — 0) si ca urmare,

f(b) ~ £(a) > f(x, + 0) — f(x; — 0) =

= Z(f(xi +0) - f(Xi -0)) + Z (f(Xi+ 1 0) - f(Xi + O)) >

i=1 i=1
> (f(x; + 0) - f(x; - 0) > no.
i=1

(b) - f(a)

De aici, rezultd ca n < ! , ceea ce aratd cd numarul punctelor

din I in care saltul functiei este cel putin egal cu o este finit.

Facem urmatoarele notatii:

— S este multimea punctelor de discontinuitate ale functiei f;

— Sy este multimea punctelor din I in care saltul functiei f este cel

putin egal cu 1;

- Sy, (n € N, n > 2) este multimea punctelor din I in care saltul

functiei f este cuprins intre % i - 1 T

Din proprietatea anterioara a functiilor monotone, rezulta in mod clar
o

casS= U Si. Deoarece fiecare multime Sy este finita sau vida, rezulta
k=1

cd S este cel mult numérabila (vezi Propozitia 1.4.2 gi Remarca 1.4.2)

si demonstratia este incheiata in acest caz.

Dacad functia f este descresciatoare, demonstratia este asemanatoare.

Dac4d intervalul I nu este compact, atunci el se poate scrie ca o re-

uniune numadrabila de intervale compacte ce au in comun, doua céte
o0

doud, cate o extremitate I = U [ak,by]. In fiecare interval [ay,by],
k=1

functia f are cel mult o multime numé&rabild de puncte de disconti-

nuitate. Cum o multime numarabild de multimi cel mult numarabile
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este o multime cel mult numarabild, rezulta cd multimea punctelor
de discontinuitate ale functiei f este o multime cel mult numéarabila.
Demonstratia este acum completa.

Facem precizarea ca aceastd proprietate este un caz particular al Teo-
remei lui Al. Froda: “Punctele de discontinuitate de speta intaia ale
unei functii f : I — R formeazad o multime cel mult numarabila.”

3°. Daca functia f : I — R, I interval din R, este monotona si are
Proprietatea lui Darboux, atunci ea este continud. Cu alte cuvinte, in
clasa functiilor monotone, Proprietatea lui Darboux este echivalenta
cu continuitatea.

Intr-adevir, o astfel de functie nu poate avea discontinuititi nici de
speta intaia (avand Proprietatea lui Darboux), nici de speta a doua
(fiilnd monoton3).

CAPITOLUL 2

Functii Derivabile

Problema 10

Sa se calculeze derivatele functiilor:
a). f(x) = In(x? 4+ 4) + logy(x* + 2x + 2) + arctg};
b). g(x) =xvx? + 1 -In(x + vx% + 1);

2

¢). h(x) = ==>2*+= x23j: 1* 2

d). k(x) = xI»*,
Rezolvare. a). Aplicim regula de derivare a sumei a

trei functii si, in acelasi timp, tinem cont de formulele:

! Inu(x)

(In u(x)) = 11‘1((;3), logyu(x) = =55+,

u’(x)
(

1+ u?(x)”

(arctg u(x)) =
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Ca urmare, deoarece avem (In(x* + 4)) = Xfﬁ si apoi

! 2x + 1 x\/
(logo(® + 2x +2))" = (x5 T aymns (arctg)’ = oo,

derivata functiei f este, pentru x € R,

1 _2x 2(x + 1) 2
f(x) = =537 + T rom: Ty

b). Aplicim regula de derivare a diferentei si a produsului
a doud functii si, in acelasi timp, tinem cont de formulele:

/ . /
(Y = gy s (o + V2T = iy
Ca urmare,

gx) = (xvx2+1- In(x + Vx> + 1))I =
— VR T+ x L= A

T1 Jx2rt1 %2 + 1°

¢). Aplicdm regula de derivare a catului a doud functii si
avem

2x - 3)(x% + 1) - (x? - 3x + 2)2x x2 — 2x
W (x) = ¢ )( +(X2)+(1)2 +2)2x 3(x2+21)23'

d). Aplicdm regula de derivare a unei puteri
k'(x) = (Xlnx)/ = xInx (% Inx + %lnx) =2x"* " Tlnx. W

Observatii. 1. In legiturd cu functiile derivabile, reamintim urms-
toarele:

Definitia derivatei unei functii intr-un punct.

Se spune ca functia f : D C R — R are derivata in punctul a € D N
D’ daci existd lirn1 w, finitd sau infinitd, notatd f'(a) sau %.
Cand derivata f'(a) este finitd, se spune cd functia f este derivabild in
punctul a.

Limitele laterale corespunzitoare (cand au sens),

f — lim &)@ ¢ — lim &) -fa)
2(a) = lim S22 i fy(a) = lim 5=
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se numesc derivata la stAnga respectiv la dreapta a functiei f in punc-
tul a.

Cand aceste derivate laterale sunt finite, se spune cd functia f este
derivabila la stdnga respectiv la dreapta in punctul a.

Este clar ca intr-un punct de acumulare bilateral a € D, functia f este
derivabild daca si numai daca ea este derivabila la stanga si la dreapta
si derivatele laterale sunt egale. In acest caz, derivata functiei este
£(a) = £(a) = £ (a).

Daca o functie f : D C R — R este derivabila in fiecare punct al unei
submultimi E C D, atunci se spune ca f este derivabild pe multimea
E. In acest caz, functia

f:E—-R x—f(x)

se numeste derivata lui f pe multimea E.

Operatia prin care se obtine derivata unei functii se numeste operatia
de derivare.

In mod similar, se pot defini functiile derivate laterale f. si f prin
x — f(x) respectiv x — fj(x),

fiecare dintre ele fiind definita in acele puncte ale lui D in care functia
f are derivata laterald respectiva finita.
De exemplu, pentru functia

R — R, f(x {\/|X,daca <1
> 1

3x -2 daca

avem
2;}7, dacix < 0
£ :R\{0}>R, fi(x) = s dacd0 < x < 1,
3, dacax > 1
2*})(, dacax < 0
f: R\ {0}— R, fj(x) = 55 daca0 < x <1
3, dacax > 1

In general, E = {x € D | f{(x) = f(x), finite} si atunci f'(x) = f(x)
=f(x), x € E.

De exemplu,
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=X dacix < O
—X

2
m, daCé,O < x < 1
3, dacax > 1

F(x) =

este derivata functiei f.
Un prim rezultat fundamental este urmatorul:
“Orice functie derivabild intr-un punct este continud in acel punct”.
Intr-adevar, rezulta din egalitatea, adevaratd pentru x # a,
f(x) = f(a) + 10 (g,

X a

lim £(x) = lim [f(a) + M@ (- a)] = f(a) + F(a)-0 = f(a).
Facem precizarea ca acest rezultat raméne valabil in cazul mai gene-
ral in care functia este derivabila la stanga si la dreapta intr-un punct.
Interpretarea geometrica a derivatei.

Pentru o functie continua f : I — R, derivabild intr-un punct a € I,
numdrul {'(a) este coeficientul unghiular al (sau panta) tangentei la
graficul lui f in punctul (a,f(a)). Ecuatia tangentei la graficul lui f in
punctul (a,f(a)) este y — f(a) = f'(a)(x — a).

Daci f are doar derivatd in punctul a, adicd f'(a) = — oo sau f'(a) =
00, atunci tangenta la graficul lui f in punctul (a,f(a)) este paraleld
cu axa Oy si are ecuatia x = a.

Similar, pentru o functie derivabild la dreapta intr-un punct a € I,
numarul f] (a) este coeficientul unghiular al (sau panta) semitangentei
la dreapta la graficul lui f in punctul (a,f(a)). Ecuatia semitangentei
la dreapta la graficul lui f in punctul (a,f(a)) este

y —f(a) = fj(a)(x — a), x > a.

Daca f are doar derivatd la dreapta in punctul a (adicd f(a) = — oo
sau ) (a) = + 00), atunci semitangenta la dreapta la graficul lui f in
punctul (a,f(a)) este paraleld cu axa Oy (si are ecuatia x = a, y <
f(a) respectiv x = a, y > f(a)).

Similar, pentru o functie derivabila la stdnga intr-un punct a € I,
numdrul f, (a) este coeficientul unghiular al (sau panta) semitangentei
la stanga la graficul lui f in punctul (a,f(a)). Ecuatia semitangentei
la stanga la graficul lui f in punctul (a,f(a)) este
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y —f(a) = fi(a)(x — a), x < a.

Daci f are doar derivatd la stanga in punctul a (adicd f(a) = — oo
sau f/(a) = + o), atunci semitangenta la stanga la graficul lui f in
punctul (a,f(a)) este paraleld cu axa Oy (si are ecuatia x = a, y >
f(a) respectiv x = a, y < f(a)).

Dacd in punctul a functia are derivate laterale diferite intre ele, cel
putin una finitd, punctul a se numeste punct unghiular pentru functia
f iar punctul (a,f(a)) se numegte punct unghiular pentru graficul lui
f. Intr-un astfel de punct, cele doui semitangente, la stanga si la
dreapta, formeaza un unghi cuprins intre 0 si 7 radiani.

De exemplu, functia f(x) = | x — a | are in punctul a un punct
unghiular, pentru cé f{(a) = —1, fj(a) = +1.

Daca in punctul a functia are derivate laterale diferite intre ele, am-
bele fiind infinite (adicd daca f;(a) = — oo si f(a) = + oo sau f/(a)
=+ oo si f(a) = — o0), punctul a se numeste punct de intoarcere
pentru functia f iar punctul (a,f(a)) se numeste punct de intoarcere
pentru graficul lui f. Intr-un astfel de punct, cele doui semitangente,
la stanga si la dreapta, coincid.

De exemplu, functia f(x) = /| x-a | are in punctul a un punct de
intoarcere, pentru ci f(a) = —oo, fj(a) = +o0.

Derivabilitatea functiilor elementare.

Functiile elementare - polinomiale, rationale, trigonometrice, unele
puteri reale, exponentiale - sunt derivabile pe domeniul lor maxim de
definitie; in general vorbind, domeniul maxim de definitie al unei ast-
fel de functii este fie un interval (care poate fi chiar R) fie o reuniune
finitd de intervale deschise.

Urmand definitia de mai sus, se pot calcula derivatele acestor functii.
Este recomandabil retinerea acestor derivate. A se vedea un tabel cu
derivate imediate dintr-un manual de liceu.

Un exemplu simplu. Pentru functia putere naturald f(x) = x*, intr-un
punct oarecare a € R avem

f(a) = lim LT — gy 2 —a®

X—a X—a

n 1 n 2 n 1
; — + x a4 -+ a )
= lim &3k =
x—a x-a
=lim (x* '+x" %a+---+a" !)=na" L
X—a
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In punctul curent aceastd egalitate se scrie f'(x) = nx* ! si ca ur-
mare, are loc formula de derivare

(x") =nx""', neN,xecR
O functie neelementara aparte este functia modul,
['[:R—=R,x—|x—a]
a carei explicitare este

| al a—x, dacdx <a
X — = o
x—a, dacdax > a

Urméand definitia de mai sus, se constati ca functia modul este deri-
vabild in fiecare punct x # a si

| (x) = -1, dacdix <a
1 +1, dacix > a

In punctul a, derivata la stanga este —1 iar derivata la dreapta, +1.
Ca urmare, punctul a este punct unghiular pentru functia modul.
2. In legituri cu regulile de derivare, reamintim urmétoarele:

i). suma (diferenta) a doud functii derivabile f, g : E — R este
o functie derivabild pe E gi derivata sumei (diferentei) este egald cu
suma (diferenta) derivatelor; regula de derivare se scrie:

(f+g) =f+g,(f-g =f-g;

ii). produsul cu un scalar a unei functii derivabile f : E — R este
o functie derivabila pe E si are loc regula de derivare

(M) = M,

iii). produsul a doud functii derivabile f, g : E — R este o functie
derivabila pe E si are loc regula de derivare

(fe)' = f'g + fg';

iv). catul a doud functii derivabile f, g : E — R pentru care
numitorul g nu se anuleazi este o functie derivabild pe E si are loc
regula de derivare
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(i)/ _ f'g —fg’.
g - g2 ’
v). puterea a doud functii derivabile f, g : E — R pentru care

baza f este pozitivd (f > 0) este o functie derivabild pe E si are loc
regula de derivare

() = f2 (g’lnf—l— g%).

3. In legiturs cu derivabilitatea functiei compuse reamintim urms-
toarea

Teorema. Fie I i J intervale si functilleu: I — J, f: J — R.

Daca u este derivabila in punctul a € I si f este derivabild in punctul
u(a), atunci functia compusd F = f o u este derivabild in punctul a
si F'(a) = £/ (u(a) 0 (a).

Dacd u este derivabild pe I si f este derivabila pe J, atunci functia
compusa F = f o u este derivabild pe I si are loc regula de derivare a
functiei compuse

(fou) = (f ou) .

Practic, aceasta se scrie F/(x) = {'(u(x))-v'(x), Vx € L
Exemple. 1°. Derivata functiei G(x) = cos®x se calculeazi usor ob-
servand cd are loc compunerea de functii

G(x) = cos®x = (cosx)® = f(u(x)), unde u(x) = cosx si f(u) = ud.
Deoarece u'(x) = —sinx si f'(u) = 3u?, avem
G/ (x) = 3cos’*x(—sinx) = —3cos’xsinx.

2°. Derivata functiei H(x) = arctgvx? + 1 se calculeaza ugor ob-
servand c& are loc compunerea de functii

H(x) = f(g(u(x))), unde f(t) = arctgt, g(u) = Vu si u(x) = x> + 1.
Deoarece u'(x) = 2x, ¢'(u) = ﬁ si f'(t) = =2, avem, prin apli-
carea repetatd a formulei de mai sus,

/ _ 1 1
H) = VEri)+1 AT 72X

_ x
(x24T
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Se observa de aici regula de derivare a unei compuneri de trei functii:

(fogou) = (fogou)-(gou)-u.
In mod aseminstor se poate stabili regula de derivare a unei com-
puneri de oricat de multe functii.
In leg&turd cu derivata functiei inverse, reamintim urmstoarea
Teoremd. FieIsi J intervale i functia f: I — J, continud si bijectiva.
Dacsi f are derivatd intr-un punct a € I, atunci functia inverss f~! are
derivatd in punctul corespunzitor b = f(a). In plus,

ﬁ, daci f'(a) # 0

(ffl)’(b) _) 0 daci f'(a) = + o0
+oo daci f'(a) = 0, f crescitoare
—oco  dacd f'(a) = 0, f descrescitoare

In particular, daci f este derivabild pe I si f'(x) # 0, Vx € I, atunci
functia inversd f~! este derivabild pe J si are loc regula de derivare a
functiei inverse

—1\/ —1y/ 1
(f ):f’flsau(f )of:W'
Practic, acestea se scriu sub oricare din formele

(ffl)/(y) = ﬁ7 unde y = f(x), x € I,

(1) (f(x)) = 74, unde x € 1,

X

(x)
(f_l)/(y) = ﬁ, unde y € J.

Proprietatea tocmai prezentatd ne asigurd ca functiile inverse ale
functiilor uzuale sunt derivabile pe unume intervale. Astfel,

1°. Functia putere f : [0,00) — [0,00), f(x) = x", (n € N, n > 2), este
derivabilg, strict crescitoare si surjectivd. In plus f'(a) =na” ! #0
pentru a > 0. Ca urmare, functia inversd a sa, numita functia radical,
Y- [0,00) — [0,00), x — ¥/X, este derivabild in punctul b = a® i

() () = o = — 1

Schimband notatia, pentru orice x > 0 avem formula ({/x) = "

Din cele spuse mai sus, functia radical /- nu este derivabild in punctul
0 si avem f(0) = 4o0. Pentru functia radical de indice impar, in
punctul 0 avem {'(0) = +o0.
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2°. Functia exponentiald f : R — (0,00), f(x) = a*, (a > 0, a # 1),
este derivabili, strict monotons si surjectivi. In plus, f(x) = a* Ina
# 0 pentru x € R. Ca urmare, functia inversi a sa, numitd functia
logaritmica, log, : (0,00) — R, x — log,x, este derivabild in punctul
y=f(x) =a"si () (y) = o5 = 75

Schimbéand notatia, pentru orice x > 0 avem formula (logax)’ =
In particular, (Inx)" = 1.

T T

3°. Functia sinus, sin : [-5, 5] — [-1,41], x — sinx, este derivabila,
strict crescitoare si surjectivd. In plus, sin’x = cosx # 0 pentru x €
T T

(=%, %). Ca urmare, functia inversa a sa,

1

xlna”

arcsin : [-1,4+1] — [-F, 5], x — arcsinx,

este derivabild in punctul y = sinx gi are loc formula

1 1 _ 1
cosx V1 - sin?x \/1 —y2’

arcsin’y =

. N . . 1
Schimband notatia, pentru x € (~1,1) avem arcsin’x = T

In punctele +£1, functia arcsin nu este derivabild dar are derivate
laterale infinite: arcsinjj(—1) = +o0, arcsin’(1) = +oo.

4°. Functia cosinus, cos : [0,7] — [-1,41], x — cosx, este derivabild,
strict descrescitoare si surjectivd. In plus, cos’x = — sinx # 0 pentru
x € (0,7). Ca urmare, functia inversa a sa,

arccos : [-1,+1] — [0,7], x — arccosx,

este derivabild in punctul y = cosx si are loc formula

Iy — 1 _ 1 - _ 1
arccos y = —sinx \/1 — cos2x \/1 = y2 .
Schimband notatia, pentru x € (-1,1) avem arccos'x = — L =
In punctele +1, functia arccos nu este derivabili dar are derivate
laterale infinite: arccos)j(~1) = —oo, arccos}(1) = —oo.
5°. Functia tangentd, tg : (=3, 3) — R, tgx = 2= este derivabila,

_1
cos? x

strict crescitoare si surjectivd. In plus, tg'x = # 0 pentru x €

(=%, %). Ca urmare, functia inversa a sa,

arctg : R — (=5, %), x — arctgx,
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este derivabild in punctul y = tgx si are loc formula

arctg'y = —— = cos’x = —+ 5 = —1
cos2 x

cos“ x

Schimband notatia, pentru x € R avem arctg’x = ﬁ

6°. Functia cotangentd, ctg : (0,7) — R, ctgx = £2%, este derivabila,

inx’
—L— =4 0 pentru

strict descrescitoare si surjectiva. In plus, ctg'x = — =5

x € (0,m). Ca urmare, functia inverss a sa,
arcctg : R — (0,7), x — arcctgx,

este derivabild in punctul y = ctgx si are loc formula

b1 21 _ 1
aeurcctgyf__12 = SSIUX = e T T
sinZx
. ~ . /e 1
Schimband notatia, pentru x € R avem arcctg'x = —7+5.

Amanunte se pot gasi in orice manual de liceu.

Problema 11

Si se arate cd functia f : R — R, f(x) = x%e*, este indefinit derivabild

pe R. S4 se determine derivatele de ordin superior f), n € N.

Rezolvare. Functia f este un produs de dous functii
derivabile: o functie polinomial4 si o functie exponentiala.
Ca urmare, f este derivabild pe R. Derivata sa este

f'(x) = (XQeX)/ = 2xe* + x%e* = e* (x? + 2x).

Din aceleagi motive, functia f’ este derivabild pe R. Ca ur-
mare, functia f este de doud ori derivabila pe R. Derivata
de ordinul doi a lui f este

P (1) = (o (2 29)) =
:eX(X2+2X) +ex(2x+2):ex(x2—|—4x+2).

Presupunem acum cé f este de n ori derivabild pe R si cd
derivata de ordinul n este de forma
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f)(x) = e (x> + anx + by) |

unde a, si b, sunt numere reale ce depind de n. Este clar
cia; =2sib; =0,a, =4siby =2. Se vede ci f*) este
derivabila pe R si ca urmare, functia f este de n + 1 ori
derivabila pe R. Derivata de ordinul n + 1 a lui f este

fo+ D (x) = (f(n))/(x) = (5 (X2 + axx + b)) =
=" (x> +apx + by) + € (2x + a,) =
= et (X2 + (a‘n + 2)X + &y, + bn) ’

adicd are aceeagi forma ca f(*).

Am demonstrat prin inductie c& pentru orice numar
natural n, f este de n ori derivabild pe R gi cd derivata
de ordinul n este de forma

) (x) = e (X2 + anx + bn) )
Asadar, conform definitiei, functia f este indefinit deri-

vabila pe R.

S-au obtinut totodata si relatiile de recurenta satisfacute
de girurile de numere reale (a,) si (by):

aJn+1:an_|'2abn+1:aJ11‘|'bn~

Prima relatia aratd cd girul de numere reale (a,) este o
progresie aritmetica cu ratia r = 2. Cum primul termen
este a3 = 2, rezultd cd a, =2 4+ 2(n - 1) = 2n.

Cu aceasta, a doua relatie devine b, ; 1 = b, + 2n. Facem
aicin =1, 2, 3, ...,n — 1, adundm membru cu membru
relatiile obtinute si obtinem

b,=214+24---4+n-1)=(n-1n

Asadar, derivata de ordinul n a lui f este

f0) (x) = e (x*+2nx+ (n-1)n),xeR,neN N
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Observatie. In legiturd cu derivatele de ordin superior, reamintim
urmatoarele:

Se spune ca functia f : D C R — R este de doud ori derivabild in
punctul a € D N D’ daci f este derivabila pe o vecindtate V a lui a
si dacd derivata f' : V — R este derivabild in punctul a. Numérul
(f )/(a) se noteazd f’(a) gi se numegte derivata a doua (de ordinul
doi) a functiei f in punctul a.

Dacd derivata f' este derivabila pe D, se spune ci f este de doud ori
derivabild pe D. In acest caz, functia f/ : D — R, f/ = (f/),, se
numeste derivata a doua (de ordinul doi) a lui f; se mai noteaza f().
Se poate continua. Se spune ca functia f : D C R — R este de n ori
(n > 2) derivabild in punctul a € D N D’ daci f este de n — 1 ori
derivabild pe o vecinitate V a lui a si dacg derivata f* =1 : V - R

!
este derivabild in punctul a. Numarul <f(n - 1)) (a) se noteaza f() (a)

si se numeste derivata de ordinul n a functiei f in punctul a.

Daci derivata f® = 1) este derivabild pe D, se spune c f este de n ori
derivabilg pe D. In acest caz, functia f{*) : D — R, f(®) = (f(n Y ,
se numegte derivata a n - a sau derivata de ordinul n, a functiei f.
Daca pentru orice n € N, functia f este de n ori derivabild in punctul
a (pe multimea E C D), se spune ci { este indefinit derivabild in acest
punct (pe aceastd multime).

Uneori, se considera drept derivata de ordinul zero a functiei chiar
functia.

Pentru n € N, se foloseste notatia: C"(D,R) este multimea functiilor
f: D — R care sunt de n ori derivabile pe D si derivata () este
continud pe D. La fel, C(D,R) este multimea functiilor f : D — R
care sunt continue pe D. In sfarsit, C*°(D,R) este multimea functiilor
f € C"(D,R) pentru orice n € N.

Este clar ca au loc incluziunile

C(D,R) > C}(D,R) > C*(D,R) D> --- > C*(D,R) D --- D C*(D,R)
Cand f € C*(D,R), se mai spune ci f este de clasd C* (pe D); aici,
n=20,1,2, .. oc0.

Ezxemple. 1°. Functiile elementare - polinomiale, rationale, trigono-
metrice, unele puteri reale, exponentialele, logaritmii - sunt indefinit
derivabile (de clasi C*) pe domeniul lor maxim de definitie.

2°. Unele functii au expresii simple pentru derivatele de ordin supe-
rior:
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dacin =k ,k € Neste dat; x € R.
daca n > k

—n+ 1)x* ;X € R este dat; x>0.
111) (de) = & a>,,n+' ——L i x # a.
iv). (e)‘x) = A"e™; \ € R este dat; x € R.
v). sin®™x = sin(x + n§), x € R.
vi). cos™x = cos(x + n%); x € R.
Aceste formule se pot demonstra prin inductie.

3 e L <
3°. Functia f : R — R, f(x) = 6{7 €8x gzzgi i 8
clasd C! pe R si indefinit derivabild pe R \ {0}.
Intr-adevér, din | f(x) | < | x3cos? | < | x* | pentru x € R si din
Teorema 4.1.7, avem lim f(x) = 0 = £(0), ceea ce aratd cd functia f

f(x) - #(0)

{A"k , dacin <k
A(A

este de

2

este continud in punctul 0. Apoi, hm0 = hm X cos = =0,

precum mai sus. Deci, functia f este derivabild in punctul 0. Cum
pe intervalele (—o0,0) si (0,00) functia f este o compunere de functii
elementare, ea este derivabild. Avem

3x%cos L + xsind, dacix # 0
! _ 'Y x?
f(X)_{O, dacix = 0

si se constatd cu ugurintd ci lir% f'(x) = 0 = f'(0). Functia {' este
X—

continud in punctul 0. Cum pe intervalele (—o0,0) si (0,00) functia
f' este o compunere de functii elementare, ea este continui.

In concluzie, functia f este de clasi C! pe R.
£(x) — f'(0)

X

Apoi, deoarece lim

x—0

rezultsi ci functia f nu este de doud ori derivabild in punctul 0. In
sfarsit, se constatd cu usurintd ca functia f este indefinit derivabila
pentru x # 0.
Operatiile cu functii derivabile se extind gi la derivatele de ordin
superior. Astfel, dacd functiile f, g : D — R sunt de k ori derivabile
pe D, iar «, B sunt constante reale, atunci si functiile of + Sg si fg
sunt de k ori derivabile pe D si au loc formulele de derivare de ordin
superior

= lim (3xcos + sin 1) nu exista,
x—0

(af + Bg)™ = af™ + gg),
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= ichf(n ~ 1 gli)
i=0

pentru n = 1, 2, ...k. Ultima formuld se numeste formula lui Leib-
niz de derivare a produsului. Ambele formule se demonstreaza prin
inductie fara nici o dificultate.

Daca, in plus, g nu se anuleazad pe D, atunci functia é este de k ori
derivabila pe D.

Dac4, in plus, f > 0, atunci functia f* este de k ori derivabila pe D.
Daca, in plus, f o g are sens, atunci functia f o g este de k ori derivabild
pe D.

In aceste ultime cazuri, derivatele de ordin superior se determin din
aproape in aproape.

Pentru a ilustra prima formuld, fie f(x) =

- —. Scriem functia sub

X

forma f(x) = i L 1 - = i &] si atunci, pentru x # + a, avem
. (n) (n)
60 =& | ()" - ()| -
_ (-1)"n! 1 N 1
- 2a (X o a)n + 1 (X + ?L)" + 1 .

Pentru a ilustra formula lui Leibniz, reludm pe scurt problema de
mai sus. Avem deci

f(n)(X) ZC H*l) ) _CO( )H)( )<>_|_

4 Crll (ex)(n -1) (X ) + 0121 (ex) n - 2) (XQ)(Q) + o=
24+ Cle¥2x + C2e*2 + 0 = e* (x* 4+ 2nx + n(n - 1)),

care este exact rezultatul gasit mai sus.
Pentru functia compusa F = f o g, avem

F'(x) = f'(g(x))g'(x) si apoi
F(x) = "(g(x))-(g'(x))* + f'(g(x))-g" (x),

F”’(X)d: (g(x))-(g'(x))? + 3f"(g(x)) &' (x) 8" (x) + f'(g(x))-g" (%),
s.a.m.d.
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Problema 12

Sa se determine punctele de extrem ale functiei:
f: R—R,f(x) =x®-3x

Rezolvare. Functia f este derivabild pe o multime de-
schisd. Conform Teoremei lui Fermat, derivata f' se an-
uleaza in fiecare punct de extrem al functiei. Deoarece
f'(x) = 3x? — 3, avem

f(x) =0<+=3x> -3=0<=x€ {-1+1}.

Deci, punctele —1 si +1 sunt posibilele puncte de extrem
ale functiei f.

In punctul x = ~1 avem
fx) —f(-1) =x3-3x -2 = (x + 1)*(x - 2).

Se vede cd pentru x € V = (—00,2), f(x) - f(-1) < 0,
ceea ce aratd cd punctul x = —1 este punct de maxim
local pentru functia f; deoarece f(3) — f(-1) > 0, rezulta
ca punctul x = —1 nu este punct de maxim absolut pentru
functia f.

In punctul x = +1 avem
fx) - f(1) =x* -3x + 2= (x—1)%(x + 2).

Se vede ca pentru x € U = (-2,00), f(x) — (1) > 0, ceea ce
arata ca punctul x = 1 este punct de minim local pentru
functia f; deoarece f(-3) — f(1) < 0, rezultd ci punctul
x = 1 nu este punct de minim absolut pentru functia f.

In concluzie, punctele x = —1 i x = 1 sunt singurele
puncte de extrem local (sau extrem relativ) pentru functia
f (mai exact, ele sunt puncte de extrem local strict pentru
functia f). Valorile functiei in aceste puncte, f(-1) = 2 si
f(1) = -2, se numesc extreme locale (stricte) ale functiei.
|
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Observatie. In legdturid cu Teorema lui Fermat, reamintim urmsi-
toarele:

Fie o functie f : D C R — R si a un punct din D.

Punctul a se numeste punct de maxim local (sau relativ) pentru
functia f daca existad o vecindtate V a lui a astfel incat

f(x) < f(a), pentru orice x € VN D.

Punctul a se numegte punct de minim local (sau relativ) pentru
functia f daca exista o vecinidtate V a punctului a astfel incat

f(x) > f(a), pentru orice x € VN D.

Cu alte cuvinte, punctul a este punct de maxim sau minim local (sau
relativ) dacd diferenta f(x) — f(a) are semn constant sau se anuleazi
pentru orice x € V. N D.

Daca inegalitatile de mai sus au loc pentru orice x € D, atunci punc-
tul a se numesgte punct de maxim absolut respectiv punct de minim
absolut pentru functia f.

Cu alte cuvinte, punctul a este punct de maxim sau minim absolut
dacd diferenta f(x) — f(a) are semn constant sau se anuleazd pentru
orice x € D.

Un punct de minim sau de maxim (local sau absolut) pentru f se
numegte punct de extrem (local sau absolut) pentru functia f.

Dacd inegalitétile de mai sus sunt stricte pentru x # a, x € V.N D,
punctul a se numeste punct de maxim respectiv minim local strict.
Este evident ca un punct de extrem absolut este si un punct de extrem
local (relativ) pentru functia respectiva.

Exista o legatura intre punctele de extrem si derivata functiei, datéd
de Teorema Fermat: Dacd a este un punct de extrem local pentru
functia f : D C R — R, interior mul{imii D, iar f are derivata in
punctul a, atunci derivata se anuleaza in acest punct.

Demonstratia este imediata: presupunind ca punctul a este punct de
minim local pentru f, avem ca

fi(a) = lim 5 <0, £(a) = Tim ©—1E > 0.

Cum exista f'(a) = f(a) = fj(a), rezultd ci f'(a) = 0.
Daca a este punct de maxim local, atunci el este punct de minim
local pentru —f si concluzia rezultd imediat.
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Se numeste punct stationar pentru functia f, un punct interior dome-
niului de definitie in care derivata se anuleaza.

Punctele stationare se mai numesc si puncte critice.

O consecinta imediata a Teoremei lui Fermat este cd pentru o functie
derivabild pe o multime deschisi, punctele de extrem local se afli
printre punctele stationare ale functiei, adic& printre solutiile ecuatiei
f'(x) = 0. Putem decide daci o solutie xg a acestei ecuatii este punct
de extrem pentru f studiind semnul diferentei f(x) — f(xo).

Dar, nu orice punct stationar al unei functii este punct de extrem.
Intr-adevir, functia f : R — R, f(x) = x* are un singur punct
stationar, anume 0, pentru ci f'(x) = 3x? si ecuatia f'(x) = 0 are
o singura solutie, anume x = 0. Acest punct nu este punct de extrem
pentru f pentru ci diferenta f(x) — f(0) = x® nu are semn constant
pe nici o vecindtate a originii (sau pentru cd functia f este strict
crescitoare).

Interpretarea geometrica a Teoremei lui Fermat este urmatoarea: in
conditiile Teoremei, intr-un punct de extrem local, tangenta la grafic
este paraleld cu axa Ox.

Problema 13

Sa se arate ca ecuatia

are toate radacinile reale i distincte.

Rezolvare. Ecuatia se poate scrie P/(x) = 0, unde P(x)
= (x—1)(x—2)(x — 3)(x — 4). Pe fiecare din intervalele
[1,2], [2,3], [3,4], functia P satisface conditiile Teoremei lui
Rolle. Ca urmare, in fiecare din intervalele (1,2), (2,3),
(3,4), ecuatia P’(x) = 0 are cel putin o rdddcind. Drept
consecintdl, ecuatia P’(x) = 0 are cel putin trei rad&cini
reale si distincte. Cum aceastd ecuatie este evident de
gradul al treilea, rezulta ca ea are exact trei radacini reale,
cate una in fiecare din intervalele de mai sus. W
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Observatie. Reamintim Teorema lui Rolle: Fie f : [a,b] — R o
functie continud pe intervalul inchis [a,b], derivabild pe intervalul
deschis (a,b) si astfel incat f(a) = f(b). Atunci, existd cel putin un
punct ¢ € (a,b) astfel incat f'(c) = 0.

Demonstratia se bazeazi pe Teorema lui Weierstrass (vezi Corolarul
4.2.4) si pe Teorema lui Fermat. Fiind continud, functia f este margi-
nitd gi isi atinge marginile pe intervalul compact [a,b], conform

Teoremei lui Weierstrass. Fie marginile functiei f, m = ir[1f | f(x)
x€la,b
si M = sup f(x), care sunt atinse in punctele x; si xo din [a,b]:

x€[a,b]
m = f(x1), M = f(x2). Din m = f(x;) < f(x) < f(x2) = M, V x €
[a,b], rezultd cd x; gi xo sunt puncte de extrem absolut ale functiei f.
Putem avea doar una din situatiile:
j). punctele x; si x2 coincid cu a sau b: x; = x9 = a sau x; = Xg =
b sau (x; = a, xo = b) sau (x; = b, x3 = a)
jj)- cel putin unul din punctele x; si x5 apartine interiorului interva-
lului [a,b].
In primul caz, rezulta ci f(x) = f(a), ¥V x € [a,b] (adici f este constant
pe [a,b]). Deci, f'(c) = 0 pentru orice ¢ € (a,b).
In al doilea caz, lufm drept punct ¢ pe acela din punctele x; si x5 care
apartine interiorului intervalului [a,b]. Conform Teoremei lui Fermat,
avem f'(c) = 0 si demonstratia este incheiata.
Interpretarea geometrica a Teoremei lui Rolle: daca segmentul deter-
minat de capetele (a,f(a)) si (b,f(b)) ale graficului lui f este paralel cu
axa Ox, atunci existd cel putin un punct al graficului cuprins intre
aceste capete in care tangenta la grafic este paralela cu axa Ox.
Exemple simple arata ca fiecare din ipotezele Teoremei este esentiald
(in sensul cd dacd una din ele nu se verificd, atunci concluzia nu este
in mod obligatoriu adeviratd).
O consecintd imediati a Teoremei lui Rolle: Intre doud zerouri ale
unei functii derivabile pe un interval se afld cel putin un zero al
derivatei.
In fapt, aceastil consecintd rezolvi problema de mai sus.
Mai reamintim faptul ci o functie f : [a,b] — R care este continui
pe intervalul inchis [a,b] gi derivabild pe intervalul deschis (a,b) se
numeste functie Rolle.
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Problema 14

1. Si se determine punctele de pe parabola cubicid y = x3 in care
tangenta este paraleld cu segmentul AB, unde A(-2,-8), B(1,1).

2. Se dau functiile f, g : [0,2] — R definite prin
ix¥-2x + 3x + 1, dacix € [0,1]

)

g(x) = 3x* —x? - 3x + 10.
Sa se arate cd se poate aplica Teorema lui Cauchy celor doua functii.
Sa sa aplice Teorema si sa se determine efectiv valoarea lui c.

3. Sa se determine m € R astfel incat functia
f(x) = (m + 1)arccosx + arcsin 2xV'1 — x?

sd fie constantd pe un subinterval al domeniului sdu maxim de definitie.

4. Sa se determine m € R astfel incat functia
f: R— R, f(x) =1In(x*+ 1) + mx,

sa fie descrescitoare.

5. S& se studieze derivabilitatea functiei

f:DHR,f(x):arcsinzlel

1+ |x|°

6. S& se arate cd functia f : R — R, f(x) = x-sinx, este lipschitziana
pe fiecare interval marginit I C R.

7. S& se arate cd functia f : D — R, f(x) = arcsin —(——=2——

V2(x? + 2x + 2)
depinde de functia g(x) = arctg(x + 1). S& se stabileascd aceastd
dependenta.

Rezolvare. 1). Enuntul ne trimite la Interpretarea geo-
metrica a Teoremei lui Lagrange. Se observa ca punctele
A(-2,-8), B(1,1) apartin graficului functiei f: R — R,
f(x) = x>. Aplicim Teorema lui Lagrange functiei f pe
intervalul [-2,1]. Existd cel putin un punct ¢ € (-2,1)
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M2 — 3. Dar f/(x) = 3x%. Din
3¢ = 35ic € (-2,1) rezultd ¢ = —1. Asadar, tangenta in
punctul C(-1,-1) la parabola cubici y = x3 este paralels

cu segmentul AB dat.

astfel incat '(c) = f)

2). Se constatd cu ugurintd ca functiile f i g sunt functii
Rolle pe intervalul [0,2] si cd g'(x) = x> — 2x — 3 # 0

e (0,2). Se poate aplica Teorema lui Cauchy celor doud
functii. Ca urmare, existd cel putin un punct ¢ € (0,2)
f'c) _ f(2)-1f(0) _ 7

g’(c) — g(2) g(0) —  44-
Avand in vedere ca
, x? —4x + 3, dacix € (0,1]
f (X) = 2 v 9
x*-3x+ 2, dacix € (1,2)

astfel incat

egalitatea é’,((i)) = - L devine 51c? - 190c + 111 = 0,

pentru ¢ € (0,1] si atunci ¢ = %, respectiv 51c? — 146¢ +

67 = 0 pentru ¢ € (1,2) si nu avem un astfel de punct c.

In concluzie, doar punctul ¢ = g—z satisface egalitatea din

Teorema lui Cauchy pentru functiile f si g date.

3). Domeniul maxim de definitie D al functiei f se de-
termind punand conditiile | x | < 1, | 2xV1 - x? | < 1.
Rezultd D = [-1,1]. Se stie ci functia arccosx este deri-
vabild pe (-1,1) si ci functia arcsin 2xV1 — x? este deri-
vabild in punctele x in care 2xV1 — x? este derivabils si
cuprinsd intre —1 si 1, adicd in x € (-1,1), x # :tg.
Pentru x € (-1,1) \ {i?}, avem
f(x) = (m+ 1) == +

— x2

+ s (7 ) -

1 - 4x2(1 - x2) 1-x2
_ (m+41) 2(1 - 2x?)
V1o x2 1 - 2x2[V1 - x2




Conform unei consecinte a Teoremei lui Lagrange, o functie
derivabild pe un interval este constantd dacd (si numai
dacd) derivata este nuld. Asadar, functia f este constanti
pe un subinterval al domeniului sau de definitie daca si

numai dacd m = 1 sau m = 3. In consecinti, avem
ci, dacix € (71,7§), pentru m = -3
f(x) = co, dacix € (— ?, ?), pentru m = 1
cg, dacdx € (g, 1), pentru m = -3

Constantele ¢; se determind dand lui x valori convenabile
din intervalul respectiv. Apoi, din continuitatea functiei
f, aceste identitati au loc si in capetele intervalelor. De
altfel, determinarea constantelor se poate face si folosind
continuitatea functiei f. Astfel,

c1 = lim ¢; = lim f(x) =
xN\—1 xN\—1
= {ml —2arccosx + arcsin2xv'1 — X2:|
= —2arccos(—1) + arcsin0 = -2,

ce = f(0) = 2arccos0 + arcsin0 = T,
— 1 — lim f(x) =
cs = lim cs = lim (x)

= linri —2arccosx + arcsin2xVv1 — X2:| =

X

= —2arccos 1 + arcsin0 = 0.

In concluzie,

—2m, dacd x € [71,7§}, pentru m = —3
f(x) =4 m, dacix € (— g, g), pentru m = 1
0, daci x € [?, 1], pentru m = -3

Mentionam ci problema poate fi rezolvata si strict trigono-

metric. Intr-adevir, pentru x € D = [-1,1], cu notatia

arcsinx = t € [—75, 5], avem si x = sint si atunci,

f(x) = (m + 1)arccosx + arcsin2xV'1 — x? =
= (m + 1)arccossint + arcsin2sintV1 — sin®t =
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= (m + 1)arccoscos(3 — t) + arcsin 2sintcost =
= (m + 1)(§ — t) + arcsinsin 2t.

Am tinut cont ci | cost | = cost, 5 —t € [0,7] si atunci
conform definitiei lui arccos, arccoscos(§ —t) = 5 — t.

Pentrut € [-F, 5], 2t € [-7, 7]. Este necesar sd micgoram
intervalul in care se afla t pentru a se putea explicita
arcsinsin2t. Pentru x € (—g, g), avem arcsinx = t
€ [-%, §]; atunci, 2t € [-T, 7] si deci, arcsinsin 2t = 2t.

Acum, avem

fx) =(m+1)(5 -t)+2t=(1-mt + F(m+1) =

= (1 -~ m)arcsinx + F(m + 1)

V2 ﬁ)
) 272

dacd si numai dacd m = 1. In plus, se vede ca constanta
este m. Rezultatul coincide cu cel gasit prin metodele

Analizei matematice.

si se vede de aici c4 f este constantd pentru x (—

Asemaénétor se procedeaza pe celelalte doud intervale.

4). Functia datd este derivabild pe R. Conform unei
consecinte a Teoremei lui Lagrange, o functie derivabila
pe un interval este descrescitoare dacd (si numai daci)
derivata este negativa pe interval. Mai precis, trebuie sa
punem conditia ' < 0 adicd f'(x) < 0,¥x € R

i _ 2x _ mx? + 2x + m
Deoarece f'(x) = 75+ + m = =77

mai sus devine mx? + 2x + m < 0, V x € R. Trebuie deci
puse conditiile A = 1 - m? < 0 si m < 0. De aici rezults
m € (—oo, —1].

, conditia de

Asadar, functia datd este descrescitoare daca gi numai
dacd m < -1.

5). Domeniul maxim de definitie D al functiei f se deter-

24/1x |

1+ | x|

2
succesiv 1 4+ | x| > 24/] x |sau (17\/| b'e \) > 0 care

este evident adevaratd pentru orice x € R. Deci, D = R.

mind punand conditia -1 < < 1. Conditia se scrie
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Functia este continud pe D, fiind o compunere de functii
continue (vezi Teorema 4.2.6). Din Teorema de derivabili-
tate a functiei compuse, rezultd cé functia f este derivabila
2¢/Ix |

in punctele x in care functia I

, %Vl‘);l‘ < 1. Calcule simple arata ca functia f este
derivabild in punctele x € R\ {-1,0,1}. Tinand seama de
regulile de derivare, pentru x > 0, x # 1, avem

este derivabild si, in

plus

14+ x
- 2vX
f'(x) = L O
\/17 o5 )2 (1 + x)
T+ x°

— 1 . 1 -—x — 1+ x 1 -x —

\/(1 02 V(1 +x)? [1-x| Vx(1+x)?

(1 + x)2

_ m, daCfiX S (0,1)
_m, daca x € (1,00)

Observam ci exista limitele laterale

. i _ . 1 _
ll\rf(l)f(x)_l{r}) S rx %

: ! 1 1 _ 1
ll/mlf(x)—il/ml NOED R

. v . _ 1 _1
il\nif(x)—il\@[ Hl+x 2

Conform unei consecinte a Teoremei lui Lagrange, aceste
limite ne conduc la derivatele laterale ale functiei in punc-
tele 0 si 1:

£(0) = +oo, £(1) = 3, f3(1) = -

N[ =

Tinand seama de faptul cd f este functie pard (adica f(x)
= f(-x) pentru orice x € R) i de regula de derivare a
functiei compuse, pentru x < 0, x # —1, avem

F(x) = /(%) (%) = f(x).

1 5 _ _
f/(X) _ m, daca x € ( oo, 1)
S 1 dacix € (-1,0)
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Observam ca existd limitele laterale
lim f’ = lim ——1—— =
<50 (x) by RV ()

: 2 1 1 _ 1
Xl}njlf(x)—il}nl V(1% 2

: / _ 1 _ - _1
lim f'(x) = lim =~ 3

x\,—1 x\,—1
Conform unei consecinte a Teoremei lui Lagrange, aceste
limite ne conduc la derivatele laterale ale functiei in punc-
tele 0 si —1:

£(0) = —o0, £(-1) = 1, f4(-1) = —1.

Din cele spuse mai sus, tragem concluzia cd punctele £1
sunt puncte unghiulare iar punctul 0 este punct de in-
toarcere pentru functia f. Pe R \ {-1,0,1}, derivata {'
este datd de formulele de mai sus.

6). Fie deci I C R un interval m&rginit. Pentru x, y € I,
aplicand Teorema lui Lagrange, rezulta ca

| sinx — yesiny | = | F(c) || x -y | =
= | sinc + c-cosc || x -y | <
< (| sinc | + [ ¢ || cosc |)|x-y]|<
<4n))xoyl,

unde r > 0 este astfel incat I C [-r,r] (intervalul I este
marginit).
Deci, functia este lipschitzian4 pe fiecare interval marginit
I C [-r,r], constanta lui Lipschitz fiind L = 1 + r.

7). Domeniul maxim de definitie D al functiei f se deter-

X
V2(x2 + 2x + 2)
cu ugurintd cd D = R. Reamintim cad functia f depinde
de functia g daca existd ¢ astfel incat f = & o g.

mind punind conditia < 1. Se constata

Deoarece f gi g sunt derivabile (sunt compuneri de ast-
fel de functii), este de asteptat ca si @ si fie derivabila.
Atunci, am avea f' = (® o g)g’, ceea ce aratd cd derivata
" ar depinde de functiile g si ¢’. Se impune deci calculul
derivatei f’ :

99



!
) _ 43 X _
f'(x) = <arcs1n Norc 2)) =

2x% 4+ 2x + 2) —x 22X L2
1 2/2(x2 + 2x + 2) __
. =
\/ ( . )2 (\/2(){2 ¥ oox + 2))
1 (R SE—
V2(x2 + 2x + 2)
_ 1 C2(x" 4 2x 4+ 2) —x(2x +2)

\/17 <ﬁ)2 (Vo +2x + 2))°

x2 4 2x + 2

1 2(x + 2)

\/M (V2@ +2x + 2))°

2(x2 + 2x + 2)

2(x + 2) 1 o
TIx+2] 2(xT+2x +2)
—(X+11)2+1, daca x < 2
(X+11)2+1, daca x > -2

Observam ca existd limitele laterale

: / _ % _ 1 - _1
Xl}njzf(x)*xl}HEQ GrZ+1l - D

1 4 = 1 71 = l
Jm, flx) = A T T

Conform unei consecinte a Teoremei lui Lagrange, aceste
limite ne conduc la derivatele laterale ale functiei in punc-
tul —2:

f(-2) = -5, f4(-2) =

1
5.
Ca urmare, functia f nu este derivabild in punctul —2.

De asemenea, se observa cé derivata f’ depinde de derivata
functiei

g: R — R, g(x) = arctg(x + 1).

Mai precis, avem urmatoarele:
— pe intervalul (—oo, —2), functiile f §i —g au aceeagi derivata:

f(x) = (-g(x) = —m~
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Conform unei consecinte a Teoremei lui Lagrange, exista
o constanti k; astfel incat f = —g + k; pe (o0, —2). Con-
stanta k; se determind prin particularizarea lui x:

ki = (f+g)(-v3-1)=

= arcsin _;(35_1 + arctg(—v/3) = — 3L,

— pe intervalul (—2, 00), functiile f i g au aceeagi derivata:
f(x) =¢g'(x) = m

Conform unei consecinte a Teoremei lui Lagrange, exista
o constantd ko astfel incat f = g + ko pe (—2,00). Con-
stanta ko se determind prin particularizarea lui x:

ky = f(0) — g(0) = arcsin0 — arctgl = —7.

Combinand rezultatele anterioare, avem

_ _ 37 _
aresin N _{ arctg(x+1) T, X< -2

2(x> + 2x + 2) | arctg(x+1) — %, x> -2

In punctul x = -2 avem f(-2) = arcsin(—1) = —7 si
aceastd valoare se obtine gi in oricare din cele doud ra-
muri din egalitatea anterioara.

In concluzie, dependenta lui f de functia g este

aresin < _{ —arctg(x+1) — 2, x < -2

2(x + 2x + 2) | arctg(x+1) — %, x> -2

Facem urmatoarea remarca: determinarea constantelor kq
si ko se poate face si folosind continuitatea sau existenta
unor limite ale functiilor ce apar. De exemplu,

ki = lim k; = lim [f(x) + g(x)] =

= Jim N T arctg(x+1)| =
= arcsin(—%) - = _3r
ky = lim lo = lim [f(x) - g(x)] =
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= lim |arcsin ———=—— — arctg(x+1)| =

x\,—2 \/2()(2 + 2x + 2)
s

= arcsin(—1) — arctg(—1) = —5. B

Observatie. Reamintim Teorema lui Lagrange:
Daci f : [a,b] — R este o functie Rolle, atunci existd cel putin un

punct ¢ € (a,b) astfel incat f'(c) = w.

Demonstram un rezultat mai general, si anume Teorema lui Cauchy:
Fie f, g : [a,b] — R functii Rolle, astfel incat g'(x) # 0, x € (a,b).
Atunci, g(a) # g(b) si existd cel putin un punct ¢ € (a,b) astfel incat
t'(c) _ f(b) - f(a)

g'(c) — &(b) —gla)

Demonstratia este imediatd: In primul rand, dacd am avea g(a) =
g(b), atunci, din Teorema lui Rolle ar exista cel putin un punct ¢ €
(a,b) astfel incat g'(c) = 0, ceea ce contrazice ipoteza. Prima parte
a concluziei este demonstrata.

In al doilea rénd, se considera functia ajutitoare F(x) = f(x) — Ag(x),
unde A este ales astfel incat F sa satisfacad conditiile din Teorema lui
Rolle. Aplicand lui F aceasta Teorema, a doua parte a concluziei este
demonstrata.

Se vede cd dacd in Teorema lui Cauchy ludm g(x) = x, se obtine
Teorema lui Lagrange.

Interpretarea geometricd a Teoremei lui Lagrange: exista cel putin
un punct al graficului lui f in care tangenta la grafic este paraleld cu
coarda determinatd de capetele (a,f(a)), (b,f(b)) ale graficului lui f.
Exemple simple arata ci fiecare din ipotezele Teoremei este esentiald
(in sensul cd dacd una din ele nu se verificd, atunci concluzia nu este
in mod obligatoriu adeviratd).

are loc egalitatea

Egalitatea '(c) = w din Teorema lui Lagrange se mai poate
scrie f(b) — f(a) = f'(¢)(b — a) si se numesgte formula cregterilor finite.
Teorema lui Lagrange se mai numegte Teorema cresterilor finite.
Consecinte ale Teoremei lui Lagrange:

1°. Orice functie derivabild care are derivata nuld pe un interval este
constantd pe intervalul respectiv. Mai mult, doud functii derivabile
pe un interval care au aceeasi derivatd diferd printr-o constants pe
intervalul respectiv.

Reamintim ca proprietatea are loc si reciproc, ca proprietate gene-
rala: orice functie constanta este derivabild si are derivata nula.

62



Ca urmare, o functie derivabild pe un interval este constantd daca si

numai dacd are derivata nuld pe intervalul respectiv.

2°. Orice functie derivabild a cérei derivata are semn constant pe un

interval este monoton& pe intervalul respectiv si anume:

i). dacd f > 0 peI (adicd f'(x) > 0, V x € I), atunci { este crescitoare

pe I;

ii). dacd f' < 0pel (adicd f'(x) < 0,V x € I), atunci f este descresca-

toare pe I;

Reamintim ca proprietatea are loc si reciproc, ca proprietate generala:

derivata oricarei functii derivabile si monotone pe un interval are

semn constant pe intervalul respectiv.

Ca urmare, o functie derivabila pe un interval este monotond daca si

numai dacd derivata are semn constant pe intervalul respectiv.

3°. Fie f: (a,b) — R sixp € (a,b). Daca f este derivabild pe (a,xq),

este continud la stinga in x¢ si dacd existd limita ¢ = li/m f'(x),

x /X0

atunci f/(xg) existd si fi(xg) = £.

Analog la dreapta lui xo: Daci f este derivabild pe (xq,b), este con-

tinud la dreapta in xg si dacd existd limita ¢ = li\m f'(x), atunci
X\ X0

f (xo0) existd si £ (xo) = ¢.

4°. Fie f : I — R derivabild pe intervalul I C R. Atunci, f este lip-
schitziand pe orice subinterval J C I pe care derivata f’ este marginita.
Demonstratiile sunt imediate. Pentru inceput, fie o functie derivabild
f: I — R care are derivata nuli pe intervalul I. Fie x si a dou& puncte
din I, primul variabil iar al doilea fixat. Presupunem x > a.Aplicand
Teorema lui Lagrange functiei f pe intervalul [a,x], avem f(x) — f(a)
={'(c)(x —a) = 0, ceea ce aratd cd { este constantd la dreapta lui a.
Analog la stanga lui a.

Acum, ne situfm in conditiile de la 2°i). Fie x < y doud puncte
oarecare din I. Aplicind Teorema lui Lagrange functiei f pe intervalul
[x,y], avem f(y) — f(x) = f'(c)(y — x) > 0, ceea ce aratd ci f este
crescatoare pe 1.

In cazul 2°ii), se procedeazi asemandtor.

In cazul 3°, aplicand Teorema lui Lagrange functiei f pe intervalul
W = f'(cx), unde ¢, € (x,xq).

VI f(x) — f(x
Deoarece pentru x — xg avem ¢, — Xg, rezultd ca lim ()()77)((00) =
X0

li/m f'(cx) = £, ceea ce aratd ci f(xo) existd i f(xo) = £.
X X0

[x,%0], unde x € (a,xq), avem
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In sfarsit, in cazul 4°, consideram J = [a,b] si fie M > 0 astfel incat
| f'(x) | < M, V x € J. Pentru x, y € [a,b], aplicand Teorema lui
Lagrange, rezulta ca

[ G) — ) [ = [F(e) [[x -~y [ <M]x~y],

ceea ce arata ca functia f este lipschitziana.

Facem precizarea cd proprietatea tocmai demonstrata raméne ade-
varatd si in cazul in care f este derivabila cu exceptia unui numér
finit de puncte.

Observatie. Reamintim Teorema lui Darboux: Daci f: I — R
este o functie derivabild pe un interval I, atunci derivata sa f' are
Proprietatea lui Darboux (adicd oricare ar fi doud puncte x; < X3
din T si oricare ar fi numérul A cuprins intre f(x;) si f(x2), existd cel
putin un punct ¢ € (x1,x2) astfel incat f'(c) = A).

O consecintd importantd: Fie f : I — R o functie derivabild pe un
interval T astfel incat f'(x) # 0, V x € 1. Atunci, sau {'(x) > 0 pentru
orice x € I gi deci f este strict crescitoare pe I, sau f'(x) < 0 pentru
orice x € I. gi deci f este strict descrescatoare pe 1.

Aceastd consecintd permite stabilirea semnului derivatei unei functii
derivabile si deci a intervalelor de monotonie ale functiei. Astfel, daca
f: I — R este o functie derivabild pe un interval I gi daca a si b sunt
doud zerouri consecutive ale derivatei, (f'(a) = f'(b) = 0 i f'(x) # 0
pentru orice x € (a,b)), semnul derivatei este acelasi in orice punct
din (a,b). Acest semn se poate stabili calculand valoarea derivatei
intr-un punct particular din (a,b).

S& ne reamintim ca o problemd aseméanatoare am avut la functiile
continue.

Problema 15

S4 se calculeze urmaéatoarele limite:
: tgax — sinax .
il_I)I(l] tgbx — sinbx’ a, b > 0’

: In sin ax .
,1(1_1’.% Insinbx? a, b > O’

x>0 )

lim x"ex;

x—0

x>0

lim (1.1 - l) ;
x—0 S x X



2
. . X
lim (X arcsin l) ;
X—00 X

. 1

lim xx;
X—00

. T . X
lim (5 + arcsinx — arccos X) .

x—0

Rezolvare. Folosim regulile lui 'Hopital (vezi mai jos).

tgax — sinax

Tebx smbx 11 care a, b > 0, prezinta nede-

a). Limita liH(l)

terminarea 2. Se observa ca functiile f(x) = tgax — sinax

i g(x) = tgbx — sinbx sunt derivabile pe intervalul I =
(-Z,Z), unde ¢ = max{a,b}. Avem g'(x) = —b-— -

T 2¢7 2¢ cos? bx

_ 1.1 - cos®bx
beosbx = b—2312* # 0 pentru x € I\ {0}.
X . . . alosgtax
In sfargit, avem A = lim ) = lim —eestar— — % .
x—0 & x—0 b cos2 bx ’

— 3 v 12
1= cosax Qo ghgervy cid

cos3 bx *

3 2
lim 1 - cos”ax  cos"bx _ 2 lim
1 - cos?bx  cos?ax by 5o 1-

x—0

si aceasta limitad prezintd nedeterminarea %. Consideram
functiile f; (x) = 1 — cos®ax si g1 (x) = 1 — cos®bx care sunt
derivabile pe R. Avem g} (x) = 3bcos?bxsinbx # 0 pentru

x € (&, %) \ {0}. In sfarsit, avem \; = lim h

!
x—0 g1 (x)
: 3a cos? ax-sinax __a : cos?ax  sinax _a : sinax
)111}1’(1] 3b cos? bx-sinbx — b i% cos2bx sinbx — b il_l’)% sinbx *

Se observa ca gi aceastd limitd prezintd nedeterminarea

8. Considerim functiile f5(x) = sinax si ga(x) = sinbx

care sunt derivabile pe R. Avem gh(x) = bcosbx # 0
s s

pentru X € (55, 51 )- In sfarsit, avem Ay = ilir(l) éz((’;))
feots = . Aplicand Teorema lui ’'Hopital, avem

)11_1,)% b cos bx

T f1(x) _ a (a2
)‘1—)113% gg<x>—B'/\2—(E) :

Aplicand din nou Teorema lui I’'Hopital, avem

A=l g == ()

In sfarsit, aplicand din nou Teorema lui 'Hopital, avem

: tgax — sinax __ _ (a 3
}11_% tgbx — sinbx A= (b) ’
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ceea ce incheie calculul limitei.

Facem precizarea cd limita A se poate calcula direct, fard
a mai fi nevoie de a aplica incd de doud ori Teorema lui
I’Hopital:

A= hm Pl _ a. iy Locostex _
10 &' (x) b g 1 cos?bx

2

(1 — cosax)(l + cosax + cos”ax)

—_— a . 1 =

~ b )1{% (1 — cosbx)(1 + cosbx + cos?bx)
__a 1 - cosax 1 + cosax + cos®ax __ an 1 - cosax __
- bill)T[l) 1 - cosbx 1+ cosbx + cos?2bx big% 1 - cosbx

. s g 2 b 2 q
2 sin? &% sin &% 2 a\2 a )3
_— a 2 __ a 2 2 a — (&

b)li,o 2 sin? bTX bili% ( a2 ) (sin%‘) (b) (b) .

S-a folosit limita fundamentals lim S2X = 1.

X—
De altfel, este recomandabil ca in calculul limitelor de
functii, sa se combine, daca este posibil, regula lui ’Hopital

cu metodele elementare.

Ins#si limita dat# se poate calcula direct:

lim tgax — s'}nax = lim s?nax(ﬁ 1 —
x—0 tegbx — sinbx 10 sinbx(=I—= — 1)
_ 1 sinax | 1 - cosax cos bx —
0 sinbx 1 - cosbx cosax
= lim sinax | 25in2% . cosbx __ (g)?’.
X0 sinbx 2 sin2? ”7" cos ax b

f g : Insin ax CEY
b). Limita 11_rg I, In care a, b > 0, prezintd nede-

x>0
terminarea 22. Se observa ca functiile f(x) = Insin ax si

g(x) = Insin bx sunt derivabile pe intervalul I = (0,3}),
unde ¢ = max{a,b}. Avem g'(x) = bctg bx # 0 pentru
orice x € (0,3;).In sfarsit, avem

xctg ax
)11_% xctg bx 1

U‘\ﬁ

)\_hmﬁ_hmactgiax:
10 &' (x) x—( bectg bx

Insin ax __ 1

Conform Teoremei lui I’'Hopital, avem lim =
Yo Insin bx

x>0
S-a urmat recomandarea de mai sus, folosind limita
fundamentali a sinusului
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lim xctg ax = lim - COos ax = é
X —

X
x—0 o sin ax

.. . 1 . o .
c¢). Limita IIH% x"ex prezinta nedeterminarea 0-oo pentru
i

x>0
(O 1 . . 1 . n
cd lim ex = (™) = +oo. Scriem lim x"ex = lim X
) — x—0 ¢ ¥
x>0 x>0 x>0

si nedeterminarea se transforma in 9. Functiile f(x) = x"

si g(x) = e+ verifici primele conditii din Teorema lui
£'(x)

I’Hopital pe intervalul (0,1). Apoi avem A = lim

x—0 g/(x) B
. 01 . no4 1 o .
lim 2—+ = lim ™*—1—, ceea ce aratd c& Teorema lui
x—0 %e’xf x—0 e x

I’H()pital nu se poate aplica.

Revenim la limita data si facem schimbarea de variabila
X = %, y — +o00. Ca urmare, (vezi Teorema 4.1.5), avem

. 1 . y PN VIR R .
lim x"ex = lim & si in aceastd limitd se poate aplica
Xj? y—oo Y

x>

Teorema lui PHopital functiilor f(y) = e si g(y) = y".
Intr-adevir, ele sunt derivabile pe intervalul (0,00), g (y)
=ny" ! #0pe(0,00)si lim ;,(g,)) = lim
y—00

y—oo

e¥
nyn T Se vede

de aici cd ne gasim intr-o situatie similara celei initiale,
chiar mai favorabild, pentru cd n a scizut cu o unitate.
Este clar cd aplicand repetat Teorema lui 'Hopital ca-
turilor é—l,, %, SR gff(—)) (pentru cd f si g sunt de n ori
derivabile pe (0,00) si derivatele lui g nu se anuleazi pe
acest interval) obtinem

. y . ¥y . y
lim & = lim —— = lim A
y—oo Y y—oo 1Y y—00 n(n - 1)y
. y
=...= lim & = +o0.
y—o0 n:
2 . . 1 . y
In concluzie, lim x"ex = lim & = +oo.
s y—oo
d). Se constats cu usurintd cd limita lim (G- - 1)
X*)O Sin x X
prezinta nedeterminarea oo — co. Transformam functia si
se obtine lim ( 1 l) = lim *=—22X_ Aici, se aplici
> —0 sinx X x—0 Xsinx

Teorema lui 'Hopital de doud ori:
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. X — sinx __ 1z 1 - cosx S sin x _
)](.I_I)I(l) xsinx )121(1) sinx + xcosx )11_1,)% 2cosx — xsinx 0.
In concluzie, lim (,.1 - l) =0.

X*’O Sin x X
H 1 .
. . . arcsin - .
e). Deoarece lim xarcsin 1= lim s = ]im &<y —
X—00 X X—00 X y—0 Y
= liné %i; - = 1, limita data prezinta nedeterminarea 1°°.
t—0 = g
Transformam functia:
o1 x? ln(x arcsin l)xz x? ln(x arcsin l)
(x arcsin ;) =e x =e¢ x

si avand in vedere continuitatea exponentialei, limita devine

lim (xarcsin 1) f exliincox2 In(x arcsin %).

X—00

Aici, limita lim x?In (x arcsin %) prezinta nedeterminarea

X—00
0

0-00, care se poate insa reduce la nedeterminarea g :

) — lim ln(x arlcsinxl)

lim x2In (x arcsin *
X—00 X X—00 X2

Ultima limitd se calculeaza cu Teorema lui ’'Hopital, facand

mai intai schimbarea de variabild x = %, t \, 0 (vezi pen-

tru aceasta Teorema 4.1.5)

. In(x arcsin + . In 2resint . o
lim M:hm ——— =lim lnarcsiliztlnt:
x—oo 37 N0 N0

1

T U
aresint /4 42 © lim t= V1 - t2arcsint _

=lim —5——— =

=

t\0 2t tN0 2t3aresint /12
—=t—— arcsint
_ 1 Ii t— V1 - t2arcsint __ 1 Ii 1 t2 _ 1
=3-im 3 =3-im 32 =%
t\.0 t\.0

2
2 . . . X .
In concluzie, lim (X arcsin l) = Je.
X—00 X

f). Evident, limita lim X prezintd nedeterminarea oo®.

X—00

Transformam functia:



si avand in vedere continuitatea exponentialei, limita devine

. 1 lim %lnx
lim x5 = ex—oo’
X—00

Aici, limita lim % Inx prezinta nedeterminarea 0-00, care

X—00
se poate insd reduce la nedeterminarea 22, pentru apli-
carea Teoremei lui I’'Hopital:

1
lim Llnx = lim 2% = lim +=0.
X—00 x—o0 X X—00

. L 1
In concluzie, lim xx = 1.
X—00
g). Se vede ci limita datd prezintid nedeterminarea 0°.
Transformam functia:

. < x o .
(g <+ arcsin x — arccos X) — eln( T + arcsinx — arccos x) _

— & ln(% + arcsinx — arccos x) x In 2 arcsin x

=e
(s-a tinut seama cd arcsinx + arccosx = 5,V x € [-1,1]) si

27
avand in vedere continuitatea exponentialei, limita devine

. o . X lim x1n2arcsinx
lim (* + arcsinx — arccos X) = ex—0
x—0 ‘2

Aici, lir% xln 2 arcsin x prezinta nedeterminarea 0-0co, care
X —>

se poate insd reduce la nedeterminarea 22, pentru apli-
carea Teoremei lui I’'Hopital:

lim xIn2arcsinx = lim B2arcsine _ Jipy,

x—0 x—0 X x—0

. 2 .
= —lim —=*— . L _ — _Jim —2  —.
X‘)O arcsin T —

S . . . X
In concluzie, lim (g + arcsinx — arccos x) =1. 1
x—0

Observatie. Reamintim cd Teoremele lui 'Hopital dau conditii
suficiente pentru calculul unor limite de forma lim %, care pre-

X—X0
zinta nedeterminarea % sau 22 [adicd in care avem una din situatiile
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lim f(x) = lim g(x) = 0sau lim f(x) = lim g(x) = oo]. Aceste

X—X0 X—X0
Teoreme pot fi date intr-un singur enunt:
Teorema lui ’Hopital. Fie a, b € R, x¢ € [a,b] i fie incd functiile
f, g: (a,b) \ {x0} — R, derivabile gi astfel incat g'(x) # 0 pentru
orice x € (a,b) \ {xo} gi existd A = lim é,((’;)) cR.

X—X(
Daci lim f(x) = lim g(x) = 0 sau dacd lim | g(x) | = oo, atunci

X—Xq X—X

i
X—X0 —X0

existd lim f((i)) =\
X—X0

Atunci cand xq este finit iar functiile f gi g sunt derivabile (numai) in
acest punct, avem

Teorema lui I'Hopital (2). Fie a, b € R, x¢ € [a,b] si fie incd functiile
f, g : [a,b] — R, derivabile in x¢ si astfel incat f(xq) = g(xo) = 0 si
g'(x0) # 0.

Atunci, existd o vecindtate V a punctului xq astfel incat g(x) # 0
f(x) _ f(xg)

g(x) 7 g'(xg)”

Demonstratiile acestor rezultate se bazeaza pe Teorema lui Cauchy
respectiv pe Definitia derivatei si se gésesc in orice manual de liceu.
Facem cateva precizari in legatura cu aceste rezultate:

1°. Dacd x¢ este unul din capetele intervalului [a,b], atunci in Teo-
remele lui ’'Hopital vor apare limitele laterale corespunzitoare (vezi
pct. b). Chiar dacd xg este punct interior intervalului [a,b], Teo-
remele lui I’'Hopital rdman adevirate dacd limita se inlocuiegte cu
una din limitele laterale.

2°. Cele doud Teoreme au domenii de aplicabilitate diferite.
Exemplu. Fie functiile f, g : R — R definite prin

pentru orice x € V' \ {xo} si lim
X—Xg

f(x) = x?+2x -3, dacix € Q
T 4x -4, dacix € R\ Q ~
x2 -1, dacix € Q
g(x)_{QXQ, dacix € R\ Q

Se constatd (vezi o Problem& anterioard) ci cele doud functii sunt

derivabile doar in punctul x = 1. Ca urmare, in calculul limitei

. oy . .
lim gii)) - care prezintd nedeterminarea % - nu se poate aplica Teo-

x—1

rema lui 'Hopital. Se constatd insd ca se poate aplica Teorema lui
I’Hopital (2). Ca urmare,

. f
lim o6y




3°. Aplicarea in practicd a Teoremelor lui 'Hoépital (pregitirea limi-
tei pentru aplicarea uneia din Teoreme, aplicarea, eventual repetata,
a uneia din Teoreme, etc) poartd denumirea de regula lui 'Hopital.

4°. Repetdm, este recomandabil ca in calculul limitelor de functii,
sa se combine, daca este posibil, regula lui 'Hopital cu metodele ele-

mentare (vezi pct. a, b, ¢; la c), s-a ficut si o schimbare de variabild).
f'(x)
g’ (x)

5°. Dacd si in calculul limitei lim se poate aplica regula I’Hopital,

£(x) ' (x)
8(x) 8" (x)
regula lui 'Hopital.

Se poate aplica succesiv regula 'Hopital (dacd este posibil) de un

numdr finit de ori (vezi pct. a, c).
6°. Uneori, calculul limitei lim % este mai complicat (vezi pct. ¢)

sau se reduce la limita initiald lim % (vezi la pct. e) calculul limitei

atunci avem lim = lim

; se spune ca s-a aplicat de doua ori

. In(x arcsin o U . T
lim w, fara schimbarea de variabila x =
X—00 32
intr-un artificiu sau in altd metod4, etc.
shx

Ezemplu. In calculul limitei lim & se verificd conditiile din regula

(shx)/' — lim x — (si la fel) = lim ((C:,l*x))'/
shx

o
lim = si am ajuns de unde am plecat. Regula lui ’'Hopital nu se

X—00

poate aplica.
Dar limita trebuie calculata, pentru ca exista:

1). Salvarea este

lui ’Hopital dar, lim

x—oo (€)

lim Seh—f‘ = lim & 26,? = lim %(lfeh) =
X—00 X—00 X—00

1
5

. C e e f e . <
7°. Uneori, chiar daca limita lim % existd, derivata g’ se anuleazi
in orice vecinédtate a punctului xq, ceea ce face ca regula lui ’'Hopital
aa nu se poate aplica.

. < -~ . rN
Ezemplu. XILH;O Ty = Xlingo =) — 1. Derivata g’'(x) = 1

— sinx se anuleaza in orice vecindtate a punctului xg = +o00, pentru
cd g'(2nm + §) = 0 pentru orice n € N. Regula lui ’'Hopital nu se
poate aplica.

8°. Regula lui ’'Hopital se poate aplica si in calculul unor limite
care prezinti una din nedeterminrile 0-00, oo — oo, 1°°, 09, oo®.
Pentru aceasta, se transforma functia astfel incat in calculul limitei
sa se poatd aplica regula lui I'Hopital. Limitele de la pct. ¢ - g din
Problemé sunt edificatoare in acest sens.
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In general, se procedeazs astfel:
i). dacd limita lim f(x)-g(x) prezintd nedeterminarea 0-c0, adici
X—X0

dacd lim f(x) =0si lim g(x) = oo, atunci scriem
X—X(

X—X0

f(x)-g(x) = L sau f(x)g(x) = &2,

g(x) f(x)

dupd cum g(x) # 0 respectiv f(x) # 0 pe o vecindtate a punctului

% . . 1 f(x) B R TEIRY
Xo. In primul caz, avem lim f(x)-g(x) = lim —r= si aceastd limita
X—X(

X—X0  g(x)

prezinté nedeterminarea . In al doilea caz, avem lim f(x)-g(x) =
X—X0

lim 2% gi aceastd limit# prezints nedeterminarea 2.
Xx—Xo [(x o0

0 f(x)
In calculul acestor limite se incearca aplicarea regulilor lui I’'Hopital.
Alegerea uneia sau alteia dintre variantele (transformdrile) de mai
sus depinde de complexitatea calculelor ce apar.

FEzxzemplu. In calculul limitei lim xInx este mai convenabil sa scriem
0

X

lim xlnx = lim 2% = lim = = lim (—x) =0,
x\0 xN\0 X x\0 "2 x\,0
decat
lim xInx = lim %~ = lim —4%— = lim (~xIn®x),
x\,0 x\0 Inx xN\0 XmZx x\,0

pentru c& se complica calculele.

ii). dacd limita lim (f(x) — g(x)) prezintd nedeterminarea oo — oo,
X—X0

adicd dacd lim f(x) = oo gi lim g(x) = oo, sau dacd lim f(x) =
0 X—X0

X—X X—X0

—o0 gi lim g(x) = —oo, atunci scriem

X—XQ

£(x) - 8(x) = {809 (7 -~ 77 )

evident posibil pe o vecindtate a punctului xg.
Acum avem

lim (f(x) - &(x)) = lm {69869 (5~ ity )

X—Xg X—X0
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si aceastd limitd prezintd nedeterminarea 0-co. In calculul acestei
limite se incearca aplicarea regulilor lui 'Hopital dupd cum s-a spus
imediat mai sus.

Uneori, se mai poate scrie

lim (i(x) -~ g(x)) = Jim f(x)(1 - )

X—X( X—X(

i dacd lim %((3:)) # 1, avem lim (f(x) — g(x)) = %oo, iar in caz
X—Xq

X—X(

contrar, limita prezintd nedeterminarea 0-00 si in calculul ei se pro-
cedeaza ca mai sus.
Ezemplu. In calculul limitei lim (x — lnx) care prezintd nedeter-

X—00

minarea co — 00, este convenabil sa scriem

Inx
X

lim (x - Inx) = lim x(1 - 2%) = oo,

X—00 X—00

pentru ca lim

X—00 X—00

In prima varianta, ar trebui scris, de exemplu,

g
lim (x - Inx) = lim =

X—00 X—00 x Inx

si se vede cd apar probleme de calcul.
iii). dacd limita lim f(x)$*) prezinti una din nedeterminirile 1°°,
X—X(

0%, oo, atunci scriem

f(x)s() = elnf(x)*) _ e8(x) Inf(x)
evident posibil pe o vecindtate a punctului xg.
Acum avem
. lim g(x)Inf(x)

lim f(x)8() = =0 ,

X—X(
si aceasta ultima limita prezintd, in fiecare caz, nedeterminarea 0-00.
In calculul acestei limite se incearcd aplicarea regulilor lui I'Hopital
dupé cum s-a spus mai sus.
9°. Regula lui ’'Hopital se poate aplica si in calculul unor limite de
siruri, dar nu direct, ci prin intermediul Criteriului lui Heine privind
limita unei functii intr-un punct.
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Astfel, dacd avem de calculat lim x,,, cdutdm mai intdi o functie
f: (a,00) — R astfel incat f(n) = x,, ¥V n € N. Apoi, calculam -
eventual cu regula lui 'Hopital, - limita Xlin;O f(x) = A In sfarsit,
avand in vedere Criteriul lui Heine privind limita unei functii intr-un
punct (vezi Teorema 4.1.1), obtinem lim x,, = A.

Facem precizarea c4 in rolul girului (n) pentru care f(n) = x,, se poate
considera un sir (y,) convenabil ales astfel incat

lim y, = oo si f(yn) = x,, Vo € N.

Ezemple. 1). Pentru calculul limitei lim g—:, consideram functia ajuta-
toare f : (0,00) — R, f(x) = § Se vede ci x, = ‘;—2 =f(n),VneN.
Aplicand Regula lui 'Hopital de doud ori, avem

X 2x

lim £ = lim % = lim 2 = 0.

X—00 X—00 X—00

N . . 2
In concluzie, lim %- = 0.

el

n

ii). Pentru calculul limitei lim aurctg%7 consideram functia ajuta-

toare f: (0,1) — R, f(x) = (arctg x)*. Se vede ci x, = {/arctgd =
f(1), Vn € N, n > 2. Calculdm limita lir% (arctg x)*, aplicand cele

indicate imediat mai sus la pct. 8° :

. lim x In(arctg x
lim (arctg x)* = ex—0 (arete x) _ 1,
x—0

pentru cd Regula lui I’'Hopital ne da

1.1
T arctgx 1 4 x2 __
= lim /4 =
X x—0 -

=0.

lim xIn (arctgx) = lim 27EX)

X—

_ M X . X
- )111% arctgx 1 + x2

In concluzie, lim ;‘/arctg% = 1.
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Problema 16

1. Pentru functiile e* gi sinx sa se scrie
i). polinoamele Taylor de ordinele 1, 2, 3, ... n in punctul a = 0;
ii). formulele Taylor de ordinele 1, 2, 3, ... n in punctul a = 0.

2. Folosind formula lui Taylor, sa se calculeze limita

2¢* — 2 — 2x — x?
sinx — x

lim

x—0

3. S4 se arate cd daca f este o functie polinomiald de grad k, atunci
formula lui Taylor de orice ordin n > k in orice punct a € R este
exactd (adicd restul este nul).

4. Sa se determine toate functiile f : R — R pentru care

f"(x) =0,x e Rsi f(1) = 1, F(1) = 2, (1) = 2.

5. Fie functia f: R — R, f(x) = x" sinx, unde n € N. Si se arate cd
originea este punct de extrem local pentru functia f in cazul n = 1,
dar nu si in cazurile n = 0, n = 2.

Rezolvare. 1). i). Derivatele de ordin superior ale

functiei e* sunt (e")(") = e* gi ca urmare, toate derivatele
lui €* in origine sunt egale cu 1. Polinoamele Taylor cerute
pentru functia e* sunt

Ti(x) =1+ %X,

To(x) =1 4+ % + 5x2,

Ts(x) =1+ %X + %XQ + %X?’

Ty(x) =1+ %X + %X2 + %Xi; + 4,X4

Ts(x) =14 5x + 4x% + 4x> + fix? 4+ 3x°

Ta(x) =1+ 4x + 4x2 + gx% 4+ -+ 4+ Ixn

Derivatele functiei sinus sunt (sin)<n) (x) =sin (x +nF) si
ca urmare, derivatele de ordin superior ale functiei sinus
in origine sunt (sin)(n) (0) = sin (n%). Polinoamele Taylor
cerute pentru functia sinus sunt
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Ti(x) = x

Ta(x) = x

Ts(x) = x — x°

Ta(x) = x — x3

Ts(x) = x — 3;x% + 4x°

Ton 4 2(x) = Ton + 1(x)

ii). Formulele lui Taylor cerute pentru functiile e* si sinus
sunt (cu restul sub forma lui Peano)

e =1+ Ix+ 3x% + x2wa(x),
e =1+ x4+ x% + 3x° + xw3(x),
e =1+ Lx+ gx% + 3x° + Lx* + xtwy(x),

e =14 fix+ x> + 3x° + - + 3x° + xPws(x),

respectiv

sin x = x + xa1(x),

sin x = x + x2as(x),

sin x = x — 4;x* + x3as(x),

sin x = x — 4;x* + xtay(x),

- 1 1
sin x = x - 3ix* + 5x° + x%a5(x),

sinx:xf%xg’—&—

sin x = Toy ¢ 2(x) + X2 T 2ag, 4 2(x).

+ X2n + 104211 + 1(X)7

In toate aceste formule, functiile w; si o sunt continue si

nule in 0.

2). Pentru calculul limitei lir%

X—
pe sin x si € cu formulele stabilite mai sus:
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: 2 — 2 - 2x —x? __
illi% sinx — x -
— lim 2(1 + 4x + &x% + %x?’ + x3w3(x)) ~ 2 - 2x — x?
x—0 x — 37x3 + x3ag(x) - x
— 1 %X:s + 2X3w3(x) — 1 % + 2ws3(x) 9
= lim S = lim S8 = -2,
x—0 31X X O‘3(X) x—0 37 + O‘3(X)

3). In formula lui Taylor cu restul sub forma lui Lagrange,
expresia restului de ordin n este

fr v n
Ru(x) = (n+71()€[)(xfa) L

Se vede de aici cd dacd f este o functie polinomiala de
grad k si n > k, atunci f* + 1) = 0 si ca urmare, R,, = 0.

Asadar, pentru orice functie polinomiala f de grad k si
n > k se poate scrie

f() = f(a) + G- a) + G a)?
TR ),

n!

a € R fiind dat, oarecare.

4). Conform unei consecinte a Teoremei lui Lagrange, din
egalitatea f"'(x) = 0, x € R rezultd ci f este un polinom
de grad cel mult 2: f(x) = ax?> + bx + c. Conditiile din
enunt f(1) =1, (1) =2, f’(1) =2nedaua+b + c =1,
2a+b=2gi2a=2. Rezultda=1,b =0, c =0. Asadar,
f(x) = x? este singura functie care verifici cerintele date.

Altfel, folosind rezultatul de la punctul anterior, avem
solutia

fx)=1+2x-1)+ (x— 1) =x2
5). Pentru f(x) = xsinx avem f'(x) = sinx + xcosx si
f(x) = 2cosx — xsinx, de unde f'(0) = 0, {’(0) = 2.

Formula lui Taylor de ordinul doi pentru functie in origine
ne da f(x) = x? + x%w(x), unde functia w este continua
si nuld in 0. Ca urmare, f(x) = x? (1 + w(x)) > 0 = £(0),
x € Vg, ceea ce aratd ca originea este punct de minim
local pentru functia f in cazul n = 1.
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In cazul n = 0, functia f(x) = sinx este strict crescitoare

pe intervalul (=%, 5). Ca urmare, originea nu este punct
de extrem local pentru functia f.

2

In cazul n = 2, avem f(x) = x*sinx si ca urmare

f'(x) = 2xsinx + x? cosx,

f"(x) = 2sinx + 4xcosx — x2

f'(x) = 6cosx — 6xsinx — x2 cosx.

Pentru cd f'(0) = 0, f/(0) = 0, {/(0) = 6, formula lui
Taylor de ordinul trei pentru functie in origine ne da

sinx,

f(x) — £(0) =x° (1 + w(x)),

unde functia w este continud si nuld in 0.

Deoarece paranteza este pozitivd pe o vecindtate a lui 0
iar factorul x3 are semn variabil in jurul lui 0, diferenta
f(x) — £f(0) nu are semn constant pe nici o vecindtate a
originii. Punctul 0 nu este punct de extrem local pentru
functia f. W

Observatie. Formula lui Taylor se giseste in §5.4/5.4.1.

Aplicatii ale formulei lui Taylor:

1°. Formula lui Taylor permite stabilirea unui rezultat privind punc-
tele de extrem ale unei functii:

“Fie f : I — R o functie de n ori derivabild pe o vecinatate V, a
punctului a, interior lui I, n > 2 si astfel incat

P(a) = '(a) = (a) = - = 10" D(a) = 0, £ (a) £ 0,

Daca n este numar par, atunci a este punct de extrem local pentru f
si anume maxim, dac f*)(a) < 0 i minim daca f™ (a) > 0.

Dacd n este numéar impar, atunci a nu este punct de extrem local
pentru f (este punct de inflexiune pentru f).”

Intr-adevir, Formula lui Taylor in punctul a cu restul Peano ne di

f(x) ~ f(a) = (x— )" (H" (@) + w).
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unde functia w este continud si nuld in a.

Fie n numér par. Deoarece paranteza are semnul lui f*) (a), diferenta
f(x) — f(a) are semn constant pe o vecinitate a punctului a. Aceasta
aratd ca acest punct este un punct de extrem local pentru f. Ultima
parte a afirmatiei rezultd imediat.

Daca n este numadr impar, din egalitatea anterioara se deduce c4 dife-
renta f(x) — f(a) are semne diferite la stanga si la dreapta punctului
a. Aceasta aratd cd acest punct nu este un punct de extrem local
pentru f. Ultima parte a afirmatiei rezultd imediat.

Ezemplu. Vezi pct. 5) din Problem4.

2°. Formula lui Taylor permite aproximarea unei functii prin poli-
noame de grad superior.

In general, Formula lui Taylor ne permite si facem aproximarea
f(x) &~ Ty(x) in jurul punctului x¢ in care este scris T),.

FEzxemplu. Determindm un polinom P care si aproximeze functia
f(x) = €* pe intervalul [-1,1] cu doud zecimale exacte.

Ciutdm pe P ca un polinom Taylor de anume ordin n. In Formula

lui Taylor e* = Ty (x) + ﬁeex, punem conditia

1

| o 1),€9X | < 1072, pentru x € [-1,1]

si de aici determinam pe n.

Se observd c& pentru x € [-1,1] avem | e | <

1 e
(n + 1)! = (n+ 1)
Inegalitatea ﬁ < 1072 se verificd pentru n > 5.

Ca urmare, conditia de mai sus se verificd pentru n > 5.
Agadar, avem formula de aproximare

~ 1+ ,X—|— ,X + ,X + ,x + ,X x € [-1,1],

eroarea de aproximare fiind mai micéd decéat ﬁ
Alte formule de aproximare se pot stabili folosind formulele de la a)
si altele aseméanatoare:
sinx%xf%x3 + éx‘r’
In(1 + x) = x— 3x* + 1x* - 3x*
Ramaéne de stabilit eroarea de aproximare in fiecare formul4.
3°. Formula lui Taylor permite determinarea unui polinom cénd se
cunosc derivatele sale succesive intr-un punct dat.
Ezemplu. Determindm un polinom P de grad minim pentru care

P(2) = 0, P/(2) = 0, P"(2) = 0, P"(2) = 1.
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Din cele spuse la 3), polinomul P ciutat este

’ " (3) .
P(x) = P(2) + 52 (x - 2) + T (x - 2)2 + 52 (x - 2)%.

Efectuind calculele, P(x) = 4;(x — 2)°.

Problema 17

Sa se determine punctele de extrem, intervalele de monotonie si in-
tervalele de convexitate/concavitate ale functiilor:

a). f: R — R, f(x) = arccos 12;

b). g: R — R, g(x) = e *sinx

Rezolvare. a). Functia f este o compunere de functii
derivabile: functia arccos este derivabild pe (-1,1) iar

functia 7 ixxz este derivabild pe R. Deoarece functia
2 ia valorile +1 in punctele £1, tragem concluzia c&

functia f este derivabild pe R \ {£1}. Avem

’ _ 1 2(1 - X2) _
f(X)__\/lf w2 1+ x2)? T
(1 + <2)2

dacd |x| <1

—2
1 2(17)(2)_ 1+ x2°

B 2 1+ 2)2 5
\/(hé) i H%, dacd |x| >1

Avand in vedere o consecintd a Teoremei lui Lagrange,
functia f este descrescétoare pe intervalul (-1,1) (deoarece
derivata {' este negativd pe acest interval) gi crescitoare
pe fiecare din intervalele (—oo,—1) si (1,00) (deoarece
derivata ' este pozitivd pe fiecare din aceste intervale).
Mai rezultd cd punctele £1 sunt puncte de extrem (ab-
solut) pentru f: —1 este punct de maxim absolut pentru
f, M = f(-1) = 7 fiind marginea superioard a functiei iar
+1 este punct de minim absolut pentru f, m = f(1) = 0
fiind marginea inferioard a functiei.

Facem precizarea ca o altd consecintd a Teoremei lui
Lagrange ne arata ca in punctele +1 avem
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(1) =161 = 1, E(+]) = L f(+1) = L

Ca urmare, aceste puncte sunt puncte unghiulare pentru
functia f.

Deoarece derivata ' este functie rationald pe fiecare din
cele trei intervale deschise mentionate mai sus, rezulta ca
f este de doua ori derivabila pe aceste intervale si avem

ﬁ, dacix € (—o0,—1)
F'(x) = g dacix € (-1,1)
ﬁ, dacd x € (1,00)

Se vede de aici cd f/(0) = 0 i c& derivata secunda f’
are semn constant pe fiecare din intervalele (—oo, —1),
(—=1,0), (0,1), (1,00). Ca urmare, functia f este convexs
pe fiecare din intervalele (—oo, —1) si (0,1), (pentru c& {”
este pozitiva pe aceste intervale) i este concava pe fiecare
din intervalele (—1,0) si (1, 00) (pentru c& f” este negativa
pe aceste intervale).

Facem precizarea ca punctele —1, 0 si +1 sunt, conform
Definitiei, puncte de inflexiune pentru f.

Se observa ca punctele +1 sunt, fiecare, punct de extrem,
punct unghiular si punct de inflexiune pentru f. Punctul 0
este punct de inflexiune in care tangenta la grafic strabate
graficul.

Toate acestea se pot vedea pe graficul functiei f:

A
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b). Functia g este de clasi C? pe R, fiind un produs a
doua astfel de functii. Se constata cu usurinta ca

g'(x) = e *(cosx — sinx) si g’ (x) = —2e * cosx.

Deoarece cosx — sinx = sin(% - x) - sinx = v/2sin(F - x),
zerourile derivatei g’ sunt date de ecuatia trigonometrics

sin(f —x) =0sisuntx; = § +nm, n € Z
Zerourile derivatei secunde g’ sunt date de ecuatia trigono-

metricd cosx = 0 si sunt x] = § + nm, n € Z.

D&m, in tabloul de mai jos, semnul derivatelor g’ si g”
pe intervalul [0,27]; in restul axei reale, semnul se repet4,
deoarece functiile trigonometrice sin si cos sunt 27 - peri-
odice:

x |0 1 2 °° s 27
g® [+ + 0 — - — 0 + + + +
SO - - - - 0 + + + 0 - -

De aici se pot trage urmatoarele concluzii:

— pe fiecare din intervalele [2nm 4 §,2nm + %’“]7 n e 7z,
functia g este descrescétoare,

— pe fiecare din intervalele [2nm — %,QH +7 + 7], n € Z,
functia g este crescitoare,

— punctele x5, = 2n7 4 7, n € Z, sunt puncte de maxim
local pentru functia g,
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— punctele x5, | = 2n7 + °F, n € Z, sunt puncte de

minim local pentru functia g,

— pe fiecare din intervalele 2n7 + 7 ,2nm + 37”]7 n e 7z,
functia g este convexa,

— pe fiecare din intervalele 2n7 — Z.2n7m + Z], n € Z,
functia g este concavi,

— punctele x; = 7 + nm, n € Z sunt puncte de inflexi-
une pentru g in care tangenta la grafic strabate graficul
functiei. W

82



Observatie. Pentru determinarea intervalelor de monotonie ale unei
functii se procedeaza astfel:
1°. se studiazd derivabilitatea functiei; se stabilesc punctele in care
functia nu este derivabild; se calculeaza derivata;
3 ) 3
2°. se determina zerourile derivatei;
)
3°. se determina semnul derivatei.
4°. se concluzioneaza:
— pe un interval pe care derivata este pozitivd, functia este strict
crescatoare;
— pe un interval pe care derivata este negativa, functia este strict
Y 3
descrescatoare.
Uneori, rezultatele de la punctele 1° - 3° se agaza intr-un tablou cu
trei linii: pe prima linie se precizeaza domeniul de definitie (o bard
verticald sau o zond haguratd aratd c& functia nu este definitd acolo),
zerourile derivatei si punctele in care functia nu este derivabild; pe
linia a doua se precizeazd semnul derivatei (o bard verticald arata
cd functia nu este derivabild; de-o parte si de alta a barei se trec
derivatele laterale, dacd este cazul); pe linia a treia se pun valorile
sau limitele functiei si se indicd prin sageti monotonia functiei.
FEzxzemplu. Tabloul privind monotonia functiei g:
P p v

0 z &= 27
X+ + 0 - 0 + +
g |~/ e N\ e S/

In legdturi cu convexitatea (concavitatea) unei functii, amintim
urmatoarele:

O functie f : D — R este convexd (concavd) pe intervalul I € D
dacd pentru orice a, b € I, segmentul de dreaptid de capete (a,f(a)) si
(b,f(b)) se afli deasupra portiunii (sub portiunea) din graficul functiei
corespunzitoare intervalului [a,b].

Analitic, aceasta inseamnd c& se verificd conditia

Va,b e LVt € [0,1] = f((1 - t)a + th) < (1 - t)f(a) + t£(b),
respectiv

Va,b eIVt € [0,1] = (1 - t)a + tb) > (1 - t)f(a) + t(b).
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Caracterizarea convexititii/concavitdgii cu ajutorul derivatelor este
datd de urmatoarele rezultate, a cdror demonstratie este un simplu
exercitiu:

I. Fie f: I — R o functie derivabild pe intervalul I. Atunci, functia
f este convexd (concavd) pe I dacd gi numai dacd derivata ' este
crescitoare (descrescitoare) pe 1.

II. Fie f : T — R o functie derivabild pe intervalul I. Atunci, functia
f este convexd (concavi) pe I dacd si numai daci graficul functiei se
afld deasupra (dedesuptul) oricdrei tangente la grafic.

III. Fie f : T — R o functie de dou& ori derivabild pe intervalul I.
Atunci, functia f este convexd (concavd) pe I dacd si numai daca
f"(x) > 0 (f"(x) < 0) pentru orice x € L

Fie f : I — R o functie continua pe intervalul I. Se spune c& un punct
a din interiorul intervalului I este punct de inflexiune pentru f daca
existd « gi 8 din I astfel incat o < a < 3 si f este convexd pe («,a]
si concavd pe [a,0) sau invers (simplu vorbind, la trecerea printr-un
punct de inflexiune, functia schimbd convexitatea).

In acest caz, punctul (a,f(a)) se numeste punct de inflexiune al grafi-
cului functiei f.

Caracterizarea punctelor de inflexiune cu ajutorul derivatelor este
data de urmadatoarele rezultate, a caror demonstratie este un simplu
exercitiu:

IV. Intr-un punct de inflexiune in care functia este derivabild, tan-
genta la grafic strabate graficul.

V. Fie f : I — R o functie care are derivatad in a si este de doua ori
derivabilad pe V,, eventual cu exceptia lui a. Atunci;

—. daci a este punct de inflexiune pentru f, atunci sau f nu este de
dou# ori derivabild in a sau {’(a) = 0;

— dacé f” schimb& semnul la trecerea prin a, atunci a este punct de
inflexiune pentru f.

Pentru determinarea intervalelor de convexitate (concavitate) ale unei
functii derivabile, se procedeazi astfel:

1. se studiazd derivabilitatea de ordin doi a functiei; se stabilesc
punctele in care functia nu este derivabila de doua ori; se calculeazi
derivata de ordinul doi;

2°. se determina zerourile derivatei de ordinul doi;

3°. se determina semnul derivatei de ordinul doi.

4°. se concluzioneaza:
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— pe un interval pe care derivata a doua este pozitiva, functia este
(strict) convex;

— pe un interval pe care derivata a doua este negativa, functia este
(strict) concava.

Uneori, rezultatele de la punctele 1° - 3° se agazd intr-un tablou
aseméndtor celui de la monotonie (sau se adaugi la acel tablou incd
o linie, corespunzitoare derivatei a doua). Semnul — (—~) pus pe
linia functiei aratd cd functia este convexd (concavi) pe intervalul
respectiv.

Ezxemplu. Tabloul privind monotonia gi convexitatea functiei g:

X< iy s 5T 37 o
4 2 4 2 4
g'(x) 0 - — - 0 + + + 0
g"(x) - — 0 + + + 0 - -
g [e(D) >~ s(5) ~ (P 7 () 7 8D
Aflam de aici, de exemplu, ca pe intervalul [F, 7], functia g descreste
de la g(7) la g(%) si este concava. Pe intervalul [7, %"], functia g

descreste de la g(%) la g(2F) si este convexa. Etc.

Problema 18

Se di functia f: D — R, f(x) = =2 unde D este domeniul siu

maxim de definitie. Se cere: i

i). S& se reprezinte grafic functia,

ii). Si se discute dupd m € R natura gi semnele rddicinilor
ecuatiilor:

ii1). x3 - mx + 2 = 0;

iip). f(x) = -3V2 (x + V2) + m.

Rezolvare. i). Avem D = R \ {0} = (—00,0) U (0, 00).
Limitele la capetele domeniului D sunt

lim f(x) = oo, lim f(x) = oo,

X——00 X—00
)11;% f(x) = —o0, il\r\% f(x) = oo.
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De aici, rezulta ca dreapta x = 0 este asimptota verticala

(de ambele parti) la graficul lui f i c& graficul functiei nu

are asimptote orizontale.
fx) _

Din lim -~ = lim
x—=1o00 x—to00

nu are asimptotd oblicd la +oo. Dar, deoarece

lim (f(x) - X2) =0,

x—Foo

x% + 2

= = *oo, rezultd ca graficul

graficul functiei are curba asimptotd y = x2, la o0.
Din f(x) - x? = 2 se constatd cd f(x) > x? pentru x > 0
si f(x) < x? pentru x < 0. Deducem de aici ci graficul
functiei este deasupra curbei asimptotd pentru x > 0 si
sub curba asimptotad pentru x < 0.

Avem f'(x) = 2551 & f/(x) = 22252 pentru x € D.

x2 x3

Tabelul de variatie si graficul functiei:

X —00 -2 0 1 +00
f'(x) — — — | - 0 +
7 (x) + 0 - | + +  +
) 400 > 0~ [ ~ 3 7 4o
2 4
X

Graficul lui f cu tangenta in punctul de inflexiune

ii1). Ecuatia x* — mx + 2 = 0 nu are ridicina x = 0 si

. o . 3 . i3
ca urmare, este echivalentd cu ecuatia % = m, adicd
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cu ecuatia f(x) = m. Numarul rdd4cinilor reale ale aces-
tei ecuatii coincide cu numdrul solutiilor reale (x,y) ale

. . = f . 9
sistemului { g _ rle) , adicd cu numadrul punctelor de

intersectie a graficului lui f cu dreapta variabild y = m.
Avand in vedere graficul lui f, obtinem:

— pentru m < 3, ecuatia data are o singura radacina reala,
negativd (pentru ci dreapta y = m intersecteazi doar
ramura din stanga a graficului lui f);

— pentru m = 3, ecuatia datd are trei rddacini reale, una
negativd gi una dubld, egald cu 1 (pentru cd dreapta
y = 3 intersecteazii atat ramura din stinga a graficului
lui f cAt si ramura din dreapta, aceasta exact in punctul
de minim (1,3));

— pentru m > 3, ecuatia data are trei radacini reale dis-
tincte, una negativa gi doud pozitive, una subunitara si
cealaltd supraunitard (pentru ci dreapta y = m inter-
secteaza atdt ramura din stdnga a graficului lui f cat si
ramura din dreapta, aceasta in doud puncte distincte).
iiz). Ecuatia se poate scrie f(x) + 3v/2 (x + V2) = m.
Discutia ecuatiei se face ca mai sus, folosind insa graficul
functiei ajutitoare f(x) + 3V2 (x + V/2).

Altfel, se observa ci y = -3Y2 (x + \3@) este tangenta
in punctul de inflexiune x = —+/2 al lui f. Ca urmare,
y = =3V2(x + V2) + m este o dreaptd variabild, pa-
raleld cu tangenta mentionata.

Se impune determinarea tangentei la ramura din dreapta
a graficului lui f paralela cu tangenta mentionata mai sus.
Tinand cont de interpretarea geometricd a derivatei unei
functii intr-un punct, avem de rezolvat ecuatia f'(x) =
—-3¥2 = f’(—\3/§). Este clar cd aceastd ecuatie are o
raddcingd (dubla!) egald cu — I2. A treia radicind este xq
_ 2

- 2
cului. Tangenta in xo este y — f(?) =332 (x - ?)

adicd y = —3¢/2x + %\3/41 Scriem aceastd ecuatie sub
forma ecuatiei dreptei variabile de mai sus:

€ (0,1), dupd cum era de agteptat, conform grafi-
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y=-3V2(x+ V2) + ¥ V4

Avand in vedere graficul lui f gi semnificatia lui m din
ecuatia dreptei variabile de mai sus, obtinem:

~ pentru m € (—oo, 2L V/4), ecuatia datd are o singura
radicind reald, negativd (pentru cd in acest caz, dreapta
y = —-3Y2 (x + \3/5) + m intersecteaza doar ramura din
stanga a graficului lui f); De exemplu, pentru m = 0,

ecuatia datd are o singurd riadicing reald, x = —+{/2;

— pentru m = 24—7 V4, ecuatia datd are trei radscini reale,
una negativa si una dubla, egald cu ? (pentru ci in
acest caz, dreapta variabild y = —3/2 (x + \?/5) + m in-
tersecteazd atat ramura din stanga a graficului lui f cat si

ramura din dreapta, aceasta exact in punctul de tangenta
(x0,£(x0));

— pentru m € (% V/4,+00), ecuatia dats are trei radscini
reale distincte, una negativa si doud pozitive, una mai
micd decat xo gi cealaltd mai mare decat xg (pentru cd
in acest caz, dreapta variabili y = —3+/2 (X + \3/5) + m
intersecteaza atat ramura din stanga a graficului lui f cat
i ramura din dreapta, aceasta in doud puncte distincte).

Observatie. Amintim c# graficul functiei f : D — R este multimea
Gr = {(x,f(x)) | x € D}. Cand f este continud si G se reprezintd
intr-un plan raportat la un sistem cartezian ortogonal de axe xQy,
se obtine o curbd de ecuatie algebricd y = f(x). Aceastd curba se
numeste tot graficul lui f (vezi Drumuri gi curbe in 5.9.1/§5.9).
Graficul unei functii permite atat ilustrarea proprietatilor ei locale si
globale, cat gi rezolvarea unor probleme privind, de exemplu, ecuatii
sau inecuatii.

Reprezentarea graficad a unei functii presupune parcurgerea urmi-
toarelor etape:

1°. Determinarea domeniului maxim de definitie;

2°.  Calculul limitelor la capetele domeniului de definitie, deter-
minarea asimptotelor;

3°. Studiul derivatelor f' si f”;

4°. Tabloul de variatie;

5°. Trasarea graficului.

88



Detalii se pot gasi in orice manual de Matematica, cls. a XI - a.
Unele probleme se pot rezolva cu ajutorul graficului unei functii. De
exemplu:

i). Discutia ecuatiei f(x) = m, m parametru real;

ii). Discutia ecuatiei f(x) = ax + b, a fiind dat si b parametru sau
invers;

iii). Rezolvarea grafici a unor ecuatii;

A rezolva grafic ecuatia f(x) = g(x) revine la determinarea absciselor
punctelor de intersectie ale graficelor functiilor fsi g. Evident, graficele
trebuie trasate cu precizie (pe hartie milimetricd si cu folosirea unor
puncte suplimentare pe grafice).

Ezemplu. Sa determindm numarul radacinilor ecuatiei sinz = {5.
Pe acelasi sistem de axe desendm graficele functiilor f(x) = sinz si
g(x) = 75, In doud situatii: pentru x € [-5,5] si pentru x € [-10,10].
Din prima figura nu putem trage nici o concluzie privind numaérul
riadicinilor ecuatiei. In schimb, din a doua figur§ tragem concluzia
ca ecuatia datd are 7 radacini si acestea sunt situate in intervalul
[-10,10]. O privire atentd permite si gi localizdm aceste solutii:

Y

71

Facem observatia ci ecuatia f(x) = g(x) se mai poate scrie f(x) — g(x)
= 0. Acum, a rezolva grafic ecuatia h(x) = 0 revine la determinarea
absciselor punctelor de intersectie ale graficului lui h cu axa Ox.

In exemplul considerat, ecuatia sinz = 15 se scrie sinz — 0.1z = 0.
Din graficul lui h(x) = sinz — 0.1z tragem aceleasi concluzii.

iv). Rezolvarea grafici a unor inecuatii.

Este clar cd solutia unei inecuatii f(x) > g(x) este multimea valorilor
lui x in care graficul lui f este situat deasupra graficului lui g.

Dacd scriem inecuatia sub forma h(x) = f(x) —g(x) > 0, solutia in-
ecuatiei este multimea valorilor lui x in care graficul lui h este situat
deasupra axei Ox.
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Graficul lui h.

De exemplu, din graficul functiei f din problema se vede ca

f(x) < 0 <= x € (—v/2,0).

Problema 19

Sa se determine numarul radacinilor reale ale ecuatiilor

i) 2x2 + x-4-5In|x | = 0;

ii). 2x® - 3x2 + 6(m -~ m?)x + 1 =0, m € R.
Rezolvare. Folosim sirul lui Rolle.
i). Fie functia f(x) = 2x* + x — 4 — 5In | x |, definita
pentru x € R\ {0}.
Ecuatia f'(x) = 0 este 4x*> + x — 5 = 0 si are radécinile

X1 =~ 2, xp = 1. Avem f(-3) < 0, f(1) < 0 si apoi

f(0 - 0) = o0, f(0 + 0) = o0, f(-00) = XEIPOO f(x) = oo,
f(o0) = xli_{go f(x) = 0.

Datele obtinute le organizam in tabloul

| O

X —0o0 — 0 1 00
f(x) | 400 f(=2) +4oo|+o0 f(1) +oo
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Sirul lui Rolle pentru f este sgirul semnelor valorilor din
ultima linie, adica 4, —, +, —, +. Exista patru variatii de
semn, deci ecuatia data are patru radacini reale, situate
in intervalele (—oo,—2), (—=2,0), (0,1), (1,00). Aceste
intervale corespund in linia lui x din tablou la variatiile
de semn din sirul lui Rolle.

Intervalele ce contin radéacinile pot fi micgorate pana la
lungimea 1. Intr-adevar, din f(-3) > 0, f(-2) < 0, f(-1)
< 0, f(2) > 0, rezultd cd cele patru radicini reale sunt
situate in intervalele (-3,-2), (-1,0), (0,1), (1,2).

ii). Fie functia g : R — R, definitd prin
g(x) = 2x® - 3x% + 6(m — m?)x + 1.

Ecuatia g'(x) = 0 este x> — x + (m — m?) = 0 si are
radacinile x; = m gi xo = 1 — m. Deoarece x; si x5 depind
de m, se impune o discutie dupa valorile lui m, pentru a
preciza ordinea lor pe axa reala.

Deoarece x1 < Xo <= m < 1-m <= m < %, trebuie
considerate trei cazuri:

Cazul 1: m € (—o0, 1). Formam tabloul

X —00 m 1-m +00
gx) || —oo g(m) g(1-m) +oo

)

g(m) = (I-m)(4m? + m + 1), g(1-m) = 4m> 9m>+6m.

Deoarece g(m) si g(1 — m) au semne variabile, se impune
o discutie dupa valorile lui m, pentru a preciza sirul lui
Rolle. Completam tabloul de mai sus

X —00 m 1-m 400
el || —oo gm) el -_m) Too
m € (—00,0) || —o0  + . —+00
m=0 —00 —+ 0 +o00

m e (0,3) [ -0 + + +00

si concluzionam:

— pentru m € (—o0,0), ecuatia are trei radécini reale;
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— pentru m = 0, ecuatia are trei rddacini reale, una dubla
(egald cu 1);
— pentru m € (0, %), ecuatia are o singurd rad&cind reala.

Cazul 2: m = % Acum, x; = X9 = % Form&m tabloul

X —00 % +00
g(x) | -0+ +o0

si concluzionam: ecuatia are o singura radacing reala.

Cazul 3: m € (4,00). Formam tabloul

X —00 1-m m +o00
g(x) || oo g(l-m) g(m) +oo

Din nou se impune o discutie dupa valorile lui m, pentru
a preciza sirul lui Rolle.

Completam tabloul de mai sus

X —00 1-m m +00
m\g(x) —oo g(l-m) g(m) +oo
m € (3,1) [ —o0 + + 4
m=1 —00 + 0 400

m € (1,00) || —o0 + - +o0

si concluzionam:

— pentru m € (%, 1), ecuatia are o singurd raddcind reald;
— pentru m = 1, ecuatia are trei rddacini reale, una dubla
(egald cu = 1);

— pentru m € (1, 00), ecuatia are trei radacini reale. B

Observatii. 1. Sirul lui Rolle este o metoda de aflare a numaru-
lui raddé&cinilor reale dintr-un interval I ale unei ecuatii f(x) = 0 in
care functia f este derivabila. In plus, metoda permite localizarea

rad&cinilor in anumite subintervale.
Metoda constd in parcurgerea urmatoarelor etape:

Etapa 1. Calculul derivatei f’, determinarea radécinilor consecutive
X1, Xg2, ...Xy din intervalul (a,b) ale ecuatiei f'(x) = 0 si trecerea

numerelor a, X1, X2, ...Xy, b pe prima linie a unui tablou;
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Etapa 2. Calculul valorilor f(a+0), f(x1), f(x2), ...f(xn), f(b-0) si
trecerea lor pe linia a doua a tabloului deschis anterior (f(a40) sub
a, f(x1) sub x; s.a.m.d.);

Mentiondm faptul c& sirul semnelor valorilor f(a+0), f(x1), f(x2),
..f(xy), f(b-0) se numeste girul lui Rolle (pentru functia f gi inter-
valul (a,b)).

Etapa 3. Concluzii: Numérul rdd4cinilor reale ale ecuatiei f(x) = 0
din intervalul (a,b) este egal cu numdirul variatiilor (schimbdrilor)
de semn gi al zerourilor din girul lui Rolle (nu se iau in considerare
zerourile f(a4+0) = 0 si f(b-0) = 0, dacd au loc aceste egalitéti).
Precizdm ca ridédcina corespunzitoare variatiei de semn f(x;), f(x; 1+ 1)
se afli in intervalul (x,x; 4 1)-

Facem precizarea cd justificarea afirmatiilor de mai sus este imediatd
si se bazeazd pe o consecinti a Teoremei lui Rolle - “Intre dou zerouri
consecutive ale derivatei f’ se afld cel mult un zero al functiei £.” - si
pe Teorema de intersectie a lui Cauchy.

2. Daci ecuatia contine un parametru (sau mai multi) si rddécinile
derivatei depind de el, se face o discutie dupa valorile parametrului
pentru a se stabili ordinea crescitoare a lor. Apoi, se face o discutie
pentru stabilirea semnelor din sirul lui Rolle.

Exemplele de mai sus sunt edificatoare in acest sens.

3. Astfel de probleme se pot rezolva si prin metoda grafica.

Problema 20

Sa se arate ca 5 < arctgx, pentru x > 0;

Rezolvare. Consideram functia ajutitoare

h: [0,400) — R, h(x) = arctgx — 757
’ 1 1-x° 2x?
Avem h'(x) = =% 0507 — G107 > 0 pentru

x > 0. Aceasta aratd ca functia h este crescdtoare pe

intervalul [0,400). Ca urmare, pentru x > 0 avem h(x) >

h(0) adica arctgx > 1757, ceea ce incheie rezolvarea.
Observatii. 1. In general, pentru a demonstra ci o inegalitate de
forma f(x) > g(x) este adeviratd pentru x € I, se poate proceda astfel:
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— se considerd functia ajutitoare h : I — R, h(x) = f(x) — g(x);

— se face un sumar tablou de variatie pentru functia h, din care sa
rezulte semnul siu; Tabloul trebuie si contind derivata h’ gi semnul
sdu, monotonia si cAteva valori sau limite ale functiei pentru a se
putea determina semnul sau.

— se trage concluzia: din h(x) > 0, V x € I, rezultd cd f(x) > g(x),
pentru orice x € .

In fapt, aceastd metodi este aplicarea practicd a urmétorului rezultat
general (si a cdrui justificare este imediatd):

“Fief, g: [a,b) = R, cu —oco < a < b < +00. Daca f si g sunt functii
derivabile astfel incat f(a) > g(a) si f'(x) > g'(x) pentru orice x €
[a,b), atunci f(x) > g(x) pentru orice x € [a,b)”

Rezultate asemandtoare au loc si pentru alte tipuri de intervale.
Interpretdnd geometric acest rezultat, se poate spune cd metoda
grafica este o altd posibilitate de abordare a problemei.

2. Facem precizarea cd uneori este nevoie sa transformam inegalitatea
datd in alta echivalentd cu ea gi pe aceea si o demonstram (vezi b)).
3. Unele inegalitati se pot demonstra cu Teorema lui Lagrange (sau
cu Teorema lui Cauchy).

Ezemplu. Demonstram ca e* > x + 1, Vx € R.

Considerdm functia ajutdtoare f: R — R, f(x) = e* — 1, care evident
este derivabila.

Pentru x > 0, Teorema lui Lagrange aplicata functiei f pe intervalul
[0,x] ne d4 f(x) — £(0) = f'(c)x, unde ¢ € (0,x). Deoarece f'(x) = e* si
f(0) = 0, avem f(x) = e°x > x.

Am demonstrat cd e > x + 1,V x > 0.

Analog, pentru x < 0, Teorema lui Lagrange aplicata functiei f pe
intervalul [x,0] ne dd £(0) — f(x) = —f'(d)x, unde d € (x,0). De aici,
rezultd ci f(x) = elx > x.

Am demonstrat cd e > x + 1,V x < 0.

Din cele demonstrate mai sus rezultd imediat ca

e >x4+1,VxeR,

cu egal daca si numai dacd x = 0.

Facem precizarea ca aceastd inegalitate este mai tare decét inega-
litatea demonstratd la pct. b). Acolo, conditia x > —1 este impusa
pentru inegalitatea din stdnga. De altfel, demonstratia data acolo
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pentru inegalitatea e > x + 1, x > -1 se poate adapta imediat
pentru a demonstra inegalitatea e > x + 1, x € R.

4. Incheiem, dand o a treia demonstratie a inegalititii anterioare,
pentru a pune in evidentd o altd metoda de demonstrare a unor ine-
galitdti - metoda functiilor convexe.

Astfel, functia exponentiald e* are derivata secund& strict pozitiva
pe R, ceea ce arata ca functia este convexd pe R. Conform unei pro-
prietati, graficul exponentialei este situat deasupra oricarei tangente
a sa. Tangenta in punctul (0,1) la graficul exponentialei are ecuatia
y—1=x,adicdiy =x + 1.

Asgadar, are loc inegalitatea e* > x 4+ 1, ¥x € R.

Graficul exponentialei cu tangenta in punctul (0,1)

CAPITOLUL 3

Functii Integrabile
Problema 21

Se da functia f : R — R, definita prin

f(x) = { | x| (x—2)e™, dacix <2,

2 _
%, dacax > 2

a). S& se arate ci functia are primitive pe R gi si se determine aceste

primitive.

b). Si se arate ci functia este integrabild Riemann pe [-1,3] si s& se
3

calculeze / f(x)dx.

-1
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Rezolvare. a). Avem in vedere faptul ci orice functie
continud pe un interval admite primitive (vezi Definitia
7.2.1) pe acel interval, conform cu Teorema fundamentald
a calculului integral (Teorema 7.1.7). De aceea, studiem
continuitatea functiei f. Cele doud ramuri ale functiei,
fi(x) = [x](x ~ 2)e ™ §i fo(x) = D qunt continue
pe (—00,2) respectiv (2,00), fiind compuneri de astfel de
functii (Teorema 4.2.4). Ca urmare, functia f este con-
tinud pe R \ {2}. Avem apoi f(2) = 0 si

Ji £(x) = lim |xc|(x = 2)e ™ =0,

lim f(x) = lim 20610 — g,

im —

x\2 x\2
De aici rezultd ci f este continud in punctul x = 2 si deci
pe R.

Din cele spuse mai sus, rezultd cd functia f are primitive
pe R. Pentru a determina aceste primitive, determinam
mai intai primitivele lui f pe intervalele (—o0,0), (0,2) si
(2,00).

i). Pe intervalul (—00,0) avem, folosind metoda integrarii
prin parti (vezi Teorema 7.2.4 gi Remarca 7.2.8)

X) = /f(x)dx = /fx(x —2)e ¥dx =
/ (x? - 2x) (e ) dx = (x? = 2x)e ™ — / (2x — 2)e *dx =
= (x? - 2x)e * + /(2x ~2)(e®)dx =
= (x2-2)e* -~ Q/e’xdx =x%e X + ¢
ii). Pe intervalul (0,2) avem, folosind aceeasi metodd,

/f )dx = / (x — 2)e ¥dx = x%e X + c;

iii). Pe intervalul (2,00) avem, folosind prima metoda de
schimbare de variabild (vezi Teorema 7.2.5 gi Remarca
7.2.9)
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FS(X) = /f(x)dx = /hg)f)(iil)dx —
= /lnz(x — 1)(1n (X . 1))ldX — M%I) + c.

Acestea fiind zise, o primitivd F pe R a lui f este, cu
necesitate,

xZe ™ + ¢y, dacd x € (-00,0)
F:R—R F(x)=q Xe*+c, dacix € [02]
In” (x — 1)

3 +c3, dacdix € (2,00)

unde constantele cq, co, c3 se determina din conditiile

j). F este continud pe R,

jj). F este derivabild pe R,

jij)- F'(x) = {(x), oricare ar fi x € R.

Din felul cum a fost construitd, functia F este derivabild

pe R\ {0,2} si, in plus, pe aceastd multime are loc egali-
tatea F'(x) = f(x).

Conditia de continuitate a lui F in 0 ne d& ¢; = co;
conditia de continuitate a lui F in 2 ne da co — ;% =
c3. Asadar, F este continud pe R dacé si numai daci ¢y
=cpg=csgicg=c-— e%, c fiind o constanta reald ce se va
determina.

Cu aceasta, functia F devine

x%e* + ¢, daci x € (-00,0),
F(x) = 7>§fe X+, dacd x € [0,2],
ercf%, dacd x € (2,00)

Din cele spuse pana acum, functia F este derivabild pe
R\ {0,2} si F/(x) = f(x) pentru x € R\ {0,2}. Avand
in vedere o consecintd a Teoremei lui Lagrange si conti-
nuitatea lui f, obtinem

F/(0) = lim f(x) = 0, F,(0) = lim f(x) = 0,

x,0 x\,0
FL(2) = lim ) = 0, F4(2) = lim 1) = 0.
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ceea ce arata ca F este derivabild gi in punctele x = 0 si
X = 2 gi in aceste puncte se verificd egalitatea F'(x) =
f(x), pentru orice ¢ € R.

Concluzia este una singura: functia F de mai sus este
primitiva generald (integrala nedefinitd) a lui f.

b). Avand in vedere faptul cd orice functie continud pe

un interval compact este integrabild Riemann (vezi Teo-

rema 7.1.3 sau Teorema 7.1.5 - Criteriul lui Lebesgue),

din cele spuse mai sus rezultd ca functia f este integrabila
3

Riemann pe [-1,3]. Pentru a calcula integrala / f(x)dx,

1
folosim formula lui Leibniz - Newton (vezi Teorema 7.1.8).
Acestea fiind zise, avem

/f(x)dx =F@3)-F(1)=122 ¢ 4 m

Observatii. 1. Alte proprietiti ale integralei Riemann si in legitura
cu primitivele unei functii se gasesc in §7.1 respectiv in §7.2.

2. Primitivele unei functii continue pe un interval se pot determina
si cu ajutorul integralei Riemann, aplicind ideea din demonstratia
Teoremei 7.1.7: Pentru orice functie f, continua pe un interval I C R,
functia

Fo: I - R, Fo(x) = /f(t)dt,

a € I fiind fixat, dar arbitrar de altfel, este primitivd pe I pentru f,
anume primitiva care se anuleaza in punctul a. Mai precizam ca acest
rezultat este un caz particular al Teoremei 7.5.3.

Deoarece ramurile functiei f se schimba in punctele 0 si 2, este indicat
sa alegem in rolul lui a un punct situat la stdnga lor, de exemplu a =
—2. Avand in vedere Proprietatea de aditivitate a integralei Riemann
(vezi Teorema 7.1.6 gi Remarca 7.1.3), avem
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Fo(x) = /f(t)dt =
/7t(t ~2)e 'dt, dacid x € (-00,0],

-2
X

F(0) + /t(th)e’tdt, daci x € (0,2],

In? (t — 1) <
F(2) + /ﬁdt, dacd x € (2,00)

Pentru calculul celor trei integrale, folosim formula lui Leibniz - New-
ton, pentru cd se cunosc primitivele Fy, Fo, F3. Calcule simple ne
conduc la

x x2e X — 4e?, dacd x € (—00,0],
Fo(x) = /f(t)dt - 7Xje”‘ — 4¢?, dacid x € (0,2],
i w ~ % —4e®, dacix € (2,00)

Adunand la aceastd primitivd a lui f constanta ¢ + 4e?, atunci Fy
devine exact primitiva generald (integrala nedefinitd) a lui f determi-
nata mai sus.

Problema 22

Se da functia f : R — R, definita prin

x2 5 <
£(x) :{ X dacix < 0

€ b
V5x? 4+ 1, dacix > 0

a). Si se arate cd functia are primitive pe fiecare din intervalele
(—00,0] si (0,00);

b). S& se determine primitivele de mai sus;

¢). Sd se arate cd functia nu are primitive pe R;

d). S& se arate ci functia este integrabild Riemann pe orice interval
compact [a,b] C R;

4
e). S& se calculeze /f(x)dx.
1
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Rezolvare. a). Ca si in Problema anterioard, incepem
prin a studia continuitatea functiei. Cele doua ramuri ale

sale, f1(x) = xe s fy(x) = v/5x% + 1, sunt continue pe
(—00,0] respectiv (0,00), fiind compuneri de functii con-
tinue: functia exponentiald, functia radical si functii poli-
nomiale (Teorema 4.2.4). Ca urmare, functia are primi-
tive pe fiecare din aceste intervale.

b). Pe intervalul (—00,0], avem

) ’_2 .2
/Xe"dx:f%/(fxz)e"dxzféeX + c,

conform cu prima metod& de schimbare de variabild (vezi
Teorema 7.2.5 si Remarca 7.2.9).

Pe intervalul (0,00), avem, folosind metoda de integrare
prin parti (vezi Teorema 7.2.4 i Remarca 7.2.8)

/\/5){2 + 1dx = / 5:(7; Ldx = / s dx +

+/\/ﬁ / 5x +1 dx+f/\/7 —
:xmf/mm%m(ﬁm),

de unde rezulta

/\/5){2 + 1ldx =
5x? + 1+ 50=In (VBx + vbx2 + 1) +c.

c). Proceddm ca in problema anterioard. Cautdm o
primitiva a func‘giei f pe R sub forma

F(x) =—1e™ * 4y, dacix <0
= 3Vox® + 1 + 5h=In(Vox + Vox2 + 1) + ca,
daca x > 0,
Constantele ¢ si co se determind din conditiile:
j). F este continud pe R,

jj)- F este derivabild pe R,
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jij)- F/(x) = {(x), oricare ar i x € R.
Conditia de continuitate a lui F in 0 este li;% F(x) =
li{% F(x) = F(0) si ne dd -1 + ¢; = co. Agadar, F este

continud pe R dacd si numai dacd ¢; = ¢ + %, cy = C,
c fiind o constanta reald ce se va determina.

Acum, calcule simple ne conduc la

FL(0) = lim Feo PO — 0
S /0 X ?

. F X) — F 0
F/(O)_ll\l\n () ()_]’

ceea ce aratd ca functia F nu este derivabild in punctul
x = 0 pentru nici un c € R.

Concluzia: functia f nu are primitive pe R.

d). Fie intervalul compact [a,b] C R. El poate fi in una
din situatiile:

i). a< b < 0sau0 < a < b; functia f este continud pe
[a,b] si ca urmare, integrabild, conform cu Teorema 7.1.3.
ii). 0 = a < b; functia f este crescitoare pe [a,b] si ca
urmare, integrabild, conform cu Teorema 7.1.4.

iii). a < 0 < b; functia f este integrabild atat pe inter-
valul [a,0] - cazul i) - cét si pe intervalul [0,b] - cazul ii).
Conform Proprietatii de aditivitate a integralei Riemann

(vezi Teorema 7.1.6), rezultd cd functia f este integrabild
Riemann pe intervalul compact [a,b].

Asadar, indiferent de situatia in care se afli intervalul
[a,b], functia f este integrabild Riemann pe [a,b].

e). Din cele spuse imediat mai sus, functia f este integra-
bild Riemann pe intervalul [-1,4] si aceeasi Teoremd ne
permite sa scriem egalitetea

/4 f(x)dx = /0 f(x)dx + /4 f(x)dx.
—1 -1 0
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0

Integrala / f(x)dx se poate calcula cu formula lui Leibniz

21
- Newton (vezi Teorema 7.1.8):

0
/f(x)dx = 7%e’x2
21

4

In schimb, integrala / f(x)dx nu se poate calcula in acelasi

mod. Pentru a o caolcula, procedam astfel: Consideram
functia g : [0,4] — R, definitd prin g(x) = v/5x% + 1. Se
constati cd g este continud i f(x) = g(x) pentru x € (0,4].
Conform unei Proprietiti a integralei Riemann (vezi cele
spuse dupd Remarca 7.1.3), avem ci f este integrabild
Riemann pe [0,4], - ceea ce se stia deja - i, in plus,

4 4
0/ f(x)dx = 0/ g(x)dx.

Ori, aceastd ultima integrald se poate calcula cu formula
lui Leibniz - Newton (vezi Observatia de mai jos).

Asgadar,

4 4
/f(x)dx = /g(x)dx =
0

0
4
:%[X\/E)XQ +1+%1n(\/gx+\/m)} ‘O =
=18 + zl=In (4V5 + 9)

si in concluzie,

4
/f(x)dxzi—k 3754- 2%/5111(4\/54-9). [ ]
41

102



Observatii. 1. De retinut:
e monotonia este o conditie suficientd de integrabilitate;

Sensul exact al acestei afirmatii trebuie inteles ca in Teorema 7.1.3.
b

e cxistenta si valoarea integralei Riemann / f(x)dx nu depinde de

a

valorile functiei f intr-un numaér finit de puncte din intervalul [a,b].
Sensul exact al acestei afirmatii trebuie inteles ca in Proprietatea 5 a
integralei Riemann, enuntata gi demonstratd dupa Remarca 7.1.3.

2. Faptul ca functia nu are primitive pe R se poate demonstra
mai simplu folosind conditia necesard de existentd a primitivei unei
functii. Exact vorbind, functia f nu are proprietatea lui Darboux pe
R pentru c& intervalul [0,1] este transformat in

£([0,1]) = {0} U (1,V6],

multime care nu este interval. Ca urmare, f nu are primitive pe R
(vezi cele spuse in Observatia din Problema precedenti).

3. La punctul e), functia g prelungeste functia f pe intervalul [0,4] prin
continuitate, pentru a se putea aplica formula lui Leibniz - Newton.
Ar fi (tot) suficient ca g s& aibd primitive.

Problema 23

Sa se arate cd pentru «, 3, v, p, q € R, v > 0, integrala improprie

o0
/x(a sin px + (B cos gx)e "™dx
0
este absolut convergentd si si se calculeze.
Rezolvare. Deoarece pentru x > 0 avem
| x(asin px + Beos go)e ™ | < xe (|| +|B)
o0
si integrala improprie / xe "dx este convergentd (pen-

0
o'}

tru ca, dupd o integrare prin parti, avem / xe Mdx =

0
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(f%x - 712)e X 0 = %)7 conform Criteriului de com-
paratie (Teorema 7.4.2), integrala improprie

/ | x(asin px + B cos gqx)e 7™ |dx

este convergentd. Conform cu Definitia 7.4.7, integrala
improprie din enunt este absolut convergenta.

Integrala o vom calcula prin parti. Pentru aceasta, deter-
mindm mai intai o primitivd a functiei f(x) = (asin px
+ B cos gqx)e 7*. Pentru simplificarea calculelor, calculdm
separat prin parti:

Fi(x) = /Sin px e "dx = /sin px (7;e WX) dx =

:f%sinpxe“’XJr %/cospxeVXdX:7%sinperX +
+ %/cos px (7;e 7") dx—fasm px e "™ +

+£ [ Lcos pxe ™ - %/sin px e"’xdx} =

2
= {f% sin px — % cos px} ex - :—2/ sin px e "¥dx,

de unde rezulta

Fi(x) = /Sin px € Vidx = — 28m px + pcos px L thoos Yo ¢

Apoi, integrand o datd prin parti,

Fa(x) = /cos px e ¥dx = g [Fl(x) + %sin px efyx] _

__ Dsin px — ycos pxX _-x
= — % 5 — € C,
2 + p? +

pentru a prelua unele din rezultatele obtinute mai sus.

Combinand acum cele doua rezultate, obtinem
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F(x) = /(a sin px 4+ B cos gx)e 7¥dx =
= oF1(x) + fF2(x) =

_ ~sin px + pcos px gsin gx — ycos gx x
,{a - + 6 - e ™ +c.

Acestea fiind zise, trecem la calculul integralei improprii
date.

Folosim metoda integrarii prin parti intr-o astfel de inte-
grald (vezi Teorema 7.4.7):

oo (oo}

/x asin px + B cos gx)e T¥dx /XF’
0 0

= xF(X)‘%O - 7F(X)dX = xF(x ‘OO +

0
00

o0
+ %/sin px e 7*dx + e 1)2/ cos px € 7¥dx —
0

oo

qu/sin qx e "*dx + W/cos qx e "*dx.
0 0

Avem, pe de o parte,

XF(X)‘O(;D = lim xF(x) =0,

X—00

pentru cd lim sin px xe 7 =0si lim cos px xe "™ =0,

X—00 X—00

avand in vedere faptul ci cele doué functii trigonometrice
sunt marginite pe R iar lim xe "™ = 0.

X—00
Pe de alta parte, tindnd cont de Formula lui Leibniz-
Newton (Teorema 7.4.6) pentru integrale improprii si cu
argumente asemanatoare ca mai sus,

(oo}
sin px e T¥dx = - YSIPX + pcos px o oyx -
7+ p? 0 ¥+ p??
0
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o0

; 0
—YX — p sin pX — 7 COS pPX —YX _ Y
cos px e *dx e e 0 T

0
Obtinem in final,

(oo}

2 2
/X(a sin px + 3 cos gx)e "¥dx = ( 2ap 4 BOT_4) m
0

7? +p?)

Observatie. Teoremele folosite in rezolvarea Problemei se refera la
b-0

integrale improprii de forma / f(x)dx. Adaptate corespunzitor, ele

a
sunt valabile gi pentru alte tipuri de integrale improprii.

Problema 24

Sa se calculeze aria multimii
M={(xy) € R? | x24+y* < 48,y* < 8,x > 0,y > 0}.

Rezolvare. Multimea M este domeniul compact din
plan limitat de portiunea din primul cadran al cercului
de ecuatie x?> + y? = 48, de portiunea din primul cadran
a parabolei y? = 8x si de semiaxa pozitivd y = 0:
Pentru a putea aplica formula de calcul a ariei, mai avem
nevoie de punctul de intersectie din primul cadran din-
tre cerc si parabold. Coordonatele lui se afld rezolvand
sistemul format de ecuatiile celor doua curbe:

x? +y2 =48 x2 48 -48=0
P'{y2:8x = 2 = 8x .

Rezults de aici P(4,4v/2). Acum, multimea M se poate
descompune in reuniunea a doud subgrafice: M; ca sub-
grafic al functiei f(x) = v/8x, x € [0,4] si My ca subgrafic
al functiei g(x) = V48 — x2, x € [4,4v/3]. Cum M; si My
au in comun doar un segment de dreaptd (care, evident,
are aria nuld), putem scrie (vezi mai jos)
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Aria M = Aria M; + Aria My =
4

43
= /\/87de + /\/48 — x2dx.
4

0

Prima integrala se calculeaza direct:

4 32
0~ 3VZ

4 4
/\/87de: \/g/X%dX: %\/gxg
0 0

A doua integrald se calculeaza cu schimbarea de variabila
x = 4v/3sint, t € [0,Z] (vezi Teorema 7.1.10):

us
2

43
/ VA8~ x2dx = /\/48 ~ (4V3sint) 4v/3 cos tdt =

4 0
5 3

= 48/ cos?tdt = 24/ (1 + cos2t)dt =
0 0

= 12m.

[N NIE

= 24(t + §sin2t)

In concluzie, Aria M = %ﬂ + 127 = 52,784. &

Observatie. Legat de calculul ariei unei multimi plane, reamintim
urmatoarele:

1. Aria subgraficului

R:{(X,y)éRQ\anSb,Ogygf(x)}

al unei functii f : [a,b] — R, continud si pozitivi, este

data de formula

b
Aria(Ty) = /f(x)dx.

2. Aria intergraficului
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Lrg = {(xy) eR? [a<x < b, f(x) <y < g(x)}
al doud functii f, g : [a,b] — R, continue si astfel incat
f(x) < g(x) pentru orice x € [a,b], este datd de formula

b

Aria(Ty,) = /(g(x) — f(x))dx.

a

Daci conditia “f(x) < g(x) pentru orice x € [a,b]” nu
se verifica, atunci intergraficul lui f gi g trebuie vazut ca
fiind domeniul compact plan limitat de curbele y = f(x),
y = g(x), x = a, x = b. Aria sa este

Aria(Try) = / () — £(x)|dx.

Problema 25

Sa se calculeze aria si volumul corpului de rotatie determinat de
functia f(x) = sinx pe intervalul [0,7].

Rezolvare. Volumul corpului este dat de formula (vezi
mai jos)
™ ™

V= 7r/ sin?xdx = g/ (1 - cos2z)dx =
0 0

:g(xf%sin2x)’g =,

Aria corpului este (vezi mai jos)

1

A= 27r/ sinxv/1 + cos? xdx = 27r/\/1 + u?du =
0

[

1
P R
V1 + u?
0
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747r/\/1—|—u2du:27r[1n(1+\/§) +\/§].I

Observatie. In legiturd cu calculul ariei si volumului unui corp de
rotatie, reamintim urmatoarele:

Fie f : [a,b] — R, continud si pozitivda. Prin rotirea subgraficului It
al lui f in jurul axei Ox se obtine un corp si o suprafata, notate Cr si
St si numite corpul de rotatie determinat de f respectiv suprafata de
rotatie determinata de f.

1. Corpul Ct are volum, dat de formula

b
Vol(Cy) = W/fQ(X)dX.

Facem precizarea céd formula raméne adevarata si pentru functii care
nu sunt neaparat pozitive.

2. Dacd, in plus, functia f este derivabild si cu derivata f' continua,
suprafata S¢ are arie, data de formula

b

Aria(Sy) = 27r/f(x) 14 (f/(X))2dx.

a

Facem doud precizari. Prima: daca f nu este pozitiva, formula raméane
b

adevirata prin Aria(St) = 27r/ [ f(x) | 4/1+ (f’(x))2dx.
a

A doua, este aceea cid aceastd arie trebuie vazutd ca aria laterald a
corpului Cy (asemuit cu un trunchi de con ). Aria totald a corpului

este Ay = Aria(S¢) + 7 (fz(a) + f2(b)) .
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Problema 26

1. S& se calculeze lungimea graficului functiei
f: [-aa] — R, f(x) = Incosx,
unde a € (0,%) este dat.

Rezolvare. Lungimea graficului functiei f este (vezi mai

jos)
/\/1+ (Incosz)’ dx_/ 14 (sne)?

a

= \/colsa:dX = 2/cosde = 2/((?:;21) dx

0 0
sina
Sin a
/ (sz)Q X:2/ 2du—ln U
~ sin?z -u 0
0 0
1+ sina
=In 1 - sina ° n

Observatie. Reamintim ci daca functia f: [a,b] — R este derivabild
si cu derivata f' continud, atunci graficul séu are lungime finitd si

lungimea sa £(f) este datd de formula £(f / \/14—7

Problema 27

Sa se determine coordonatele centrului de greutate al placii plane
omogene {(x,y) €ER? [0 <x < I, sinx <y < cosx}.

Rezolvare. 1. Conform cu formulele de mai jos, cal-
culam

s

4

/x(cosx - sinx) dx = /x(sinx + cosz)'dx =

0 0
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= [x(sinz + cosz) — (sinx — cosx)]

(eI
|
INE]
)
|
—

=V2-1;

(cosx — sinx) dx = (sinz + cosx)

(s3]

(cos2 x — sin? X) dx = /cos 2x dx = % sin 2x
0
Ca urmare, coordonatele centrului de greutate al placii

plane omogene date sunt

1
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_ V21 x4
xq = 5T = (P25 = 0,2673034,

1

— _a 1 —
Yo = 5 = quay = 06035533, W

Observatie. In legdturs cu centrul de greutate al unei
placi plane, reamintim urmatoarele:

Fie P o placd materiald pland si omogend, de grosime
neglijabila, de forma intergraficului I't, al functiilor
f, g: [a,b] — R, continue si astfel incat f(x) < g(x) pentru
orice x € [a,b].

1. Coordonatele centrului de greutate G al placii sunt

b

b
/X(g(x) ~ f(x))dx %/(gz(x) - £2(x))dx

a
XG:b 5 Yo =

. b
/ ()  fx))dx / (sx) - £())d

2. In cazul particular f = 0 si g(x) > 0, x € [a,b], atunci

b b
/xg(x)dx %/gz(x)dx
_a

a
) Ya =

b
/g(x)dx

Xag =
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Problema 28

O picdturad de apa avand masa initiala M cade sub actiunea greutatii
sale si se evapord uniform, pierzand prin aceasta in fiecare secunda o
masa m. S& se gdseascd lucrul mecanic efectuat de forta de greutate
a picaturii, din momentul inceperii céderii sale panad in momentul
evaporarii totale. Se neglijeaza rezistenta aerului.

Rezolvare. In fiecare moment de timp t ulterior inceperii
caderii, masa picaturii este M — mt. Cé&derea dureaza
pana in momentul evaporarii totale, adica pana cand M —
mt = 0. Deci, cdderea dureaza ty = Ir\n—l secunde. Spatiul

R . C gy gta M?
parcurs in acest timp de picaturd este xg = S = 2m§

metri. Asadar, picitura de apd se deplaseaza sub acti-
unea fortei sale de greutate G(x) = (M - m,/%")g pe
portiunea [0,xo]. Deci, lucrul mecanic efectuat de forta

de greutate a picdturii, din momentul inceperii caderii
sale pana in momentul evaporarii totale este dat de

X0

L_/G dx_/(M m 2X>gdx—
*g[fom\[ xf} :Mz;.l

Observatie. Legat de lucrul mecanic efectuat de o forts, reamintim

urmatoarele:

FieI C R un interval i f : I — R o functie continua. Vedem functia

f ca o fortd care actioneaza in sensul axei Ox, avAnd in fiecare punct

x € I mérimea f(x). Lucrul mecanic efectuat de forta f pentru de-

plasarea unei particule din punctul a € I in punctul b € I este, prin
b

definitie, numdarul real L = / f(x)dx
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