4. FUNCTII DIFERENTIABILE. EXTREME LOCALE.
4.1. Notiuni teoretice si rezultate fundamentale.

4.1.1. Diferentiabilitatea functiilor reale de o variabila reala.

Multe probleme concrete conduc la evaluarea aproximativa a cresterii unei anumite marimi in
raport cu cresterea alteia. Pentru simplitatea ei este preferatd aproximarea liniara.

Fiind data o functie - (@, b) — R si un punct fixat X € (a, b) se cauti o functie liniara LXO astfel
incat cresterea functiei f In punctul X, relativa la cresterea h a argumentului, sa poata fi aproximata cu
on (h), adica:

f(xo + h) — fGx0)~ L, ()
pentru h suficient de mic. Pentru ca o asemenea formuld aproximativa sa poata fi acceptata este necesar ca:
(X, +h)—F(x,) - L, (h)
lim =0
h—0 h

ceea ce asigura ca eroarea in formula de aproximare poate fi facutd oricat de mica pentru variatii din ce in
ce mai mici ale argumentului.

Apar In mod natural o serie de probleme, cum ar fi: existenta si unicitatea aplicatiei liniare on ,

precum si caracterizarea functiilor f pentru care pot fi considerate asemenea aproximari liniare.
Din liceu se stie cd pentru o functie f - (a, ) — R derivabild in punctul x, < (a, b), poate fi
considerata formula de aproximare:
f(xo + ) —f(xo) =/ "(x0) A
pentru h suficient de mic.
Aceste consideratii conduc, in mod natural, la urmatoarea definitie:
Definitia 4.1.1.1. Fie ACR o multime deschisa, f : A — R o functie arbitrara, Xxo € A un punct fixat.

Functia f se numeste diferentiabild in punctul x, dacé exista o aplicatie liniara LX0 : R— R astfel incét:
(o + )= F(xg) ~L, ()
lim =0
h—0 h

Observatia 4.1.1.1. a) Orice functie liniara L: R— R este de forma

L(x) = ¢ " x, x€R, unde ¢ = L(1); reciproc, oricare ar fi c R, fixat, egalitatea L(x) = ¢ - x, pentru orice
X€E€R, defineste o functie liniard L: R— R. Prin urmare, orice aplicatie liniarda de la R la R este bine
determinata de o constanta reald. Deducem astfel ca functia f este diferentiabila in punctul X daca si numai

daci existd C %, €Ri Tncat;

. f(xo +h)—f(X0)—CX -h
lim 0

h—0 h
 f(xo+h)—f(x) - L, (h)
b) Egalitatea LII’T(]) h - = 0 poate fi scrisa echivalent:
| F(xo+h)=f(x,) - L, (h)]
lim =0
Ihl—0 |h

Ultima egalitate prezintd avantajul ci poate fi usor transcrisd pentru functii de la R la R™ Tnlocuind
modulul din R cu norma din R, respectiv din R™

Teorema urmatoare stabileste faptul cd o functie reala de o variabila reald este diferentiabila intr-
un punct fixat Xo daca si numai dacé ea este derivabila in acest punct.



Teorema 4.1.1.1. Fie ACR o multime deschisa, f : A— R o functie arbitrard, Xo € A un punct fixat. Daca
f este diferentiabild in Xo, atunci f este derivabila in X, si f”(x0) = on (1). Daca f este derivabila in Xo, atunci

f este diferentiabild in X, si on : R—R, on (h) =f"(xo)h.
Observatia 4.1.1.2. Din aceasta teorema se deduce imediat ca aplicatia liniara LXO din definitia 4.1.1.1.

este unic determinata de f si Xo.
Definitia 4.1.1.2. Fie ACR o multime deschisa, f : A — R o functie arbitrard. Daca functia f este

diferentiabild in punctul fixat X, € A, aplicatia liniara LXO se numeste diferentiala functiei f'in punctul xq $i

se noteaza df Xp Functia f se numeste diferentiabila pe mulfimea A daca este diferentiabila in fiecare punct

x € A. Tn acest caz, notand prin £ (R, R) multimea tuturor aplicatiilor liniare de la R la R, functia df :4 — £
(R, R) definita prin (df)(X) = dfy se numeste diferentiala functiei f pe mulfimea A.
Observatia 4.1.1.3. a) Cunoasterea functiei df :4 — £ (R, R) revine la cunoasterea functiei df,e £ (R, R)
pentru orice X € A. Din teorema 4.1.1.1. deducem ca pentru orice X € A si orice he R avem:
(dNE)(h) = dfu(h) =) h
b) Functia identitate pe A, 15 - A — 4, 1a(X) = X este diferentiabila pe A si diferentiala sa, notata cu dx, este
egala, in fiecare punct X € A, cu functia identitate pe R. Prin urmare, dx : A— £ (R, R) si (dx)(X) = 1z pentru
orice Xe A, adicd, oricare ar fi X€ A si oricare ar fi he R, (dx)(x)(h) = h.
¢) Cu ajutorul diferentialei functiei identitate pe A putem exprima diferentiala functiei f diferentiabile pe A,
astfel:
df=f"dx

Este evident cd studiul functiilor reale de o variabila reala, diferentiabile se reduce la studiul

functiilor derivabile, cunoscut din liceu.

4.1.2. Diferentiabilitatea functiilor vectoriale de o variabila reala.

Tinand seama de observatia 4.1.1.1. b), definitia 4.1.1.1. se poate exprima astfel:
Definitia 4.1.2.1. Fie ACR o multime deschisi, f : A — R™ o functie vectoriald de o variabild reald
arbitrard, Xo€ A un punct fixat. Functia f se numeste diferentiabila in punctul x, daca exista o aplicatie
liniara

L,, : R — R astfel incat:

(%o +h)=f(xo) - L, (N
lim =0
|h|—0 | h |

(la numiritor se considerd norma euclidiani din R™, m > 2)

Tin4nd seama de faptul ci, in R", operatiile algebrice si trecerea la limitd se fac pe componente,
rezultd imediat:
Teorema 4.1.2.1. Fie ACR o multime deschisd, f : A — R™ o functie vectoriald de o variabila reald, de
componente fi: A—> Rk =1, 2, ..., m, X € A un punct fixat. Functia f este diferentiabild in punctul X, daca
si numai dacd toate componentele sale sunt diferentiabile in Xo. Tindnd seama de teorema 4.1.1.1. si de

faptul ci LXO () = (c1h, Coh, ..., cuh), unde GER, i = 1, ..., m se obtine LX0 (h) = (F1(X0) A, f2(Xe) A, ...,
SmXe) h) = (f1(%0), f2(X0), .. /m(Xo))h .

Prin urmare, si in acest caz, aplicatia liniara on din definitie este bine determinata de functia f si

punctul xo, mai exact de vectorul ('1(Xo), f"2(Xo), ..., f'm(Xo)) unic determinat de f si Xo.
Vom nota on cu df X si 0 vom numi diferentiala functiei f in punctul xy; vom nota:
(F"1(X0), f2(X0). ... ['m(X0)) = f"(x0)
si vom numi acest vector derivata functiei vectoriale f in punctul xo. Atunci, evident dfx0 (h) = f'(xo)h
pentru orice he R.

Sa retinem deci cd derivarea si diferentierea unei functii vectoriale de o variabild reald se
realizeaza ca si trecerea la limita sau studiul continuitétii, pe componente.



4.1.3. Derivate partiale. Diferentiabilitatea functiilor reale de variabila vectoriala.
Extreme locale.

Consideram R’ inzestrat cu norma euclidiand, p > 2, AC R” o submultime deschisa.
Tinand seama de observatia 4.1.1.1. b), definitia 4.1.1.1. se extinde astfel:
Definitia 4.1.3.1. Functia f : AC RP— R se numeste diferentiabila in punctul xo€ A daci existd o

aplicatie liniard on . RP— Rastfel incat:
[ (X, +h)—F(Xo) - L, ()|
m =0
s il

(la numitor se considerd norma euclidiana din R®, p > 2)

Observatia 4.1.3.1. Deoarece aplicatia L  este liniard, pentru orice

Xo
he r’h=(hy,hy, .. hp)avem: L, (h)= c’hy +cthy + .+ ¢cthy, unde ¢’ € R, i = 1,...p.

In ideea de a stabili legdtura intre numerele Clo, Czo, cpO si functia f , se poate ardta ci, daca f
este diferentiabila in X,, deci aplicatia LXO exista,

0 0 0 0 0 0 0 0
(X)X, X +h, ,xi+1,...,xp) —f(X{ 50 X ,...,xp)

Cio = ||m
h; =0 h.

i=12 ..,p
Prin urmare, si 1n acest caz, aplicatia liniara LXO din definitie este unic determinata de functia f si
punctul Xo.

Vom nota on cu df X, si o vom numi diferentiala functiei f in punctul xo.

Limita de mai sus se numeste derivata partiald a functiei f in raport cu variabila x; n punctul X si se
0 0 0 0 0 0 0 0
_of i P (X e X0 X +hi,xm,...,xp)—f(xl,...,xi ,...,xp)
noteazi — (X, ) . Deci — (X,) = lim

oX; oX; hi—0 h;

i=12 ..,p

Rezulta astfel:
Teorema 4.1.3.1. Daca functia f este diferentiabila in punctul X, atunci f are derivate partiale in acest punct
in raport cu toate variabilele si:

of of of
df, ()= —(x,) i+ —(X,) hy + ... —(X,) °h
xo (M) 8X1( o) hi+ ox (Xg)ha + . ++ ox (Xo) hy

2 P
pentru orice h = (hy, hy, ..., h) €R”.
Observatia 4.1.3.2. a) Rolul derivatei de la functii de o variabila 1l joacd vectorul

of of of : P , <
— (XO),— (XO),...,— (Xo) care se numeste gradientul funcfiei f in punctul x, §i se noteaza
oX, oX, oX,

(grad f)(xo).
Evident, df, (h) = (grad f)(xo) 4, pentru orice he R,

b) Dacid f are derivate partiale in Xo, In raport cu toate variabilele nu rezultd, in general, ca f este
diferentiabild in Xo. De exemplu, daca f : R’> R

Lx=#0siy=0 o of of . .
f(x,y) = atunci exista — (0, 0) =0, — (0, 0) = O, dar f nu este diferentiabild in
0,x=0sauy=0 oX oy

(0, 0). Daca f ar fi diferentiabild in (0, 0) tindnd seama de teorema precedentd, L, o(h) = O pentru orice
her".



|f(hy,h,)—F(0,0)- L(O,O) (hy,hy) | _ 1
(gl Ih

Raportul nu are insa limita zero cand ||h]| — 0,

deci f nu este diferentiabild in (0, 0).

c) Fieie {12, ... p} arbitrar, fixat. Fie IT; : R°— R, IIi(X;, Xo, ..., xp) = X; aplicatia de proiectie. Oricare ar fi
Xo € RP, IT; este diferentiabild in Xg si

(d Ii)y = II;. De obicei se noteaza d IT; cu dx;. Astfel, (dxi)xo(hs, o, ..., Ap) = = TIi(hy, o, ..., Bp) =hi. Cu
ajutorul diferentialelor aplicatiilor de proiecte, diferentiala unei functii diferentiabile arbitrare se exprima
astfel:

of of of
df, = —(x,) (dx;), +—(x,) (dx +o o —(X,) - \dx
Xo 6X1 0 ( 1)x0 8X2 0 ( 2 )x0 8Xp 0 ( p )x
aceasta fiind o egalitate de aplicatii din £ (R”, R).
Daca f este diferentiabild in orice punct din A, atunci, evident, obtinem:

0

. of
aceasta fiind o egalitate de aplicatii definite pe A cu valori In £ (R®, R), unde —— este functia care
i
asociaza fiecarui punct din A numarul real care este derivata partiala a functiei f in raport cu variabila x; in
acest punct.
Definitia 4.1.3.2. Functia f : AC RP— R se numeste derivabild partial pe multimea A daci are derivate

: s - 0
partiale in raport cu toate variabilele sale Tn orice punct din A. In acest caz se pot defini p functii 8_ :
X

of
A— R, x— 8_ (X), i =1, 2, ..., p numite derivatele partiale ale lui f pe multimea A. Functia f este de clasa
X .

of
C! pe A si se noteazi fe C'(A) daci f este derivabila partial pe A si functiile a—, i=1,2.. psunt
X
continue pe A.

Teorema 4.1.3.2. Daci functia f : AC RP— R este derivabild partial pe o vecinitate deschisi V a

. of .
punctului X, A, iar functiile 8_ 'V > R, =1, 2, .., p sunt continue in Xo, atunci functia f este
Xi
diferentiabild in Xo.
Daci fe CY(A) atunci f este diferentiabild pe A.
Observatia 4.1.3.3. Continuitatea derivatelor partiale in X, este o conditie suficientd pentru

diferentiabilitatea functiei f in acest punct, dar nu neapirat necesara. De exemplu, functia f: R*— R

. 1
(X® +y?)sin ———,(x,y) = (0,0)
f(x, y) = VX2 +y?
0 ,(x y)=(0,0)
este diferentiabila in origine fard ca derivatele sale partiale sd fie continue in acest punct (vezi exercitiul

4.3.4.).
Definitia 4.1.3.3. Fie AC RP o submultime deschisi, f: A — R,

Xo = (%%, %°, ..., x,)) €Assifiev=(vy, Vs, ..., v,) € R”un versor dat

(VI = 1). Functia f se numeste derivabild in punctul xo dupd versorul v dacd existd in R
. F(X, +tv)—f(x
i F0% ) —F(x,)

t—0

. Notdm aceastd limita cu 8_ (Xo) si o numim derivata funcfiei f dupd versorul
\

v in punctul X,.



Observatia 4.1.3.4. a) Notand x = xp + tv rezultd ca vectorul X — Xy este coliniar cu v, iar t este abscisa
punctului x pe dreapta determinata de Xo si V, orientatad cu ajutorul lui v. Cu aceasta notatie, putem scrie:

of . F(x)—f(x
A oo i T00=1060)
oV X=X
X—Xg=tv
ceea ce justifica terminologia utilizata.
. 0 of
b) Notdnd cu v = - v (versorul opus) se observa imediat cd daca exista 8_ (Xo) atunci exista o (X0) = -
\'

0
— (Xo); acest fapt justificd de ce derivata 8_ (Xo) este asociatd versorului si nu directiei (care admite doi
\ \

Versori)
c) Daca {e;, e, ..., ep} este baza canonicd a lui RP, atunci derivata functiei f dupa versorul e, este tocmai
derivata partiala in raport cu variabila Xy, adica

of of
—Xo)=——(X0), k=12, ...,p
oe, X
Prin urmare, derivatele partiale ale unei functii intr-un punct sunt cazuri particulare de derivate
dupa versori in acel punct.

of :
Teorema 4.1.3.3. Daca functia f este diferentiabila in X, atunci exista 8_ (Xo) pentru orice versor ve RP
\

. of
i — ()= df,, ().
Tinand seama de teorema 4.1.3.1. deducem ca:

of of of of
— (Xo)=(grad f)(xo) V= ——(Xo)Vi + —— (Xo)'V2 + ... T—— (X0)'Vp
ov X, X, Xy
Deci, daca f este diferentiabila in Xo, atunci ea are derivata dupa orice versor in X, §i aceasta se
poate exprima cu ajutorul derivatelor partiale n acest punct.
Definitia 4.1.3.4. Fie AC R o submultime deschisd, f : A — R o functie derivabild partial in raport cu

variabila X pe o vecinatate V a punctului fixat X, € A. Daca functia : V— R este derivabila partial in

OX
k
raport cu variabila x;, j # & Tn punctul xo, atunci f se numeste de doud ori derivabila partial in punctul Xo, in
- 0 2
raport cu variabilele x; si Xy, iar ——| —— |(X,,) se noteazd ———— (Xo) si se numeste derivata partiald
oX; \ OX, {OX
mixtd de ordinul doi a functiei fin punctul x, n raport cu variabilele x; si x,. Daca j = K, in conditiile de
mai sus, functia se numeste de doud ori derivabild partial in punctul Xo, n raport cu variabila X, iar
o [ of .0 : . - . . o

—_— — (XO) se noteaza 5 (Xo) si se numeste derivata partiala de ordinul doi a functiei f in
OX, \ OX, X
punctul X, in raport cu variabila x.

Daca functia f este de doud ori derivabila partial in raport cu variabilele x; si x, Tn fiecare punct din
A, spunem ca f este de doud ori derivabild partial in raport cu variabilele X; i Xk pe A, iar aplicatia

o°f
S
OX ;0X
Evident, j si k pot lua oricare din valorile 1, 2, ..,p deci, pentru o functie de p variabile, se pot defini p?
derivate partiale de ordinul doi, dintre care p>— p sunt mixte.

Functia f se numeste de clasa c* pe multimea A, daca toate derivatele partiale de ordinul doi exista
si sunt continue pe A.

X (X) se numeste derivata partiald de ordinul doi a functiei f in raport cu variabilele X; si Xy.



o*f

Observatia 4.1.3.5. Pentru functii de doud variabile exista patru derivate partiale de ordinul doi:

ox2’
of  of o L , of . o%f - )
, , > - Pentru unele functii derivatele mixte si sunt egale. In schimb,
OXoy oyox oy oxXoy  0Oyox
pentru functia
%2 _yz
——,(x,y)# (0,0
f:R? > R, f(x,y) = XyX2+y2 x.y)#( ),avem:
0 (% y)=(0,0)
o°f o°f

0,0)=1,
oxoy 0yoX
Deci, 1n acest caz, derivatele partiale mixte in (0, 0) nu sunt egale. Teorema urmatoare da conditii
suficiente pentru egalitatea derivatelor partiale mixte.
Teorema 4.1.3.4. (H.A. Schwarz) Fie AC R" o multime deschisa,
: o ki o°f
f: A — R o functie de clasa C* pe A. Atunci =

OX;0X,  OX, X

(0, 0) = -1. (vezi exercitiul 4.3.10.)

k=12 .., p.
Observatia 4.1.3.6. Continuitatea derivatelor mixte este o conditie suficientd, dar nu neaparat necesara,
2

y?In|1+=|y=0
pentru egalitatea acestora. De exemplu, pentru functia f :R* — R, f(x, y) = y avem
0 ,y=0
o°f o°f . of
(0,0)= (0, 0), dar functia
oxoy 0yox 0yox

2

nu este continud in origine. (vezi exercitiul 4.3.11.)

Definitia 4.1.3.5. Matricea H¢(xo) = (Xo) J, k=12, .., p se numeste hessiana functiei f in

OX;0X
punctul xo.
Tn cazul in care f este de clasi C* matricea Hi(Xo) este o matrice simetricd. In acest caz, forma
P 9%
patraticd determinatd de aceastd matrice, adica aplicatia @, : R"— R, @, (h) = Z o (Xo)hih;
i,j=L OXOX

joacd un rol foarte important in determinarea punctelor de extrem local pentru o functie reald de mai multe
variabile reale.

Definitie 4.1.3.6. Fie AC R" o multime deschisd, f : A — R o functie arbitrard. Un punct X,€ A se
numeste punct de extrem local al functiei f daca exista o vecinatate V a punctului Xp in care diferenta f(x) —
f(xo) are semn constant. Mai precis, punctul X, se numeste punct de maxim (respectiv de minim) local al lui f
dacd pentru orice X € V avem f(x) — f(Xo) < 0 (respectiv f(x) — f(Xo) > 0). Un punct X, € A se numeste punct
critic (sau stationar) pentru functia f, dacd f are derivate partiale de ordinul intdi nule in Xo, adica

of
a—)(i(xo)=0,i:], 2, e P

Teorema urmatoare stabileste conditii necesare de extrem.
Teorema 4.1.3.5. (Fermat) Fie AC R” o multime deschisd. Daca functia
f : A — R are derivate partiale de ordinul intai in punctul X, € A si X, este punct de extrem local al lui f,
atunci Xg este punct critic (stationar) pentru f.



Observatia 4.1.3.7. Daca f : A — R este o functie derivabild partial in raport cu toate variabilele pe
multimea deschisi AC RP atunci punctele de extrem local ale functiei f se afla printre solutiile situate in A
ale sistemului

i(xl,xz,...,xp) =0,i=12..p
oX,

Nu orice solutie a acestui sistem este un punct de extrem. De exemplu, pentru functia f(x, y) = x® —
y3, (x,y) € R singurul punct critic este (0, 0), dar f(x, y) — f(0, 0) nu pastreaza un semn constant in nici o
vecinatate a originii. Prin urmare, (0, 0) este punct critic, dar nu este punct de extrem pentru f .

in cele ce urmeaza, in cazul in care f este de clasi C? vom da conditii suficiente prin utilizarea
carora sa se poatd decide care din punctele critice ale unei functii sunt puncte de extrem.
Teorema 4.1.3.6. Fie AC R o multime deschisd si convexd, f : A — R o functie de clasia C? pe A. Fie

Xo € A un punct critic al functiei f si @y, forma patraticd determinatd de matricea hessiana H(Xo). Daca

forma patratica ¢,, este pozitiv definitd (negativ definitd) atunci X, este punct de minim (respectiv de
maxim) local pentru f.
In demonstratia acestei teoreme este foarte utila formula lui Taylor cu restul de ordinul doi:
Daci , f : A — R este o functie de clasi C? pe multimea deschisd si convexa A, iar Xo€ A este un
punct fixat, atunci, pentru orice x € A exista & pe segmentul [Xo, X] astfel incat:
P

1 of 1& o
() = f(xo)+ i;a_xi(xo)(xi _X?)JFE;M(@(X‘ —X7)(X; —X])

Observatia 4.1.3.8. a) Daca f este de clasi C® pe A, matricea hessiand in orice punct este o matrice
simetricd, deci toate valorile ei proprii sunt reale. Daca H(X,) are toate valorile proprii strict pozitive
(respectiv strict negative) atunci forma patratica ¢,, eoste pozitiv definitd (respectiv negativ definitd) si
deci xq este punct de minim (respectiv maxim) local pentru f .

b) Conditiile Iui Sylvester din teoria formelor patratice aplicate formei @y, de mai sus aratd ca X, este
punct de minim daca minorii principali Ay, A,, ..., Ay ai matricii hessiene sunt strict pozitivi; X, este punct

de maxim dacd A; <0, Ay >0, A3 <0, ..., (-1)°A,> 0.
2

¢) Dacda ——— (Xo) = 0 pentru orice i, je {1, 2, ..., p} atunci se studiaza semnul cresterii f(x) — f(Xo) direct
X OX ;
j
sau cu ajutorul formulei lui Taylor scrisd corespunzitor (daci f este de clasia C", n > 3).

4.1.4. Diferentiabilitatea functiilor vectoriale de variabild vectoriald. Matricea
jacobiana.

Tinand seama de observatia 4.1.1.1. b), definitia 4.1.1.1. se poate extinde astfel:
Definitia 4.1.4.1. Fie AC R’ o multime deschisi, p>2,f: A— R™,
m > 2 o functie vectoriald de variabila vectoriala arbitrard, Xo€ A un punct fixat. Functia f se numeste

diferentiabild in punctul x, daci existd o aplicatie liniard on . R°— R" astfel incat:

(X +h)—f(x,)-L, (N
lim =0
Ihl—0 | hl
(la numiritor se considerd norma euclidiani din R, iar la numitor, norma euclidiani din Rp)
Tin4nd seama de faptul ci in R™ operatiile algebrice si trecerea la limitd se face pe componente,
rezulta ca si in cazul 4.1.2. :

Teorema 4.1.4.1. Functia f este diferentiabila in punctul X, daca si numai daca toate componentele sale
sunt diferentiabile 1n Xp.

Tn acest caz LXO are drept componente diferentialele dflxo, df

axgs o Of  ale

componentelor Iui f, care sunt aplicatii liniare de la R” la R, exprimate cu ajutorul derivatelor partiale ca in



teorema 4.1.3.1. Prin urmare, si Tn acest caz, aplicatia liniari L, din definitia 4.1.4.1. este bine

Xo
determinata de functia f si punctul Xo, mai precis de matricea:

of, . of, of,
X X ). X
6)(1( O)axz( o) 6xp( o)

of, . of, of,
X X)) X
axl( O)axz( o) axp( o)

of of of
M (x ™ (x,)...—2 (X
axl( o)ax (%) axp( o)

2

numitd matrice Jacobi (sau matrice jacobiana) a functiei f ih punctul Xo, notata Jq(Xo).
Vom nota LXO cu dfXO si 0 vom numi diferentiala functiei f in punctul xo. Atunci evident,

dfx0 (h) = J(Xo) - h, pentru orice he R”.

Daca m = p matricea Jacobi este o matrice patrata, iar determinantul ei poarta numele de jacobian
sau determinant functional al aplicatiei f in punctul X, si se noteaza

D(f,.f,.....f,)
D(X1, Xy, X))

Referitor la functiile compuse se poate demonstra:

Teorema 4.1.4.2. Fie AC R, BC R™ mul{imi deschise, / :A—B o functie diferentiabild in punctul
Xo€A, g :B— R" o functie diferentiabild in punctul f(xo) € B. Atunci functia compusi g o f - 4— R™ este
diferentiabild 1n punctul X, i :

det Ji(xo) =

(Xo)

‘]gof (Xo) = Jg(f(x0)) Ji(X0)
Observatia 4.1.4.1. a) Din aceasta egalitate rezultd diverse reguli de derivare partiald a functiilor compuse.
De exemplu, daca p = n =2, m = 1, functia f este de variabile x si y, iar g este de variabile u, v, ambele
diferentiabile, obtinem:

o(gof) _ 09 @ +
= ) = (O F ()= (x,Y)

Gt il
o, (Lo 06 22 (xy)

9(g-f)

a9 _ of, N
5 (x,y)——au (f,(x, y),f,(x,y)) rv (X,y)
.99 of,
5 (fl(xvy)le(va)) 5 (ny)

b) Daca p = n = m se obtine o relatie importanta intre determinantii functionali §i anume:

det[J . (x0)] = det[Jg(f(x0))] “det/Ji(Xo)]



