12. INTEGRALA DE SUPRAFATA DE AL DOILEA TIP.
CAMPURI SOLENOIDALE.

12.3. Exercitii propuse

Exercitiul 12.3.1. Sa se calculeze:

a) ﬂ x?dydz+ y?dzdx + z?dxdy , (S) fiind fata exterioars a sferei
S)
(X-22+(y-1)*+(z-1)* = 4;
dydz dzdx dxdy x> y* 7?
" -” 2z

, (S) fiind fata interioari a elipsoidului ? +—+—=1;

4 4

()

c) ” (x> +y )zdxdy, (S) fiind fata superioard a portiunii de pe paraboloidul z = x? + y? situatd in interiorul
(S)

cilindrului x* + y? = 1;

d) ” yzdydz + xzdzdx + xydxdy , (S) fiind fata exterioard a tetraedrului determinat de planele x =0,y =0,z =0,
S

X+y+z=1.
R.a) 25677 b)- 124 9 257 9o,
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Exercitiul 12.3.2. Sa se calculeze fluxul cdmpului de vectori:

- - - -
AV =(y-2)i +(2-X)j +(x-y)K prin fata exterioard inchisa a conului z= /X* + y? ,0<z<h;

- - - -
b)V =xi +y | +zKk prinsuprafaaz=1- x> +y® ,0<z<1.
R.a)0,b)n

Erercitiul 12.3.3. Si se calculeze cu ajutorul formulei Green-Riemann urmatoarele integrale curbilinii:

a) §ex2+y2 (—ydx + xdy), unde D = {(x, y), X’ +y* < 1};
FrD

b) §(xy—y)dx+(xy+x)dy,undeD= {(x y), —2+y—2_1}

b?
FrD
c) §(x—y)dx+dy, unde D = {(x, y), X’ + Y’ <2x,y >0};

FrD

T
R. a) 2me; b) 2mnab; ¢) E

Exercitiul 12.3.4. Sa se calculeze direct si aplicand formula Green-Riemann:
a) §(X+ y)dx — (X —y)dy,unde D = {(x,y), X’ — 1< y <3x-3};
FrD
) if(Zx +3y?)dx + (x* + y)dy, unde D = [-1, 1] x [-1, 1]

FrD

Ra)-l'b)o
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Exercitiul 12.3.5. Folosind integrala curbilinie, sd se calculeze:
x =a(2cost —sin 2t)

a) aria figurii marginita de curba ] ]
y =a(2sint —sin 2t),t € [0,27]



b) aria figurii marginita de curba de ecuatie (x* + y?)? = a’(x* — y?) (lemniscata lui Bernoulli)
c) aria figurii marginitd de curba de ecuatie x = a sin 2¢ cos @,

. . T
y=asm2(psm(p,(pe[0,5:|.
2

7a
R. a) 4ma% b) 2a% c) o

Indicatii. b) ecuatiile parametrice ale curbei sunt x =a+/COS 2t - COSt ;
. T 37 Sr
y=a~/Cos2t-sint, te|——,— |U|—,—|.
4 4 4 4

Exercitiul 12.3.6. Folosind formula Gauss-Ostrogradski, sa se calculeze urmitoarele integrale de suprafatd de al doilea
tip:
a) .” x3dydz + y3dzdx + z®dxdy pe fata exterioara a sferei

s
X+y+78=a%
b) ” x®y?dydz + x*y®dzdx + 3zdxdy pe faa exterioars a frontierei domeniului mirginit de paraboloizii z = x> +

s
V,2=6-x -y
c) ” xdydz + ydzdx + zdxdy pe fata exterioari a piramidei marginitd de planele x=0,y=0,z=0,x +y+z=a.

S
3

127 s a
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Exercitiul 12.3.7. Aritati cd volumul corpului compact elementar, marginit de suprafata S este, V =
1
§ﬂ xdydz + ydzdx + zdxdy .

s

R. Se aplica formula Gauss-Ostrogradski. Se poate observa ca

V= ”Vl(x, Yy, z)dydz +V, (X, y, z)dzdx+V, (X, y, z)dxdy ,
S

oV, v, oV,

daca + + =1.
ox oy oz
Exercitiul 12.3.8. Si se calculeze | = J.I xzdydz + xz3dzdx + yzdxdy pe fata exterioard a suprafetei
S
2 2 2
X Z
—2+Z—2+—2:1,z > 0.
a C
Indicatie. Se completeazd S astfel 1incdt si se obtind frontiera jumaitatii de elipsoid
X2 y? 7?
{(X, Y,2) | —2+b—2+—2 <lz> 0}, se aplicd formula Gauss-Ostrogradski si se aratd cd integrala este 0 pe
a C
portiunea de frontiera din planul xOy.
mabc?
R. 1= .
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Exercitiul 12.3.9. Folosind formula lui Stokes, sa se calculeze urmatoarele integrale curbilinii:



a) {(X2 —yz)dx + (y2 —zx)dy + (Z2 — Xy)dz , unde (C) este intersectia sferei x° + y* + z2 = R? cu planul x + y +
©)
z = a, parcursa odata in sens direct fata de Ox

b) f(y + 2)dx + (z + x)dy + (x + y)dz, unde (C) este conturul
(©)
X+y+z2=a’ x+ytz=a
c) sz y3dx + dy + zdz , unde (C) este circumferinta xX*+yY=R%,2=0
(©)
d) § zxdx + xydy + yzdz , unde (C) este curba de intersectie a cilindrului x* + y* = R? cu planele de coordpnate si cu

(©)
planul z = h, h > 0, situata in primul octan.

Rmommmy%R%m%RMR+m

Exercitiul 12.3.10. S& se demonstreze ca :

- - y2—> E
Vxyz)=2xyi -y j +
este solenoidal Tn R®.

Exercitiul 12.3.11. Se considera campul vectorial exprimat in coordonate cilindrice prin:

-

T 1 - >z
V (1,0,2)=—- e +0-e,-—¢,,r>0,0€[0,2n],z €R
r r
Sa se demonstreze ca acest camp este solenoidal.

Exercitiul 12.3.12. Sa se demonstreze ca fluxul cdmpului vectorial:

- - - -
Vxy=2xyi -y j+k (xy2)er
prin frontiera inchisa a oricarui domeniu compact elementar din R® este nul.

Exercitiul 12.3.13. Si se demonstreze ca:

- - - -
Vxyz)=2xyi-yj+k,(xyz2 er’
-
este un camp de rotori in R® si si se determine un potential vector pentru V .

- - -
R WXy 2)=z(1-yz) i +2x(1-yz) | +grad U, unde U este un camp scalar de clasi C* n R>.

Exercitiul 12.3.14. Si se determine fluxul cAmpului vectorial
- - - -
Vixyz=2yi -yj+Kk,
prin fata exterioard a emisferei x° + y* + 2 =1,z >0.
R.®



