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Cuprins �în detaliu

1. Analiz¼a complex¼a
1.1 Numere complexe. Propriet¼aţi algebrice.
Reprezentare algebric¼a, partea real¼a şi partea imaginar¼a, reprezentare geometric¼a în plan.
Conjugatul, modulul unui num¼ar complex. Distanta dintre dou¼a numere complexe.
Inegalit¼aţi remarcabile. Muļtimi remarcabile de numere complexe (disc, semi plan)
1.2 Şiruri de numere complexe. Şir convergent, şir m¼arginit, şir fundamental.
Funçtii complexe de variabil¼a complex¼a. Limite în muļtimea numerelor complexe.
Funçtii continue. Propriet¼aţi elementare. Funçtii derivabile. Propriet¼aţi elementare. Funçtii olomorfe
Derivarea polinoamelor şi a funçtiilor raţionale. Relaţiile Cauchy-Riemann, funçtii armonice.
1.3 Serii de puteri cu coe�cienţi complecşi.
Convergenţa, suma unei serii convergente. Criteriul raportului. Seria geometric¼a.
Teorema lui Abel. Raza de convergenţ¼a. Teorema razei de convergenţ¼a. Teorema Cauchy-Hadamard.
Suma unei serii de puteri, propriet¼aţi. Serii Taylor. Funçtii olomorfe.
1.4 Seria exponenţial¼a. Funçtia exponenţial¼a. Funçtiile sin şi cos. Funçtia argument. Funçtia logaritm. Funçtia

putere. Funçtia radical.
Rezolvarea uneor ecuaţii simple cu funçtii complexe elementare.
1.5 Drumuri în planul complex. Integrala unei funçtii complexe. Propriet¼aţi elementare.
Teorema lui Cauchy pentru funçtii olomorfe şi drumuri închise.
Reprezentarea integral¼a a primitivelor pentru funçtii olomorfe. Formula Newton-Leibniz.
Formula integral¼a a lui Cauchy. Funçtii olomorfe şi funçtii analitice.
1.6 Zerourile unei funçtii olomorfe. Puncte singulare pentru funçtii olomorfe.
Clasi�care, puncte singulare aparente, poli, esenţiale.
1.7 Serii Laurent. Parte principal¼a, parte Taylor. Coroana de convergenţ¼a.
Teorema de existenţ¼a şi unicitate a seriei Laurent. Dezvoltarea în serie Laurent asociat¼a unei coroane.
1.8 Reziduul unei funçtii olomorfe în puncte singulare. Formula de calcul pentru reziduul în poli. Teorema

reziduurilor.
1.9 Aplicaţii la calculul unor integrale reale improprii.

2. Ecuatii difereņtiale ordinare
Ecuaţii diferenţiale, condi̧tii ini̧tiale, problem¼a Cauchy
2.1 Ecuaţii diferenţiale care se rezolv¼a prin metode elementare :
cu variabile separabile, omogene, liniare, Bernoulli, Riccati, Clairaut, Lagrange
2.2 Ecuaţii diferentiale liniare de ordin superior cu coe�cienţi constanti.
Ecuaţie caracteristic¼a, asocierea unei soluţii pentru �ecare r¼ad¼acin¼a a ecuaţiei caract. Ecuaţii diferenţiale de tip

Euler
2.3 Sisteme liniare de ecuaţii diferenţiale de ordinul I cu coe�cienţi constanţi
Matrice asociat¼a, valori şi vectori proprii, soluţii asociate.
2.4 Determinarea liniilor de câmp. Sistem simetric asociat.
Metoda combinaţiilor integrale, integrale prime. Ecuaţii diferenţiale cu diferenţiale totale (de tip Pfa¤),

1



Ecuaţii exacte sau care admit factor integrant

3. Analiz¼a Fourier �serii Fourier
3.1 Funçtii (semnale) periodice. Funçtii pare, impare. Prelungire prin periodicitate,
prelungire par¼a (impar¼a).
Propriet¼aţi de calcul a integralelor pentru funçtii pare (impare)
3.2 Spaţii vectoriale cu produs scalar, vectori ortogonali,
procedeul Gramm-Schmidt, baz¼a ortonormat¼a.
Sistemul trigonometric ortogonal, polinoame trigonometrice, serii trigonometrice.
3.3 Coe�cienţi Fourier, serie Fourier asociat¼a unei funçtii continue pe poŗtiuni.
Formula lui Parseval, Inegalitatea lui Bessel.
Teoremele lui Weierstrass de aproximare. Aproximare cu polinoame trigonometrice
Calculul coe�cienţilor Fourier, dezvoltare in serie Fourier, în serie de sinusi, de cosinusi
calculul sumei unor serii numerice folosind serii Fourier.

4. Transformarea Laplace
4.1 Funçtii (semnal) original. Transformata Laplace. Propriet¼aţi de calcul.
Transformatele Laplace ale unor funçtii elementare.
4.2 Teoreme fundamentale : teorema asem¼an¼arii, deplas¼arii, întârzierii, deriv¼arii imaginii,
integr¼arii originalului, integr¼arii imaginii, valorii ini̧tiale, valorii �nale, semnale periodice,
teorema deriv¼arii originalului. Convoluţia. Transformarea Laplace a convoluţiei.
4.3 Calculul transformatei Laplace,
calculul de original corespunz¼ator unei transformate Laplace.
4.4 Transformata Laplace discret¼a (transformata �Z�)
Calculul transformatei pentru semnale discrete. Propriet¼aţi simple de calcul.
Transformata Laplace discret¼a pentru unele semnale elementare.
Aplicaţie la determinarea termenilor unor şiruri de�nite prin relaţii liniare de recurenţ¼a
(semnale discrete obţinute prin suprapunerea efectelor unor întârziate ale lor)

5. Transformarea Fourier
5.1 Funçtii (semnale) integrabile pe R. Transformata Fourier.
Continuitatea, derivabilitatea transformatei Fourier .
Teorema de inversare Fourier. Teorema de inversare a transformatei Laplace
5.2 Transformata Fourier pentru funçtii rapid descrescatoare, propriet¼aţi de calcul
formulele lui Parseval, convoluţia, formulele lui Borel.
5.3 Transformarea �prin sinus�, �prin cosinus�, calcul, formule de inversare.
Calculul de transformate Fourier, transformate prin sinus şi cosinus,
Rezolvarea unor ecuaţii integrale, reprezentarea unor funçtii ca integrale Fourier.
6. Ecua̧tii difereņtiale liniare cu derivate paŗtiale de ordin II
6.1 Ecuaţii diferenţiale, condi̧tii la limit¼a, condi̧tii ini̧tiale, problema Cauchy.
clasi�carea ecuaţiilor (de tip hiperbolic, parabolic, eliptic) forma canonic¼a.
6.2 Ecuaţii liniare cu derivate paŗtiale de ordin II remarcabile, rezolvate
prin metoda separ¼arii variabilelor şi aplicând principiul suprapunerii efectelor.
problema Dirichlet pe discul unitate, ecuaţia coardei vibrante, propagarea c¼aldurii în bar¼a in�nit¼a.

7. Câmpuri vectoriale
Determinarea unui poteņtial scalar şi a unui poteņtial vector
7.1 Câmp scalar, câmp vectorial. Câmp de gradienţi. Potenţial scalar asociat.
Câmp conservativ. Câmp irotaţional.
Domeniu stelat. Lucrul mecanic al unui câmp de gradienţi.
Condi̧tii în care un câmp conservativ este câmp de gradienţi.
Determinarea unui potenţial scalar pentru un câmp de gradienţi.
7.2 Câmp solenoidal. Câmp de rotori.
Determinarea unui potenţial vector pentru un câmp solenoidal.

8. Anex¼a
8.1 Funçtiile B şi � integrale improprii
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8.2 Schimb¼ari de variabil¼a �Laplacianul în coordonate polare
8.3 Ingrediente tehnice

0.1 Introducere în Analiza Complex¼a

0.2 Muļtimea numerelor complexe

În cele ce urmeaz¼a prezent¼am un mod relativ simplu de a de�ni numerele complexe, folosind motivaţii algebrice.
Presupunem cunoscute noţiunile de grup, inel, corp, spaţiu vectorial. O scurt¼a prezentare se g¼aseşte în Anex¼a.
Consider¼am muļtimea numerelor naturale N ca semigrup in�nit, generat de un element notat "1" şi de o opera̧tie

(lege de compozi̧tie) notat¼a "+" numit¼a adunare.

1 + 1| {z }
2 ori

not
= 2 , 1 + 1 + 1| {z }

3 ori

not
= 3 , 1 + 1 + 1 + 1| {z }

4 ori

not
= 4 ... 1 + 1 + :::+ 1| {z }

n ori

not
= n ...

Rezult¼a astfel muļtimea numerelor naturale

N = f1; 2; 3; 4; :::g

iar adunarea este în mod natural asociativ¼a, comutativ¼a.
Muļtimea astfel construit¼a are un num¼ar in�nit de elemente deoarece

1 + 1 + :::+ 1| {z }
n ori

= 1 + 1 + :::+ 1| {z }
p ori

dac¼a şi numai dac¼a n = p

Se adaug¼a (se adjunçtioneaz¼a) un element neutru notat "0".
Deci

n+ 0 = 0 + n = n , pentru orice 2 N
De�nim Z ca �ind cel mai mic grup comutativ (cu aceeaşi operaţie, adunarea numerelor naturale) ce conţine

numerele naturale ( N � Z ), în sensul de "grupul generat" de N.
Not¼am cu "�1" opusul lui 1 , deci

1 + (�1) = (�1) + 1 = 0
Apoi constat¼am c¼a

(�1) + (�1) + 2 = (�1) + (�1) + 1 + 1 = 0
deci (�1) + (�1) este opusul lui 2 şi îl not¼am cu "�2"

(�1) + (�1) not= �2

apoi în mod asem¼an¼ator

(�1) + (�1) + (�1)| {z }
3 ori

not
= �3 , (�1) + (�1) + (�1) + (�1)| {z }

4 ori

not
= �4 ... (�1) + (�1) + :::+ (�1)| {z }

n ori

not
= �n ...

Obţinem astfel muļtimea numerelor întregi

Z = f:::;�4;�3;�2;�1; 0; 1; 2; 3; 4; :::g

Muļtimea numerelor raţionale Q este cel mai mic corp comutativ (cu aceleaşi operaţii, adunarea şi înmuļtirea
numerelor întregi) ce conţine numerele întregi ( Z � Q ), în sensul de "corpul generat" de Z.
Mai departe muļtimea numerelor reale R este construit¼a ca �ind cel mai mic corp (cu aceleaşi operaţii, adunarea

şi înmuļtirea numerelor raţionale) ce conţine numerele raţionale ( Q � R ) , cu o relaţie de ordine total¼a şi în care
orice şir monoton şi m¼arginit este convergent.
Menţion¼am provenienţa notaţiilor.
N de la numere naturale,
Z de la "zahlen" = a num¼ara (în german¼a)
numere raţionale de la "ratio" = raport (în limba latin¼a) iar Q de la "quotient" = cât (în francez¼a, englez¼a)
în �ne R de la numere reale
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C de la numere complexe.
Iat¼a un exemplu familiar de construçtie algebric¼a a unui corp.
Considerând polinoamele cu coe�cienţi numere raţionale Q[X] , este uşor de ar¼atat c¼a nu orice astfel de polinom

are r¼ad¼acini numere raţionale.
De exemplu x2 � 2 nu are r¼ad¼acini în Q.
Deoarece x2 � 2 = 0 , x2 = 2 şi nici un num¼ar raţional x 2 Q nu veri�c¼a o astfel de relaţie.
S¼a ad¼aug¼am num¼arul

p
2 (de�nit cu proprietatea c¼a (

p
2)2 = 2 şi

p
2 > 0 ).

Este un simplu exerci̧tiu de calcul, a ar¼ata c¼a muļtimea numerelor de forma

fa+ b
p
2 , cu a; b 2 Qg not= Q(

p
2)

este cel mai mic corp comutativ ce conţine numerele raţionale şi num¼arul
p
2 , Q [ f

p
2g � Q(

p
2) .

Este îns¼a evident c¼a acest corp nu conţine şi r¼ad¼acinile altor polinoame de exemplu r¼ad¼acinile polinomului x2�3,
adic¼a

p
3 şi �

p
3.

Deci acest gen de extindere a corpului numerelor raţionale nu cuprinde toate r¼ad¼acinile polinoamelor din Q[X] .
Consider¼am acum polinoamele cu coe�cienţi numere reale R[X] , este uşor de ar¼atat c¼a nu orice astfel de polinom

are r¼ad¼acini numere reale.
De exemplu x2 + 1 nu are r¼ad¼acini în R.
Urmând ideea de mai înainte, s¼a ad¼augam la numerele reale un element "abstract", notat cu i (de la imaginar).
Dorim s¼a construim un corp comutativ care s¼a conţin¼a numerele reale şi acest nou element i.
Operaţiile sunt de�nite în mod natural

a+ i = i+ a , b � i = i � b not= ib , i+ 0 = 0 + i = i , i � 1 = 1 � i = i

pentru orice a; b 2 R .
În plus

i � i not= i2
def
= �1

La fel ca şi pentru spaţii vectoriale se demonstreaz¼a c¼a

i � 0 = 0 şi i � (�1) = �i

aici "�i" reprezint¼a opusul lui i
Rezult¼a i are invers faţ¼a de înmultire şi inversul s¼au este �i

i � (�i) = i � i � (�1) = 1

Rezult¼a c¼a a = ib , a = 0 şi b = 0 , deoarece

a 6= 0 ) 1

a
a = ib

1

a
, 1 = i

b

a
) b

a
= �i =2 R ) a = 0

deci
a+ ib = c+ id , a = b şi c = d

Deoarece adunarea este asociativ¼a şi comutativ¼a, iar înmuļtirea este distributiv¼a faţ¼a de adunare şi comutativ¼a,
rezult¼a relaţiile cunoscute

(a+ ib) + (c+ id) = (a+ c) + i(b+ d)

(a+ ib) � (c+ id) = (ac� bd) + i(ad+ bc)

Exact ca pentru Q(
p
2, este uşor de ar¼atat c¼a muļtimea elementelor de forma

fa+ ib , cu a; b 2 Rg not= C

este cel mai mic corp comutativ ce conţine numerele reale şi elementul i , R [ fig � C

De�ni̧tie. Numim "numere" complexe elementele mulţimii

fa+ ib , cu a; b 2 Rg not= C
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şi not¼am cu C mulţimea numerelor complexe.

Pân¼a acum, aceast¼a construçtie, o extensie (la un corp) a numerelor reale, nu pare a � esenţial diferit¼a de
extensia de la Q la Q(

p
2) .

Se demonstreaz¼a urmatoarea teorem¼a.

Teorem¼a. Orice polinom cu coe�cienţi numere complexe (de grad n ) are exact n r¼ad¼acini numere complexe
C.

În urma acestui fapt, muļtimea numerelor complexe C construit¼a dup¼a aceeaşi idee ca pentru Q(
p
2) se dovedeşte

a � nu o extensie oarecare, ci cea mai bun¼a din punct de vedere algebric.

Propriet¼a̧ti algebrice.
1. Reprezentarea unui num¼ar complex z 2 C în forma z = a + ib , cu a; b 2 R , este unic¼a şi se numeşte

reprezentare algebric¼a.
Numerele reale a; b se numesc partea real¼a, respectiv partea imaginar¼a a num¼arului complex z.

a
not
= Re z , b not= Im z , z = Re z + i Im z

2. Dac¼a z = Re z + i Im z , atunci z 2 R dac¼a şi numai dac¼a Im z = 0
În particular

0 + 0i = 0 , 1 + 0i = 1

x+ iy = 0 , x = 0 şi y = 0

3. Orice num¼ar complex nenul, adic¼a z = x+ iy 6= 0 , x; y 6= 0 , x2 + y2 6= 0
are invers faţ¼a de înmuļtire notat

z�1 =
1

z
=

x

x2 + y2
+ i

�y
x2 + y2

care provine din
1

z
=

1

x+ iy
=

x� iy
(x+ iy)(x� iy) =

x� iy
x2 + y2

=
x

x2 + y2
+ i

�y
x2 + y2

se veri�c¼a şi prin calcul direct

z � 1
z
= (x+ iy)

�
x

x2 + y2
+ i

�y
x2 + y2

�
=

x2

x2 + y2
+ i

x(�y)
x2 + y2

+ i
yx

x2 + y2
+ i2

y(�y)
x2 + y2

=
x2

x2 + y2
+
(�1)(�y2)
x2 + y2

= 1

4. Not¼am cu z = a� ib şi îl numim conjugatul num¼arului complex z = a+ ib. Rezult¼a c¼a

Re z =
z + z

2
, Im z =

z � z
2i

, z 2 R , z = z

z + w = z + w , z � w = z � w ,
� z
w

�
=
z

w

Comentariu. În cele ce urmeaz¼a, notaţia z = x+ iy înseamn¼a în mod implicit c¼a x; y 2 R .

Reprezentare geometric¼a.
Este clar c¼a un num¼ar complex z 2 C , z = x+ iy , cu x; y 2 R este de�nit de o pereche de numere reale (x; y),

care poate � identi�cat¼a cu punctul din plan de coordonate (x; y).
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x

y

(x,y) x + iy = z

y
x

x

(x,y) x –iy = z

Deci putem identi�ca C cu R2.
"Geometric" muļtimea numerelor complexe C este numit¼a "planul complex", prin identi�care cu "planul" R2

(ca spaţiu vectorial euclidian).
S¼a observ¼am c¼a adunarea a dou¼a numere complexe

(x+ iy) + (a+ ib) = (x+ a) + i(y + b)

se identi�c¼a cu adunarea vectorilor (x; y) , (a; b) din R2

(x; y) + (a; b) = (x+ a; y + b)

iar înmuļtirea numerelor complexe corespunde înmuļtirii perechilor

(x; y) � (a; b) = (xa� yb; xb+ ya)

x

y

(x,y)

(a,b)

(x+a,y+b)
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De�ni̧tie. Pentru z 2 C , z = x+ iy , cu x; y 2 R . Not¼am cu

jzj = jx+ iyj not=
p
(Re z)2 + (Im z)2 =

p
x2 + y2

numit modulul num¼arului complex z.

x

y

(x,y) z = x + iy

|z|

Este clar c¼a modulul reprezint¼a geometric distanţa dintre punctul de coordonate (x; y) şi punctul (0; 0), iar dac¼a
z = x+ iy şi w = a+ ib atunci

jz � wj =
p
(x� a)2 + (y � b)2

reprezint¼a o distanţ¼a pe muļtimea numerelor complexe.

x

y

(a,b)

(x,y)

|zw|
|yb|

|xa|
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În plus avem propriet¼aţile

z � z = jzj2 ; jzj = jzj

jzwj = jzj � jwj ;
��� z
w

��� = jzjjwj
jzj = 0, z = 0

S¼a not¼am câteva submuļtimi remarcabile de numere complexe şi reprezentarea lor geometric¼a in plan

x

y

|z|=r

|zzo|=r

u

v

cercul de centru z0= u+ iv şi raz¼a r fz 2 C , jz � z0j = rg pe scurt f jz � z0j = rg
cercul de centru 0 şi raz¼a r fz 2 C , jzj = rg pe scurt f jzj = rg
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xx

yy

|z| < r |z| < r

discul deschis de centru 0 şi raz¼a r fz 2 C , jzj < rg pe scurt f jzj < rg
discul închis de centru 0 şi raz¼a r fz 2 C , jzj � rg pe scurt f jzj � rg

xx

yy

semi plan superior  Imz > 0 semi plan inferior  Imz < 0

semiplanul superior fz 2 C , Im z > 0g , semiplanul inferior fz 2 C , Im z < 0g
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xx

yy

semi plan  drept  Rez > 0 semi plan stang Rez < 0

semiplanul drept fz 2 C , Re z > 0g , semiplanul stâng fz 2 C , Re z < 0g

x

y

r

R

coroana circular¼a de centru 0 şi raze 0 < r < R fz 2 C , r < jzj < Rg

Iat¼a câteva inegalit¼a̧ti remarcabile
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jz + wj � jzj+ jwj

jRe zj � jzj � jRe zj+ jIm zj
jIm zj � jzj � jRe zj+ jIm zj

Demonstraţie. Fie z = x+ iy şi w = a+ ib , cu x; y; a; b 2 R. Este evident c¼a

jRe zj = jxj �
p
x2 + y2 = jzj , jIm zj = jyj �

p
x2 + y2 = jzj

jzj =
p
x2 + y2 � jxj+ jyj = jRe zj+ jIm zj

jz + wj � jzj+ jwj ,
p
(x+ a)2 + (y + b)2 �

p
x2 + y2 +

p
a2 + b2 ,

, (x+ a)2 + (y + b)2 � x2 + y2 + a2 + b2 + 2
p
x2 + y2 �

p
a2 + b2 ,

, 2xa+ 2yb � 2
p
x2 + y2 �

p
a2 + b2 , xa+ yb � jxa+ ybj �

p
x2 + y2 �

p
a2 + b2 ,

, (xa+ yb)2 � (x2 + y2) � (a2 + b2) , 2xayb � x2b2 + y2a2 ,

, (xb� ya)2 � 0

ultima inegalitate este evident adev¼arat¼a.�
De�ni̧tie. Un şir de numere complexe (zn)n�1 , zn 2 C , se numeşte convergent, dac¼a exist¼a w 2 C aşa încât

lim
n!1

jzn � wj = 0 , (ca limit¼a de numere reale pozitive) şi not¼am zn �! w

Observa̧tie. zn �! w , Re zn �! Rew şi Im zn �! Imw ,
cu alte cuvinte, dac¼a zn = xn + iyn şi w = a+ ib , atunci

zn �! w , xn �! a şi yn �! b

Demonstraţie. Ţinem seama de faptul c¼a

jRe(zn � w)j , jIm(zn � w)j � j(zn � w)j � jRe(zn � w)j+ jIm(zn � w)j

�
Exemplu

lim
n!1

�
3 +

2

n
� i n

n+ 1

�
= 3� i

deoarece
3 +

2

n
!

n!1
3 şi

n

n+ 1
!

n!1
1

Observa̧tie. Dac¼a zn �! u si wn �! v , atunci

(zn + wn) �! u+ v , (zn � wn) �! u � v , zn
wn
�! u

v
, dac¼a v 6= 0

Demonstraţia este identic¼a cu cea pentru şiruri de numere reale.�
Observa̧tie.
1. Dac¼a şirul (zn)n�1 este convergent, dar şirul (wn)n�1 este divergent, atunci suma lor (zn + wn)n�1 este un

şir divergent.
2. Dac¼a şirul (zn)n�1 este convergent, cu limita diferit¼a de zero, dar şirul (wn)n�1 este divergent, atunci

produsul lor (zn � wn)n�1 este un şir divergent.

Exemplu. Pentru z 2 C , şirul zn este convergent dac¼a jzj < 1 şi în acest caz lim
n!1

zn = 0 , deoarece

jznj = jzjn ! 0 pentru jzj < 1
dac¼a z = 1 , şirul este evident constant zn = 1n = 1, deci convergent.
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Pentru orice alte valori şirul este divergent ( nu demonstr¼am acest fapt deocamdat¼a ).

De�ni̧tie. Spunem c¼a "z !1" dac¼a jzj ! +1 , citim "z tinde la in�nit"
adic¼a jzj = jx+ iyj =

p
x2 + y2 ! +1 , ceea ce înseamn¼a �e x! �1 �e y ! �1 , �e amândou¼a.

Exemple.
Pentru z 2 C , cu jzj > 1 şirul zn tinde la 1, lim

n!1
zn =1 deoarece

jznj = jzjn !
n!1

+1

în particular :
z = 2 , jzjn = 2n !

n!1
+1

z = 1 + i , jzjn = j1 + ijn =
�p
2
�n
!

n!1
+1

Pentru z = 1 + i , avem j1 + ij =
p
12 + 12 =

p
2 > 1 , deci j(1 + i)nj = (

p
2)n ! +1 ) (1 + i)n !1

De�ni̧tie. Un şir de numere complexe (zn)n�1 , zn 2 C , este m¼arginit, dac¼a toţi termenii şirului sunt
continuţi într-un disc, mai precis exist¼a r > 0 aşa încât jznj � r pentru orice n � 1.
În caz contrar şirul este nem¼arginit.

Observa̧tie. Un şir de numere complexe (zn)n�1 , zn 2 C este nem¼arginit, dac¼a are un subşir (znk)k�1 pentru
care jznk j !

k!1
+1

Observa̧tie. Orice şir convergent de numere complexe este m¼arginit.
Corolar. Un şir care nu este m¼arginit, nu este nici convergent.

Exemplu. Pentru z 2 C cu jzj > 1, şirul (zn)n�1 este divergent deoarece este nem¼arginit.

De�ni̧tie. Un şir de numere complexe (zn)n�1 , zn 2 C , se numeşte şir Cauchy sau şir fundamental,
dac¼a exist¼a un şir an �! 0 aşa încât

pentru orice n; p � 1 avem jzn+p � znj � an �!
n!1

0

Aceasta nu este de�ni̧tia tradi̧tional¼a, dar este o formulare echivalent¼a şi aplicabil¼a practic.
Observa̧tie. Se demonstreaz¼a uşor c¼a în muļtimea numerelor complexe orice şir Cauchy este şir convergent.

0.2.1 Funçtii complexe (şi de variabil¼a complex¼a)

Pentru o funçtie f : D � C �! C , şi z = x+ iy 2 D , not¼am

f(z) = f(x+ iy) = Re f(z) + i Im f(z)
not
= u(x; y) + iv(x; y)

Numim u şi v partea real¼a respectiv partea imaginar¼a a funçtiei f , acestea sunt funçtii reale de dou¼a variabile
reale.

u = Re f , v = Im f

În cele ce urmeaz¼a, notaţia f = u + iv ( f = Re f + i Im f ) înseamn¼a în mod implicit c¼a u şi v reprezint¼a
partea real¼a respectiv partea imaginar¼a a funçtiei.
Este o notaţie folosit¼a în foarte multe texte de analiz¼a complex¼a.

Exemplu. Funçtiile polinomiale f : C �! C , de�nite doar prin adun¼ari şi înmuţiri

f(z) = a0 + a1z + a2z
2 + :::anz

n

cu a0; a1; a2; :::; an 2 C ,
şi funçtiile raţionale

f(z) =
P (z)

Q(z)
, unde P;Q sunt polinoame, iar f : fz 2 C , Q(z) 6= 0 g �! C
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Exemple

f(z) = 2 + i funçtie constant¼a , f(z) = 1� 3z + 5iz2 , f(z) =
z � 1
z + 3

: fz 2 C , z + 3 6= 0 g �! C

De�ni̧tie. Spunem c¼a z �! z0 , ( z tinde la z0 ) dac¼a jz � z0j ! 0
dac¼a not¼am z = x+ iy şi z0 = x0 + iy0 , atunci

z �! z0 , x �! x0 şi y �! y0 (acestea �ind limite în R)

Exemplu. Pentru z = x+ iy , z ! 3� 2i , x! 3 şi y ! (�2)

z ! 3� 2i ,
�

x! 3
y ! �2

De�ni̧tie. Pentru o funçtie f : D � C �! C , şi z0 2 fjz � z0j < rg � D spunem c¼a

lim
z�!z0

f(z) = L dac¼a lim
jz�z0j�!0

jf(z)� Lj = 0 , unde L 2 C

Observa̧tie.

lim
z�!z0

f(z) = L dac¼a şi numai dac¼a lim
z�!z0

Re f(z)| {z }
u

= ReL şi lim
z�!z0

Im f(z)| {z }
v

= ImL

De�ni̧tie. Pentru o funçtie f : D � C �! C , şi z0 2 fjz � z0j < rg � D spunem c¼a funçtia f este continu¼a
în punctul z0 dac¼a lim

z�!z0
f(z) = f(z0) .

O muļtime D � C se numeşte deschis¼a dac¼a pentru orice punct z0 2 D exist¼a un disc deschis aşa încât
z0 2 fjz � z0j < rg � D .
Vom identi�ca o muļtime de numere complexe cu muļtimea corespunz¼atoare de puncte din planul R2.
O funçtie f : D � C �! C de�nit¼a pe o muļtime deschis¼a, se numeşte continu¼a pe D, dac¼a f este continu¼a în

�ecare punct din D.

Conform observaţiei de mai înainte, o funçtie complex¼a f = u + iv este continu¼a dac¼a şi numai dac¼a funçtiile
reale u; v (partea real¼a şi imaginar¼a) sunt continue (ca funçtii de dou¼a variabile).

Propriet¼a̧ti. Operaţiile naturale cu funçtii continue produc tot funçtii continue.
1. Dac¼a f; g : D � C �! C sunt continue în z0 2 D atunci f + g , f � g sunt continue în z0 , la fel şi fg dac¼a

g(z0) 6= 0
2. Dac¼a D

f�! E
g�! C , f este continu¼a în z0 2 D iar g este continu¼a în f(z0) atunci g � f este continu¼a în z0:

3. Dac¼a f; g : D � C �! C , iar f este continu¼a în z0 2 D dar g nu este continu¼a în z0, atunci suma lor f + g ,
nu este continu¼a în z0 .
4. Dac¼a f; g : D � C �! C , iar f este continu¼a în z0 2 D , cu f(z0) 6= 0, dar g nu este continu¼a în z0, atunci

produsul lor f � g , nu este continuu în z0 .

Demonstraţia. este identic¼a cu cea pentru funçtii reale.�
Exemple. Orice funçtie polinomial¼a sau raţional¼a este continu¼a pe întreg domeniul de de�ni̧tie.

Derivabilitate De�ni̧tie. Fie f : D � C �! C , şi z0 2 fjz � z0j < rg � D spunem c¼a f este derivabil¼a în z0
, dac¼a

exist¼a lim
z�!z0

f(z)� f(z0)
z � z0

not
= f 0(z0)

not
=
df

dz
(z0)

f 0(z0) se numeşte derivata lui f în punctul z0
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O funçtie f : D � C �! C de�nit¼a pe o muļtime deschis¼a, se numeşte derivabil¼a pe D, dac¼a f este derivabil¼a
în �ecare punct din D.

Comentariu. De�ni̧tia este identic¼a cu cea pentru funçtii reale de o variabila real¼a, deci este normal s¼a aibe
aceleaşi propriet¼aţi.
Unele texte folosesc denumirea de "funçtie C-diferenţiabil¼a". Am preferat o denumire mai simpl¼a şi mai familiar¼a.

Propriet¼a̧ti. Operaţiile naturale cu funçtii derivabile produc tot funçtii derivabile.
1. Dac¼a f; g : D � C �! C sunt derivabile în z0 2 D atunci f + g , f � g sunt derivabile în z0 , la fel şi fg dac¼a

g(z0) 6= 0 şi în plus

(f + g)0 = f
0
+ g0 , (fg)0 = f 0g + fg0 , (

f

g
)0 =

f 0g � fg0
g2

2. Dac¼a D
f�! E

g�! C , f este derivabil¼a în z0 2 D iar g este derivabil¼a în f(z0) atunci g � f este derivabil¼a
în z0 şi în plus

(g � f)0(z) = g0(f(z)) � f 0(z)

3. Dac¼a f; g : D � C �! C , iar f este derivabil¼a în z0 2 D dar g nu este derivabil¼a în z0, atunci suma lor f + g
, nu este derivabil¼a în z0 .

Demonstraţia. este identic¼a cu cea pentru funçtii reale.�
Corolarii.
1. O funçtie constant¼a este derivabil¼a şi are derivata funçtia constant¼a zero.
2. Funçtia "putere" f(z) = zn este derivabil¼a pe C şi

(zn)0 = nzn�1 , pentru orice n � 1

3.Funçtia f(z) = 1
zn este derivabil¼a pe Cnf0g şi�

1

zn

�0
=
�n
zn+1

, pentru orice n � 1

4. Orice funçtie polinomial¼a sau raţional¼a este derivabil¼a pe întreg domeniul de de�ni̧tie

(a0 + a1z + a2z
2 + :::+ anz

n)0 = a1 + a22z + :::+ annz
n�1

pentru orice z 2 C �
P (z)

Q(z)

�0
=
P 0(z)Q(z)� P (z)Q0(z)

[Q(z)]2

pentru orice z 2 C pentru care Q(z) 6= 0

Demonstraţia. este identic¼a cu cea pentru funçtii reale.�

Observatie. O funçtie derivabil¼a este neap¼arat continu¼a.

Teorema 1. Dac¼a funcţia f = u + iv , (u = Re f , v = Im f) este derivabil¼a în punctul z0 = x0 + iy0 ,
z = x+ iy ,
atunci funcţiile u = u(x; y); v = v(x; y) au derivate parţiale în punctul (x0; y0) şi în plus acestea veri�c¼a

Rela̧tiile Cauchy-Riemann

(
@u
@x =

@v
@y

@u
@y = �

@v
@x

,
(

@ Re f
@x = @ Im f

@y
@ Re f
@y = �@ Im f

@x

iar derivata se poate calcula astfel

f 0(z0) =
@u

@x
+ i
@v

@x
=

@v

@y
� i@u
@y

toate derivatele parţiale �ind calculate în punctul (x0; y0):
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Demonstraţie. Conform ipotezei exist¼a limita

lim
z�!z0

f(z)� f(z0)
z � z0

= f 0(z0)

not¼am z = x+ iy şi consider¼am limita în cazul particular z = x+ iy0 ! x0 + iy0 , ceea ce revine la x! x0 şi
deci

f 0(z0) = lim
x�!x0

f(x+ iy0)� f(x0 + iy0)
(x+ iy0)� (x0 + iy0)

= lim
x�!x0

u(x; y0) + iv(x; y0)� [u(x0; y0) + iv(x0; y0)]
x� x0

=

= lim
x�!x0

u(x; y0)� u(x0; y0)
x� x0| {z }
@u
@x

+ i lim
x�!x0

v(x; y0)� v(x0; y0)
x� x0| {z }
@v
@x

=
@u

@x
(x0; y0) + i

@v

@x
(x0; y0)

În mod analog consider¼am limita în cazul particular z = x0 + iy ! x0 + iy0 , ceea ce revine la y ! y0 şi deci

f 0(z0) = lim
x�!x0

f(x0 + iy)� f(x0 + iy0)
(x0 + iy)� (x0 + iy0)

= lim
y�!y0

u(x0; y) + iv(x0; y)� [u(x0; y0) + iv(x0; y0)]
i(y � y0)

=

= lim
x�!x0

u(x; y0)� u(x0; y0)
i(y � y0)| {z }

@u
@y

+ i lim
x�!x0

v(x0; y)� v(x0; y0)
i(y � y0)| {z }

@y
@y

= �i@u
@y
(x0; y0) +

@v

@y
(x0; y0)

deci

@u

@x
(x0; y0)| {z }
Re

+ i
@v

@x
(x0; y0)| {z }
Im

= f 0(z0) = i

0BB@�@u@y (x0; y0)| {z }
Im

1CCA+ @v@y (x0; y0)| {z }
Re

Rezult¼a deci c¼a funçtiile u; v au derivate paŗtiale în punctul (x0; y0)
şi c¼a acestea veri�c¼a relaţiile Cauchy-Riemann, deoarece în relaţia anterioar¼a p¼aŗtile reale sunt egale, la fel şi

cele imaginare.
Baron, Augustin-Louis Cauchy (21 Aug 1789 � 23 Mai 1857) matematician francez, un pionier în domeniul

analizei. Matematician profund, a exercitat o in�uenţ¼a major¼a asupra contemporanilor s¼ai. Mai multe concepte
şi teoreme îi poart¼a numele, doar în domeniul elasticit¼aţii exist¼a 16 concepte care poart¼a numele lui Cauchy.
În analiza complex¼a - şir Cauchy, relaţii Cauchy-Riemann, Teorema lui Cauchy, Formula lui Cauchy, Inegalit¼atile
Cauchy.
Georg Friedrich Bernhard Riemann (17 Sept, 1826 � 20 iul, 1866) matematician german, are contribuţii în

analiz¼a, teoria numerelor şi geometrie diferenţial¼a, a c¼aror in�uenţ¼a dureaz¼a pân¼a în prezent.
�

Teorema 2. Dac¼a funcţia f = u+ iv , (u = Re f , v = Im f) şi
- funcţiile u; v sunt diferenţiabile în punctul (x0; y0) şi în plus
- funcţiile u; v veri�c¼a relaţiile Cauchy-Riemann,
atunci funcţia f este derivabil¼a în punctul z0 = x0 + iy0 .

Nu prezent¼am demonstraţia în expunerea de faţ¼a.

Corolar. Dac¼a pentru funcţia f : D � C �! C , D mulţime deschis¼a, f = u+ iv , (u = Re f , v = Im f) u; v
sunt funcţii de clas¼a C1 pe D şi veri�c¼a relaţiile Cauchy-Riemann, atunci f este derivabil¼a pe D.

Exemplu. S¼a determin¼am punctele în care funçtia f : C �! C , f(z) = jzj , este derivabil¼a.

În acest caz u(x; y) = Re f = jzj =
p
x2 + y2 , v(x; y) = Im f = 0 , deci pentru (x; y) 6= (0; 0) obţinem

@u

@x
=

xp
x2 + y2

,
@v

@y
= 0 ,

@u

@y
=

yp
x2 + y2

,
@v

@x
= 0

deci funçtia nu veri�c¼a relaţiile Cauchy-Riemann.
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În punctul (0; 0) funçtia u(x; y) =
p
x2 + y2 nu are derivate partiale, deoarece nu exista limita:

lim
x!0

u(x; 0)� u(0; 0)
x� 0 = lim

x!0

jxj
x
=

�
1 , x > 0
�1 , x < 0

Constat¼am c¼a relaţiile Cauchy-Riemann nu sunt veri�cate în nici un punct, deci funçtia modul nu este derivabil¼a
nic¼aieri. �
Exemplu. S¼a determin¼am punctele în care funçtia f : C �! C , f(z) = jzj2 , este derivabil¼a.

În acest caz u(x; y) = Re f = jzj2 = x2 + y2 , v(x; y) = Im f = 0 , deci

@u

@x
= 2x ,

@v

@y
= 0 ,

@u

@y
= 2y ,

@v

@x
= 0

Constat¼am c¼a relaţiile Cauchy-Riemann(
@u
@x =

@v
@y

@u
@y = �

@v
@x

,
�

2x = 0
2y = �0

sunt veri�cate doar pentru x = 0 şi y = 0.
Deci funçtia jzj2 este derivabil¼a doar în punctul z = 0 = 0 + i � 0
�
Comparaţi aceste exemple cu funçtiile jxj şi jxj2 = x2 de�nite pentru numere reale, care sunt derivabile pe

Rnf0g respectiv pe R.

De�ni̧tie. Dac¼a funcţia f : D � C �! C , D mulţime deschis¼a, este derivabil¼a pe D, (în �ecare punct din D),
atunci funcţia se numeşte olomorf¼a pe D. În loc de muļtime deschis¼a vom folosi denumirea de domeniu.

Motivul acestei denumiri este faptul c¼a o funçtie olomorf¼a (derivabil¼a pe o muļtime deschis¼a) are foarte multe
alte propriet¼aţi (este inde�nit derivabil¼a, dezvoltabil¼a în serie Taylor, partea real¼a şi partea imaginar¼a sunt inde�nit
derivabile şi armonice).
Unele texte folosesc denumirea de funçtie "analitic¼a" în loc de "olomorf¼a".
Pe de alt¼a parte este adev¼arat c¼a noţiunile de funçtie "olomorf¼a" şi funçtie "analitic¼a" coincid, vom demonstra

acest fapt ulterior.

Observa̧tie. Dac¼a funçtia f : D � C �! C , este olomorf¼a pe domeniul D, f = u+ iv , (u = Re f , v = Im f)
iar u; v sunt funçtii de clas¼a C2 pe D , atunci

@2u

@x2
+
@2u

@y2
= 0 ,

@2v

@x2
+
@2v

@y2
= 0

Demonstraţie. Folosim relaţiile Cauchy-Riemann

@2u

@x2
=
@

@x

�
@u

@x

�
=
@

@x

�
@v

@y

�
=

@2v

@x@y

@2u

@y2
=
@

@y

�
@u

@y

�
=
@

@y

�
�@v
@x

�
= � @2v

@y@x

Funçtia v este de clas¼a C2, deci conform teoremei lui Schwarz derivatele paŗtiale de ordin 2 obţinute sunt egale

@2v

@x@y
=

@2v

@y@x

(nu conteaz¼a ordinea de derivare) şi rezult¼a

@2u

@x2
+
@2u

@y2
=

@2v

@x@y
� @2v

@y@x
= 0

În mod absolut analog se procedeaz¼a pentru pentru funçtia v.�
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Comentariu. Condi̧tia ca funçtiile s¼a �e de clas¼a C2 nu este de fapt necesar¼a, deoarece se demonstreaz¼a c¼a
pentru funçtii olomorfe, partea real¼a şi partea imaginar¼a sunt funçtii de clas¼a C1 (inde�nit derivabile).

De�ni̧tie. Operatorul diferenţial

� =
@2

@x2
+
@2

@y2

se numeşte laplacian. Funçtiile cu laplacianul nul ( �u = 0 ) pe o muļtime deschis¼a, se numesc funçtii armonice.
Pierre-Simon, marquis de Laplace (/23 Mar 1749 �5 Mar 1827) matematician şi astronom francez, ale c¼arui

lucr¼ari au fost cruciale pentru dezvoltarea astronomiei matematice şi statisticii.

Corolar. Partea real¼a şi partea imaginar¼a ale unei funçtii olomorfe sunt funçtii armonice.

De�ni̧tie. Dac¼a funçtia f : D � C �! C , este olomorf¼a pe domeniul D , f = u + iv , (u = Re f , v = Im f)
funçtiile u şi v se numesc armonic conjugate, v este conjugatul armonic al lui u şi reciproc u este conjugatul
armonic al lui v.
Denumirea este justi�cat¼a de faptul c¼a acest "conjugat armonic" este unic pan¼a la o constant¼a, dac¼a domeniul

D are anumite propriet¼aţi.

De�ni̧tie. O muļtime D � C se numeşte conex¼a, dac¼a pentru orice dou¼a puncte din muļtime z1; z2 2 D
exist¼a un drum care uneşte z1 cu z2 şi este conţinut în D. Mai precis exist¼a o funçtie continu¼a  : [a; b]! D , aşa
încât (a) = z1 , (b) = z2.
Acest tip de "conexiune" se mai numeşte şi "conex prin arce". Drumul y este privit ca un arc de curb¼a ce uneşte

cele dou¼a puncte.

De�ni̧tie. O muļtime D � C se numeşte convex¼a, dac¼a pentru orice dou¼a puncte din muļtime z1; z2 2 D
segmentul care le uneşte este inclus în D.
Cu alte cuvinte fz 2 C , z = (1� t)z1 + tz2 2 D , t 2 [0; 1] g � D.

Observa̧tie. Orice muļtime convex¼a este conex¼a. Nu şi reciproc.

Exemplu.

x

y

multime conexa dar NU convexa

B

A

Segmentul ce uneşte punctele A şi B nu este inclus in muļtimea din interiorul conturului. Deci muļtimea nu
este convex¼a, dar este conex¼a.
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De�ni̧tie. O muļtime D � C se numeşte stelat¼a, dac¼a exist¼a un punct z0 2 D aşa încât pentru orice alt
punct z 2 D segmentul ce uneşte z0 cu z este inclus în D.

Observa̧tie. Orice muļtime stelat¼a este conex¼a. dar nu neap¼arat convex¼a.
Exemplu.

x

y
B

A

Muļtimea este stelat¼a. Segmentul ce uneşte punctele A şi B nu este inclus în muļtime, deci muļtimea nu este
convex¼a.

Exemple.
a) un disc deschis este muļtime convex¼a, deci domeniu conex

D = fjz � 3j < 4g
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x

y

3 71

4

b) reuniunea unor discuri deschise cu interseçtie nevid¼a este muļtime stelat¼a, deci domeniu conex (dar nu
convex)

D = fjz � 1j < 1g [ fjz � ij < 1g

x

y

1

i

c) reuniunea unor muļtimi deschise disjuncte nu este un domeniu conex
D = fjz + 1j < 1g [ fjz � 3j < 2g
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x

y

31

De�ni̧tie. Un domeniu D � C m¼arginit, se numeşte simplu conex, dac¼a atât D cât şi complementara sa
CnD sunt amândou¼a muļtimi conexe.

Nu aceasta este de�ni̧tia "standard", dar este o descriere echivalent¼a pentru muļtimi m¼arginite din planul
complex (planul R2 )
Exemple. Întreg planul complex, adic¼a muļtimea numerelor complexe C este simplu conex¼a, orice semiplan,

orice disc inchis sau deschis, toate acestea sunt muļtimi simplu conexe.
O coroan¼a fr < jzj < Rg , Cnf0g , fjzj < rgnf0g , toate acestea nu sutn simplu conexe, în general dac¼a se

"scoate" un punct dintr-o multime conex¼a, se obţinem o muļtime care nu este simplu conx¼a.

Teorem¼a. Dac¼a D � C este domeniu simplu conex şi u : D ! R este funçtie armonic¼a pe D, ( �u = 0 ) atunci
exist¼a o unic¼a (pân¼a la o constant¼a) funçtie armonic¼a v : D ! R aşa încât funçtia f : D ! C , f = u + iv s¼a �e
olomorf¼a pe D.

Nu prezent¼am demonstraţia.

Observa̧tie. Acelaşi rezultat are loc şi pentru partea imaginar¼a. Este su�cient s¼a consider¼am funçtia g =
�if = �iu+ v, pentru care v este partea real¼a şi se aplic¼a teorema de mai înainte.
Teorem¼a. Dac¼a D � C este domeniu simplu conex şi f : D ! C , f = u + iv , este funçtie olomorf¼a pe D,

atunci
f(z) = f(x+ iy) = u(x; y) + iv(x+ iy) = u(z; 0) + iv(z; 0)

Problem¼a. Cunoscând �e partea real¼a, �e partea imaginar¼a a unei funçtii olomorfe pe un domeniu simplu
conex, se poate determina funçtia olomorf¼a (pân¼a la o constant¼a).

Soluţie. De exemplu se cunoaşte u : D ! R , u = u(x; y) . Se veri�c¼a faptul c¼a u este funçtie armonic¼a pe D, (
�u = 0 ).
Apoi din faptul c¼a f este olomorf¼a şi din relaţiile Cauchy - Riemann rezult¼a c¼a

f 0(z) = f 0(x+ iy) =
@u

@x
+ i
@v

@x
=
@u

@x
(x; y)� i@u

@y
(x; y)

Folosind teorema menţionat¼a mai înainte, rezult¼a c¼a

f 0(z) = f 0(x+ iy) =
@u

@x
(z; 0)� i@u

@y
(z; 0)
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Apoi ştiind derivata funçtiei încerc¼am s¼a determin¼am funçtia. "Integr¼am" ( calcul¼am "antiderivata"), folosind
metodele elementare:
tabelul cu derivatele funçtiilor elementare, derivarea funçtiilor compuse şi integrarea prin p¼aŗti.
O alt¼a metod¼a const¼a în determinarea p¼aŗtii imaginare, adic¼a funçtia v(x; y) , c¼areia i se cunisc cele dou¼a

derivate paŗtiale, din relaţile Cauchy-Riemann

@v

@x
= �@u

@y
,
@v

@y
=
@u

@x

cu alte cuvinte, se pune problema de a determina un potenţial scalar pentru câmpul de gradienţi
�
@v
@x ;

@v
@y

�
=�

�@u@y ;
@u
@x

�
folosind unul din modurile de "integrare" (A) sau (B)

(A) v(x; y) = �
xZ
x0

@u

@y
(t; y0)dt+

yZ
y0

@u

@x
(x; t)dt

(B) v(x; y) =

yZ
y0

@u

@x
(x0; t)dt�

yZ
y0

@u

@y
(t; y)dt

acestea depind de alegerea punctului (x0; y0) , iar alegerea acestui punct depinde de "forma" domeniului simplu
conex D , motiv pentru care este totuşi o metod¼a mai di�cil de folosit practic.
În plus, determinarea p¼aŗtii imaginare v(x; y) nu rezolv¼a decât paŗtial problema ini̧tial¼a, deoarece în acest mod

obţinem doar f în funçtie x; y parametrii reali

f(x+ iy) = u(x; y) + iv(x; y)

dar nu obţinem funçtia complex¼a olomorf¼a f în functie de parametrul complex z , �ind nevoi̧ti s¼a folosim tot
teorema anterioar¼a

f(z) = f(z + i0) = u(z; 0) + iv(z; 0)

Exemple. 1. Consider¼am u(x; y) =
p
x2 + y2 , deci pentru (x; y) 6= (0; 0) obţinem

@u

@x
=

xp
x2 + y2

,
@u

@y
=

yp
x2 + y2

Funçtia u(x; y) =
p
x2 + y2 nu este armonic¼a, deoarece derivând obţinem

@2u

@x2
=

p
x2 + y2 � x xp

x2+y2�p
x2 + y2

�2 =
y2�p

x2 + y2
�3 ,

@2u

@y2
=

p
x2 + y2 � y yp

x2+y2�p
x2 + y2

�2 =
x2�p

x2 + y2
�3

�u =
@2u

@x2
+
@2u

@y2
=

y2�p
x2 + y2

�3 + x2�p
x2 + y2

�3 = 1p
x2 + y2

6= 0

şi deci �u 6= 0 . Ceea ce explic¼a faptul c¼a funçtia modul nu este derivabil¼a (fapt studiat mai înainte).
2. Consider¼am u(x; y) = x2 + y2 , deci

@u

@x
= 2x ,

@u

@y
= 2y ,

@2u

@x2
= 2 ,

@2u

@y2
= 2 , deci �u = 4

Deci funçtia u(x; y) = x2 + y2 nu este armonic¼a.
3. Consider¼am funçtia u(x; y) = x2 � y2 , u : R2 ! R . În acest caz avem

@u

@x
= 2x ,

@u

@y
= �2y ,

@2u

@x2
= 2 ,

@2u

@y2
= �2 , deci �u = 0
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Prin urmare funçtia este armonic¼a pe R2, iar derivata funçtiei olomorfe f = u+ iv este

f 0(z) = f 0(x+ iy) =
@u

@x
+ i
@v

@x
=
@u

@x
(x; y)� i@u

@y
(x; y) = 2x� i(�2y) = 2(x+ iy) = 2z

şi este uşor de observat c¼a
f(z) = z2 + ct = z2 + a+ ib

Deci f(z) = f(x+ iy) = (x+ iy)2 + a+ ib = x2 � y2 + a+ i(2xy + b) , de unde rezult¼a c¼a

Re f = x2 � y2 = u(x; y) = x2 � y2 + a ) a = 0 şi v(x; y) = 2xy + b , b 2 R

4. Consider¼am funçtia v(x; y) = ex(x cos y � y sin y) , v : R2 ! R şi determin¼am funçtia olomorf¼a f = u+ iv.
Calcul¼am laplacianul �v

@v

@x
=

@

@x
(ex(x cos y � y sin y)) = ex(x cos y � y sin y) + ex(cos y) = ex(x cos y � y sin y + cos y)

@v

@y
=

@

@y
(ex(x cos y � y sin y)) = ex(�x sin y � sin y � y cos y)

@2v

@x2
=

@

@x
(
@v

@x
) =

@

@x
(ex(x cos y � y sin y + cos y)) =

@2v

@y2
=

@

@y
(
@v

@y
) =

@

@y
(ex(�x sin y � sin y � y cos y)) =

@2v

@x2
= ex(x cos y � y sin y + cos y) + ex(cos y) = ex(x cos y � y sin y + 2 cos y)

@2v

@y2
= ex(�x cos y � cos y � cos y + y sin y) = ex(�x cos y � 2 cos y + y sin y)

�v =
@2v

@x2
+
@2v

@y2
= 0

Deci funçtia v(x; y) este armonic¼a.
Ca şi în cazurile precedente folosim relaţiile Cauchy - Riemann

f 0(z) = f 0(x+ iy) =
@u

@x
+ i
@v

@x
=
@v

@y
(x; y) + i

@v

@x
(x; y) =

= ex(�x sin y � sin y � y cos y) + iex(x cos y � y sin y + cos y)

f 0(z) = f 0(x+ iy) =
@v

@y
(x; y) + i

@v

@x
(x; y) =

@v

@y
(z; 0) + i

@v

@x
(z; 0) =

= ez(�z sin 0� sin 0� 0 cos 0) + iez(z cos 0� 0 sin 0 + cos 0) = iez(z + 1)

Deci f 0(z) = iez(z + 1) şi folosim integrarea prin p¼aŗti
(vom de�ni ulterior funçtia exponenţial¼a, este su�cient s¼a ştim c¼a (ez)0 = ez )
(în mod deliberat am renunţat la "tradi̧tionalul" dz care nu are sens în cazul calculului de antiderivat¼a, în

care apare în mod evident un singur parametru.Z
iez(z + 1) = iez(z + 1)� i

Z
ez � 1 = iez(z + 1)� iez = iezz + ct

şi obţinem
f(z) = iezz + ct = iezz + a+ ib

u(x; y) + iv(x; y) = f(z) = Re(iezz + a+ ib) + i Im(iezz + a+ ib)

Aici este nevoie de relaţia
ez = ex+iy = ex(cos y + i sin y) = ex cosx+ iex sin y
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Apoi calcul¼am partea real¼a şi partea imaginar¼a

iezz + a+ ib = i(ex cosx+ iex sin y)(x+ iy) + a+ ib =

= i[ex cosx � x+ ex cosx � iy + iex sin y � x+ iex sin y � iy] + a+ ib =
= �ex(y cosx+ x sin y) + a| {z }

u

+ iex(x cosx� y sin y) + b| {z }
v

Deci

u(x; y) = �ex(y cosx+ x sin y) + a
v(x; y) = ex(x cosx� y sin y) + b

Dar v(x; y) = ex(x cosx� y sin y) , din ipotez¼a,
Prin urmare b = 0 şi

u(x; y) = �x sin y � y cos y + a , a 2 R
�

0.2.2 Serii de puteri

Considerând serii de numere complexe
P
n�1

an obţinem aceleaşi rezultate ca şi pentru serii de numere reale.

De�ni̧tie. O serie de numere complexe
P
n�1

an , (an 2 C) este convergent¼a în C, dac¼a şirul sumelor paŗtiale

sn =
nP
k=1

ak este convergent în C .

În caz contrar seria este divergent¼a. În caz de convergenţ¼a, limita sirului sumelor paŗtiale se noteaz¼a

s
not
= lim

n!1
sn = lim

n!1

 
nX
k=1

ak

!
= lim

n!1
(a1 + a2 + :::+ an)

not
=

1X
n=1

an

şi se numeşte suma seriei.

Este evident c¼a termenii seriei an sunt toţi nenuli, altfel e uşor de ar¼atat c¼a renunţând la termenii nuli, nu se
modi�c¼a nici natura seriei (convergenţa sau divergenţa) şi nici suma ei dac¼a e convergent¼a.

Teorem¼a. Dac¼a seria
P
n�1
janj este convergent¼a, atunci şi seria

P
n�1

an este convergent¼a.

Demonstraţia este identic¼a cu cea pentru serii de numere reale.
De�ni̧tie. O serie de numere complexe

P
n�1

an , (an 2 C) se numeşte absolut convergent¼a, dac¼a seria
P
n�1
janj

este convergent¼a.

Criteriul raportului. Fie seria
P
n�1

an . Dac¼a exist¼a

lim
n!1

����an+1an

���� = L
atunci pentru
i) L < 1 ) seriile

P
n�1
janj ,

P
n�1

an sunt convergente

ii) L > 1 ) seriile
P
n�1
janj ,

P
n�1

an sunt divergente.

Exemple.
1) Seria

P
n�1

1
n2 este convergent¼a şi limita raportului este 1 , deoarece

lim
n!1

����an+1an

���� = lim
n!1

�����
1

(n+1)2

1
n2

����� = lim n2

(n+ 1)2
= ::: = 1
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2) Seria
P
n�1

1
n este divergent¼a şi limita raportului este 1 , deoarece

lim
n!1

����an+1an

���� = lim
n!1

����� 1
n+1
1
n2

����� = lim n

n+ 1
= ::: = 1

În concluzie:
dac¼a limita raportului lim

n!1

���an+1an

��� = 1 , acest fapt este nerelevant pentru natura seriei.
Consider¼am seriile de forma

P
n�0

anz
n , an 2 C , z 2 C . Motivul este simplu. Sumele paŗtiale sunt polinoame

sn(z) =
nX
k=0

akz
k = a0 + a1z + a2z

2 + :::+ anz
n

Dac¼a aceste şiruri sunt convergente putem aproxima cu polinoame alte funçtii complexe.
Pentru a calcula valoarea unui polinom se efectueaz¼a doar adun¼ari şi înmuļtiri. Operaţii ce pot efectuate de un

calculator.
Se pune deci problema pentru ce valori ale parametrului z 2 C seria corespunz¼atoare este convergent¼a.
De exemplu pentru z = 0 şirul sumelor paŗtiale este constant sn(0) = a0 , deci convergent, prin urmare şi seria

de puteri este convergent¼a. Evident nu acest caz este interesant.

Exemplu.
Pentru seria geometric¼a

P
n�0

zn , şirul sumelor paŗtiale este (pentru z 6= 1)

sn = 1 + z + z
2 + :::+ zn =

1� zn+1
1� z

şir care este convergent pentru jzj < 1 şi divergent în rest. Pentru jzj < 1 obţinem suma seriei geometrice

sn = 1 + z + z
2 + :::+ zn =

1� zn+1
1� z �!

n!1

1

1� z
not
=

1X
n=0

zn

Exemplu. Seria de puteri
P
n�0

nnzn este divergent¼a pentru orice z 2 C , z 6= 0 deoarece conform criteriului

raportului avem

lim
n!1

���� (n+ 1)n+1zn+1nnzn

���� = lim
n!1

����z(1 + 1

n
)n(n+ 1)

���� = +1
Niels Henrik Abel (5 Aug 1802 �6 April 1829) matematician norvegian.
Teorema (Abel). Dac¼a seria de puteri

P
n�0

anz
n este convergent¼a pentru un num¼ar complex w 6= 0, atunci

seria
P
n�0
janznj este convergent¼a pentru orice z 2 C cu jzj < jwj , deci la fel este şi seria

P
n�0

anz
n .

Comentariu. Cu alte cuvinte, teorema arat¼a c¼a dac¼a o serie de puteri este convergent¼a pentru un num¼ar
complez w 6= 0, atunci seria este absolut convergent¼a pe întregul disc deschis
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discul  deschis de raza |w|
    { |z|<|w| } w

De�ni̧tie. Not¼am cu R = supfr � 0 , pentru care seria
P
n�0

anr
n este convergent¼ag şi numim raza de

convergenţ¼a a seriei de puteri
P
n�0

anz
n .

Observa̧tie. Dac¼a R = 0 , atunci seria de puteri este convergent¼a numai pentru z = 0 şi evident nu aproximeaz¼a
nici o funçtie complex¼a, deci cazul nu este interesant.
Toate seriile de puteri pe care le consider¼am în continuare au raza de convergenţ¼a R > 0, fapt ce nu va mai �

speci�cat în mod explicit.

Teorema razei de convergenţ¼a. Fie o serie de puteri
P
n�0

anz
n cu raza de convergenţ¼a R > 0.

i) dac¼a R = +1 atunci seria de puteri este convergent¼a pentru orice z 2 C , la fel este şi seria
P
n�0
janj zn .

ii) dac¼a R 2 (0;+1) atunci seria de puteri este convergent¼a pentru orice z 2 C cu jzj < R şi divergent¼a pentru
orice z 2 C cu jzj > R
la fel este şi seria

P
n�0
janj zn .

Se pune evident problema unui mod de a calcula raza de convergenţ¼a.

Jacques Salomon Hadamard (8 Dec.1865 � 17 Oct.1963) matematician francez, contribuţii majore în teoria
numerelor, funçtii complexe, geometrie diferenţial¼a şi ecuaţii diferenţiale cu derivate paŗtiale.
Teorema (Cauchy-Hadamard). Fie seria de puteri

P
n�0

anz
n , cu raza de convergenţ¼a R, atunci

R =
1

lim sup n
p
janj

unde lim sup �limita superioar¼a�a unui şir, se calculeaz¼a astfel:
se considera toate subşirurile convergente cu limitele corespunzatoare şi se alege cea mai mare limit¼a.
Evident c¼a aceast¼a formul¼a deşi cât se poate de precis¼a, nu este şi practic util¼a, calculul "lim sup " ne�ind simplu.
Un mod mult mai simplu de a aborda problema este aplicarea direct¼a a criteriului raportului,
evident numai atunci cand limita raportului exist¼a.
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Observa̧tie. Fie seria de puteri
P
n�0

anz
n , cu raza de convergenţ¼a R . Dac¼a exist¼a limita

lim
n!1

����an+kzn+kanzn

���� = ��zk�� limn!1

����an+kan

����| {z }
L

= jzjk L

(aici "an+k" este urm¼atorul coe�cient nenul dup¼a "an" ) atunci conform criteriului raportului seria de puteri este

i) convergent¼a pentru jzjk L < 1 sau echivalent jzj <
�
1
L

�1=k
ii) divergent¼a pentru jzjk L > 1 sau echivalent jzj >

�
1
L

�1=k
Comparând cu teorema razei de convergenţ¼a este clar c¼a R =

�
1
L

�1=k
, unde 1

+0 = +1 , iar 1
+1 = 0

Dac¼a toţi ceo�cienţii "an" sunt nenuli, atunci obţinem o versiune "standard" a criteriului raportului

L = lim
n!1

����an+1an

���� , R =
1

L

seria de puteri este
i) convergent¼a pentru jzjL < 1 sau echivalent jzj < 1

L = R
ii) divergent¼a pentru jzjL > 1 sau echivalent jzj > 1

L = R

De�ni̧tie. Fie seria de puteri
P
n�0

anz
n cu raza de convergenţ¼a R > 0. Pentru orice z 2 C cu jzj < R seria este

convergenta (şirul sumelor paŗtiale este convergent) deci putem nota cu

s(z)
not
=

1X
n=0

anz
n = lim

n!1
sn(z) = lim

n!1

k=nX
k=0

akz
k

de�nind astfel o funçtie complex¼a s : fjzj < Rg �! C , numit¼a suma seriei de puteri, de�nit¼a pe discul de
convergenţ¼a fjzj < Rg

Teorem¼a. Fie seria de puteri
P
n�0

anz
n cu raza de convergenţ¼a R > 0 şi suma ei s : fjzj < Rg �! C . Atunci

i) seria de puteri
P
n�1

nanz
n�1 are aceeaşi raz¼a de convergenţ¼a,

ii) funçtia sum¼a s , este derivabil¼a pe domeniul ei de de�ni̧tie fjzj < Rg şi s0(z) =
1P
n=1

nanz
n�1

iii) funçtia s (suma unei serii de puteri) este inde�nit derivabil¼a (derivabil¼a de orice ordin)

iv) seria de puteri
P
n�0

an
n+1z

n+1 are aceeaşi raz¼a de convergenţ¼a, iar dac¼a not¼am suma ei cu t(z) =
1P
n=0

an
n+1z

n+1

atunci t0(z) = s(z) .

Cometariu. Funçtiile de�nite ca sume ale unor serii de puteri sunt inde�nit derivabile, derivata se calculeaz¼a
exact ca pentru polinoame (derivând termen cu termen), de asemenea au primitive care se calculeaz¼a integrând
termen cu termen.

Funçtii complexe fundamentale Vom da ca exemplu funçtiile elementare complexe: exponenţiala, sinus, cosi-
nus, funçtia argument, logaritm, putere, radical.

0.3 Funçtia Exponeņtial¼a - Funçtia Logaritm

Stilul "tradi̧tional" de prezentare: s¼a de�nim funçtia logaritm !
sau, s¼a rezolv¼am ecuaţia :

ez = w

Cu alte cuvinte, s¼a determin¼am numerele complexe z 2 C pentru care

ez = w sau echivalent exp(z) = w unde w 2 C
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Din ce motiv putem dori aşa ceva ?
O funçtie în general

notat¼a f : A! B sau A
f! B

se poate gândi ca un fel de "cutie neagr¼a" în care
- intr¼a un semnal (de intrare) "input signal" a 2 A şi
- iese un semnal (de ieşire) "output signal" f(a) 2 B

A 3 a!!
f

�!! f(a) 2 B

muļtimea A reprezint¼a valorile admisibile de intrare (ceea ce in matematic¼a se numeşte "domeniu de de�ni̧tie")
iar multimea B valorile posibile de ieşire
(ceea ce în matematic¼a se numeşte "muļtimea valorilor funçtiei" sau "codomeniu" - denumire "istoric¼a" mai

puţin inspirat¼a)

De exemplu un simplu bec cu �lament incandescent, pentru a funçtiona adecvat - adic¼a a lumina corespunz¼ator
-
necesit¼a un semnal de intrare - adic¼a un curent electric cu intensitate între anumite limite -
- un curent cu intensitate mic¼a, are ca efect o luminozitate mic¼a a �lamentului - gen "lumânare"
- un curent cu intensitate prea mare, are ca efect o super luminozitate foarte scurt¼a şi apoi �lamentull se topeşte,

spunem c¼a becul s-a "ars".
Prin urmare este util s¼a cunoaştem dinainte limitele de funçtionare pentru a preveni efecte nedorite,
de exemplu prevenim folosind o "siguranţ¼a" care limiteaz¼a intensitatea curentului, adic¼a "semnalul de intrare".

De fapt procesul a avut loc exact invers:
- mai întâi au fost observate diverse fenomene care se petrec conform unui "tipar" asem¼an¼ator
un semnal de intrare -> procesare -> un semnal de ieşire

şi apoi a fost gândit¼a ideea de "funçtie" ca s¼a reprezinte astfel de "tipar".

S¼a revenim la problema initial¼a : rezolvarea ecuaţiei în care apare funçtia exponential¼a, rezolvarea în numere
complexe.
Poate c¼a este mai uşor dac¼a reamintim cum se rezolv¼a o astfel de ecuaţie pentru numere reale

ex = y sau echivalent exp(x) = y unde x; y 2 R

am notat cu "x" , pare mai "real" decât "z" .
De unde provine funçtia exponenţial¼a ?
Iat¼a dou¼a exemple concrete sau mai puţin abstracte.

1. Legenda spune c¼a cel care a inventat jocul de şah, a prezentat jocul, unui şah (astfel s-a denumit apoi jocul).
Şahul a fost atât de încântat de joc, încât a oferit orice ca recompens¼a.
Legenda spune c¼a inventatorul a cerut s¼a �e platit în boabe de grâu astfel:
- un bob în primul p¼atrat al tablei de şah
- apoi 2 boabe în urm¼atorul p¼atrat, 4 boabe în urm¼atorul , 8 boabe şi tot aşa, de �ecare dat¼a un num¼ar dublu

faţ¼a de p¼atratul precedent.
Ini̧tial şahul a crezut c¼a un s¼aculȩt cu boabe de grâu este su�cient, apoi a realizat rapid c¼a întreaga produçtie

de gr¼au nu e su�cient¼a.
Pentru a veri�ca, s¼a calcul¼am num¼arul de boabe. Sunt 64 de p¼atrate pe tabla de şah, deci num¼arul de boabe

corespunz¼ator este
1 , 2 , 22 , 23 , ... , 263

a ap¼arut ceea ce numim funçtie "exponenţial¼a" sau "creştere exponenţial¼a" ,
Suma tuturor boabelor este (suma unei progresii "geometrice")

1 + 2 + 23 + :::+ 263 =
264 � 1
2� 1 = 264 � 1

Ar trebui s¼a determin¼am cu aproximaţie cât de multe boabe corespund la 1 kg de grâu şi
apoi s¼a avem o estimare a produçtiei de grâu la hectar, de exemplu în prezent o produçtie "mic¼a" este 3000

kg/ha şi
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respectiv pentru suprafaţa unei ţ¼ari - terenul arabil doar - de exemplu 1000 km2

2. Un exemplu mai apropiat în timp. Se observ¼a la microscop urm¼atorul fenomen.
O bacterie se divide în dou¼a, rezultând alte dou¼a bacterii, apoi dup¼a o or¼a cele dou¼a bacterii se divid şi ele în

dou¼a �ecare,
rezultând deci 4 bacterii, care la rândul lor dupa înc¼a o or¼a se divid rezultând 8 bacterii şi aşa mai departe.
Evident bacteriile sunt puse peste o substanţ¼a care favorizeaz¼a dezvoltarea lor (un "mediu de cultur¼a").
Acea bacterie este asociat¼a cu anumit¼a epidemie.
Din puncte de vedere medical "epidemia" apare, dac¼a num¼arul de bacterii pe cm3 dep¼aşeşte o anumit¼a limit¼a.
Din acest motiv este de interes s¼a ştim dup¼a cât timp de la observarea unei singure bacterii, creşterea num¼arul

de bacterii determin¼a o epidemie.
Desigur calculul nu ia în seam¼a durata de viaţ¼a a unei bacterii.
Este uşor de observat c¼a are loc tot o "creştere exponenţial¼a" , exact ca pentru jocul de şah
Deci pornind de la o singur¼a bacterie, dup¼a 24 ore num¼arul de bacterii este 224 .
Aceste exemple arat¼a modul "natural" în care apare funçtia exponenţial¼a.

Revenim acum la .... matematic¼a.
De�nim funçtia exponenţial¼a ca suma seriei de puteri

exp(x) =
1X
n=0

1

n!
xn =

1

0!
+
x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
+ ::: = 1 +

x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
+ :::

unde 0! = 1 este doar simpl¼a convenţie de notaţie, altfel nu are sens " 0! " zero factorial"
Suma unei serii de puteri este limita şirului sumelor paŗtiale

sp(x) =

pX
n=0

1

n!
xn = 1 +

x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
+ :::+

xp�1

(p� 1)! +
xp

p!

Este natural s¼a se pun¼a problema din ce motiv acest şir este convergent, sau pentru ce valori x 2 R este acest
şir convergent.

Un criteriu util este criteriul "raportului".
Mai precis: dac¼a facem raportul termenilor consecutivi în modul

1
(n+1)!x

(n+1)

1
n!x

n

iar şirul obţinut are limit¼a şi limita este < 1 , atunci neap¼arat seria este convergent¼a.
In cazul de faţ¼a

1
(n+1)!x

(n+1)

1
n!x

n
=

1

n+ 1
x !
n!1

0 pentru orice x 2 R

Prin urmare, seria numit¼a "exponenţial¼a" este convergent¼a pentru orice x 2 R .
Not¼am cu " exp(x) " suma acestei serii pentru valoarea x 2 R .
Apare astfel o funçtie

exp : R! R

care admite ca "semnal de intrare" orice x 2 R (seria �ind convergent¼a pentru orice x 2 R) ,
cu alte cuvinte domeniul de de�ni̧tie maxim este R .
Nu este deloc clar din ce motiv suma acestei serii de puteri este numit¼a funçtie exponenţial¼a.
Vom explica acest fapt puţin mai târziu.
Ca pentru orice funçtie se pune problema de a determina limitele pentru "semnalul de ieşire" , adic¼a muļtimea

valorilor funçtiei.
O simpl¼a observaţie arat¼a c¼a pentru x = 0 obţinem exp(0) = 1

exp(0) = lim
p!1

sp(0) = lim
p!1

 
pX

n=0

1

n!
0n

!
= lim

p!1

�
1 +

0

1!
+
02

2!
+
03

3!
+ :::+

0p�1

(p� 1)! +
0p

p!

�
= lim

p!1
(1) = 1
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Pentru alte valori x 6= 0 nu e deloc clar cum putem calcula suma seriei, adic¼a limita şirului sumelor paŗtiale
corespunz¼ator.
Ce putem face ?
S¼a folosim .... teoria. Poate � util¼a.
Suma unei serii de puteri este o funçtie derivabil¼a, iar derivata se calculeaz¼a derivând "termen cu termen" astfel

[exp(x)]
0
=
d

dx
exp(x) =

d

dx

"
1 +

1X
n=1

1

n!
xn

#
= 0 +

1X
n=1

1

n!

d

dx
[x]

n
=

1X
n=1

1

n!
nxn�1

[exp(x)]
0
=
d

dx
exp(x) =

1X
n=1

1

(n� 1)!x
n�1 =

1

0!
+
x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
+ ::: =

1X
n=0

1

n!
xn = exp(x)

deci pe scurt derivata este aceaşi funçtie

[exp(x)]
0
=
d

dx
[exp(x)] = exp(x)

Acum o proprietate fundamental¼a pentru seria exponenţial¼a.

exp(x+ y) = exp(x) � exp(y) pentru orice x; y 2 R

scris în detaliu
1X
n=0

1

n!
(x+ y)n =

 1X
p=0

1

p!
xp

!
�
 1X
q=0

1

q!
yq

!
cu alte cuvinte :
suma seriei calculat¼a pentru (x + y) este egal¼a cu produsul dintre suma seriei calculat¼a pentru x şi suma

seriei calculat¼a pentru y
Demonstraţia nu este chiar elementar¼a. Nu o prezent¼am aici.
Din punct de vedere pur "tehnic" , ar trebui s¼a �e destul de clar c¼a acel "n" din suma unei serii ,
este doar un "contor" care porneşte de la 0 şi creşte din 1 în 1. Deci este nerelevant cu ce este notat contorul n

, p sau q
prin urmare putem scrie la fel de bine

1X
n=0

1

n!
(x+ y)n =

 1X
n=0

1

n!
xn

!
�
 1X
n=0

1

n!
yn

!
In �ne, s¼a observ¼am c¼a

1 = exp(0) = exp(x� x) = exp(x) � exp(�x) pentru orice x 2 R

deci exp(�x) este inversul (la înmuļtire) pentru exp(x) , deci în particular exp(x) 6= 0 pentru orice x 2 R
Cu alte cuvinte funçtia exponenţial¼a nu ia valoarea zero.
Aparent acest fapt nu este deosebit de relevant. Dorim s¼a determin¼am ce valori ia funçtia exponenţial¼a.
Suma unei serii de puteri este o funçtie derivabil¼a, deci este şi funçtie continu¼a.
Prin urmare, dac¼a ar lua atât valori pozitive (strict >0) cât şi valori negative (strict <0) atunci neap¼arat ar lua

orice valoare intermediar¼a
în particular ar lua şi valoarea zero.
Tocmai am observat c¼a funçtia exponenţial¼a nu ia valoarea zero !
Deci �ind funçtie continu¼a (ca suma unei serii de puteri)
- ori ia numai valori strict pozitive,
- ori ia numai valori strict negative.
Este su�cient s¼a cunoaştem o singur¼a valoare a funçtiei , pentru a şti dac¼a ia numai valori pozitive sau numai

valori negative.
Am observat deja c¼a exp(0) = 1 care este valoare strict pozitiv¼a, deci exponenţiala ia numai valori pozitive

exp(x) > 0 pentru orice x 2 R

Putem scrie deci
exp : R! (0;+1)
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Este deja un mare pas "înainte" .
Dar ia orice valoare pozitiv¼a ?
Cu alte cuvinte, ecuaţia ( cu necunoscuta "x")

exp(x) = y unde y 2 (0;+1)

are soluţii pentru orice y 2 (0;+1) ?
Am demonstrat deja c¼a derivata funçtiei exponenţiale este

[exp(x)]
0
=
d

dx
[exp(x)] = exp(x)

Prin urmare derivata ia doar valori strict pozitive

[exp(x)]
0
> 0 pentru orice x 2 R

deci funçtia exponenţial¼a este strict cresc¼atoare.

x

exp(x)

[exp(x)]'

 oo + oo0

+         +        +

Abia acum încerc¼am s¼a justi�c¼am denumirea de funçtie "exponenţial¼a" pentru suma seriei de puteri.
Pentru x = 1 obţinem seria numeric¼a (convergent¼a)

exp(1) =
1X
n=0

1

n!
1n =

1

0!
+
1

1!
+
12

2!
+
13

3!
+ ::: = 1 +

1

1!
+
1

2!
+
1

3!
+ ::: > 1 + 1 = 2

Not¼am suma acestei serii cu " e " , adic¼a limita şirului sumelor paŗtiale

e = exp(1) =
1X
n=0

1

n!
1n = lim

p!1

 
pX

n=0

1

n!
1n

!

" e " , notaţie "istoric¼a" , num¼arul lui Euler.
Folosim proprietatea "fundamental¼a"

exp(x+ y) = exp(x) � exp(y) pentru orice x; y 2 R

Pentru x = 1 şi y = 1 obţinem
exp(1 + 1) = exp(1)| {z }

e

� exp(1)| {z }
e

deci
exp(2) = e2

In mod inductiv obţinem

exp(n) = exp(1 + 1 + 1 + :::+ 1| {z }
n ori

) = exp(1) � exp(1) � ::: � exp(1)| {z }
n ori

= en
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In mod asem¼an¼ator

e = exp(1) = exp

0BB@ 1n + 1

n
+ :::+

1

n| {z }
n ori

1CCA =

�
exp

�
1

n

��n

deci

exp

�
1

n

�
= e1=n

Prin urmare, pentru numere rationale x = p=q obţinem

exp

�
p

q

�
= ep=q

Din continuitate ( folosind limita ) putem extinde notaţia pentru orice num¼ar real x 2 R

exp(x)
not
= ex

Ceea ce justi�c¼a denumirea de funçtie exponenţial¼a pentru suma seriei de puteri

exp(x) =
1X
n=0

1

n!
xn

şi anume c¼a este funçtia exponenţial¼a cu "baza" e .
Din faptul c¼a e > 2 , rezult¼a c¼a pentru x > 0 avem

2x < ex şi
1

ex
<
1

2x
sau e�x < 2�x

prin urmare
lim

x!+1
2x = +1 ) lim

x!+1
ex = +1

lim
x!+1

2�x = 0 ) lim
x!+1

e�x = 0

In concluzie, pentru funçtia exponenţial¼a am obţinut limitele la +1 şi la �1

lim
x!+1

ex = +1 , lim
x!�1

ex = 0

x

exp(x)

[exp(x)]'

 oo + oo0

+         +         +

0

+ oo

Din cauz¼a c¼a este funçtie continu¼a, funçtia exponenţia exponenţial¼a ia orice valoare "intermediar¼a" y 2 (0;+1)
cu alte cuvinte : pentru orice y 2 (0;+1) exist¼a x 2 R aşa încât exp(x) = y sau ex = y
Pe de alt¼a parte am ar¼atat c¼a funçtia exponenţial¼a este strict cresc¼atoare, deci ia orice valoare într-un singur

punct.
Prin urmare am rezolvat ecuaţia :
pentru orice y 2 (0;+1) exist¼a un unic x 2 R aşa încât exp(x) = y sau ex = y
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sau :
ecuaţia exp(x) = y are soluţie unic¼a x 2 R , pentru orice y 2 (0;+1) .

Aceast¼a unic¼a soluţie se numeşte : " logaritmul lui y " sau "logaritmul lui y în baza e " , notat " ln y ".
Revenind la funçtia exponenţial¼a

R exp! (0;+1) , R 3 x|{z}
ln y

! ex|{z}
y

2 (0;+1)

Diagrama arat¼a clar c¼a ceea ce am de�nit ca "logaritm" este inversa funçtiei exponenţiale.

"Povestea" pare relativ lung¼a.
Totuşi dac¼a rezum¼am, �ecare pas este destul de simplu şi "natural".
- seria de puteri

1X
n=0

1

n!
xn

este convergent¼a pentru orice x 2 R
- suma seriei exp este o funçtie derivabil¼a şi

[exp(x)]
0
=
d

dx
[exp(x)] = exp(x)

- proprietatea "fundamental¼a" e singurul fapt mai greu de demonstrat.

exp(x+ y) = exp(x) � exp(y) pentru orice x; y 2 R

proprietate care justi�c¼a denumirea de "exponenţial¼a"
- notând e = exp(1) putem folosi notaţia "exponenţial¼a" exp(x) = ex

- din continuitatea funçtiei şi din exp(0) = 1 rezult¼a ca funçtia ia numai valori strict pozitive

exp(x) 2 (0;+1)

- rezult¼a c¼a derivata este strict pozitiv¼a, deci funçtia este strict cresc¼atoare
- limitele la "capete" , adic¼a la +1 şi la �1 sunt

lim
x!+1

ex = +1 , lim
x!�1

ex = 0

- deci tot din continuitate, funçtia exponential¼a ia orice valoare "intermediar¼a" din intervalul (0;+1)
- �ind strict cresc¼atoare, funçtia exponenţial¼a ia orice valoare y 2 (0;+1) doar într-un singur punct x 2 R
- not¼am acest unic punct cu x = ln y
Astfel am ar¼atat c¼a functia exponenţial¼a are invers¼a şi am numit aceast¼a invers¼a funçtia "logaritm" .

Trecem acum s¼a de�nim (în mod analog) funçtia logaritm pentru numere complexe.
Vom schi̧ta doar paşii care au fost prezentaţi în detaliu pentru numere reale.
De�nim funçtia exponenţial¼a ca suma seriei de puteri

exp(z) =
1X
n=0

1

n!
zn =

1

0!
+
z

1!
+
z2

2!
+
z3

3!
+ ::: = 1 +

z

1!
+
z2

2!
+
z3

3!
+ :::

Pentru a determina convergenţa seriei, folosim tot criteriul "raportului", care funçtioneaz¼a la fel şi pentru serii
de numere complexe.
Facem raportul termenilor consecutivi şi obţinem

1
(n+1)!z

(n+1)

1
n!z

n
=

1

n+ 1
z !
n!1

0 pentru orice z 2 C

Prin urmare, seria numit¼a "exponenţial¼a" este convergent¼a pentru orice z 2 C .
Not¼am cu " exp(z) " suma acestei serii pentru valoarea z 2 C .
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Apare astfel o funçtie (de variabil¼a complex¼a, cu valori complexe)

exp : C! C

In mod analog cu cazul pentru numere reale, observ¼am c¼a pentru z = 0 obţinem exp(0) = 1

exp(0) = lim
p!1

sp(0) = lim
p!1

 
pX

n=0

1

n!
0n

!
= lim

p!1

�
1 +

0

1!
+
02

2!
+
03

3!
+ :::+

0p�1

(p� 1)! +
0p

p!

�
= lim

p!1
(1) = 1

Are loc proprietatea "fundamental¼a"

exp(z + w) = exp(xz � exp(w) pentru orice z; w 2 C

scris în detaliu
1X
n=0

1

n!
(z + w)n =

 1X
p=0

1

p!
zp

!
�
 1X
q=0

1

q!
wq

!
Pentru serii de puteri cu numere complexe are loc aceeaşi teorem¼a de derivare.
Suma unei serii de puteri este o funçtie derivabil¼a, iar derivata se calculeaz¼a derivând "termen cu termen" astfel

[exp(z)]
0
=
d

dz
exp(z) =

d

dz

"
1 +

1X
n=1

1

n!
zn

#
= 0 +

1X
n=1

1

n!

d

dz
[z]

n
=

1X
n=1

1

n!
nzn�1

[exp(z)]
0
=
d

dz
exp(z) =

1X
n=1

1

(n� 1)!z
n�1 =

1

0!
+
z

1!
+
z2

2!
+
z3

3!
+ ::: =

1X
n=0

1

n!
zn = exp(z)

deci pe scurt derivata este aceaşi funçtie

[exp(z)]
0
=
d

dz
[exp(z)] = exp(z)

In mod analog cu cazul pentru numere reale, se justi�c¼a notaţia "exponenţial¼a" exp(z) = ez

Pentru x = 1 obţinem seria numeric¼a (convergent¼a) - este exact aceeaşi serie ca pentru numere reale.

exp(1) =
1X
n=0

1

n!
1n =

1

0!
+
1

1!
+
12

2!
+
13

3!
+ ::: = 1 +

1

1!
+
1

2!
+
1

3!
+ ::: > 1 + 1 = 2

Not¼am suma acestei serii cu " e " , adic¼a limita şirului sumelor paŗtiale

e = exp(1) =
1X
n=0

1

n!
1n = lim

p!1

 
pX

n=0

1

n!
1n

!

Folosim proprietatea "fundamental¼a"

exp(z + w) = exp(z) � exp(w) pentru orice z; w 2 C

şi exact aceleaşi calcule ca pentru numere reale duc la

exp(n) = en , exp

�
1

n

�
= e1=n

Prin urmare, pentru numere rationale x = p=q obţinem

exp

�
p

q

�
= ep=q

Analogia cu cazul de la numere reale se opreşte aici.
S¼a calcul¼am exponenţiala în z = x+ iy cu x; y 2 R

exp(z) = exp(x+ iy) = exp(x) � exp(iy)
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exp(x) =
1X
n=0

1

n!
xn = 1 +

x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
+ ::: = ex

este în mod evident exact exponenţiala pentru numere reale pe care am de�nit-o mai înainte.
pentru exp(iy) separ¼am partea real¼a şi partea imaginar¼a

exp(iy) =
1X
n=0

1

n!
(iy)n =

1X
n=0

1

n!
(iy)n| {z }

n par = 2k

+
1X
n=0

1

n!
(iy)n| {z }

n impar=2k+1

=

=
1X
k=0

1

(2k)!
(iy)2k +

1X
k=0

1

(2k + 1)!
(iy)2k+1

(i)2k = (i2)k = (�1)k şi (i)2k+1 = (i2)k � i = (�1)k � i
deci

exp(iy) =
1X
k=0

1

(2k)!
(�1)ky2k| {z }

Re(exp(iy))

+ i �
1X
k=0

1

(2k + 1)!
(�1)ky2k+1| {z }

Im(exp(iy))

Au ap¼arut astfel dou¼a serii de puteri

1X
k=0

1

(2k)!
(�1)kz2k ,

1X
k=0

1

(2k + 1)!
(�1)kz2k+1

Folosind criteriul raportului se arat¼a c¼a cele dou¼a serii de puteri sunt convergente pentru orice z 2 C
Sumele acestor serii de puteri le numim "cos" respectiv "sin" , deocamdat¼a f¼ar¼a o motivaţie rezonabil¼a.
(din punct de vedere "istoric" îns¼a, au fost recunoscute seriile de puteri corespunz¼atoare funçtiilor reale "sin"

respectiv "cos" )

cos z =
1X
k=0

(�1)k
(2k)!

z2k =
1

0!
� z

2

2!
+
z4

4!
� z

6

6!
+ ::: = 1� z

2

2!
+
z4

4!
� z

6

6!
+ :::

sin z =
1X
k=0

(�1)k
(2k + 1)!

z2k+1 =
z

1!
� z

3

3!
+
z5

5!
� z

7

7!
+ :::

Deci
exp(z) = exp(x+ iy) = exp(x) � exp(iy) = ex (cos y + i sin y)

Este uşor de ar¼atat c¼a cos 0 = 1 şi sin 0 = 0 , exact la fel ca şi pentru exp(0) = 1
Apoi folosind teorema de derivare a seriilor de puteri , deriv¼am "termen cu termen" ,
derivatele acestor funçtii sunt

(cos z)
0
=

1X
k=0

(�1)k
(2k)!

�
z2k
�0
=

1X
k=0

(�1)k
(2k)!

(2k)z2k�1 =
1X
k=1

(�1)k
(2k � 1)!z

2k�1 =

pentru k de la 1 la 1 , expresia (2k� 1) ia toate valorile impare 1,3,5,7, ... la fel ca şi (2p+1) dar pentru p
de la 0 la 1 şi p = k � 1 , k = p+ 1
deci putem scrie

(cos z)
0
=

1X
k=1

(�1)k
(2k � 1)!z

2k�1 =

1X
p=0

(�1)p+1
(2(p+ 1)� 1)!z

2(p+1)�1 = �
1X
p=0

(�1)p
(2p+ 1)!

z2p+1 = � sin z

sau în detaliu

(cos z)0 =

�
1� z

2

2!
+
z4

4!
� z

6

6!
+
z8

8!
+ :::

�0
= 0� 2z

2!
+
4z3

4!
� 6z

5

6!
+
8z7

8!
+ ::: =
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= �
�
z

1!
� z

3

3!
+
z5

5!
� z

7

7!
+ :::

�
= � sin z

In mod analog obţinem

(sin z)0 =
1X
k=0

1

(2k + 1)!
(�1)k

�
z2k+1

�0
=

1X
k=0

1

(2k + 1)!
(�1)k(2k + 1)z2k =

1X
k=0

1

(2k)!
(�1)kz2k = cos z

Prin urmare am obţinut o exprimare a exponenţialei în funçtie de alte dou¼a funçtii sin , cos

exp(z) = exp(x+ iy) = exp(x) � exp(iy) = ex(cos y + i sin y)

La fel ca pentru numere reale avem

1 = exp(0) = exp(z � z) = exp(z) � exp(�z)

deci exp(z) 6= 0 pentru orice z 2 C
S¼a demonstr¼am c¼a

(sin z)2 + (cos z)2 = 1 pentru orice z 2 C
Aceast¼a relaţie arat¼a c¼a expresia din stânga este constant¼a. Deci "viteza de variaţie" este zero, sau echivalent

derivata este zero.
Putem calcula derivata (folosind prepriet¼aţile deriv¼arii)

d

dz

�
(sin z)2 + (cos z)2

�
= 2 sin z � (sin z)0 + 2 cos z � (cos z)0 = 2 sin z � cos z + 2 cos z � (� sin z) = 0

Prin urmare expresia este constant¼a

(sin z)2 + (cos z)2 = ct pentru orice z 2 C

Pentru a determina valoarea constantei este su�cient s¼a "m¼asur¼am" , adic¼a s¼a calcul¼am expresia într-un punct
oarecare,
evident acolo unde ne este la îndemân¼a. Singura valoare cunoscut¼a acum este pentru z = 0

(sin 0)2 + (cos 0)2 = 02 + 12 = 1

deci valoarea constantei este 1 şi am obţinut relaţia anunţat¼a

(sin z)2 + (cos z)2 = 1 pentru orice z 2 C

Revenim la exponenţial¼a.
S¼a calcul¼am partea real¼a, partea imaginar¼a şi modulul.

exp(z) = exp(x+ iy) = ex(cos y + i sin y) = ex cos y| {z }
Re

+ i � ex sin y
Im| {z }

deci
Re [exp(x+ iy)] = ex cos y şi Im [exp(x+ iy)] = ex sin y

Modulul este

jexp(x+ iy)j =
p
(Re)2 + (Im)2 =

p
(ex cos y)2 + (ex sin y)2 =

vuuute2x
24(cos y)2 + (sin y)2| {z }

1

35 = pe2x = ex
în particular am obţinut

jexp(iy)j =
��eiy�� =p[(cos y)2 + (sin y)2] = 1 pentru orice y 2 R

Se arat¼a c¼a funçtiile sin şi cos sunt funçtii periodice (nu prezent¼am demonstraţia) .
Din cauza relaţiilor de derivare

(cos z)0 = � sin z , (sin z)0 = cos z
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cele dou¼a funçtii au aceeaşi perioad¼a.
Fiind funçtii continue, periodice şi neconstante, rezult¼a c¼a au o cea mai mic¼a perioad¼a strict pozitiv¼a.(nu demon-

str¼am acest fapt)
Not¼am aceast¼a perioad¼a cu " 2� " ,
astfel apare num¼arul "�" de�nit ca jum¼atate din cea mai mic¼a perioad¼a a funçtiilor sin şi cos.
Apoi se arat¼a c¼a pentru valori reale x 2 R reg¼asim toate propriet¼aţile cunoscute ale funçtiilor sinx , cosx

de�nite în mod "tradi̧tional" trigonometric.
In �ne revenim la rezolvarea ecuaţiei

exp(z) = w , cu z; w 2 C

De vreme ce exponenţiala nu ia valoarea zero ( exp(z) 6= 0 ) înseamn¼a c¼a ecuaţia poate avea soluţii numai pentru
w 6= 0
Rescriem

exp(z) = exp(x+ iy) = w = u+ iv cu x; y; u; v 2 R

Modulele celor dou¼a numere complexe sunt de asemena egale

jexp(x+ iy)j| {z }
ex

= jwj ,

ex = jwj

Ultima relaţie este o ecuaţie pentru numere reale cu soluţie unic¼a aşa cum am ar¼atat mai înainte

x = ln jwj

Deci am determinat partea real¼a Re z = x = ln jwj
Revenim la ecuaţia ini̧tial¼a

exp(z) = w , cu z; w 2 C şi w 6= 0

Rescriem ecuaţia

exp(x+ iy) = w , ex(cos y + i sin y) = u+ iv = jwj �
�
u

jwj + i
v

jwj

�
simpli�c¼am cu ex = jwj şi obţinem

cos y + i sin y =
u

jwj + i
v

jwj

deci dou¼a numere complexe egale,
sau echivalent : sunt egale p¼aŗtile reale şi p¼aŗtile imaginare, adic¼a

cos y =
u

jwj
sin y =

v

jwj

Din propriet¼aţile funçtiilor sin, cos pentru numere reale, exist¼a un singur "unghi" � 2 [0; 2�) astfel încât

cos� =
u

jwj
sin� =

v

jwj

ceea ce duce la
y = �+ 2k� cu k 2 Z

Astfel am determinat şi partea imaginar¼a.
Prin urmare ecuaţia

exp(z) = w , cu z; w 2 C cu w 6= 0
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are soluţiile
z = x+ iy = ln jwj+ i � (�+ 2k�) cu k 2 Z

unde � este unicul � 2 [��; �) cu

cos� =
u

jwj
sin� =

v

jwj

In concluzie, pentru numere complexe funçtia exponenţial¼a
- ia orice valoare complex¼a diferit¼a de zero,
- este o funçtie periodic¼a cu perioada 2�i

exp(z+2�i) = exp(x+ iy+2�i) = exp(x+ i(y+2�)) = ex[cos(y+2�)+ i sin(y+2�)] = ex[cos y+ i sin y] = exp(z)

prin urmare funçtia exponenţial¼a nu este injectiv¼a, deci nu este inversabil¼a şi nu se poate de�ni în mod unic o
funçtie "logaritm".
In aceste condi̧tii se de�neşte logaritmul nu ca o funçtie ci ca multimea tuturor soluţiilor ecuaţiei exp(z) = w ,

pentru w 6= 0
Log(w)

not
= fln jwj+ i � (�+ 2k�) cu k 2 Zg

sau se poate de�ni o funçtie "logaritm" prin alegerea uneia din soluţiile posibile.
De exemplu

log(w)
def
= ln jwj+ i � (�+ 2k�) cu k 2 Z , pentru w 6= 0

unde unde � este unicul � 2 [��; �) cu

cos� =
u

jwj
sin� =

v

jwj

Exemplu.
Soluţiile ecuaţiei

exp(z) = 1 + i

sunt
Log(1 + i)

not
= fln j1 + ij+ i � (�+ 2k�) cu k 2 Zg

în acest caz j1 + ij =
p
12 + 12 =

p
2

iar unghiul � 2 [0; 2�) este de�nit de

cos� =
1p
2

sin� =
1p
2

deci � = �
4

obţinem
Log(1 + i)

not
=
n
ln
p
2 + i � (�

4
+ 2k�) cu k 2 Z

o
Teorem¼a. Fie seria de puteri

P
n�0

1
n!z

n numit¼a seria exponenţial¼a.

1) seria are raza de convergenţ¼a R = +1 , deci are sens de�nirea funçtiei

exp(z) =
1X
n=0

1

n!
zn = 1 +

z

1!
+
z2

2!
+
z3

3!
+ ::: , pentru orice z 2 C

2) exp(0) = 1
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3) exp(z + w) = exp(z) � exp(w) sau echivalent
1X
n=0

1

n!
(z + w)n =

 1X
p=0

1

p!
zp

! 1X
q=0

1

q!
wq

!

4) not¼am cu e = exp(1) =
1P
n=0

1
n! , dup¼a care se arat¼a c¼a

1P
n=0

1
n! = lim

n!1

�
1 + 1

n

�n
prin urmare obţinem exp(n) = (exp(1))

n
= en , ceea ce justi�c¼a denumirea de functie exponenţial¼a.

putem nota atunci exp(z) not= ez , deoarece pentru z 2 R funçtia coincide cu exponenţiala real¼a.
5) exp(z) � exp(�z) = 1 , pentru orice z 2 C , deci exp(z) 6= 0 pentru orice z 2 C
6) (exp(z))0 = exp(z)
7) pentru orice x 2 R avem exp(x) = ex > 0
Demonstraţie.
1) folosim criteriul raportului

lim
n!1

�����
1

(n+1)!z
n+1

1
n!z

n

����� = lim
n!1

���� 1

n+ 1

���� � jzj = 0 < 1 pentru orice z 2 C

deci seria este absolut convergent¼a pentru orice z 2 C
2)

exp(0) =
1X
n=0

1

n!
0n = 1 +

0

1!
+
02

2!
+
03

3!
+ ::: = 1

3) nu d¼am demonstraţia
4)

exp(n) = exp(1 + 1 + :::+ 1| {z }
n- ori

) = exp(1) � exp(1) � ::: � exp(1)| {z }
n-ori

= (exp(1))
n
= en

5)
exp(z) � exp(�z) = exp(z � z) = exp(0) = 1

deci exp(z) 6= 0 pentru orice z 2 C şi
exp(�z) = 1

exp(z)

6) deriv¼am funçtia exponenţial¼a ca suma unei serii de puteri

(exp(z))0 =

 1X
n=0

1

n!
zn

!0
=

1X
n=1

n

n!
zn�1 =

1X
n=1

1

(n� 1)!z
n�1 = 1 +

z

1!
+
z2

2!
+
z3

3!
+ ::: = exp(z)

sau putem scrie mai clar

(exp(z))0 =

�
1 +

z

1!
+
z2

2!
+
z3

3!
+ :::

�0
= 0 +

1

1!
+
2z

2!
+
3z2

3!
+
4z3

4!
+ ::: = 1 +

z

1!
+
z2

2!
+
z3

3!
+ ::: = exp(z)

�

S¼a calcul¼am funçtia exponenţial¼a punând în evidenţ¼a partea real¼a şi partea imaginar¼a
Fie z = x+ iy

exp(z) = exp(x+ iy) = exp(x) � exp(iy) =

=

 1X
n=0

1

n!
xn

!
�| {z }

exp(x)

 1X
n=0

1

n!
(iy)n

!

1X
n=0

1

n!
(iy)n =

1X
n=0

1

n!
inyn =

1X
n=0

1

n!
inyn| {z }

n-par

+
1X
n=0

1

n!
inyn| {z }

n-impar

=
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=
1X
k=0

1

(2k)!
i2ky2k +

1X
k=0

1

(2k + 1)!
i2k+1y2k+1 =

1X
k=0

1

(2k)!
(�1)ky2k| {z }

cos

+ i
1X
k=0

1

(2k + 1)!
(�1)ky2k+1| {z }

sin

în care se recunosc seriile corespunz¼atoare funçtiilor reale sin şi cos, deci

exp(x+ iy) = exp(x)(cos y + i sin y)

Consider¼am acum seriile de puteriX
n�0

(�1)n
(2n)!

z2n = 1� z
2

2!
+
z4

4!
� z

6

6!
+ :::

X
n�0

(�1)n
(2n+ 1)!

z2n+1 =
z

1!
� z

3

3!
� z

5

5!
+ :::

Aceste serii apar ref¼acând calculele anterioare, dar pentru numere complexe

exp(iz) =
1X
n=0

1

n!
(iz)n =

1X
n=0

1

n!
inzn =

1X
n=0

1

n!
inzn| {z }

n-par

+
1X
n=0

1

n!
inzn| {z }

n-impar

=

=
1X
k=0

1

(2k)!
i2kz2k +

1X
k=0

1

(2k + 1)!
i2k+1z2k+1 =

1X
k=0

1

(2k)!
(�1)kz2k| {z }+i

1X
k=0

1

(2k + 1)!
(�1)kz2k+1| {z }

exp(iz) =

�
1� z

2

2!
+
z4

4!
� z

6

6!
+ :::

�
+ i

�
z

1!
� z

3

3!
� z

5

5!
+ :::

�
Se poate spune c¼a aceste serii sunt "p¼aŗti" din seria exponenţial¼a, partea cu puteri pare, respectiv partea cu

puteri impare, în plus cu semne alternate
Se arat¼a uşor c¼a au raza de convergenţ¼a R = +1 , deci de�nesc funçtii de�nite pentru orice z 2 C notate

cos(z) =
1X
n=0

(�1)n
(2n)!

z2n respectiv sin(z) =
X
n�0

(�1)n
(2n+ 1)!

z2n+1

Demonstraţie.
Folosim criteriul raportului

lim
n!1

������
(�1)n+1
(2(n+1))!z

2(n+1)

(�1)n
(2n)! z

2n

������ = lim
n!1

���� (2n)!z2(2n+ 2)!

���� = lim
n!1

���� z2

(2n+ 2)(2n+ 1)

���� = 0 < 1
seria este deci convergent¼a pentru orice z 2 C şi are raza de convergenţ¼a R = +1 .
Analog

lim
n!1

������
(�1)n+1

(2(n+1)+1)!z
2(n+1)+1

(�1)n
(2n+1)!z

2n+1

������ = lim
n!1

���� (2n+ 1)!z2(2n+ 3)!

���� = lim
n!1

���� z2

(2n+ 3)(2n+ 2)

���� = 0 < 1
seria este deci convergent¼a pentru orice z 2 C şi are raza de convergenţ¼a R = +1 .
Propriet¼a̧ti.
1) sin(0) = 0 , cos(0) = 1
2) (sin(z))0 = cos(z) , (cos(z))0 = � sin(z)
3) (sin(z))2 + (cos(z))2 = 1 pentru orice z 2 C
4)

exp(iz) = cos z + i sin z , sin(z) =
eiz � e�iz

2i
, cos(z) =

eiz + e�iz

2
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5) pentru z = x+ iy , cu x; y 2 R , avem

exp(z) = ex+iy = ex � eiy ,
��eiy�� = jcos y + i sin yj =qcos2 y + sin2 y = 1 ,

��ex+iy�� = ex

6) pentru numere reale, funçtiile astfel de�nite sin , cos coincid cu funçtiile trigonometrice reale sin , cos
7) exp(2�i) = 1 , exp(i�) = �1 , exp(z + 2�i) = exp(z) deci exponenţiala complex¼a este periodic¼a.
8) se arat¼a c¼a funçtia exponenţial¼a exp : C �! Cnf0g este surjectiv¼a,
în plus ia orice valoare de pe cercul de raz¼a 1, adica feix , cu x 2 Rg = fjzj = 1g

Demonstraţie.
1)

sin(0) =
X
n�0

(�1)n
(2n+ 1)!

02n+1 =
0

1!
� 0

3

3!
� 0

5

5!
+ ::: = 0

cos(0) = 1� 0
2

2!
+
04

4!
� 0

6

6!
+ ::: = 1

2) deriv¼am sumele de puteri

(sin(z))
0
=

0@X
n�0

(�1)n
(2n+ 1)!

z2n+1

1A0

=
X
n�0

(�1)n(2n+ 1)
(2n+ 1)!

z2n =
X
n�0

(�1)n
(2n)!

z2n = cos(z)

(cos(z))
0
=

 1X
n=0

(�1)n
(2n)!

z2n

!0
=

1X
n=1

(�1)n(2n)
(2n)!

z2n�1 =
1X
n=1

(�1)n
(2n� 1)!z

2n�1 = �
1X
n=1

(�1)n�1
(2n� 1)!z

2n�1 = � sin(z)

sau deriv¼am în mod "vizibil" �ecare termen

(sin(z))
0
=

�
z

1!
� z

3

3!
� z

5

5!
+
z7

7!
+ :::

�0
=
1

1!
� 3z

2

3!
� 5z

4

5!
+
7z6

7!
+ ::: = 1� z

2

2!
+
z4

4!
� z

6

6!
+ :::

(cos(z))
0
=

�
1� z

2

2!
+
z4

4!
� z

6

6!
+ :::

�0
= 0� 2z

2!
+
4z3

4!
� 6z

5

6!
+ ::: = �

�
z

1!
� z

3

3!
� z

5

5!
+
z7

7!
+ :::

�
3) pentru a demonstra relaţia

(sin(z))2 + (cos(z))2 = 1 pentru orice z 2 C

folosim un principiu simplu.
În stânga avem o expresie - o funçtie, care depinde de un parametru z , iar în dreapta avem o constant¼a 1
ceea ce înseamn¼a c¼a funçtia este constant¼a, deci nu variaz¼a, are deci derivata zero,
putem calcula aceast¼a derivat¼a�

(sin(z))2 + (cos(z))2
�0
= 2 sin z � (sin z)0 + 2 cos z � (cos z)0 = 2 sin z cos z � 2 cos z sin z = 0

prin urmare funçtie este constant¼a

(sin(z))2 + (cos(z))2 = ct pentru orice z 2 C

determin¼am constanta, calculând valoarea funçtiei (constante) într-un punct.
Singurul punct în care cunoastem valorile funçtilor sin şi cos este z = 0
obţinem

(sin(0))2 + (cos(0))2 = 0 + 1 = 1

valoarea constantei este deci 1, deci

(sin(z))2 + (cos(z))2 = ct = 1 pentru orice z 2 C

40



4) am ar¼atat deja c¼a exp(iz) = cos z + i sin z , deci

exp(iz) = cos z + i sin z , exp(�iz) = cos(�z) + i sin(�z)

adunând cele dou¼a relaţii obţinem

exp(iz) + exp(�iz) = 2 cos z ) cos(z) =
eiz + e�iz

2

sc¼adem cele dou¼a relaţii şi obţinem

exp(iz)� exp(�iz) = i2 sin z ) sin(z) =
eizie�iz

2i

5)
exp(z) = exp(x+ iy) = exp(x) exp(iy) = exeiy = ex(cos y + i sin y)

deoarece ex; cos y; sin y sunt reale, pentru modul obţinem

jexp(iy)j =
��eiy�� = jcos y + i sin yj =p(cos y)2 + (sin y)2 = 1

jexp(z)j = jexp(x+ iy)j =
��ex+iy�� = jex(cos y + i sin y)j = ex jcos y + i sin yj = ex

sau
jezj = eRe z

7) calcul¼am
exp(2�i) = cos(2�) + i sin(2�) = 1

exp(i�) = cos� + i sin� = �1

exp(z + 2�i) = exp(z) � exp(2�i) = exp(z)

�

Comentariu. Aceste fapte arat¼a c¼a funçtiile cunoscute în mod tradi̧tional ca funçtii trigonometrice, sunt
de�nite în mod natural nu pentru numere reale, ci în contextul numerelor complexe.
Orice num¼ar complex z 2 C, z 6= 0 , z = x+ iy se poate scrie

z = jzj � zjzj = jzj
 

x+ iyp
x2 + y2

!
= jzj

0BBB@ xp
x2 + y2| {z }
a

+ i
yp

x2 + y2| {z }
b

1CCCA = jzj (a+ ib)

unde

ja+ ibj =

vuut xp
x2 + y2

!2
+

 
yp

x2 + y2

!2
= 1

exist¼a un unic num¼ar real t 2 (��; �] astfel încât

a =
xp

x2 + y2
= cos t şi a =

yp
x2 + y2

= sin t

sau
a =

x

jzj = cos t şi b =
y

jzj = sin t

deci
Re z = x = jzj cos t şi Im z = y = jzj sin t cu t 2 (��; �]
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sau
z = y + iy = jzj (cos t+ i sin t) = jzj eit

De�ni̧tie. Orice num¼ar complex z 2 C, z 6= 0 se poate scrie z = jzj � eit , unde t 2 (��; �] .
De�nim funçtia argument ca unica funçtie pe care o not¼am cu arg : Cnf0g �! (��; �] cu proprietatea

z = jzj � ei arg(z) pentru orice z 2 C; z 6= 0

Se arat¼a c¼a funçtia argument nu este continu¼a pe Cnf0g.

Exemple. Pentru orice x 2 R , x > 0 avem arg x = 0, pentru x < 0 avem arg x = � . Pentru z = i , arg(i) = �
2

, arg(�i) = ��2
Rezolvarea unor ecua̧tii cu funçtii elementare.

Exemplul 1. Ecuaţia
exp(z) = ez = w , pentru w 6= 0

Soluţie. S¼a not¼am z = x+ iy şi w = jwj ei arg(w) . Dou¼a numere complex egale au acelaşi modul, deci

ex =
��ex+iy�� = jezj = jwj , deci x = ln jwj , ln este funçtia logaritm natural

apoi revenind la ecuaţia ini̧tial¼a obţinem

ez = ex+iy = ex � eiy = jwj ei arg(w) ) eiy = ei arg(w) ,

cos y + i sin y = cos(argw) + i sin(argw) ,

,
�
cos y = cos(argw)
sin y = sin(argw)

, y = argw + 2n� , n 2 Z

În �nal muļtimea soluţiilor ecuaţiei este

fln jwj+ i(argw + 2n�) , n 2 Zg

�
De�ni̧tie. Putem de�ni funçtia logaritm ca inversa restriçtiei funçtiei exponenţiale la �banda�orizontal¼a

exp : f z 2 C , cu Im z 2 (��; �]g �! Cnf0g

log : Cnf0g �! f z 2 C , cu Im z 2 (��; �]g

de�nit¼a prin

logw
def
= ln jwj+ i argw

Se arat¼a c¼a aceast¼a funçtie nu este continu¼a pe domeniul maxim de de�ni̧tie.
Folosind o variant¼a a teoremei funçtiei inverse în complex se arat¼a c¼a funçtia logaritm astfel de�nit¼a este

derivabil¼a pe muļtimea

Cnfz 2 C , cu Im z = 0 şi Re z � 0g şi în plus (log z)0 = 1

z

De�nitie. Putem de�ni funçtia putere, pentru exponent real � 2 Rnf0g şi pentru z 2 Cnf0g astfel

z�
def
= jzj� � exp(i� arg z) = jzj� ei� arg z

În particular se de�neşte funçtia radical,

n
p
z
def
= n
p
jzjei(arg z)=n
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Pe de alt¼a parte sunt cunoscute soluţiile ecuaţiei zn = w , şi anume cele n r¼ad¼acini complexe

zk =
n
p
jwj
�
cos

�
argw + 2k�

n

�
+ i sin

�
argw + 2k�

n

��
= n
p
jwj�exp

�
i
argw + 2k�

n

�
, pentru k = 0; 1; :::; (n�1)

Exemplul 2. Consider¼am ecuaţiile de tip

sin z = w , cos z = w , unde w 2 C

Soluţie. Scriem

sin z =
eiz � e�iz

2i
= w , ceeace duce la o ecuaţie de grad II

eiz � e�iz � 2iw = 0 ,
�
eiz
�2 � 2iw(eiz)� 1 = 0

care se rezolv¼a în mod standard cu � = (�2iw)2 + 4 , apoi

eiz =
2iw �

p
�

2

şi problema s-a redus la dou¼a ecuaţii de tipul studiat în exemplul 1. Aici

p
�

not
=
p
j�je

i arg �
2

Pentru funçtia cosinus se procedeaz¼a în mod analog

cos z =
eiz + e�iz

2
= w , ceea ce duce la o ecuaţie de grad II

eiz + e�iz � 2w = 0 ,
�
eiz
�2 � 2w(eiz) + 1 = 0

care se rezolv¼a în mod standard cu � = (�2w)2 � 4 , apoi

eiz =
2w �

p
�

2

şi problema s-a redus la dou¼a ecuaţii de tipul studiat în exemplul 1.

1 Integrala complex¼a

În cele ce urmeaz¼a introducem integrala complex¼a şi câteva consecinţe relevante.

De�ni̧tie. Se numeste drum parametrizat de clas¼a C1, o funcţie  : [a; b] ! C, a < b 2 R derivabil¼a pe
[a; b] cu derivata continu¼a.
Not¼am (parametrizarea) cu

(t) = x(t) + iy(t) , 0(t) = x0(t) + iy0(t) , t 2 [a; b]

sau în alt¼a notaţie
d

dt
=
dx

dt
+ i
dy

dt

deci funcţiile reale x(t); y(t) sunt de clas¼a C1, x; y : [a; b]! R. (derivatele x0(t); y0(t) lor sunt funcţii continue)

Punctele (a), (b) 2 C se numesc capetele drumului, punctul de start (a) şi punctul �nal (b).
Mulţimea valorilor ([a; b]) se poate numi urma sau imaginea drumului,
aceasta se poate gândi ca o "traiectorie", iar parametrizarea ca un "mod de parcurgere" al traiectoriei.
"Vectorul" 0(t) = x0(t) + iy0(t) sau în scriere vectorial¼a

��!
0(t) = (x0(t); y0(t)) , reprezinta viteza

"tangenţial¼a"
(care este efectiv tangent¼a la traiectorie)
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x

y

γ(t)

γ’(t)

γ(b)

γ(a)

Dac¼a (a) = (b) atunci drumul este închis.
Drumul este injectiv (sau simplu) dac¼a funcţia  este injectiv¼a, adic¼a (t1) 6= (t2) pentru orice t1 6= t2
(cu excepţia capetelor în cazul unui drum închis pentru care (a) = (b) ).
Cu alte cuvinte, un drum injectiv nu se "autointersecteaz¼a".

Exemple.
Iat¼a câteva exemple de drumuri închise.
De fapt în �gur¼a apar doar "imaginile" unor drumuri închise, nu şi parametriz¼arile corespunz¼atoare.
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x

y

Drumuri închise

Drumuri, (imaginile unor drumuri) care nu sunt injective, indiferent de parametrizare, deoarece se autointer-
secteaz¼a.

x

y

γ(t1) = γ(t2)

γ(t1) = γ(t2)

Drumuri care nu sunt injective

De�ni̧tie. Numim opusul lui , drumul de�nit

� : [a; b]! C , �(t) = (a+ b� t)
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acesta parcurge traiectoria în sens opus, dar în acelaşi mod (cu acceaşi vitez¼a) ca şi drumul 
(se poate asocia cu ideea de a proiecta un cadrele unui �lm "înapoi", sau o band¼a video "play" înapoi).
Se schimb¼a capetele drumului, punctul de start (b) şi punctul �nal (a).

Este clar c¼a derivata opusului are aceeaşi direçtie dar sens contrar

[(t)�]0 = [(a+ b� t)]0 = 0(a+ b� t) � (a+ b� t)0 = �0(a+ b� t)

x

y

[γ¯(t)’]

γ(b)

γ(a)

γ¯(t)

Exemple.
1. Segmentul ce uneşte punctele 0 si 1 + i în complex (sau (0; 0) şi (1; 1) în planul R2 ) se poate parametriza în

mai multe moduri
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x

y

1

i 1 + i

1(t) = t+ it , t 2 [0; 1] , 2(t) = t
2 + it2 , t 2 [0; 1] , 3(t) = sin t+ i sin t , t 2 [0; �=2]

s¼a remarc¼am derivatele acestor drumuri şi opusele lor

01(t) = 1 + i , t 2 [0; 1] , 02(t) = 2t+ i2t , t 2 [0; 1] , 03(t) = cos t+ cos t , t 2 [0; �=2]

�1 (t) = 1� t+ i(1� t) , t 2 [0; 1] , �2 (t) = (1� t)2 + i(1� t)2 , t 2 [0; 1]

�3 (t) = sin(�=2� t) + i sin(�=2� t) , t 2 [0; �=2]

2. Cercul fjzj = rg (cu centrul în 0 şi raz¼a r) parcurs o dat¼a în sens trigonometric.
Acesta este un drum închis şi injectiv

47



x

y

γ(t)

γ’(t)

r

(t) = reit = r(cos t+ i sin t) , t 2 [0; 2�] şi 0(t) = rieit

Pe "scurt" acest cerc se noteaz¼a " jzj = r "
În acest caz putem veri�ca uşor c¼a vectorii

��!
(t) = r(cos t; sin t) ,

��!
0(t) = r(� sin t; cos t) sunt perpendiculari

��!
(t) ?

��!
0(t) , <

��!
(t);

��!
0(t) >= 0 ,

��!
(t) �

��!
0(t) = r cos t � (�r sin t) + r sin t � r cos t = 0

2�. Cercul fjzj = rg (cu centrul în 0 şi raz¼a r) parcurs de dou¼a ori în sens trigonometric.
Acesta este un drum închis dar nu injectiv

(t) = reit = r(cos t+ i sin t) , t 2 [0; 2 � 2�] = [0; 4�]

3. Cercul fjz � z0j = rg (cu centrul în z0 şi raz¼a r) parcurs o dat¼a în sens trigonometric, z0 = a+ ib
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x

y

|zzo|=r

a

ib

γ(t)

γ’(t)

(t) = z0 + re
it = z0 + r(cos t+ i sin t) , t 2 [0; 2�] , sau t 2 [��; �]

0(t) = rieit = ri(� sin t+ i cos t) , t 2 [0; 2�]

Pe "scurt" acest cerc se noteaz¼a " jz � z0j = r ".

De�ni̧tie. Dac¼a dou¼a drumuri 1 : [a; b]! C şi 2 : [c; d]! C sunt astfel încât 1(b) = 2(c) , adic¼a punctul de
sosire al unuia coincide cu punctul de plecare al celuilalt drum, atunci drumurile se pot reuni (inl¼anţui, juxtapune)
formând drumul 1 [ 2 , (sau 2 [ 1 dac¼a 2(d) = 1(a) ) numit reuniunea drumurilor 1 şi 2 .
(nu este necesar¼a scrierea efectiv¼a a unei parametriz¼ari pentru 2 [ 1 )

γ1(a)

γ2(d)

γ1

γ2

γ1(b) = γ2(c)

x

y
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Exemplu. Drumul format din conturul unui dreptunghi ABCD se poate scrie ca reuniunea celor patru laturi
 = AB [ BC [ CD [DA , conturul �ind astfel parcurs în sens trigonometric. Este evident c¼a reuniunea nu mai
este un drum de clas¼a C1, ci doar continuu.

x

y

A B

CD

AB = t+iα

BC = b+it

DC = t+iβ

AD = a+it

ba

α

β

De�ni̧tie. Un drum parametrizat  : [a; b] ! C este de clas¼a C1 pe porţiuni, dac¼a drumul este o reuniune
�nit¼a de drumuri de clas¼a C1 ,  = 1 [ 2 [ ::: [ k .

În cele ce urmeaz¼a toate drumurile considerate vor � de clas¼a C1 sau de clas¼a C1 pe poŗtiuni, fapt ce nu va mai
� mentionat explicit pentru a nu înc¼arca în mod inutil textul.

Drumul  = AB [BC [CD [DA descris mai înainte, este un exemplu de drum de clas¼a C1 pe poŗtiuni. Este
format din reuniunea a 4 segmente, AB;BC;CD;DA care sunt de clas¼a C1. În punctele A;B;C;D nu exist¼a o
unic¼a tangent¼a la drum, deci drumul  nu este de clas¼a C1 în ansamblu, ci doar de clas¼a C1 pe poŗtiuni.
Nu este necesar¼a o parametrizare a drumului  în intregime. Sunt su�ciente parametriz¼arile �ec¼arui segment

în parte
- pentru AB , z(t) = t+ i� , t 2 [a; b]
- pentru BC , z(t) = b+ it , t 2 [�; �]
- pentru CD folosim opusul DC , z(t) = t+ i� , t 2 [a; b]
- pentru DA folosim opusul AD , , z(t) = �+ it , t 2 [�; �]

De�ni̧tie. Dou¼a drumuri 1 : [a; b] ! C şi 2 : [c; d] ! C sunt echivalente (sau parametrizarile sunt
echivalente) 1 s 2 dac¼a exist¼a o funcţie h : [a; b]! [c; d] de clas¼a C1 strict cresc¼atoare, bijectiv¼a aşa încât

1 = 2 � h , sau 1(t) = 2(h(t)) pentru orice t 2 [a; b]

s¼a observ¼am c¼a dou¼a drumuri echivalente au aceleaşi capete şi aceeaşi urm¼a.

Aceasta de�ni̧tie nu este foarte util¼a pentru a veri�ca practic echivalenţa a dou¼a drumuri. Urm¼atoarea consecinţ¼a
este su�cient¼a în cazul unor drumuri injective.

Consecinţ¼a. Dac¼a 1 : [a; b]! C şi 2 : [c; d]! C sunt drumuri de clas¼a C1 injective cu aceleaşi capete

1(a) = 2(c) şi 1(b) = 2(d)

şi aceeaşi urm¼a (imagine) 1([a; b]) = 2([c; d]) , atunci 1 şi 2 sunt echivalente.
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Demonstraţie. Se alege funçtia h : [a; b]! [c; d] astfel h = �12 �1, despre care se arat¼a c¼a este strict cresc¼atoare
şi de clas¼a C1.
�
Exemple. Drumurile menţionate mai înainte, 1; 2; 3 ce parcurg segmentul 0 , (1 + i) sunt echivalente.

De�ni̧tie.
O mulţime D � C se numeşte deschis¼a dac¼a pentru orice z0 2 D exist¼a un disc deschis fjz � z0 < rjg � D.

De�ni̧tie. Fie o funcţie f : D � C �! C, continu¼a pe D � C mulţime deschis¼a, şi  : [a; b] �! D , a < b 2 R
drum de clas¼a C1. Se de�neşte integrala funcţiei f pe drumul  astfel

Z


f
not
=

Z


f(z)dz
def
=

bZ
a

f((t)) � 0(t)| {z }
E

dt
def
=

bZ
a

(ReE)dt+ i

bZ
a

(ImE)dt

Comentariu. Cele dou¼a integrale Riemann au sens, deoarece ReE şi ImE sunt funçtii continue.
Aceasta pentru c¼a f este funçtie continu¼a,  este de clas¼a C1 deci  şi 0 sunt continue, şi astfel funçtia

f((t)) � 0(t) este funçtie continu¼a. Prin urmare partea real¼a şi partea imaginar¼a (ReE şi ImE) sunt de asemenea
funçtii continue.
Unele texte folosesc pentru parametrizare notaţia

z = z(t) = x(t) + iy(t) ; z0(t) = x0(t) + iy0(t) sau
dz

dt
=
dx

dt
+ i
dy

dt

Z


f =

Z


f(z)dz =

bZ
a

f(z(t)) � z0(t)dt

Observa̧tie. Integrala nu depinde de parametrizare, în sensul c¼a pentru drumuri echivalente 1 s 2 se obţine
aceeaşi valoare a integralei

1 s 2 )
Z
1

f =

Z
2

f

Demonstraţie. Conform de�ni̧tiei avem 1 = 2 � h şi deci 01(t) = 
0
2(h(t))h

0(t)

Z
1

f =

bZ
a

f(1(t)) � 01(t)dt =
bZ
a

f(2(h(t))) � 02(h(t))h(t)dt =
dZ
c

f(2(s)) � 02(s)ds =
Z
2

f

cu schimbarea de variabil¼a s = h(t) , s 2 [c; d]. �
Exemple.
i) Consider¼am drumul (t) = t+ it , t 2 [0; 1] , 0(t) = 1 + i � 1 şi calcul¼am integrala

Z


z2dz =

1Z
0

((t))2 �0(t)dt =
1Z
0

(t+it)2 �(1+i)dt =
1Z
0

t2(1+i)2 �(1+i)dt = (1+i)3
1Z
0

t2dt = (1 + i)3
t3

3

����1
0

=
(1 + i)

3

3

ii) Consider¼am drumul (t) = t2 + it2 , t 2 [0; 1] , 0(t) = 2t+ i � 2t , şi calcul¼am aceeaşi integral¼a
observ¼am drumul c¼a este echivalent cu drumul de�nit la i)

Z


z2dz =

1Z
0

((t))2 � 0(t)dt =
1Z
0

(t2 + it2)2 � (2t+ i2t)dt =
1Z
0

t4(1 + i)2 � 2t(1 + i)dt = (1 + i)3
1Z
0

2t5dt =

= (1 + i)3
2t6

6

����1
0

=
(1 + i)

3

3
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Remarc¼am faptul c¼a în ambele exemple obţinem acceaşi valoare a integralei, folosind parametriz¼ari diferite.

iii) Consider¼am drumul (t) = t(1� i) , t 2 [0; 2] , 0(t) = (1� i)

Z


zdz =

2Z
0

(t) � 0(t)dt =
2Z
0

t(1� i) � (1� i)dt =
2Z
0

t(1 + i) � (1� i)dt =
2Z
0

(1 + 1)tdt = t2
��2
0
= 4

Propriet¼a̧ti (ale integralei complexe)
1) liniaritate

i)
Z


f + g =

Z


f +

Z


g ii)
Z


�f = �

Z


f

pentru orice funcţii continue f; g şi orice num¼ar � 2 C.
2) Z

1[2

f =

Z
1

f +

Z
2

f

3) integrând de-a lungul drumului opus � obţinemZ
�

f = �
Z


f

4) �Newton - Leibniz�, dac¼a exist¼a g : D ! C derivabil¼a cu g0(t) = E(t) (notaţia din de�niţie) atunci

Z


f =

Z


f(z)dz =

bZ
a

f((t)) � 0(t)| {z }
E

dt =

bZ
a

g0(t)dt = g(b)� g(a)

4�) dac¼a funcţia f are primitive F 0 = f , atunci

Z


f =

Z


f(z)dz =

bZ
a

f((t)) � 0(t)dt =
bZ
a

F 0((t)) � 0(t)dt = F ((b))� F ((a))

5) dac¼a funcţia f are primitive F 0 = f , atunci integrala pe orice drum închis este zeroI


f(z)dz = 0

6) ������
Z


f(z)dz

������ �
Z


jf(z)j dl =
bZ
a

jf((t))j � j0(t)j dt =
bZ
a

jf(x(t) + iy(t))j � jx0(t) + iy0(t)j dt

aici "dl" desemneaz¼a integrala curbilinie de "primul tip".

Demonstraţie. (1) şi (2) se deduc uşor ca şi pentru integrala Riemann, sau integrale curbilinii.
Pentru (3), opusul unui drum este �(t) = (a+ b� t) şi deci derivand obţinem [�(t)]0 = 0(a+ b� t) � (�1) şi

Z
�

f =

bZ
a

f(�(t)) � [�(t)]0 dt =
bZ
a

f((a+ b� t)) � 0(a+ b� t)dt =
aZ
b

f((s)) � 0(s)(�1)(�dt) = �
Z


f

cu schimbarea de variabil¼a s = a+ b� t , ds = �dt .
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Pentru 4) observ¼am c¼a g = Re g + i Im g deci derivând obţinem

g0(t) = [Re g(t)]0 + i[Im g(t)]0 = E(t)

şi deci Z


f(z)dz =

bZ
a

f((t)) � 0(t)| {z }
E

dt =

bZ
a

g0(t)dt =

bZ
a

[Re g(t)]0 + i[Im g(t)]0dt =

=

bZ
a

[Re g(t)]0dt+ i

bZ
a

[Im g(t)]0dt = [Re g(b)� Re g(a)] + i[Im g(b)� Im g(a)] = g(b)� g(a)

Pentru 4�) observ¼am c¼a [F ((t))]0 = F 0((t)) � 0(t) şi aplic¼am 4)
Pentru (5) avem

I


f(z)dz =

bZ
a

f((t))0(t)dt =

bZ
a

F 0((t))0(t)dt =

bZ
a

[F ((t))]
0
dt = (F ((t)))jba = F ((b))� F ((a)) = 0

deoarece drumul �ind închis (b) = (a) .
Pentru (6), s¼a remarc¼am������

Z


f(z)dz

������ =
������
bZ
a

f((t))0(t)dt

������ şi
Z


jf(z)j dl =
bZ
a

jf((t))j � j0(t)j dt

not¼am

� = arg

0@Z


f(z)dz

1A deci
Z


f(z)dz = ei�
Z


f(z)dz

şi atunci putem scrie ������
Z


f(z)dz

������ = e�i�
Z


f(z)dz =

Z


e�i�f(z)dz =

= Re

0@Z


e�i�f(z)dz

1A =

bZ
a

Re
�
e�i�f((t))0(t)

�
dt �

bZ
a

��e�i�f((t))0(t)�� dt = bZ
a

jf((t))j � j0(t)j dt

�
Exemple.
1) Calcul¼am integrala urm¼atoarelor funçtii, pe cercul de raz¼a r cu centrul în origine " jzj = r ", parcurs o dat¼a

în sens trigonometric. I
jzj=r

zndz pentru n 2 Z , n 6= �1 , respectiv
I

jzj=r

1

z
dz
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x

y

γ(t)

γ’(t)

γ(0) = γ(2π) = r

Not¼am
H
pentru a indica integrala pe un drum închis.

Consider¼am parametrizarea cercului

(t) = reit = r(cos t+ i sin t) , t 2 [0; 2�] si 0(t) = rieit

Pentru n � 0 sau n � �2 , funçtia "zn" are primitive ( 1
n+1z

n+1)0 = zn şi deci conform propriet¼aţii 5)
integrala pe un cerc (drum închis) I

jzj=r

zndz = 0

Ca simplu exerci̧tiu, putem s¼a calcul¼am şi "direct" folosind de�ni̧tia integralei complexe :

I
jzj=r

zndz =

2�Z
0

[(t)]
n
0(t)dt =

2�Z
0

(reit)nrieitdt =

2�Z
0

(r)n+1i(eit)n+1dt = rn+1
2�Z
0

ieit(n+1)dt = rn+1
�

1

n+ 1
eit(n+1)

�����2�
0

=

= rn+1
1

n+ 1

264
0B@cos(n+ 1)2�| {z }

�1

+ isin(n+ 1)2�| {z }
0

1CA�
0@cos 0|{z}

1

+ isin 0|{z}
0

1A
375 = 0

Pentru n = �1 , calcul¼am folosind de�ni̧tia (deoarece funçtia " 1z" nu are primitive de�nite pe Cnf0g )

I
jzj=r

1

z
dz =

2�Z
0

1

(t)
0(t)dt =

2�Z
0

1

reit
rieitdt =

2�Z
0

idt = 2�i

în concluzie I
jzj=r

zndz = 0 pentru n 2 Z , n 6= �1 si
I

jzj=r

1

z
dz = 2�i

indiferent de raza cercului r.
�
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Observa̧tie. Dac¼a cercul este parcurs în sens trigonometric de mai multe ori, de 3 ori de exemplu, parametrizarea
este

(t) = reit = r(cos t+ i sin t) , t 2 [0; 3 � 2�| {z }
6�

] şi 0(t) = rieit

Valoarea integralei se modi�c¼a corespunzatorI
jzj=r

1

z
dz =

6�Z
0

1

reit
rieitdt =

6�Z
0

idt = 6�i

Pentru o parcurgere de n-ori obţinem

(t) = reit = r(cos t+ i sin t) , t 2 [0; n � 2�| {z }
2n�

] si 0(t) = rieit

I
jzj=r

1

z
dz =

2n�Z
0

1

reit
rieitdt =

2n�Z
0

idt = 2n�i

Nu exist¼a un mod "consacrat" de a nota de câte ori este parcurs un cerc. Acest fapt este menţionat separat în
mod explicit.

2) Integr¼am funçtii "similare", pe cercul de raz¼a r cu centrul în z0 " jz � z0j = r ", parcurs o dat¼a în sens
trigonometric, obţinem:I

jz�z0j=r

(z � z0)ndz = 0 pentru n 2 Z , n 6= �1 , respectiv
I

jz�z0j=r

1

z � z0
dz = 2�i

Demonstraţia este identic¼a cu cea precedent¼a.
Pentru n � 0 sau n � �2 , funçtia "(z� z0)n" are primitive ( 1

n+1 (z� z0)
n+1)0 = (z� z0)n şi deci conform

propriet¼aţii 5) integrala pe un cerc (drum închis)I
jz�z0j=r

(z � z0)ndz = 0

Pentru n = �1 folosim parametrizarea cercului " jz � z0j = r "

(t) = z0 + re
it = z0 + r(cos t+ i sin t) , t 2 [0; 2�] şi 0(t) = rieit , z � z0 = reit

calculând obţinem I
jz�z0j=r

1

z � z0
dz =

2�Z
0

1

(t)� z0
0(t) =

2�Z
0

1

reit
rieitdt =

2�Z
0

idt = 2�i

�

Pentru a înţelege ideea de "interior" al unui drum închis şi noţiunea de "simplu conex", este nevoie de urm¼atoarea
teorem¼a (în versiune simpli�cat¼a).

Teorema.(Jordan) Fie  : [a; b] ! C (sau echivalent  : [a; b] ! R2 ) drum de clas¼a C1 pe porţiuni, închis şi
injectiv.
Complementara imaginii drumului Cn([a; b]) este format¼a din dou¼a mulţimi deschise conexe disjuncte.
Una din ele este
- m¼arginit¼a numit¼a �interiorul drumului �se noteaz¼a cu int ,
- cealalt¼a este nem¼arginit¼a numit¼a �exteriorul drumului �se noteaz¼a cu ext 

În particular teorema a�rm¼a faptul c¼a interiorul unui drum închis şi injectiv este simplu conex.
Cu alte cuvinte, "planul complex" ("planul" R2) se "împarte" în dou¼a muļtimi deschise disjuncte, una este

m¼arginit¼a numit¼a �interiorul drumului �, cealalt¼a este nem¼arginit¼a numit¼a �exteriorul drumului �, iar frontiera
lor comun¼a este imaginea drumului .
În plus putem observa c¼a orice drum continuu ce uneşte un punct din "interior" cu un punct din "exterior"

intersecteaz¼a în mod necesar drumul .
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x

y

ext(γ)

int(γ)

γ(t)

Deşi enunţul este extrem de simplu şi intuitiv evident, demonstraţia nu este elementar¼a. Enunţul se formuleaz¼a
pentru dumuri continue "recti�cabile". Noţiunea de drum recti�cabil nu face obiectul cursului de faţ¼a, motiv pentru
care am prezentat un enunţ simpli�cat.
Reamintim defni̧tia unei muļtimi conexe.

De�ni̧tie. O mulţime deschis¼a D � C este conex¼a (sau conex¼a prin arce) dac¼a orice dou¼a puncte z; w 2 D
se pot �uni�printr-un drum  : [a; b]! D (inclus în D), adic¼a (a) = z , (b) = w.

De�ni̧tie. O mulţime deschis¼a D � C este simplu conex¼a, dac¼a orice drum închis, injectiv  : [a; b]! D are
interiorul int  � D. Se mai numeşte şi �domeniu simplu conex�.

Nu este o proprietate uşor de veri�cat. Urmatoarele observaţii ofer¼a versiuni mai simple.

Observa̧tie.
O mulţime deschis¼a D � C şi m¼arginit¼a, este simplu conex¼a dac¼a atât mulţimea D cât şi complementara sa

CnD , sunt conexe.

Observa̧tie.
Reamintim c¼a o muļtime "stelat¼a" este simplu conex¼a. De asemenea orice muļtime convex¼a este conex¼a.

Teorema.(Cauchy) Fie D � C domeniu simplu conex şi o funcţie f : D �! C, olomorf¼a (derivabil¼a) pe D.
Atunci pentru orice drum închis  : [a; b]! D (inclus în D) avemI



f(z)dz = 0

Demonstraţia, nu este elementar¼a, nu o prezent¼am.

Comentariu.
Se poate renunţa la condi̧tia "domeniu simplu conex", dar atunci teorema se aplic¼a numai pentru drumuri

închise, injective cu interiorul inclus în domeniu, ceea ce este un dezavantaj.
În versiunea de mai înainte, este nevoie de noţiunea "simplu conex", dar teorema se aplic¼a pentru orice drum

închis inclus in domeniu.

Consecinţa 1. În condiţiile teoremei, D � C domeniu simplu conex şi o funcţie f : D �! C, olomorf¼a pe D,
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integrala funcţiei nu depinde de drum ci numai de capetele drumului, mai precisZ
1

f =

Z
2

f

dac¼a drumurile 1 : [a; b]! D şi 2 : [c; d]! D au aceleaşi capete: 1(a) = 2(c) şi 1(b) = 2(d).

Demonstraţie. Consider¼am drumul � = 1 [ (�2 ) format din 1 şi opusul drumului 2.

x

y

γ1(b) = γ2(d)
γ1(a) = γ2(c)

γ1(t)

γ2(t)

γ2¯(t)

� este un drum închis în D şi conform teoremei lui Cauchy

0 =

I
�

f =

Z
1[(

�
2 )

f =

Z
1

f +

Z
�2

f =

Z
1

f �
Z
2

f deci
Z
1

f =

Z
2

f

�
Consecinţa 2. O funcţie f : D �! C, olomorf¼a pe D � C domeniu simplu conex are primitive pe D. Mai

precis o primitiv¼a este de�nit¼a astfel

F (z) =

zZ
z0

f

Demonstraţie. Fie z0 2 D un punct oarecare. Conform consecinţei 1, integrala nu depinde de drum ci numai de
capete.
Deci pentru orice alt punct z 2 D integrala

R


f are aceeaşi valoare pentru orice drum  ce uneşte punctul z0

cu punctul z,
(  : [a; b]! D , (a) = z0 , (b) = z ).
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x

y

D

z = γ(b)

zo = γ(a)

z = γ(b)

zo = γ(a)

Prin urmare se poate de�ni funçtia F : D ! C prin F (z) =
zR
z0

f . Integrala �de la z0 la z �înseamn¼a pe orice

drum care uneşte punctul z0 cu punctul z şi care este inclus în domeniul D. Conform consecinţei 1, indiferent de
drum, valoarea integralei este aceeaşi.
In �gur¼a se vede c¼a pentru anumit¼a alegere a punctelor z0 şi z , segmentul ce uneşte punctele z0 şi z (aparent

cel mai "simplu" drum) nu este în interiorul domeniului D. Conform consecinţei 1, integrala se face de-a lungul
oric¼arui (alt) drum inclus în domeniul D, care uneşte z0 cu z:
Folosind de�nitia derivatei se arat¼a c¼a funçtia F este derivabil¼a pe D şi c¼a F 0(z) = f(z).
�
Consecinţa 3. Pentru orice drum  injectiv, închis, de clas¼a C1 pe porţiuni, cu (t) 6= z0 (  nu trece prin

z0), parcurs o dat¼a în sens trigonometric:I


1

z � z0
dz =

�
2�i , dac¼a z0 2 int 
0 , dac¼a z0 =2 int 

Demonstraţie.
Dac¼a z0 =2 int  , atunci funçtia 1

z�z0 este olomorf¼a (derivabil¼a) pe interiorul int  (care este simplu conex), deci
conform teoremei lui Cauchy I



1

z � z0
dz = 0

Dac¼a z0 2 int  , consider¼am un disc fjz � z0j � rg inclus în interiorul drumului  şi alegem punctele A şi B
aşa incât segmentul AB s¼a �e inclus în interiorul lui  dar în exteriorul discului.
Consider¼am drumul închis � = y [AB [ fjz � z0j = rg [BA ,

58



x

y

A zoB

γ(t)

r

� este format din reuniunea a 4 drumuri :
- drumul  parcurs în sens trigonometric pornind din punctul A, (şi înapoi in A)
- segmentul AB , de la A la B
- cercul fjz � z0j = rg parcurs în sens invers trigonometric, pornind din B (şi înapoi in B)
- segmentul BA , de la B la A
S¼a observ¼am c¼a z0 =2 int � , deci raţion¼am exact ca mai înainte:
funçtia 1

z�z0 este olomorf¼a (derivabil¼a) pe interiorul int � (care este simplu conex), deci conform teoremei lui
Cauchy I

�

1

z � z0
dz = 0

Deci

0 =

I
�

1

z � z0
dz =

I


+

Z
AB

�
I

jz�z0j=r

+

Z
BA

=

I


+

Z
AB

�
I

jz�z0j=r

�
Z
AB

=

I


�
I

jz�z0j=r

Reamintim c¼a
I

simbolizeaz¼a integrala pe drum închis parcurs în sens trigonometric.

Folosim faptul c¼a integrala pe opusul unui drum � este
Z
��

= �
Z
�

Cercul �ind parcurs în sens invers trigonometric, integrala pe aceast¼a poŗtiune este �
I

jz�wj=r

Integrala pe segmentul BA este �
Z
AB

În �nal folosim calculul din exemplul 2) şi obţinem

0 =

I


�
I

jz�z0j=r

,
I


1

z � z0
dz =

I
jz�z0j=r

1

z � z0
dz = 2�i

�
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Observa̧tii. Teorema lui Cauchy ofer¼a un criteriu de a ar¼ata c¼a un domeniu nu este simplu conex, sau o funçtie
nu este olomorf¼a.
i) Dac¼a o funçtie f : D �! C, olomorf¼a pe D � C are integrala nenul¼a pe un drum închis inclus în D (exist¼a

astfel de drum) I


f 6= 0

atunci în mod necesar domeniul nu este simplu conex.

ii) Dac¼a o funçtie f : D �! C, are integrala nenul¼a pe un drum închis inclus în D (exist¼a astfel de drum) şi
este D simplu conex I



f 6= 0

atunci în mod necesar funçtia nu este olomorf¼a pe D

Exemple.
i) Funçtia 1

z este olomorf¼a pe D = Cnf0g , dar pentru cercul de raz¼a r cu centrul în 0 , parcurs o dat¼a în sens
trigonometric (t) = reit , t 2 [0; 2�] , integrala este nenul¼a

I
jzj=r

1

z
dz =

2�Z
0

1

(t)
0(t)dt =

2�Z
0

1

reit
rieitdt =

2�Z
0

idt = 2�i 6= 0

deci în mod necesar domeniul D = Cnf0g nu este simplu conex.

ii) Funçtia f(z) = z este de�nit¼a pe C care este evident simplu conex. Dar integrala pe drumul (cercul) 
de�nit mai înainteZ



zdz =

2�Z
0

(t) � 0(t)dt =
2�Z
0

reitrieitdt =

2�Z
0

re�itrieitdt =

2�Z
0

r2idt = r22�i 6= 0

deci în mod necesar funçtia nu este olomorf¼a pe C.

Teorema. (Formula integral¼a Cauchy) Fie D � C mulţime deschis¼a şi o funcţie f : D �! C, olomorf¼a
(derivabil¼a) pe D. Atunci pentru orice drum închis, injectiv  : [a; b]! D cu int  � D şi orice z0 2 int  avem

f(z0) =
1

2�i

I


f(z)

z � z0
dz

Nu prezent¼am demonstraţia. Se foloseşte aceeaşi idee ca la consecinţa 3.

1.1 Funçtii analitice.

De�ni̧tie. O funcţie f : D �! C, ( D � C mulţime deschis¼a), se numeşte analitic¼a pe D, dac¼a pentru orice
punct z0 2 D exist¼a o serie de puteri

X
n�0

an(z� z0)n şi un disc centrat în z0 inclus fjw � z0j < rg � D aşa încât

f(z) =
1X
n=0

an(z � z0)n , pentru orice z 2 fjw � z0j < rg

Seriile sunt diferite pentru �ecare punct z0 , la fel difer¼a şi razele discurilor.
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x

y

zo
r

zo
r

D

Observa̧tie. Este evident c¼a orice funçtie analitic¼a este olomorf¼a (�ind suma unei serii de puteri) şi c¼a

an =
1

n!
f (n)(z0) , pentru orice n � 0

Deci funçtiile analitice sunt dezvoltabile în serie Taylor în orice punct din domeniul de de�ni̧tie.

Teorema. (Weierstrass-Riemann-Cauchy)
O funcţie f : D �! C, ( D � C mulţime deschis¼a), este olomorf¼a pe D dac¼a şi numai dac¼a f este analitic¼a pe

D.

Nu prezent¼am demonstraţia. Aceasta foloseşte în mod esenţial propriet¼aţile integralei complexe.

Consecinţe.
1) o funçtie olomorf¼a este inde�nit derivabil¼a (�ind suma unei serii de puteri) şi
dezvoltabil¼a în serie Taylor în orice punct z0 pe cel mai mare disc centrat în z0 şi inclus în domeniul de de�ni̧tie
2) dac¼a f = u+ iv este olomorf¼a, atunci funçtiile u; v sunt de clas¼a C1 (au derivate paŗtiale de orice ordin)

Exemplu.
Funçtia

f(z) =
1

1� z : Cnf1g ! C

se dezvolt¼a în serie Taylor astfel

i) f(z) =
1

1� z =
1X
n=0

zn , pentru orice jzj < 1

ii) f(z) =
1

1� z =
1

2� (z + 1) =
1

2

1

1� (z+1)
2

=
1X
n=0

1

2
(
z + 1

2
)n =

1X
n=0

1

2n+1
(z + 1)n , pentru orice jz + 1j < 2
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x

y

13 1 0

|z|<1

|z+1|<2

Sa observ¼am c¼a într-adevar cel mai mare disc inclus în domeniul de de�ni̧tie D = Cnf1g
i) centrat în 0 are raza 1, respectiv
ii) centrat în �1 are raza 2
�

1.2 "Zerouri" şi Puncte Singulare

De�ni̧tie. Un punct z0 2 D pentru care f(z0) = 0 se numeşte �zerou�(r¼ad¼acin¼a) pentru funçtia f : D ! C.

Sau "zero" ("zerou" elimin¼a eventuala confuzie cu 0 "zero" ca element neutru faţ¼a de adunare), plural "zerouri".
Sunt familiare r¼ad¼acinile (zerourile) polinoamelor cu coe�cienţi numere complexe.
Mai precis orice polinom cu coe�cienţi numere complexe ( a0; a1; a2; :::; ap 2 C )

p(z) = a0 + a1z + a2z
2 + :::+ apz

p

de grad p (ap 6= 0) are exact p r¼ad¼acini numere complexe z1; z2; :::; zp 2 C.

Exemple.
1) z2 + 1 are dou¼a r¼ad¼acini distincte z1;2 = �i
2) z3 + 1 are trei r¼ad¼acini distincte

z1 = �1 , z2 =
1 + i

p
3

2
= ei

�
3 , z3 =

1� i
p
3

2
= e�i

�
3

4) z4 + 1 are 4 r¼ad¼acini distincte

z1 = e
i�4 , z2 = e

�i�4 , z3 = e
i 3�4 , z4 = e

�i 3�4 ,

5) z3 � 5z2 + 7z � 3 = (z � 1)2(z � 3) are trei r¼ad¼acini z1 = 1 , z2 = 1 , z3 = 3 ,
una din ele este r¼ad¼acin¼a "dubl¼a" , sau r¼ad¼acin¼a de ordin 2.

R¼ad¼acinile unui polinom �ind în num¼ar �nit, este evident c¼a pot � separate ("izolate") prin discuri disjuncte
centrate în acele r¼ad¼acini care sunt distincte z1; z2; :::; zp

fjz � z1j < rg , fjz � z2j < rg , ... , fjz � zpj < rg

62



x

y

z1

z2

z3

z4

|zz3| < r|zz1| < r

|zz4| < r
|zz2| < r

În acest mod se poate spune c¼a r¼ad¼acinile unui polinom sunt "izolate", în sensul c¼a în �ecare din aceste discuri
polinomul are doar o singur¼a r¼ad¼acin¼a.
În plus este uşor de veri�cat urm¼atoarea caracterizare a unei r¼ad¼acini de ordin k

Observa̧tie. Un num¼ar complex z0 este r¼ad¼acin¼a de ordin k pentru polinomul

P (z) = a0 + a1z + a2z
2 + :::+ apz

p

dac¼a şi numai dac¼a
- z0 este r¼ad¼acin¼a pentru P ( P (z0) = 0 )
- toate derivatele de ordin mai mic decât k sunt nule în z0 , iar
- derivata de ordin k este nenul¼a în z0,
adic¼a

P (z0) = 0 , P (k)(z0) 6= 0 , P 0(z0) = 0 , P 00(z0) = 0 , .... , P (k�2)(z0) = 0 , P (k�1)(z0) = 0

Pentru funçtii olomorfe situaţia este asem¼an¼atoare.
Reamintim c¼a olomorf¼a înseamn¼a derivabil¼a, dar şi analitic¼a (dezvoltabil¼a în serie Taylor).

Fie z0 un zerou pentru funçtia olomorf¼a f , deci f(z0) = 0 (f : D ! C funçtie olomorf¼a pe muļtimea deschis¼a
D � C)
S¼a consider¼am dezvoltarea în serie Taylor în punctul z0 şi discul de convergenţ¼a corespunz¼ator fjz � z0j < rg � D
Mai precis

f(z) =
1X
n=0

f (n)(z0)

n!
(z � z0)n , pentru orice z cu jz � z0j < r

sau scriind explicit primii termeni

f(z) =

0z }| {
f(z0) +

f 0(z0)

1!
(z � z0) +

f 00(z0)

2!
(z � z0)2 + :::+

f (k�1)(z0)

(k � 1)! (z � z0)
k�1 +

f (k)(z0)

(k)!
(z � z0)k + :::

Dar f(z0) = 0 . Cum sunt derivatele funçtiei în punctul z0 , f (n)(z0) =?

i) ori sunt toate zero, dar în acest caz toţi coe�cienţii seriei Taylor f(n)(z0)
n! sunt zero ,
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deci suma seriei Taylor este zero pentru orice z cu jz � z0j < r , adic¼a

f(z) =
1X
n=0

0z }| {
f (n)(z0)

n!
(z � z0)n = 0 , pentru orice z cu jz � z0j < r

În acest caz funçtia este nul¼a (constant¼a) f(z) = 0 pentru orice z cu jz � z0j < r şi nu r¼amâne nimic de
studiat.

ii) ori exist¼a o derivat¼a (cel puţin una) nenul¼a.

f(z) =

0z }| {
f(z0) +

0z }| {
f 0(z0)

1!
(z � z0) +

0z }| {
f 00(z0)

2!
(z � z0)2 + :::+

0z }| {
f (k�1)(z0)

(k � 1)! (z � z0)
k +

6=0z }| {
f (k)(z0)

(k)!
(z � z0)k + :::

S¼a consider¼am k cel mai mic ordin de derivat¼a care nu este nul¼a în punctul z0

f (k)(z0) 6= 0

aceasta înseamn¼a c¼a primele (k � 1) derivate sunt nule în punctul z0

f 0(z0) = 0 , f 00(z0) = 0 , .... , f (k�2)(z0) = 0 , f (k�1)(z0) = 0

Dezvoltarea în serie Taylor devine

f(z) =
1X
n=k

f (n)(z0)

n!
(z � z0)n =

f (k)(z0)

k!
(z � z0)k +

f (k+1)(z0)

(k + 1)!
(z � z0)k+1 + ::: , pentru orice z cu jz � z0j < r

f(z) = (z � z0)k

26664f (k)(z0)k!
+
f (k+1)(z0)

(k + 1)!
(z � z0) +

f (k+2)(z0)

(k + 2)!
(z � z0)2 + :::| {z }

g(z)

37775 = (z � z0)kg(z)
Funçtia g este suma unei serii de puteri (cu acceaşi raz¼a de convergenţ¼a ca şi seria Taylor), deci derivabil¼a

(olomorf¼a) pe discul fjz � z0j < rg
În plus

g(z0) =
f (k)(z0)

k!
6= 0

În particular funçtia g este continu¼a, deci exist¼a o vecin¼atate a punctului z0 , un disc fjz � z0j < r1 < rg pentru
care

g(z) 6= 0 pentru orice z cu jz � z0j < r1
Aceste simple observaţii pot � reunite în urm¼atoarea teorem¼a.

Teorem¼a. Fie f : D ! C o funçtie olomorf¼a pe muļtimea deschis¼a D � C şi z0 2 D un zerou al funçtiei.
Atunci:
i) ori funçtia este identic nul¼a (constant¼a) pe un disc fjz � z0j < rg � D
ii) ori exist¼a k cel mai mic ordin de derivat¼a care nu este nul¼a în z0, adic¼a

f (k)(z0) 6= 0 , f 0(z0) = 0 , f 00(z0) = 0 , .... , f (k�2)(z0) = 0 , f (k�1)(z0) = 0

şi putem scrie

f(z) = (z � z0)k

26664f (k)(z0)k!
+
f (k+1)(z0)

(k + 1)!
(z � z0) +

f (k+2)(z0)

(k + 2)!
(z � z0)2 + :::| {z }

g(z)

37775 = (z � z0)kg(z)
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Funçtia g este suma unei serii de puteri, deci olomorf¼a (derivabil¼a ). În plus

g(z0) =
f (k)(z0)

k!
6= 0

Din continuitatea funçtiei g , exist¼a o vecin¼atate a punctului z0 , un disc fjz � z0j < rg pentru care

g(z) 6= 0 pentru orice z cu jz � z0j < r

Prin urmare funçtia f nu are alte zerouri în vecin¼atatea lui z0, deci zeroul unei funçtii olomorfe este "izolat".
Num¼arul k se numeşte ordinul zeroului (cel mai mic ordin de derivat¼a care nu este nul¼a în z0)

Comentariu. Ordinul zeroului este de�nit în mod echivalent
- �e de k cel mai mic ordin de derivat¼a nenul¼a (ii)
- �e de puterea k ce permite scrierea f(z) = (z � z0)kg(z) şi g(z0) 6= 0 .
Exemple.
1) Orice zerou al funçtiilor sin şi cos este de ordin 1.

i) Fie z0 zerou al funçtiei sin z , sin z0 = 0 . Pentru derivat¼a obţinem (sin z)0 = cos z .
Datorit¼a relaţiei sin2 z0 + cos2 z0 = 1 obţinem cos2 z0 = 1, deci derivata nu este nul¼a în z0 şi prin urmare z0

este zerou de ordin 1.
ii) Fie z0 zerou al funçtiei cos z , cos z0 = 0 . Pentru derivat¼a obţinem (cos z)0 = � sin z .
Datorit¼a relaţiei sin2 z0 + cos2 z0 = 1 obţinem sin2 z0 = 1, deci derivata nu este nul¼a în z0 şi prin urmare z0

este zerou de ordin 1.

2) Pentru funçtia f(z) = sin z � z , 0 este zerou de ordin 3.

Este clar c¼a f(0) = sin 0� 0 = 0 , deci 0 este zerou pentru funçtia f
Folosim dezvoltarea în serie Taylor

sin z =
1X
n=0

(�1)n
(2n+ 1)!

z2n+1 =
z

1!
� z

3

3!
+
z5

5!
+ :::

deci

f(z) = sin z � z = ( z
1!
� z

3

3!
+
z5

5!
+ :::)� z = �z

3

3!
+
z5

5!
+ ::: = z3(� 1

3!
+
z2

5!
� z

4

7!
+ :::| {z })

g(z)

g(0) = � 1
3!
6= 0

ceea ce arat¼a c¼a 0 este zerou de ordin 3.
Sau putem calcula derivatele

f 0(z) = (sin z � z)0 = cos z � 1 , f 0(0) = cos 0� 1 = 0

f 00(z) = (sin z � z)00 = (cos z � 1)0 = � sin z , f 00(0) = � sin 0 = 0
f 000(z) = (sin z � z)000 = (cos z � 1)00 = (� sin z)0 = � cos z , f 000(0) = � cos 0 = �1 6= 0

ceea ce arat¼a c¼a 0 este zerou de ordin 3.

1.3 Puncte singulare

S¼a consider¼am câteva exemple familiare de funçtii olomorfe care sunt derivabile pe muļtimi deschise, cu excepţia
unor puncte izolate.
1. f(z) = 1

z derivabil¼a pe Cnf0g , f(z) = z+1
z�2 derivabil¼a pe Cnf2g ,

În general orice funçtie raţional¼a, ( p; q polinoame) f(z) = p(z)
q(z) derivabil¼a pe C mai puţin r¼ad¼acinile lui q

2. f(z) = sin z
z este evident derivabil¼a pe Cnf0g , dar de fapt este derivabil¼a pe C , deoarece folosind dezvoltarea

în serie Taylor obţinem

f(z) =
sin z

z
=
1

z

 1X
n=0

(�1)n
(2n+ 1)!

z2n+1

!
=
1

z

�
z

1!
� z

3

3!
+
z5

5!
+ :::

�
=
1

1!
� z

2

3!
+
z4

5!
+ :::| {z }

g(z)
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Funçtia g este suma unei serii de puteri (cu aceeaşi raz¼a de convergenţ¼a ca seria funçtiei sin), deci convergent¼a
pentru orice z 2 C la fel ca şi seria funçtiei sin .
Deci funçtia f(z) = sin z

z doar "aparent" nu este de�nit¼a în punctul 0 . De fapt ea se prelungeşte în mod natural

f(z) =

�
sin z
z pentru z 6= 0
1 pentru z = 0

=
1

1!
� z

2

3!
+
z4

5!
+ :::| {z }

g(z)

şi este olomorf¼a (derivabil¼a) pe C �ind suma unei serii de puteri convergente pentru orice z 2 C .

De�ni̧tie. Dac¼a o funçtie f este olomorf¼a (derivabil¼a) pe muļtimea f0 < jz � z0j < rg (un disc f¼ar¼a centrul s¼au)
atunci punctul z0 este un punct singular izolat pentru funçtia f .
(în mod implicit se presupune c¼a nu se ştie dac¼a funçtia este derivabil¼a şi în punctul z0)

x

y

zo

r

Comentarii.
Cu alte cuvinte, dac¼a o funçtie este olomorf¼a (derivabil¼a) în vecin¼atatea unui punct z0 şi nu ştim dac¼a poate �

de�nit¼a şi în punctul z0 astfel încât s¼a obţinem o funçtie olomorf¼a pe întregul disc fjz � z0j < rg , spunem c¼a z0
este un punct singular izolat pentru funçtie.
Punctul z0 este "izolat" prin faptul c¼a funçtia este derivabil¼a în vecin¼atatea punctului z0 , eventual nu şi în

punctul z0.
În mod "tradi̧tional" de�ni̧tia nu conţine şi precizarea din �nal.
F¼ar¼a acea precizare, dac¼a o funçtie este derivabil¼a pe un disc, atunci orice punct din interiorul discului este

punct singular izolat pentru acea funçtie.Ceea nu ce este foarte natural.
Nu este "natural" s¼a spunem c¼a pentru un polinom (derivabil în orice punct din C) orice punct este "punct

singular izolat".
Dar are sens s¼a spunem c¼a 0 este punct singular izolat pentru funçtia f(z) = sin z

z .
Aşa cum am constatat în exemplul 2) acest fapt este doar "aparent".

Exist¼a funçtii care au puncte singulare, dar acestea nu sunt şi izolate.
Exemplu.
Pentru funçtia

f(z) =
1

sin 1
z
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punctul 0 este punct singular, dar nu este "izolat", deoarece nu exist¼a un disc f0 < jzj < rg pe care funçtia s¼a
�e derivabil¼a.
Fraçtia nu are sens în nici unul din punctele în care se anuleaz¼a numitorul zn = 1

n� şi orice disc centrat în 0
conţine astfel de puncte,
deoarece sin 1

zn
= sin(n�) = 0 şi lim

n!1
1
n� = 0.

Iat¼a clasi�carea punctelor singulare izolate.

De�ni̧tie. Fie z0 punct singular izolat pentru funçtia f : f0 < jz � z0j < rg ! C .
i) punctul singular este punct singular aparent, dac¼a

exist¼a lim
z!z0

f(z) = �nit¼a

ii) punctul singular este punct singular de tip pol, dac¼a

exist¼a lim
z!z0

jf(z)j = +1

iii) punctul singular este punct singular esenţial, dac¼a

nu exist¼a lim
z!z0

f(z) şi nu exist¼a nici lim
z!z0

jf(z)j

Exemple.
1.Pentru funçtia

z + 2

z2 � 4
punctele 2 şi �2 sunt puncte singulare deoarece funçtia este olomorf¼a (derivabil¼a) pe întreg domeniul de de�ni̧tie

Cnf2;�2g .
Punctul �2 este punct singular aparent, iar punctul 2 este punct singular de tip pol deoarece

z + 2

z2 � 4 =
z + 2

(z + 2)(z � 2) =
1

z � 2

Şi deci

lim
z!�2

1

z � 2 =
1

�2� 2 = �
1

4

lim
z!2

���� 1

z � 2

���� = lim
z!2

1

jz � 2j =
1

+0
= +1

Pentru funçtiile
sin z

z
,
1� cos2 z

z2

punctul 0 este punct singular deoarece funçtiile sunt olomorfe (derivabile) pe întreg domeniul de de�ni̧tie Cnf0g
În plus 0 este punct singular aparent deoarece
folosind dezvoltarea în serie Taylor pentru funçtia sin obţinem

lim
z!0

sin z

z
= lim

z!0

1

z

1X
n=0

(�1)n
(2n+ 1)!

z2n+1 = lim
z!0

1

z

�
z

1!
� z

3

3!
+
z5

5!
+ :::

�
= lim

z!0

1

1!
� z

2

3!
+
z4

5!
+ ::: = 1

pe de alt¼a parte
1� cos2 z

z2
=
1� 1+cos 2z

2

z2
=
2� (1 + cos 2z)

2z2
=
1� cos 2z
2z2

folosind dezvoltarea în serie Taylor pentru funçtia cos obţinem

1� cos 2z
2z2

=
1

2z2

 
1�

1X
n=0

(�1)n
(2n)!

z2n

!
=

1

2z2

�
1� 1 + z

2

2!
� z

4

4!
+
46

6!
+ :::

�
=
1

2

�
1

2!
� z

2

4!
+
44

6!
+ :::

�

lim
z!0

1� cos 2z
2z2

= lim
z!0

1

2

�
1

2!
� z

2

4!
+
44

6!
+ :::

�
=
1

2

1

2!
=
1

4
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2. Pentru funçtiile
1

z
,

1

z2
,
z + 1

z5

punctul 0 este punct singular deoarece funçtiile sunt olomorfe (derivabile) pe întreg domeniul de de�ni̧tie Cnf0g
În plus 0 este punct singular de tip pol deoarece z ! 0 , jzj ! 0 şi deci

lim
z!0

����1z
���� = lim

z!0

1

jzj =
1

+0
= +1

lim
z!0

���� 1z2
���� = lim

z!0

1

jzj2
=

1

+0
= +1

lim
z!0

����z + 1z5
���� = lim

z!0

z + 1

jzj5
=

1

+0
= +1

3. Pentru funçtia

sin
1

z

punctul 0 este punct singular deoarece funçtia este olomorf¼a (derivabil¼a) pe întreg domeniul de de�ni̧tie Cnf0g .
În plus 0 este punct singular esenţial deoarece nu exist¼a lim

z!0
sin 1

z

Pentru zn = 1
n2� avem lim

n!1
zn = lim

n!1
1
n2� = 0 şi

(i) sin
1

zn
= sin

1
1
n2�

= sin(n2�) = 0 deci lim
n!1

sin
1

zn
= 0

Iar pentru wn = 1
n2�+�

2
avem lim

n!1
wn = lim

n!1
1

n2�+�
2
= 0 şi

(ii) sin
1

wn
= sin

1
1

n2�+�
2

= sin(n2� +
�

2
) = 1 deci lim

n!1
sin

1

wn
= 1

Relaţiile (i) şi (ii) arat¼a c¼a nu exist¼a lim
z!0

sin 1
z şi nici lim

z!0

��sin 1
z

�� , deci 0 este punct singular esenţial.
Pentru funçtia

e
1
z = exp(

1

z
)

punctul 0 este punct singular deoarece funçtia este olomorf¼a (derivabil¼a) pe întreg domeniul de de�ni̧tie Cnf0g .
În plus 0 este punct singular esenţial deoarece nu exist¼a lim

z!0
exp( 1z )

Pentru zn = 1
n2�i avem lim

n!1
zn = lim

n!1
1

n2�i = 0 deoarece lim
n!1

�� 1
n2�i

�� = lim
n!1

1
n2� = 0 şi

(a) exp(
1

zn
) = exp

 
1
i

n2�

!
= exp(in2�) = cos(n2�)| {z }

1

+ isin(n2�)| {z }
0

= 1 deci lim
n!1

exp
1

zn
= 1

Pentru wn = 1

(n2�+�
2 )i

avem lim
n!1

wn = lim
n!1

1

(n2�+�
2 )i

= 0 deoarece lim
n!1

���� 1

(n2�+�
2 )i

���� = limn!1
1

n2�+�
2
= 0 şi

(b) exp(
1

wn
) = exp

0@ 1
1

(n2�+�
2 )i

1A = exp i(n2� +
�

2
) = cos(n2� +

�

2
)| {z }

0

+ isin(n2� +
�

2
)| {z }

1

= i deci lim
n!1

exp
1

wn
= i

Iar pentru un = 1
n avem lim

n!1
un = lim

n!1
1
n = 0 şi

(ii) exp(
1

wn
) = exp

�
1
1
n

�
= expn deci lim

n!1
exp

1

un
= +1

Relaţiile (a) , (b) şi (c) arat¼a c¼a nu exist¼a lim
z!0

exp 1
z şi nici lim

z!0

��exp 1
z

�� , deci 0 este punct singular esenţial.
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1.4 Serii Laurent

De�ni̧tie. Se numeşte serie Laurent (centrat¼a în z0), o serie de formaX
n2Z

cn(z � z0)n

mai precis este vorba de o pereche de seriiX
n�0

cn(z � z0)n| {z }
partea Taylor

şi
X
n�1

c�n
1

(z � z0)n| {z }
partea principal¼a

De�ni̧tie. O serie Laurent este convergent¼a în punctul z 6= z0
dac¼a atât partea Taylor cât şi partea principal¼a sunt serii convergente.

Partea Taylor şi partea principal¼a sunt serii de puteri, deci au raze de convergenţ¼a.
Fie R raza de convergenţ¼a pentru partea Taylor.
Conform teoremei Cauchy-Hadamard raza de convergenţ¼a se calculeaz¼a astfel

R =
1

lim sup
n!1

n
p
jcnj

Deci partea Taylor este convergent¼a pentru orice z 2 C cu jz � z0j < R
Fie 1

r raza de convergenţ¼a pentru partea principal¼a,
pe care o calcul¼am în mod similar

1

r
=

1

lim sup
n!1

n
p
jc�nj

Deci partea principal¼a este deci convergent¼a pentru orice z 2 C cu
��� 1
z�z0

��� < 1
r , r < jz � z0j

În concluzie seria Laurent este convergent¼a pentru orice numere complexe z 2 C cu r < jz � z0j < R,
Aceasta presupune c¼a r < R
S¼a remarc¼am faptul c¼a o serie Laurent este practic o pereche de dou¼a serii, ce pot avea orice numere complexe

drept coe�cienţi cn 2 C
În cele ce urmeaz¼a vom considera numai serii Laurent pentru care razele de convergenţ¼a veri�c¼a r < R
Seria Laurent este divergent¼a pentru z 2 C cu jz � z0j > R sau r > jz � z0j
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x

y

r

R

zo

Coroana de convergenţă   0 < r < |zzo| < R

De�ni̧tie. Fie o serie Laurent
X
n2Z

cn(z � z0)n cu r < R. Se numeşte coroana de convergenţ¼a muļtimea

fr < jz � z0j < Rg
În mod natural se de�neşte suma seriei Laurent s : fr < jz � z0j < Rg ! C , pe coroana de convergenţ¼a

s(z) =
1X
n=0

cn(z � z0)n +
1X
n=1

c�n
1

(z � z0)n
pentru r < jz � z0j < R

este o funçtie olomorf¼a (ca sum¼a a unor serii de puteri).
Seria Laurent este divergent¼a pentru z 2 C cu jz � z0j > R sau r > jz � z0j , adic¼a în "afara coroanei de

convergenţ¼a".

Exemple.
1) pentru 0 < r < R <1 obţinem o coroan¼a de convergenţ¼a ca în �gura anterioar¼a
2) pentru 0 = r < R <1 coroana de convergenţ¼a este de fapt un disc f¼ar¼a centrul z0
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x

y

zo

R

3) pentru 0 < r < R =1 coroana de convergenţ¼a este întreg C , din care se scade discul fjz � z0j < rg

x

y

zo

r

4) pentru 0 = r < R =1 coroana de convergenţ¼a este de fapt întreg C , eventual f¼ar¼a z0

5) o serie Laurent poate s¼a aibe numai parte Taylor, dac¼a toţi coe�cienţii p¼aŗtii principale sunt zero c�n = 0 ,
n � 1

s(z) =
1X
n=0

cn(z � z0)n
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6) o serie Laurent poate s¼a aibe numai parte principal¼a, dac¼a toţi coe�cienţii p¼aŗtii Taylor sunt zero cn = 0 ,
n � 0

s(z) =
1X
n=1

c�n
1

(z � z0)n

7) o serie Laurent poate s¼a aibe un num¼ar �nit de coe�cienţi nenuli atât în partea Taylor cât şi în partea
principal¼a

s(z) =

pX
n=0

cn(z � z0)n +
qX

n=1

c�n
1

(z � z0)n
= c�q

1

(z � z0)q
+ :::+ c�1

1

(z � z0)| {z }
partea principala

+ c0 + c1(z � z0) + :::+ cp(z � z0)p| {z }
partea Taylor

Exemple.

i)
1X
n=0

zn = 1 + z + z2 + z3 + :::

nu are parte principal¼a (coe�cienţii p¼aŗtii principale sunt toţi nuli),
iar coroana de convergenţ¼a este fjzj < 1g deoarece seria geometric¼a este convergent¼a numai pentru z cu jzj < 1

ii)
1X
n=0

1

zn
= 1 +

1

z
+
1

z2
+
1

z3
+ :::

nu are parte Taylor (coe�cienţii p¼aŗtii Taylor sunt toţi nuli),
iar coroana de convergenţ¼a este f1 < jzjg deoarece seria geometrica este convergent¼a numai pentru

�� 1
z

�� < 1
iii)

1

z5
+
3

z2
� 2
z
+ z +

z2

2!
+
z3

3!
+
z4

4!
+ :::

are parte principal¼a �nit¼a (toţi coe�cienţii p¼aŗtii principale sunt nuli, cu excepţia unui num¼ar �nit),
iar coroana de convergenţ¼a este Cnf0g deoarece partea principal¼a este �nit¼a (deci convergent¼a pentru orice

z 6= 0, iar partea Taylor este seria exponenţial¼a.

iv)
1

(z + 1)3
� 1

z + 1
+ (z + 1)� (z + 1)2 + (z + 1)3 + (z + 1)4

seria Laurent este centrat¼a în punctul �1 ,
partea Taylor şi partea principal¼a au un num¼ar �nit de coe�cienţi nenuli,
deci ambele sunt convergente pentru orice z 6= �1
iar coroana de convergenţ¼a este Cnf�1g

Teorema (de existenţ¼a şi unicitate)
Orice funçtie olomorf¼a pe o coroan¼a, are dezvoltare în serie Laurent (centrat¼a în acea coroan¼a).
Mai precis.
Fie f : fr < jz � z0j < Rg ! C o funçtie olomorf¼a pe coroana fr < jz � z0j < Rg .
Atunci exist¼a o unic¼a serie Laurent X

n2Z
cn(z � z0)n

astfel încât

(*) f(z) =
1X
n=0

cn(z � z0)n +
1X
n=1

c�n
1

(z � z0)n
pentru orice z 2 fr < jz � z0j < Rg

Este clar c¼a seria Laurent are coroana de convergenţ¼a "mai mare" decât coroana pe care funçtia f este olomorf¼a.
( dac¼a r1 < R1 sunt razele de convergenţ¼a pentru seria Laurent, atunci r1 < r < R < R1)
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x

y

r

R

r1

R1

coroana {r < |zzo| < R} (marcată)  inclusă în coroana  {r1 < |zzo| < R1}  (punctat)

zo

De�ni̧tie. Relaţia (*) arat¼a c¼a functia f este suma seriei Laurent pentru orice z 2 fr < jz � z0j < Rg ,
acest fapt se numeşte "dezvoltarea în serie Laurent a funçtiei f pentru coroana fr < jz � z0j < Rg "
Demonstraţie. Nu prezent¼am demonstraţia. Iat¼a îns¼a calculul coe�cienţilor seriei Laurent, aşa cum reies din

demonstraţie

cn =
1

2�i

I
jz�z0=�j

f(z)

z � z0
dz pentru orice � 2 (r;R) şi n 2 Z

Observa̧tie.
Pentru a determina dezvoltarea în serie Laurent a unei funçtii, practic se determin¼a coe�cienţii seriei. Formula

anterioar¼a este îns¼a mult prea di�cil de aplicat.
În probleme simple se folosesc dezvolt¼arile în serie Taylor ale funçtiilor elementare cunoscute:

seria geometric¼a, exponenţial¼a, sin , cos
şi faptul c¼a dezvoltarea în serie Laurent este unic¼a.
Este esenţial punctul "z0" , centrul coroanei (în care este centrat¼a seria Laurent)
Este posibil ca o funçtie s¼a aibe serie Laurent f¼ar¼a parte principal¼a pentru o coroan¼a, dar f¼ar¼a parte Taylor

pentru alt¼a coroan¼a.

Exemple.
1) Funçtia f : Cnf0g ! C , f(z) = 1

z (olomorf¼a pe întreg domeniul de de�ni̧tie)
i) pentru coroana Cnf0g , (aici r = 0 şi R = +1 ) are dezvoltarea în serie Laurent

f(z) =
1

z

Toţi coe�cienţii sunt nuli cu excepţia c�1 = 1
ii) pentru coroana f0 < jz � 2j < 2g are dezvoltarea în serie Laurent

f(z) =
1

z
=

1X
n=0

(z � 2)n
2n+1

pentru jz � 2j < 2
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x

y

420

Iat¼a cum se determin¼a dezvoltarea în serie Laurent.
Folosim seria geometric¼a şi schimbarea de variabil¼a w = z � 2 ) z = w + 2

f(z) =
1

z
=

1

w + 2
=
1

2

1

1 + w
2

=
1

2

1X
n=0

�w
2

�n
pentru

���w
2

��� < 1 , jwj < 2 , jz � 2j < 2

deci

f(z) =
1

z
=

1X
n=0

wn

2n+1
=

1X
n=0

(z � 2)n
2n+1

pentru jz � 2j < 2

în acest caz seria Laurent nu are parte principal¼a.

2) Funçtia f : Cnf1; 2g ! C (olomorf¼a pe întreg domeniul de de�ni̧tie)

f(z) =
1

(z � 1)(z � 2)

i) pentru coroana f1 < jzj < 2g funçtia are dezvoltarea în serie Laurent

f(z) =
1

(z � 1)(z � 2) =
1X
n=1

1

zn+1
� 3
2
+

1X
n=1

�1
2n+1

zn = :::� 1

z2
� 1
z
� 3
2
+
�1
22
z +
�1
23
z2 + :::
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x

y

2112

Iat¼a cum se determin¼a aceasta

f(z) =
1

(z � 1)(z � 2) =
1

z � 2 �
1

z � 1

Deoarece 1 < jzj ,
�� 1
z

�� < 1 , folosim 1
z ca "raţie" pentru seria geometric¼a, deci pentru

�� 1
z

�� < 1 putem
scrie

1

z � 1 =
1

z

1

1� 1
z

=
1

z

1X
n=0

�
1

z

�n
=

1X
n=0

1

zn+1
pentru orice z cu 1 < jzj

Pe de alt¼a parte jzj < 2 ,
�� z
2

�� < 1 , folosim z
2 ca "raţie" pentru seria geometric¼a, deci pentru

�� z
2

�� < 1
putem scrie

1

z � 2 =
1

2

1
z
2 � 1

= �1
2

1X
n=0

�z
2

�n
=

1X
n=0

�1
2n+1

zn pentru orice z cu jzj < 2

Adunând obţinem

f(z) =
1

(z � 1)(z � 2) =
1

z � 2 �
1

z � 1 =

=

1X
n=0

�1
2n+1

zn �
1X
n=0

1

zn+1
=

1X
n=1

�1
2n+1

zn +
�1
2
� 1�

1X
n=1

1

zn+1

f(z) =
1X
n=1

�1
zn+1

+
�3
2
+

1X
n=1

�1
2n+1

zn pentru orice z cu 1 < jzj < 2

ii) pentru coroana f0 <
��z � 3

2

�� < 1
2g aceeaşi funçtie are dezvoltarea în serie Laurent

f(z) =
1

(z � 1)(z � 2) =
1X
n=0

(�1)4(n+1)
�
z � 3

2

�2n
Observ¼am c¼a seria Laurent are numai parte Taylor (coe�cienţii p¼aŗtii principale sunt toţi nuli)
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x

y

0 23/21

Iat¼a cum se determin¼a aceasta.

f(z) =
1

(z � 1)(z � 2) =
1

z � 2 �
1

z � 1

Facem schimbarea de variabila w = z � 3
2 , avem jwj < 1

2 < 1 şi z = w + 3
2

Deci putem folosi 2w ca raţie pentru seria geometric¼a

1

z � 2 =
1

w + 3
2 � 2

=
1

w � 1
2

=
1

� 12
1

1� 2w = �2
1X
n=0

(2w)n deoarece j2wj < 1

Pe de alt¼a parte

� 1

z � 1 =
�1

w + 3
2 � 1

=
�1
w + 1

2

=
�1
1
2

1

1 + 2w
= �2 1

1� (�2w) = �2
1X
n=0

(�2w)n deoarece j2wj < 1

Adunând obţinem

f(z) =
1

(z � 1)(z � 2) =
1

z � 2 �
1

z � 1 = �2
1X
n=0

(2w)n � 2
1X
n=0

(�2w)n =

= �2
1X
n=0

2nwn � 2
1X
n=0

(�1)n2nwn =
1X
n=0

�2n+1wn +
1X
n=0

(�1)n+12n+1wn =
1X
n=0

�
�1 + (�1)n+1

�
2n+1wn

f(z) =
1

(z � 1)(z � 2) =
1X
n=0

�
�1 + (�1)n+1

�
2n+1

�
z � 3

2

�n
=

1X
k=0

(�2)22k+1
�
z � 3

2

�2k
deoarece �

�1 + (�1)n+1
�
=

�
�2 , pentru n = 2k
0 , pentru n = 2k + 1

Putem înlocui k cu n şi obţinem

f(z) =
1

(z � 1)(z � 2) =
1X
n=0

(�1)22n+2
�
z � 3

2

�2n
=

1X
n=0

(�1)4(n+1)
�
z � 3

2

�2n
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Teorem¼a. Fie z0 punct singular izolat pentru funçtia olomorf¼a f : f0 < jz � z0j < Rg ! C şi dezvoltarea în
serie Laurent corespunz¼atoare acestui caz particular de coroan¼a (r = 0). Atunci
i) z0 este punctul singular aparent , dezvoltarea în serie Laurent nu are parte principal¼a

f(z) =
1X
n=0

cn(z � z0)n pentru orice z 2 f0 < jz � z0j < Rg

(coe�cienţii p¼aŗtii principale sunt toţi nuli c�n = 0 , n � 1 )

ii) z0 este punctul singular de tip pol de ordin k , dezvoltarea în serie Laurent are parte principal¼a "�nit¼a"
(are un num¼ar �nit de coe�cienţi nenuli) mai precis

f(z) =
1X
n=0

cn(z � z0)n + c�1
1

(z � z0)
+ :::+ c�k

1

(z � z0)k
pentru orice z 2 f0 < jz � z0j < Rg

iii) z0 este punctul singular esenţial , dezvoltarea în serie Laurent are parte principal¼a "in�nit¼a"
(are o in�nitate de coe�cienţi nenuli)

Nu prezent¼am demonstraţia.

Exemple.
1) Consider¼am coroana f0 < jzj < Rg şi funçtia

f(z) =
sin z � z
z3

Folosim dezvoltarea în serie Taylor a funçtiei sin şi obţinem dezvoltarea în serie Laurent a funçtiei f

f(z) =
sin z � z
z3

=
1

z3

�
z

1!
� z

3

3!
+
z5

5!
+ :::� z

�
=
1

z3

�
�z

3

3!
+
z5

5!
+ :::

�
= � 1

3!
+
z2

5!
+ :::

Partea principal¼a nu apare, are deci toţi coe�cienţii nuli şi prin urmare 0 este punct singular aparent.

2) Consider¼am coroana f0 < jzj < 1g şi funçtia

f(z) =
1

z2(z � 1)

Folosim seria geometric¼a

1X
n=0

zn = 1 + z + z2 + ::: =
1

1� z pentru jzj < 1

înlocuind obţinem seria Laurent a funçtiei f

f(z) =
1

z2(z � 1) =
1

z2
�1
1� z =

1

z2
�
1 + z + z2 + :::

�
=
1

z2
+
1

z
+ 1 + z + z2 + :::

Partea principal¼a are numai doi coe�cienţi nenuli c�2 = 1 şi c�1 = 1 , prin urmare 0 este pol de ordin 2 .

3) Consider¼am coroana f0 < jzj < Rg şi funçtia

f(z) = sin
1

z

Folosim dezvoltarea în serie Taylor a funçtiei sin şi obţinem dezvoltarea în serie Laurent a funçtiei f

f(z) = sin
1

z
=
1

1!

1

z
� 1

3!

1

z3
+
z5

5!

1

z5
+ :::

Partea principal¼a are o in�nitate de coe�cienţi nenului, prin urmare 0 este punct singular esenţial.
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1.5 Reziduuri

Fie z0 punct singular izolat pentru funçtia olomorf¼a f : f0 < jz � z0j < Rg ! C şi dezvoltarea în serie Laurent
corespunz¼atoare acestui caz particular de coroan¼a (r = 0)

f(z) =
1X
n=0

cn(z � z0)n +
1X
n=1

c�n
1

(z � z0)n
pentru orice z 2 f0 < jz � z0j < Rg

S¼a calcul¼am integrala pe un cerc fjz � z0j = �g cu � < R , parcurs o dat¼a în sens trigonometricI
jz�z0j=�

f(z)dz =

I
jz�z0j=�

 1X
n=0

cn(z � z0)n +
1X
n=1

c�n
1

(z � z0)n

!
dz

x

y

R

ρ
zo

Nu prezent¼am motivaţia, dar se poate integra "termen cu termen", adic¼aI
jz�z0j=�

f(z)dz =
1X
n=0

I
jz�z0j=�

cn(z � z0)ndz +
1X
n=1

I
jz�z0j=�

c�n
1

(z � z0)n
dz =

=
1X
n=0

cn

I
jz�z0j=�

(z � z0)ndz +
1X
n=1

c�n

I
jz�z0j=�

1

(z � z0)n
dz

conform unui calcul efectuat anteriorI
jz�z0j=�

1

(z � z0)n
dz =

�
2�i pentru n = �1
0 pentru n 6= �1

deci toate integralele sunt nule cu excepţia uneiaI
jz�z0j=�

f(z)dz = c�1

I
jz�z0j=�

1

(z � z0)
dz = c�12�i
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sau echivalent
1

2�i

I
jz�z0j=�

f(z)dz = c�1

Prin urmare valoarea unei astfel de integrale depinde numai de coe�cientul "c�1" , coe�cientul lui 1
z�z0 din

dezvoltarea în serie Laurent a funçtiei.

De�ni̧tie. Pentru z0 punct singular izolat pentru funçtia olomorf¼a f : f0 < jz � z0j < Rg ! C
se de�neşte reziduul funçtiei în punctul z0 astfel

Res(f; z0) =
1

2�i

I
jz�z0j=�

f(z)dz = c�1 , 0 < � < R

unde "c�1" este coe�cientul lui 1
z�z0 din dezvoltarea în serie Laurent a funçtiei pentru coroana f0 < jz � z0j < Rg

Conform calculului anterior, integrala nu depinde de "�" raza cercului.

Comentariu.
În mod "tradi̧tional" textele mai vechi în limba român¼a au folosit notaţia Rez(f; z0) , justi�cat¼a de pronunţia

"z" a noţiunii de "residue" (din englez¼a, francez¼a). Notaţiile sunt îns¼a independente de contextul lingvistic, din
acest motiv am optat pentru notaţia "Res" , unanim folosit¼a în textele moderne.

Observa̧tie.
Dac¼a z0 este punct singular aparent, atunci Res(f; z0) = 0
Demonstraţie.
Folosim caracterizarea enunţat¼a în teorema anterioar¼a, conform c¼areia dac¼a z0 este punct singular aparent,

atunci dezvoltarea în serie Laurent nu are parte principal¼a, mai precis toţi coe�cienţii p¼aŗtii principale sunt nuli, în
particular c�1 = 0 şi deci Res(f; z0) = c�1 = 0.

Observa̧tie.
Dac¼a z0 este punctul singular de tip pol de ordin k , atunci reziduul se calculeaz¼a

Res(f; z0) =
1

(k � 1)! limz!z0

�
f(z)(z � z0)k

�(k�1)
=

1

(k � 1)!g
(k�1)(z0)

Am notat g(z) = f(z)(z � z0)k şi folosim convenţia " 0! = 1 ".

Demonstraţie.
Folosim dezvoltarea în serie Laurent conform caracteriz¼arii din teorema anterioar¼a

f(z) =

1X
n=0

cn(z � z0)n + c�1
1

(z � z0)
+ :::+ c�k

1

(z � z0)k
pentru orice z 2 f0 < jz � z0j < Rg

Apoi calcul¼am reziduul, prin determinarea coe�cientului c�1

Res(f; z0) =
1

2�i

I
jz�z0j=�

f(z)dz = c�1

Un calcul simplu :

f(z)(z � z0)k =
1X
n=0

cn(z � z0)n(z � z0)k + c�1
(z � z0)k
(z � z0)

+ :::+ c�k
(z � z0)k
(z � z0)k

g(z) = f(z)(z � z0)k =
1X
n=0

cn(z � z0)n+k + c�1(z � z0)k�1 + :::+ c�k+1(z � z0) + c�k

Deriv¼am de (k � 1) ori şi obţinem

g(k�1)(z) =
�
f(z)(z � z0)k

�(k�1)
=

1X
n=0

cn
(n+ k)!

(n+ 1)!
(z � z0)n+1 + c�1(k � 1)!
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Deci

g(k�1)(z0) =
1X
n=0

cn
(n+ k)!

(n+ 1)!
(z0 � z0)n+1| {z }

0

+ c�1(k � 1)! = c�1(k � 1)!

De unde rezult¼a

Res(f; z0) = c�1 =
1

(k � 1)!g
(k�1)(z0) =

1

(k � 1)! limz!z0

�
f(z)(z � z0)k

�(k�1)
�
Comentariu.
Calculul nu este diferit în cele dou¼a forme

g(z) = f(z)(z � z0)k şi g(k�1)(z0)

lim
z!z0

�
f(z)(z � z0)k

�(k�1)
Observa̧tie.
Pentru z0 pol de ordin 1 şi f(z) =

P (z)
Q(z) , P;Q polinoame,

(deci z0 este zerou de ordin 1 pentru Q şi P (z0) 6= 0 ) avem

Res(f; z0) =
P (z0)

Q0(z0)

Demonstraţie.
Din faptul c¼a z0 este zerou de ordin 1 pentru Q , obţinem Q(z0) = 0 şi Q(z) = (z � z0)S(z) , S(z0) 6= 0
Deci Q0(z) = [(z � z0)S(z)]0 = S(z) + (z � z0)S0(z) ) Q0(z0) = S(z0)
Calculând reziduul obţinem

Res(f; z0) =
1

(1� 1)! limz!z0
[f(z)(z � z0)](1�1) =

1

0!
lim
z!z0

�
P (z)

Q(z)
(z � z0)

�
= lim

z!z0

�
P (z)

(z � z0)S(z)
(z � z0)

�

Res(f; z0) = lim
z!z0

�
P (z)

S(z)

�
=
P (z0)

S(z0)
=
P (z0)

Q0(z0)

�
Comentariu.
Deşi reziduul este de�nit ca o integral¼a, foarte rar se determin¼a reziduul calculând efectiv aceast¼a integral¼a.
Singurul caz în care se "calculeaz¼a" reziduul este punct singular de tip pol (cu metoda prezentat¼a mai înainte)
Pentru puncte singulare aparente reziduul este nul.
(stabilirea faptului c¼a este punct singular aparent se face �e calcul¼am limita în z0, �e folosim dezvoltarea în

serie Laurent)
Pentru puncte singulare esenţiale se foloseşte dezvoltarea în serie Laurent,
sau dac¼a aceast fapt este di�cil, se determin¼a doar c�1 coe�cientul lui 1

z�z0

Exemple.
1) Consider¼am funçtia

f(z) =
z + 2

(z � 1)(z � 2)2 : Cnf1; 2g ! C

Este clar c¼a funçtia este olomorf¼a pe Cnf1; 2g. Deci punctele 1 şi 2 sunt puncte singulare izolate.
Punctul 1 este pol de ordin 1, iar punctul 2 este pol de ordin 2 , deci

Res(f; 1) =
1

(1� 1)! limz!1
[f(z)(z � 1)](1�1) = 1

0!
lim
z!1

�
z + 2

(z � 1)(z � 2)2 (z � 1)
�(0)

Res(f; 1) = lim
z!1

�
z + 2

(z � 2)2

�
=
3

12
= 3
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sau folosind observaţia de mai înainte

f(z) =
z + 2

(z � 1)(z � 2)2 =
P (z)

Q(z)
, Q0(z) =

�
(z � 1)(z � 2)2

�0
= (z � 2)2 + 2(z � 1)(z � 2)

Res(f; 1) =
P (1)

Q0(1)
=

1 + 2

(1� 2)2 + 2(1� 1)(1� 2) =
3

12
= 3

2) Consider¼am funçtia

f(z) =
sin z � z
z3

: Cnf0g ! C

Este clar c¼a funçtia este olomorf¼a pe Cnf0g , deci 0 este punct singular izolat.
Folosim dezvoltarea în serie Laurent, de fapt dezvoltarea în serie Taylor a funçtiei sin

sin z =
1X
n=0

(�1)n
(2n+ 1)!

z2n+1 =
z

1!
� z

3

3!
+
z5

5!
+ ::: pentru orice z

înlocuind obţinem

f(z) =
sin z � z
z3

=
1

z3

�
z

1!
� z

3

3!
+
z5

5!
+ :::� z

�
=
1

z3

�
�z

3

3!
+
z5

5!
� z

7

7!
+ :::

�
= � z

3!
+
z2

5!
� z

4

7!
+ :::

aceasta este seria Laurent pentru f(z) şi coroana Cnf0g , nu are parte principal¼a, deci 0 este punct singular
aparent şi

Res(f; 0) = 0

3) Consider¼am funçtia

f(z) = z4 exp(
1

z
) : Cnf0g ! C

Este clar c¼a funçtia este olomorf¼a pe Cnf0g , deci 0 este punct singular izolat.
Folosim dezvoltarea în serie Laurent, de fapt dezvoltarea în serie Taylor a funçtiei exponenţiale

exp(
1

z
) =

1X
n=0

1

n!

1

zn
pentru orice z 6= 0

înlocuind obţinem

f(z) = z4 exp(
1

z
) = z4

1X
n=0

1

n!

1

zn
= z4

�
1 +

1

z
+

1

2!z2
+

1

3!z3
+

1

4!z4
+

1

5!z5
+ :::

�

f(z) = z4 exp(
1

z
) = z4 + z3 +

z2

2!
+
z

3!
+
1

4!
+

1

5!z
+ :::

aceasta este seria Laurent pentru f(z) şi coroana Cnf0g , coa�cientul lui 1z este c�1 = 1
5! , deci

Res(f; 0) =
1

5!

�
Teorema (reziduurilor)
Fie f o funçtie olomorf¼a pe muļtimea deschis¼a D � C , cu excepţia unor puncte singulare izolate.
Atunci pentru orice  : [a; b] ! D drum închis, injectiv, de clas¼a C1 pe poŗtiuni, care nu trece prin punctele

singulare, cu interiorul inclus în D avem I
g

f(z)dz = 2�i
X
j

Res(f; zj)

zj sunt punctele singulare din interiorul drumului , parcurs în sens trigonometric
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Nu prezent¼am demonstraţia.

Comentarii.
S¼a remarc¼am elementele esenţiale din teorem¼a.
1) funçtia este olomorf¼a pe interiorul drumului cu excepţia unui num¼ar �nit de puncte singulare
2) drumul este închis, injectiv, de clas¼a C1 pe poŗtiuni

Exemplu.
S¼a se calculeze integrala , pe drumul � format din segmentele ce unesc în ordine
punctele zA = i� 1 , zB = 3 + i , zC = 3� 3i , zD = �1� 3i , zA = i� 1 ,I

�

ez

z(z2 + 4)
dz =?

y

x

A (i1) B  (3+i)

C  (33i)D  (13i)

0

2i

2i

Soluţie.
Folosim teorema reziduurilor. Este clar c¼a funçtia

ez

z(z2 + 4)
: Cnf0; 2i;�2ig ! C

este olomorf¼a pe Cnf0; 2i;�2ig , deci punctele f0; 2i;�2ig sunt puncte singulare izolate.
Drumul � este reuniunea segmentelor AB[BC [CD[DA rezultatul �ind un drum închis, injectiv, de clas¼a C1

pe poŗtiuni, parcurs în sens invers trigonometric. S¼a observ¼am c¼a doar punctele 0 şi �2i sunt în interiorul drumului,
adic¼a în interiorul dreptunghiului.
Conform teoremei reziduurilor integrala pe drumul � (parcurs în sens invers trigonometric)I

�

ez

z(z2 + 4)
dz = �2�i

X
zj2int�

Res(f; zj) = �2�i [Res(f; 0) + Res(f;�2i)]

Punctele 0 şi �2i sunt poli de ordin 1 , deci reziduurile sunt

Res(f; 0) = lim
z!0

[f(z)z] = lim
z!0

�
ez

z(z2 + 4)
z

�
= lim

z!0

�
ez

(z2 + 4)

�
=
1

4
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Res(f;�2i) = lim
z!�2i

[f(z)(z + 2i)] = lim
z!�2i

26664 ez

z (z2 + 4)| {z }
(z�2i)(z+2i)

(z + 2i)

37775 = lim
z!�2i

�
ez

z(z � 2i)

�
=

Res(f;�2i) = e�2i

(�2i)(�4i) = �
cos(2)� i sin(2)

8

în �nal obţinemI
�

ez

z(z2 + 4)
dz = �2�i [Res(f; 0) + Res(f;�2i)] = �2�i

�
1

4
� cos(2)� i sin(2)

8

�

�

1.5.1 Singularitate la "1"

De�ni̧tie. Spunem c¼a "z ! 1" (z "tinde" la 1) dac¼a jzj ! +1 . Cu alte cuvinte distanţa de la z la 0 creşte
oricât de mult (tinde la 1)
S¼a observ¼am,c¼a jzj ! 0 , 1

jzj ! +1 .
Exemple.
z "tinde" la 1 poate avea loc în diverse moduri:
1. Dup¼a o dreapt¼a: z = x+ 2i şi x! +1 sau z = �3 + iy şi y ! +1 sau z = x+ 2xi şi x! �1
2. Dup¼a o parabol¼a z = x+ x2i şi x! �1
3 sau orice alt¼a "traiectorie" care se îndep¼arteaz¼a de 0 oricât de mult: spiral¼a, sinusoid¼a, ...

x

y

z = x+2i

z = 3+yi

z = x+2xi

z = x+x²i
z = x+x²i

Comentariu.
Totuşi ideea de "punct la 1" este justi�cat¼a de urm¼atorul fapt.
Consider¼am o sfer¼a (de raz¼a 1) cu centrul pe axa Oz tangent¼a la planul xOy în punctul O (0; 0; 0) .
Apoi consider¼am toate dreptele ce unesc punctul N (0; 0; 2) (polul "nord") cu toate punctele din planul xOy.
Aceste drepte intersecteaz¼a sfera în câte un singur punct "P".
Deci stabilesc o corespondenţ¼a bijectiv¼a între punctele din plan şi punctele de pe sfer¼a, cu excepţia punctului N
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Cu cât punctele din plan sunt mai dep¼artate de O , cu atât interseçtia dreptei corespunz¼atoare cu sfera se
"apropie" de punctul N .
Identi�c¼am punctele din plan (x; y) cu numere complexe z = x+ iy .
Atunci putem spune c¼a z !1 în plan corespunde pe sfer¼a cu " P ! N "
Cu alte cuvinte punctul N (polul nord) corespunde cu "punctul la 1" din planul xOy
Aceast¼a "proieçtie" a punctelor de pe sfer¼a pe planul xOy
se numeşte proieçtia stereogra�c¼a, iar sfera se numeşte "sfera lui Riemann"

y

x

z

O (0,0,0)

N (0,0,2)

P

P

P

P

De�ni̧tie. Dac¼a o funçtie f este olomorf¼a pe o coroan¼a de tipul fr < jzjg , atunci spunem c¼a "1" este punct singular
(izolat) pentru acea funçtie.

84



x

y

r

De�ni̧tie. Pentru o funçtie f : fr < jzjg ! C olomorf¼a pe coroana fr < jzjg
i) "1" este punct singular aparent, dac¼a

exist¼a lim
z!1

f(z) = �nit¼a

ii) "1" este punct singular de tip pol, dac¼a

exist¼a lim
z!1

jf(z)j = +1

iii) "1" este punct singular esenţial, dac¼a

nu exist¼a lim
z!1

f(z) şi nu exist¼a nici lim
z!1

jf(z)j

Observa̧tie.
S¼a observ¼am c¼a jzj ! 0 , 1

jzj ! +1 . Deci putem înlocui

lim
z!1

f(z) cu lim
z!0

f(
1

z
)

Şi putem reformula clasi�carea singularit¼aţii astfel:
i) "1" este punct singular aparent pentru f(z) , 0 este punct singular aparent pentru f( 1z )
ii) "1" este punct singular de tip pol pentru f(z) , 0 este punct singular de tip pol pentru f( 1z )
iii) "1" este punct singular esenţial pentru f(z) , 0 este punct singular esenţial pentru f( 1z )

Observa̧tie.
Putem reformula clasi�carea folosind dezvoltarea în serie Laurent pentru funçtia f( 1z ).
Putem înlocui r < jzj cu r <

�� 1
z

�� , jzj < 1
r . Prin urmare

pentru funçtia f(z) avem coroana fr < jzjg , iar pentru funçtia f( 1z ) avem coroana fjzj < 1
rg

f(
1

z
) =

1X
n=0

cnz
n +

1X
n=1

c�n
1

zn
pentru jzj < 1

r
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i) "1" este punctul singular aparent , dezvoltarea în serie Laurent nu are parte principal¼a

f(
1

z
) =

1X
n=0

cnz
n pentru orice z 2 fjzj < 1

r
g

(coe�cienţii p¼aŗtii principale sunt toţi nuli c�n = 0 , n � 1 )

ii) "1" este punctul singular de tip pol de ordin k , dezvoltarea în serie Laurent are parte principal¼a "�nit¼a"
(are un num¼ar �nit de coe�cienţi nenuli) mai precis

f(
1

z
) =

1X
n=0

cnz
n + c�1

1

z
+ :::+ c�k

1

zk
pentru orice z 2 fjzj < 1

r
g

iii) "1" este punctul singular esenţial , dezvoltarea în serie Laurent are parte principal¼a "in�nit¼a"
(are o in�nitate de coe�cienţi nenuli)

Exemple.
1. Pentru f(z) = e

1
z = exp( 1z ) , "1" este punctul singular aparent , deoarece

f(
1

z
) = e

1
1
z = exp(

1
1
z

) = ez =
1X
n=0

1

n!
zn = 1 +

z

1!
+
z2

2!
+ :::

ceea ce arat¼a c¼a 0 este punct singular aparent pentru f( 1z ) , "1" este punctul singular aparent pentru f(z)

2. Pentru un polinom de grad k , "1" este punct singular de tip pol de ordin k .
Fie f(z) = a0 + a1z + ::+ akzk , avem

f(
1

z
) = a0 + a1

1

z
+ ::+ ak

1

zk
pentru jzj < 1

r

ceea ce arat¼a c¼a 0 este pol de ordin k pentru f( 1z ) , "1" este pol de ordin k pentru f(z)

3. Pentru f(z) = e
1
z = exp( 1z ) , "1" este punctul singular esenţial , deoarece

f(
1

z
) = e

1
z = exp(

1

z
) =

1X
n=0

1

n!

1

zn
= 1 +

1

z
+

1

2!z2
+ :::

ceea ce arat¼a c¼a 0 este punct singular esenţial pentru f( 1z ) , "1" este punctul singular esenţial pentru f(z)

De�ni̧tie. Dac¼a "1" este punct singular pentru f , atunci

Res(f;1) = � 1

2�i

I
jzj=�

f(z)dz = �c�1

Comentarii..
Integrala se calculeaz¼a pe cerul de raz¼a � > r , parcurs o dat¼a în sens invers trigonometric.
(astfel apare semnul "�")

Valoarea intergalei nu depinde de � raza cercului.
"c�1" este coe�cientul lui 1z din seria Laurent pentru coroana fr < jzjg
Sensul invers trigonometric este justi�cat de "orientare". Mai precis:
Pentru reziduul unui punct singular z0 cercul este parcurs în sens trigonometric.
Astfel interiorul drumului şi punctul singular z0 se a�¼a la "stanga" în sensul de parcurgere (sens trigonometric)
Cercul jzj = � "înconjoar¼a" punctul singular z0

Pentru reziduul la "1" cercul este parcurs în sens invers trigonometric.
Astfel "1" se a�¼a la "stanga" în sensul de parcurgere.(sens invers trigonometric)
Cercul jzj = � "înconjoar¼a" punctul singular "1"
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xx

yy

0

sens în “jurul” punctului 0 sens în “jurul” lui  “? ”

ρ

ρ

Observa̧tie.

Res(f;1) = �Res( 1
z2
f(z); 0)

Demonstraţie.
Folosim dezvoltarea în serie Laurent a funçtiei f(z) pentru coroana fr < jzjg

f(z) =
1X
n=0

cnz
n +

1X
n=1

c�n
1

zn
pentru r < jzj

Pentru f( 1z ) obţinem dezvoltarea în serie Laurent

f(
1

z
) =

1X
n=0

cn
1

zn
+

1X
n=1

c�nz
n pentru jzj < 1

r

Deci c�1 este coe�cientul lui z . Nu trebuie decât s¼a înmuļtim cu 1
z2 pentru ca c�1 s¼a devin¼a coe�cientul lui 1z

1

z2
f(
1

z
) =

1

z2

 1X
n=0

cn
1

zn
+

1X
n=1

c�nz
n

!
=

1X
n=0

cn
1

zn+2
+ c�1

1

z
+ c�2

1

z2
+

1X
n=3

c�nz
n�2

De unde rezult¼a clar
Res(f;1) = �c�1 = �Res(

1

z2
f(
1

z
); 0)

�
Utilitatea reziduului la "1" rezult¼a din urm¼atoarea teorem¼a.

Teorem¼a. Fie f funçtie olomorf¼a pe C cu excepţia unui num¼ar �nit de puncte singulare fz1; z2; :::; zkg , atunci

kX
j=1

Res(f; zj) + Res(f;1) = 0

Demonstraţie.
S¼a consider¼am un cerc jzj = r care conţine toate punctele singulare fz1; z2; :::; zkg.
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Aplic¼am teorema reziduurilor I
jzj=r

f(z)dz = 2�i
kX
j=1

Res(f; zj)

Pe de alt¼a parte "1" este punct singular pentru f deoarece funçtia este olomorf¼a pe orice coroan¼a f� < jzjg
care nu conţine punctele singulare şi deci

Res(f;1) = � 1

2�i

I
jzj=r

f(z)dz

Adunând obţinem

kX
j=1

Res(f; zj) + Res(f;1) =
1

2�i

I
jzj=r

f(z)dz � 1

2�i

I
jzj=r

f(z)dz = 0

�
Comentariu.
Prin urmare:
dac¼a folosind teorema reziduurilor se ajunge la calculul sumei reziduurilor în toate punctele singulare ale unei

funçtii,
atunci este mai simplu de calculat un singur reziduu la "1".
Desigur este nevoie ca funçtia s¼a �e olomorf¼a spre "1", adic¼a "1" s¼a �e punct singular.

Exemplu.
S¼a se calculeze integrala pe un cerc parcurs odat¼a în sens trigonometric

a)
I

jzj=3=2

z3

z4 + 1
dz =? b)

I
jzj=1=2

z3

z4 + 1
dz =?

Soluţie.
S¼a observ¼am c¼a toate cele 4 puncte singulare z1; z2; z3; z4 sunt r¼ad¼acinile ecuaţiei z4 + 1 = 0 ) z4 = �1 )

jzj = 1
Deci toate cele 4 puncte singulare se a�¼a în interiorul cercului jzj = 3=2 ( de raz¼a 3=2)
Aplic¼am teorema reziduurilor şi teorema de mai înainteI

jzj=3=2

z3

z4 + 1
dz = 2�i

kX
j=1

Res(f; zj) = �2�iRes(f;1)

Pentru a determina reziduul la 1 folosim

Res(f;1) = �Res( 1
z2
f(
1

z
); 0)

1

z2
f(
1

z
) =

1

z2

1
z3

1
z4 + 1

=
1

z(z4 + 1)

Rezult¼a c¼a 0 este pol de ordin 1 pentru 1
z2 f(

1
z ) şi

Res(
1

z2
f(
1

z
); 0) = lim

z!0

�
1

z2
f(
1

z
)z

�
= lim

z!0

�
1

z(z4 + 1)
z

�
= lim

z!0

1

(z4 + 1)
= 1

Şi în �nal obţinem I
jzj=3=2

z3

z4 + 1
dz = 2�i

kX
j=1

Res(f; zj) = �2�iRes(f;1) = �2�i
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Pentru cercul jzj = 1=2 , raza este 1=2 deci toate punctele singulare sunt în exteriorul acestui cerc.
Funçtia este olomorf¼a pe interiorul cercului şi conform teoremei lui CaucyI

jzj=1=2

z3

z4 + 1
dz = 0

�

1.6 Aplicatii la calculul unor integrale

În aceast¼a parte prezent¼am câteva tipuri de integrale reale ce pot �calculate folosind rezultate din analiza complex¼a.

I. Integrale de tipul
2�Z
0

R(sin t; cos t)dt

unde R(x; y) este o funçtie raţional¼a R(x; y) = P (x;y)
Q(x;y) , P;Q sunt polinoame,

de�nit¼a în vecin¼atatea cercului x2 + y2 = 1 , Q(x; y) nu se anuleaz¼a în puncte de pe cerc.
Consider¼am cercul unitate în planul complex fz 2 C , jzj = 1g parametrizat

z(t) = eit = cos t+ i sin t , t 2 [0; 2�] , z0(t) = ieit , e�it = 1

eit
=

1

z(t)

sin t =
eit � e�it

2i
, cos t =

eit + e�it

2

z(t)� 1
z(t)

2i
= sin t ,

z(t) + 1
z(t)

2
= cos t

Prin urmare integrala complex¼a pe cercul jzj = 1 parcurs o dat¼a în sens trigonometric se calculeaz¼a astfel

I
jzj=1

R(
z � 1

z

2i
;
z + 1

z

2
)
1

iz| {z }
f(z)

dz =

2�Z
0

R(sin t; cos t)
ieit

ieit
dt =

2�Z
0

R(sin t; cos t)dt

Pe de alt¼a parte, conform teoremei reziduurilor obţinemI
jzj=1

R(
z � 1

z

2i
;
z + 1

z

2
)
1

iz| {z }
f(z)

dz =

I
jzj=1

f(z)dz = 2�i
X
jzk<1j

Res(f; zk)

unde zk sunt punctele singulare ale funçtiei f din interiorul cercului jzj = 1 , mai precis punctele singulare cu
jzkj < 1
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x

y

11

i

i

z1
z2

z3

Deci în �nal
2�Z
0

R(sin t; cos t)dt =

I
jzj=1

R(
z � 1

z

2i
;
z + 1

z

2
)
1

iz| {z }
f(z)

dz = 2�i
X
jzk<1j

Res(f; zk)

Comentariu. Ţinând seama de periodicitate funçtiilor sin; cos la fel se pot calcula şi integrale de tipul

�Z
��

R(sin t; cos t)dt =

2�Z
0

R(sin t; cos t)dt =

A+2�Z
A

R(sin t; cos t)dt

sau dac¼a funçtiile sunt pare
�Z
0

R(sin t; cos t)dt =
1

2

�Z
��

R(sin t; cos t)dt

Exemplu.
S¼a se calculeze integrala

2�Z
0

1

5� 4 cos tdt

Soluţie.
Conform calculelor de mai înainte

5� 4 cos t = 5� 4
z + 1

z

2
= 5� 2(z + 1

z
) =

5z � 2z2 � 2
z

2�Z
0

1

5� 4 cos tdt =
2�Z
0

1

5� 4 cos t
ieit

ieit
dt =

I
jzj=1

z

5z � 2z2 � 2
1

iz
dz =

1

i

I
jzj=1

1

5z � 2z2 � 2dz

Determin¼am punctele singulare

5z � 2z2 � 2 = 0 ) z1;2 =
�5� 3
�4 ) z1 =

1

2
, z2 = 2
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Doar z1 = 1
2 este în interiorul cercului jzj = 1 , prin urmare

2�Z
0

1

5� 4 cos tdt = ::: =
1

i

I
jzj=1

1

�2(z � 2)(z � 1
2 )| {z }

f(z)

dz =
1

i
2�i � Res(f; 1

2
)

Este clar c¼a punctul 12 este pol de ordin 1 , deci

Res(f;
1

2
) = lim

z! 1
2

�
f(z)(z � 1

2
)

�
= lim

z! 1
2

�
1

�2(z � 2)(z � 1
2 )
(z � 1

2
)

�
=

= lim
z! 1

2

�
1

�2(z � 2)

�
=

1

�2( 12 � 2)
=
1

3

în �nal obţinem
2�Z
0

1

5� 4 cos tdt =
I

jzj=1

z

5z � 2z2 � 2
1

iz
dz =

1

i
2�i � Res(f; 1

2
) =

2�

3

�

II. Integrale improprii convergente de tipul

+1Z
�1

P (x)

Q(x)
dx

unde P;Q sunt polinoame din R[X] , Q(x) 6= 0 , pentru orice x 2 R. (Q nu are r¼ad¼acini reale)
Faptul c¼a integrala este convergent¼a se poate caracteriza prin

lim
x!+1

x
P (x)

Q(x)
= 0 , sau echivalent degP + 2 � degQ

În aceste condi̧tii
+1Z
�1

P (x)

Q(x)
dx = 2�i

X
Im zj>0

Res

�
P

Q
; zj

�

unde zj sunt punctele singulare (r¼ad¼acinile lui Q) din semiplanul superior Im zj > 0.

Comentariu.
Nu putem folosi notaţia "grad" pentru gradul unui polinom, deoarece "grad" în mod universal desemneaz¼a

"gradientul"
Din acest motiv folosim notaţia "deg" de la "degree", unanim folosit¼a în textele de matematic¼a.

Demonstraţie.
Consider¼am drumul închis � = [�r; r] [ fjzj = rg format din
segmentul (intervalul) [�r; r] şi semicercul de raz¼a r cu centrul în 0, jzj = r , parcurs în sens trigonometric.
Folosim parametriz¼arile
pentru segmentul [�r; r] , z(x) = x 2 [�r; r] , z0(x) = (x)0 = 1 şi
pentru semicercul jzj � r , z(t) = r(cos t+ i sin t) = reit , t 2 [0; �] , z0(t) = ireit
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x

y

rr

zj

Im zj >0

ir

0

Polinomul Q are coe�cienţi reali şi nu are r¼ad¼acini reale, prin urmare toate r¼ad¼acinile sale sunt numere complexe
(conjugate dou¼a câte dou¼a).
(în particular rezult¼a c¼a în mod necesar gradul lui Q este par)
Alegem r aşa încât toate r¼ad¼acinile lui Q , z1; z2; :::; zk s¼a �e în interiorul cercului jzj = r , adic¼a jzj j < r ,

j = 1; k
Interiorul drumului � este interiorul semicercului.
Doar r¼ad¼acinile cu partea imaginar¼a pozitiv¼a Im zj > 0 se a�¼a în interiorul semicercului
Aplic¼am teorema reziduurilor drumului închis � şi obţinemI

�

P (z)

Q(z)
dz = 2�i

X
Im zj>0

Res

�
P

Q
; zj

�

Pe de alt¼a parte

I
�

P (z)

Q(z)
dz =

Z
[�r;r]

P (z)

Q(z)
dz +

Z
jzj=r

P (z)

Q(z)
dz =

rZ
�r

P (x)

Q(x)
dx+

Z
jzj=r

P (reit)

Q(reit)
rieitdt

S¼a observ¼am c¼a trecând la limit¼a pentru r ! +1 obţinem în mod natural

lim
r!+1

rZ
�r

P (x)

Q(x)
dx =

+1Z
�1

P (x)

Q(x)
dx

Pe de alt¼a parte trecând la limit¼a pentru r ! +1 obţinem

lim
r!+1

�Z
0

P (reit)

Q(reit)
rieitdt = 0

Demonstraţia este elementar¼a din punct de vedere tehnic, dar nu face obiectul prezent¼arii de faţ¼a.
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În �nal obţinem

2�i
X

Im zj>0

Res

�
P

Q
; zj

�
=

I
�

P (z)

Q(z)
dz = lim

r!+1

rZ
�r

P (x)

Q(x)
dx+ lim

r!+1

�Z
0

P (reit)

Q(reit)
rieitdt

| {z }
!0

=

+1Z
�1

P (x)

Q(x)
dx

Exemplu.
S¼a se calculeze integrala improprie

+1Z
0

1

(1 + x2)2
dx

Soluţie
S¼a observ¼am mai întâi c¼a funçtia 1

(1+x2)2 este funçtie par¼a. Deci

0Z
�1

1

(1 + x2)2
dx =

+1Z
0

1

(1 + x2)2
dx şi

+1Z
�1

1

(1 + x2)2
dx =

0Z
�1

1

(1 + x2)2
dx+

+1Z
0

1

(1 + x2)2
dx

Prin urmare
+1Z
0

1

(1 + x2)2
dx =

1

2

+1Z
�1

1

(1 + x2)2
dx

Nu avem decât s¼a aplic¼am rezultatul de mai înainte.
În acest caz particular P = 1 şi are gradul 0 , Q = (1 + x2)2 , are gradul 4 , deci degP + 1 < degQ = 4
şi Q nu are r¼ad¼acini reale.

Q(z) = 0 , (1 + z2)2 = 0 , z1 = i , z1 = �i

Ambele r¼ad¼acini sunt de ordin 2 , deci sunt poli de ordin 2 pentru funçtia 1
(1+z2)2 şi numai z1 = i are Im i = 1 > 0

Deci conform rezultatului de mai înainte

+1Z
�1

1

(1 + x2)2
dx = 2�iRes

�
1

(1 + z2)2
; i

�

Pentru un pol de ordin 2 calcul¼am reziduul astfel

Res

�
1

(1 + z2)2
; i

�
=

1

(2� 1)! limz!i

26664 1

(1 + z2)2| {z }
(z�i)2(z+i)2

(z � i)2

37775
(2�1)

= lim
z!i

�
1

(z + i)2

�0

Res

�
1

(1 + z2)2
; i

�
= lim

z!i

�
�2

(z + i)3

�
=
�2
(2i)3

În �nal obţinem
+1Z
0

1

(1 + x2)2
dx =

1

2

+1Z
�1

1

(1 + x2)2
dx =

1

2
2�i
�2
(2i)3

=
�

4

�

III. Integrale improprii convergente de tipul (III A)

+1Z
�1

P (x)

Q(x)
cosxdx ,

+1Z
�1

P (x)

Q(x)
sinxdx
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Folosind eix = cosx+ i sinx obţinem integrala

+1Z
�1

P (x)

Q(x)
eixdx =

+1Z
�1

P (x)

Q(x)
cosxdx+ i

+1Z
�1

P (x)

Q(x)
sinxdx

Unde P;Q sunt polinoame din R[X] , Q(x) 6= 0 , pentru orice x 2 R. (Q nu are r¼ad¼acini reale)
Faptul c¼a integralele reale sunt ambele convergente se poate caracteriza prin

lim
x!+1

P (x)

Q(x)
= 0 , sau echivalent degP + 1 � degQ

În aceste condi̧tii
+1Z
�1

P (x)

Q(x)
eixdx = 2�i

X
Im zj>0

Res

�
P (z)

Q(z)
eiz; zj

�
unde zj sunt punctele singulare (r¼ad¼acinile lui Q) din semiplanul superior: Im zj > 0.
Integralele reale se calculeaz¼a (se "recupereaz¼a") astfel

+1Z
�1

P (x)

Q(x)
cosxdx = Re

24 +1Z
�1

P (x)

Q(x)
eixdx

35 ,

+1Z
�1

P (x)

Q(x)
sinxdx = Im

24 +1Z
�1

P (x)

Q(x)
eixdx

35
Demonstraţie.
Folosim un argument similar celui prezentat anterior.
Consider¼am drumul închis � = [�r; r] [ fjzj = rg format din
segmentul (intervalul) [�r; r] şi semicercul de raz¼a r cu centrul în 0, jzj = r , parcurs în sens trigonometric.
Folosim parametriz¼arile
pentru segmentul [�r; r] , z(x) = x 2 [�r; r] , z0(x) = (x)0 = 1 şi
pentru semicercul jzj � r , z(t) = r(cos t+ i sin t) = reit , t 2 [0; �] , z0(t) = ireit

x

y

rr

zj

Im zj >0

ir

0
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Polinomul Q are coe�cienţi reali şi nu are r¼ad¼acini reale, prin urmare toate r¼ad¼acinile sale sunt numere complexe
(conjugate dou¼a câte dou¼a).
(în particular rezult¼a c¼a în mod necesar gradul lui Q este par)
Alegem r aşa încât toate r¼ad¼acinile lui Q , z1; z2; :::; zk s¼a �e în interiorul cercului jzj = r , adic¼a jzj j < r ,

j = 1; k
Interiorul drumului � este interiorul semicercului.
Doar r¼ad¼acinile cu partea imaginar¼a pozitiv¼a Im zj > 0 se a�¼a în interiorul semicercului
Aplic¼am teorema reziduurilor drumului închis � şi obţinemI

�

P (z)

Q(z)
eizdz = 2�i

X
Im zj>0

Res

�
P

Q
eiz; zj

�

Pe de alt¼a parte

I
�

P (z)

Q(z)
eizdz =

Z
[�r;r]

P (z)

Q(z)
eizdz +

Z
jzj=r

P (z)

Q(z)
eizdz =

rZ
�r

P (x)

Q(x)
eixdx+

Z
jzj=r

P (reit)

Q(reit)
eire

it

rieitdt

S¼a observ¼am c¼a trecând la limit¼a pentru r ! +1 obţinem în mod natural

lim
r!+1

rZ
�r

P (x)

Q(x)
eixdx =

+1Z
�1

P (x)

Q(x)
eixdx

Pe de alt¼a parte trecând la limit¼a pentru r ! +1 obţinem

lim
r!+1

�Z
0

P (reit)

Q(reit)
eire

it

rieitdt = 0

Demonstraţia este mai complicat¼a din punct de vedere tehnic decât cea din cazul anterior. Nu prezent¼am aceast¼a
demonstraţie.
În �nal obţinem

2�i
X

Im zj>0

Res

�
P

Q
eiz; zj

�
=

I
�

P (z)

Q(z)
eizdz = lim

r!+1

rZ
�r

P (x)

Q(x)
eixdx+ lim

r!+1

�Z
0

P (reit)

Q(reit)
eire

it

rieitdt

| {z }
!0

=

+1Z
�1

P (x)

Q(x)
eixdx

Exemplu.
S¼a se calculeza integrala

+1Z
0

cosx

1 + x2
dx

Soluţie.
S¼a observ¼am c¼a funçtia cos x

1+x2 este funçtie par¼a, deci

0Z
�1

cosx

1 + x2
dx =

+1Z
0

cosx

1 + x2
dx şi

+1Z
�1

cosx

1 + x2
dx =

0Z
�1

cosx

1 + x2
dx

| {z }
A

+

+1Z
0

cosx

1 + x2
dx

| {z }
A

Prin urmare
+1Z
0

cosx

1 + x2
dx =

1

2

+1Z
�1

cosx

1 + x2
dx =

1

2
Re

24+1Z
�1

eix

1 + x2
dx

35
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Aplic¼am rezultatul de mai înainte (pentru tipul III A).
În acest caz particular P = 1 şi are gradul 0 , Q = 1 + x2 , are gradul 2 , deci degP + 1 < degQ = 2
şi nu are r¼ad¼acini reale.

Q(z) = 0 , 1 + z2 = 0 , z1 = i , z1 = �i

Ambele r¼ad¼acini sunt de ordin 1 , deci sun tpoli de ordin 1 pentru funçtia eiz

1+z2 şi numai z1 = i are Im i = 1 > 0
Deci conform rezultatului de mai înainte

+1Z
�1

eix

1 + x2
dx = 2�iRes

�
eiz

1 + z2
; i

�

Reziduul pentru pol de ordin 1 se calculeaz¼a

Res

�
eiz

1 + z2
; i

�
= lim

z!i

26664 eiz

1 + z2| {z }
(z�i)(z+i)

(z � i)

37775 = limz!i

�
eiz

z + i

�
=
e�1

2i

În �nal obţinem

+1Z
0

cosx

1 + x2
dx =

1

2
Re

24+1Z
�1

eix

1 + x2
dx

35 = 1

2
Re

�
2�iRes

�
eiz

1 + z2
; i

��
=
1

2
Re

�
2�i

e�1

2i

�
=
�

2e

�

III. Integrale improprii convergente de tipul (III B) ("semireziduuri")

+1Z
�1

P (x)

Q(x)
sinxdx

Unde P;Q sunt polinoame din R[X] , Q are şi r¼ad¼acini reale de tip x = k� , k 2 Z , dar acestea sunt r¼ad¼acini
de ordin 1
Faptul c¼a integrala este convergent¼a "la �1" se poate caracteriza prin

lim
x!+1

P (x)

Q(x)
= 0 , sau echivalent degP + 1 � degQ

În aceste condi̧tii ( formula este numit¼a în "folclor" : formula "semireziduurilor" )

+1Z
�1

P (x)

Q(x)
sinxdx = 2�i

X
Im zj>0

Res

�
P (z)

Q(z)
eiz; zj

�
+ �i

X
xk2R

Res

�
P (z)

Q(z)
eiz; xk

�

unde zj sunt punctele singulare (r¼ad¼acinilecomplexe ale lui Q) din semiplanul superior: Im zj > 0 ,
iar xk sunt punctele singulare de pe axa real¼a Ox (r¼ad¼acinile reale ale lui Q).
Trebuie observat c¼a în acest caz, integrala improprie este de�nit¼a în mod cu totul "special"

+1Z
�1

P (x)

Q(x)
sinxdx = lim

r!+1;"&0

24 x1�"Z
�r

P (x)

Q(x)
sinxdx+

x2�"Z
x1+"

P (x)

Q(x)
sinxdx+

rZ
x2+"

P (x)

Q(x)
sinxdx

35
am descris doar cazul în care polinomul Q are 2 r¼ad¼acini reale x1 < x2

Demonstraţie.
Consider¼am cazul particular în care Q are o singur¼a r¼ad¼acin¼a real¼a de ordin 1 , şi anume x = 0.
Aceast caz este su�cient pentru a înţelege ideea demonstraţiei.
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Consider¼am drumul închis � = [�r;�"] [ fjzj = "g [ ["; r] [ fjzj = rg format din
- segmentul [�r;�"] parametrizat z(x) = x 2 [�r;�"] , z0(x) = 1
- semicercul centrat în 0 de raz¼a " , fjzj = "g parametrizat z(t) = "eit , t 2 [0; �] , z0(t) = i"eit

(parcurs în sens invers trigonometric)
- segmentul ["; r] parametrizat z(x) = x 2 ["; r] , z0(x) = 1
- semicercul centrat în 0 de raz¼a r , fjzj = rg parametrizat z(t) = reit , t 2 [0; �] , z0(t) = ireit
(parcurs în sens trigonometric)

x

y

rr εε

Alegem r aşa încât toate r¼ad¼acinile complexe ale lui Q , zj s¼a �e în interiorul cercului jzj = r , adic¼a jzj j < r
şi alegem " aşa încât toate r¼ad¼acinile complexe ale lui Q s¼a �e în exteriorul cercului jzj = " , adic¼a jzj j > "
Interiorul drumului � este domeniul cuprins între cele dou¼a semicercuri.
Doar r¼ad¼acinile cu partea imaginar¼a pozitiv¼a Im zj > 0 se a�¼a în interiorul drumului �
Aplic¼am teorema reziduurilor şi obţinemI

�

P (z)

Q(z)
eizdz = 2�i

X
Im zj>0

Res

�
P (z)

Q(z)
eiz; zj

�
Pe de alt¼a parte I

�

P (z)

Q(z)
eizdz =

Z
[�r;�"]

�
Z
jzj="

+

Z
[";r]

+

Z
jzj=r

Pe segmentele de pe axa real¼a avem
eix = cosx+ i sinx

�"Z
�r

P (x)

Q(x)
eixdx =

�"Z
�r

P (x)

Q(x)
cosxdx+ i

�"Z
�r

P (x)

Q(x)
sinxdx ,

rZ
"

P (x)

Q(x)
eixdx =

rZ
"

P (x)

Q(x)
cosxdx+ i

rZ
"

P (x)

Q(x)
sinxdx

Aici trebuie remarcat faptul c¼a este convergent¼a doar integrala improprie
+1Z
�1

P (x)

Q(x)
sinxdx
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cealalt¼a integral¼a improprie este divergent¼a

+1Z
�1

P (x)

Q(x)
cosxdx

Dar datorit¼a faptului c¼a r¼ad¼acinile reale ale lui Q sunt doar de ordin 1, se arat¼a c¼a suma integralelor ce conţin
"cos" este nul¼a

�"Z
�r

P (x)

Q(x)
cosxdx+

�rZ
"

P (x)

Q(x)
cosxdx = 0

Trecem la limit¼a dup¼a "& 0 şi r ! +1 şi obţinem în mod natural

lim
"&0 , r!+1

Z
[�r;�"]

P (z)

Q(z)
eizdz = lim

"&0 , r!+1

�"Z
�r

P (x)

Q(x)
eixdx =

0Z
�1

P (x)

Q(x)
sinxdx

lim
"&0 , r!+1

Z
[";r]

P (z)

Q(z)
eizdz = lim

"&0 , r!+1

rZ
"

P (x)

Q(x)
eixdx =

+1Z
0

P (x)

Q(x)
sinxdx

Demonstrarea celorlalte dou¼a limite este mai complicat¼a. Omitem demonstraţia lor.
Integralele au loc de-a lungul semicercurilor, acest fapt nu este marcat explicit.

lim
r!+1

Z
jzj=r

P (z)

Q(z)
eizdz = 0 şi lim

"&0

Z
jzj="

P (z)

Q(z)
eizdz = �iRes

�
P (z)

Q(z)
eiz; 0

�

În �nal obţinem

2�i
X

Im zj>0

Res

�
P (z)

Q(z)
eiz; zj

�
=

I
�

P (z)

Q(z)
eizdz = lim

"&0 , r!+1

264 Z
[�r;�"]

�
Z
jzj="

+

Z
[";r]

+

Z
jzj=r

375 =

= lim
"&0 , r!+1

264 Z
[�r;�"]

P (z)

Q(z)
eizdz

375� lim
"&0

Z
jzj="

P (z)

Q(z)
eizdz+ lim

"&0 , r!+1

264 Z
[";r]

P (z)

Q(z)
eizdz

375+ lim
r!+1

Z
jzj=r

P (z)

Q(z)
eizdz =

=

0Z
�1

P (x)

Q(x)
sinxdx� �iRes

�
P (z)

Q(z)
eiz; 0

�
+

+1Z
0

P (x)

Q(x)
sinxdx

şi rearanjând termenii

2�i
X

Im zj>0

Res

�
P (z)

Q(z)
eiz; zj

�
+ �iRes

�
P (z)

Q(z)
eiz; 0

�
=

0Z
�1

+

+1Z
0

=

+1Z
�1

P (x)

Q(x)
sinxdx

În cazul în care Q are mai multe r¼ad¼acini reale x1; x2; x3; :::,
se procedeaz¼a în mod similar "ocolind" aceste r¼ad¼acini cu semicercuri cu raz¼a "& 0
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x

y

rr x2x1 x3

Trecând la limit¼a dup¼a "& 0 şi r ! +1 ,

- integralele pe segmente tind la integrala improprie
+1R
�1

- integrala pe semicercul jzj = r tinde la 0 , iar
- integralele pe semicercurile centrate în r¼ad¼acinile reale x1; x2; x3; ::: tind la "semireziduuri" �iRes

�
P (z)
Q(z)e

iz; xk

�
Aplic¼am teorema reziduurilor şi adun¼am rezultatele ţinând seama de sensul de parcurgere al semicercurilor.
�

Exemplu.
S¼a se calculeze integrala improprie

+1Z
0

sinx

x
dx

Se arat¼a ca aceast¼a integral¼a improprie este convergent¼a, iar integrala ce conţine "cos" este divergent¼a

+1Z
0

cosx

x
dx

Soluţie.
S¼a observ¼am c¼a funçtia sin x

x este par¼a, deci

0Z
�1

sinx

x
dx =

+1Z
0

sinx

x
dx şi

+1Z
�1

sinx

x
dx =

0Z
�1

sinx

x
dx+

+1Z
0

sinx

x
dx
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Prin urmare
+1Z
0

sinx

x
dx =

1

2

+1Z
�1

sinx

x
dx

Aplic¼am rezultatul de mai înainte (pentru tipul III B).
În acest caz particular P = 1 şi are gradul 0 , Q = x , are gradul 1 , deci degP + 1 � degQ
şi Q are o singur¼a r¼ad¼acin¼a real¼a de ordin 1 , x = 0 şi nici o r¼ad¼acin¼a complex¼a.
Deci conform rezultatului de mai înainte

+1Z
�1

eix

x
dx = �iRes

�
eiz

z
; 0

�

Res

�
eiz

z
; 0

�
= lim

z!0

�
eiz

z
z

�
= lim

z!0

�
eiz
�
= e0 = 1

În �nal obţinem
+1Z
0

sinx

x
dx =

1

2

+1Z
�1

sinx

x
dx =

1

2
Im

24+1Z
�1

eix

x
dx

35 = 1

2
Im [�i] =

�

2

�

IV. Integrale improprii convergente de tipul

+1Z
0

1

x�
P (x)

Q(x)
dx , � 2 (0; 1)

unde P;Q sunt polinoame din R[X] , Q(x) 6= 0 , pentru orice x � 0. (Q nu are r¼ad¼acini reale pozitive)
Faptul c¼a integrala este convergent¼a "la +1" se poate caracteriza prin

lim
x!+1

P (x)

Q(x)
= 0 , sau echivalent degP + 1 � degQ

În aceste condi̧tii
+1Z
0

1

x�
P (x)

Q(x)
dx =

2�i

1� e�2��i
X

Res

�
z��

P (z)

Q(z)
; zj

�

unde zj sunt toate punctele singulare pentru P (z)
Q(z) , adic¼a toate r¼ad¼acinile lui Q .

Demonstraţie.
Consider¼am drumul închis � = ["; r] [ fjzj = rg [ ["; r]� [ fjzj = "g format din
- segmentul ["; r] parametrizat z(x) = x 2 ["; r] , z0(x) = 1
- cercul fjzj = rg centrat în 0 de raz¼a r parametrizat z(t) = reit , t 2 [0; 2�] , z0(t) = ireit
(parcurs în sens trigonometric)

- segmentul ["; r] parcurs de la r la " parametrizat z(x) = x 2 ["; r] , z0(x) = 1
- cercul fjzj = "g centrat în 0 de raz¼a " parametrizat z(t) = "eit , t 2 [0; 2�] , z0(t) = i"eit
(parcurs în sens invers trigonometric)
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x

y

rεr 0

Alegem r aşa încât toate r¼ad¼acinile lui Q , s¼a �e în interiorul cercului jzj = r , adic¼a jzj j < r
şi alegem " aşa încât toate r¼ad¼acinile lui Q s¼a �e în exteriorul cercului jzj = " , adic¼a jzj j > "
Interiorul drumului � este domeniul cuprins între cele dou¼a cercuri.
Aplic¼am teorema reziduurilor şi obţinemI

�

z��
P (z)

Q(z)
dz = 2�i

X
j

Res

�
z��

P (z)

Q(z)
; zj

�

unde zj sunt toate punctele singulare ale functiei
P (z)
Q(z) .

Pe de alt¼a parte I
�

z��
P (z)

Q(z)
dz =

Z
[";r]

+

Z
jzj=r

�
Z
[";r]

�
Z
jzj="

În acest caz apare problema evalu¼ari corecte a funçtiei "putere" (de fapt a funçtiei argument)

z�� = e�� log z = jzj� e��i arg z

Pentru acest caz consider¼am funçtia argument arg : Cnf0g ! [0; 2�)
i) Pentru segmentul ["; r] , z(x) = x are arg z = 0 şi deci z�� = jzj� e��i arg z = x��e0 = x��

Z
[";r]

z��
P (z)

Q(z)
dz =

rZ
"

x��
P (x)

Q(x)
dx

Reamintim c¼a un drum parametrizat reprezint¼a în un mod continuu de parcurgere a traiectorie.
S¼a urm¼arim cum se modi�c¼a argumentul atunci când parcurgem drumul �
Pornim cu argumentul 0 pe segmentul ["; r] şi agument 0 în punctul de start al cercului fjzj = rg
apoi de-a lungul cercului fjzj = rg (parcurs în sens trigonometric) argumentul arg z creşte de la 0 pân¼a la 2�
Prin urmare argumentul ajunge 2� la punctul �nal al cercului fjzj = rg
deci argumentul este 2� segmentul ["; r] parcurs de la r la " , parametrizat :
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ii) z(x) = x are arg z = 2� şi deci z�� = jzj� e��i arg z = x��e��2�i = x��e��2�i
integrala devine

�
Z
[";r]

z��
P (z)

Q(z)
dz = �

rZ
"

x��e��2�i
P (x)

Q(x)
dx = �e��2�i

rZ
"

x��
P (x)

Q(x)
dx

Trecem la limit¼a dup¼a "& 0 şi r ! +1 şi obţinem în mod natural

lim
"&0 , r!+1

rZ
"

x��
P (x)

Q(x)
dx =

+1Z
0

1

x�
P (x)

Q(x)
dx

Demonstrarea celorlalte dou¼a limite este mai complicat¼a. Omitem demonstraţia lor.

lim
r!+1

Z
jzj=r

z��
P (z)

Q(z)
dz = 0 şi lim

"&0

Z
jzj="

z��
P (z)

Q(z)
dz = 0

În �nal obţinem I
�

z��
P (z)

Q(z)
dz = lim

"&0 , r!+1

264 Z
[";r]

+

Z
jzj=r

�
Z
[";r]

�
Z
jzj="

375
2�i

X
j

Res

�
z��

P (z)

Q(z)
; zj

�
=

I
�

z��
P (z)

Q(z)
dz =

+1Z
0

1

x�
P (x)

Q(x)
dx� e��2�i

+1Z
0

1

x�
P (x)

Q(x)
dx

+1Z
0

1

x�
P (x)

Q(x)
dx =

2�i

1� e�2��i
X
j

Res

�
z��

P (z)

Q(z)
; zj

�
�

Exemplu.
S¼a se calculeze integrala improprie

+1Z
0

1
3
p
x(1 + x2)

dx

Soluţie.
În acest caz � = 1

3 , P = 1 şi are gradul 0, Q = 1 + x
2 , are gradul 2 şi nu are r¼ad¼acini reale.

Punctele singulare sunt r¼ad¼acinile polinomului 1 + z2 , deci poli de ordin 1 , z1;2 = �i
Calculele de mai înainte ofer¼a o formul¼a clar¼a

+1Z
0

1
3
p
x(1 + x2)

dx =
2�i

1� e�2��i
2X
j=1

Res

�
z�1=3

1 + z2
; zj

�

R¼amân de calculat reziduurile şi de explicitat funçtia putere.
Pe de-o parte avem

e�2��i = e�2�i=3 = exp(
�2�
3
i) = cos

�2�
3

+ i sin
�2�
3

= �1
2
� i
p
3

2

2�i

1� e�2��i =
2�i

1 + 1
2 + i

p
3
2

=
2�i

3
2 + i

p
3
2

Pe de alt¼a parte pentru poli de ordin 1

Res

�
z�1=3

1 + z2
; i

�
= lim

z!i

�
z�1=3

(z � i)(z + i) (z � i)
�
= lim

z!i

�
z�1=3

z + i

�
=
(i)�1=3

2i
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Res

�
z�1=3

1 + z2
;�i
�
= lim

z!�i

�
z�1=3

(z � i)(z + i) (z + i)
�
= lim

z!�i

�
z�1=3

z � i

�
=
(�i)�1=3
�2i

Argumentul pentru i este arg i = �
2 şi arg(�i) = 3�

2 , deci

i�1=3 = 3
p
jij exp(�1

3
i arg i) = exp(

�1
3
i
�

2
) = exp(

��
6
i) = cos

�

6
� i sin �

6
=

p
3

2
� i1
2

(�i)�1=3 = 3
p
j�ij exp(�1

3
i arg(�i)) = exp(�1

3
i
3�

2
) = exp(

��
2
i) = cos

�

2
� i sin �

2
= �i

În �nal obţinem

+1Z
0

1
3
p
x(1 + x2)

dx =
2�i

3
2 + i

p
3
2

�
(i)�1=3

2i
+
(�i)�1=3
�2i

�
=

�
3
2 + i

p
3
2

"p
3

2
� i1
2
+ i

#

+1Z
0

1
3
p
x(1 + x2)

dx =
�

3
2 + i

p
3
2

"p
3

2
+ i
1

2

#
=

�p
3

�

V. Integrale improprii convergente de tipul

+1Z
0

P (x)

Q(x)
lnxdx

unde P;Q sunt polinoame din R[X] , Q(x) 6= 0 , pentru orice x � 0. (Q nu are r¼ad¼acini reale pozitive)
Faptul c¼a integrala este convergent¼a "la +1" se poate caracteriza prin

lim
x!+1

P (x)

Q(x)
= 0 , sau echivalent degP + 1 � degQ

În aceste condi̧tii
+1Z
0

P (x)

Q(x)
lnxdx =

�1
2
Re

24X
j

Res

�
P (z)

Q(z)
(log z)

2
; zj

�35
unde zj sunt toate punctele singulare pentru P (z)

Q(z) , adic¼a toate r¼ad¼acinile lui Q .

Demonstraţie.
Proced¼am exact ca mai înainte, considerând acelaşi drum �, integr¼am alt¼a funçtie şi aplic¼am teorema reziduurilor.
Consider¼am drumul închis � = ["; r] [ fjzj = rg [ ["; r]� [ fjzj = "g format din
- segmentul ["; r] parametrizat z(x) = x 2 ["; r] , z0(x) = 1
- cercul fjzj = rg centrat în 0 de raz¼a r parametrizat z(t) = reit , t 2 [0; 2�] , z0(t) = ireit
(parcurs în sens trigonometric)

- segmentul ["; r] parcurs de la r la " parametrizat z(x) = x 2 ["; r] , z0(x) = 1
- cercul fjzj = "g centrat în 0 de raz¼a " parametrizat z(t) = "eit , t 2 [0; 2�] , z0(t) = i"eit
(parcurs în sens invers trigonometric)
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x

y

rεr 0

Alegem r aşa încât toate r¼ad¼acinile lui Q , s¼a �e în interiorul cercului jzj = r , adic¼a jzj j < r
şi alegem " aşa încât toate r¼ad¼acinile lui Q s¼a �e în exteriorul cercului jzj = " , adic¼a jzj j > "
Interiorul drumului � este domeniul cuprins între cele dou¼a cercuri.
Aplic¼am teorema reziduurilor pentru funçtia P (z)

Q(z) (log z)
2 şi obţinemI

�

P (z)

Q(z)
(log z)

2
dz = 2�i

X
j

Res

�
P (z)

Q(z)
(log z)

2
dz; zj

�

unde zj sunt toate punctele singulare ale functiei
P (z)
Q(z) .

Pe de alt¼a parte I
�

P (z)

Q(z)
(log z)

2
dz =

Z
[";r]

+

Z
jzj=r

�
Z
[";r]

�
Z
jzj="

Apare în acest caz problema evalu¼arii corecte a funçtiei logaritm (de fapt a funçtiei argument)

log z = ln jzj+ i arg z

Pentru acest caz consider¼am funçtia argument arg : Cnf0g ! [0; 2�)
i) Pentru segmentul ["; r] , z(x) = x are arg z = 0 şi deci log z = lnx+ i � 0 = lnx

Z
[";r]

P (z)

Q(z)
(log z)

2
dz =

rZ
"

P (x)

Q(x)
(lnx)2dx

Reamintim c¼a un drum parametrizat reprezint¼a în un mod continuu de parcurgere a traiectorie.
S¼a urm¼arim cum se modi�c¼a argumentul atunci parcurgem drumul �
Pornim cu argumentul 0 pe segmentul ["; r] şi agument 0 în punctul de start al cercului fjzj = rg
apoi de-a lungul cercului fjzj = rg (parcurs în sens trigonometric) argumentul arg z creşte de la 0 pân¼a la 2�
Prin urmare argumentul ajunge 2� la punctul �nal al cercului fjzj = rg
deci argumentul este 2� segmentul ["; r] parcurs de la r la " , parametrizat :
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ii) z(x) = x are arg z = 2� şi deci log z = lnx+ i2�
integrala devine

�
Z
[";r]

P (z)

Q(z)
(log z)

2
dz = �

rZ
"

P (x)

Q(x)
(lnx+ 2�i)2dx

Trecem la limit¼a dup¼a "& 0 şi r ! +1 şi obţinem în mod natural

lim
"&0 , r!+1

rZ
"

P (x)

Q(x)
(lnx)2dx =

+1Z
0

P (x)

Q(x)
(lnx)2dx

lim
"&0 , r!+1

24� rZ
"

P (x)

Q(x)
(lnx+ 2�i)2dx

35 = �+1Z
0

P (x)

Q(x)
(lnx+ 2�i)2dx

Demonstrarea celorlalte dou¼a limite este mai complicat¼a. Omitem demonstraţia lor.

lim
r!+1

Z
jzj=r

P (z)

Q(z)
(log z)

2
dz = 0 şi lim

r!+1

Z
jzj="

P (z)

Q(z)
(log z)

2
dz = 0

În �nal obţinem

2�i
X
j

Res

�
P (z)

Q(z)
(log z)

2
dz; zj

�
=

I
�

P (z)

Q(z)
(log z)

2
dz = lim

"&0 , r!+1

264 Z
[";r]

+

Z
jzj=r

�
Z
[";r]

�
Z
jzj="

375

2�i
X
j

Res

�
P (z)

Q(z)
(log z)

2
dz; zj

�
=

+1Z
0

P (x)

Q(x)
(lnx)2dx�

+1Z
0

P (x)

Q(x)
(lnx+ 2�i)2| {z }

(ln x)2+4�i ln x�4�2

dx =

=

+1Z
0

P (x)

Q(x)
(lnx)2dx�

+1Z
0

P (x)

Q(x)
(lnx)2dx� 4�i

+1Z
0

P (x)

Q(x)
lnxdx+ 4�2

+1Z
0

P (x)

Q(x)
dx

2�i
X
j

Res

�
P (z)

Q(z)
(log z)

2
dz; zj

�
= �4�i

+1Z
0

P (x)

Q(x)
lnxdx+ 4�2

+1Z
0

P (x)

Q(x)
dx

�1
2

X
j

Res

�
P (z)

Q(z)
(log z)

2
dz; zj

�
=

+1Z
0

P (x)

Q(x)
lnxdx+ �i

+1Z
0

P (x)

Q(x)
dx

Deci
+1Z
0

P (x)

Q(x)
lnxdx =

�1
2
Re

24X
j

Res

�
P (z)

Q(z)
(log z)

2
; zj

�35
+1Z
0

P (x)

Q(x)
dx =

�1
2�
Im

24X
j

Res

�
P (z)

Q(z)
(log z)

2
; zj

�35
�

Exemplu.
S¼a se calculeze integrala improprie

+1Z
0

lnx

1 + x2
dx

Soluţie.
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În acest caz P = 1 şi are gradul 0, Q = 1 + x2 , are gradul 2 şi nu are r¼ad¼acini reale.
Punctele singulare sunt r¼ad¼acinile polinomului 1 + z2 , deci poli de ordin 1 , z1;2 = �i
Putem folosi direct formulele demonstrate mai înainte.

+1Z
0

lnx

1 + x2
dx =

�1
2
Re

24X
j

Res

�
1

1 + z2
(log z)

2
; zj

�35
Reziduurile în poli de ordin 1 sunt

Res

�
1

1 + z2
(log z)

2
; i

�
= lim

z!i

�
1

(z � i)(z + i) (log z)
2
(z � i)

�
= lim

z!i

�
1

z + i
(log z)

2

�
=
(log i)

2

2i

Res

�
1

1 + z2
(log z)

2
;�i
�
= lim

z!�i

�
1

(z � i)(z + i) (log z)
2
(z + i)

�
= lim

z!�i

�
1

z � i (log z)
2

�
=
(log(�i))2

�2i

Argumentul pentru i este arg i = �
2 şi arg(�i) = 3�

2 , deci

(log i)
2
= (ln jij+ i arg i)2 = (ln 1 + i�

2
)2 = (i

�

2
)2 = ��

2

4

(log(�i))2 = (ln j�ij+ i arg�i)2 = (ln 1 + i3�
2
)2 = (i

3�

2
)2 = �9�

2

4

În �nal obţinem

+1Z
0

lnx

1 + x2
dx =

�1
2
Re

�
Res

�
1

1 + z2
(log z)

2
; i

�
+Res

�
1

1 + z2
(log z)

2
;�i
��

=
�1
2
Re

"
��24
2i
�

9�2

4

�2i

#
= 0

şi

+1Z
0

1

1 + x2
dx =

�1
2�
Im

24X
j

Res

�
1

1 + z2
(log z)

2
; zj

�35 = �1
2�
Im

"
��24
2i
�

9�2

4

�2i

#
=
�1
2�
Im
�
��2i

�
=
�

2

�
Comentariu.
Putem observa şi direct faptul c¼a integrala improprie este nul¼a. Descompunem astfel

+1Z
0

lnx

1 + x2
dx =

1Z
0

lnx

1 + x2
dx+

+1Z
1

lnx

1 + x2
dx

Facem schimbarea de variabil¼a x = 1
y şi obţinem x& 0) y ! +1 , x% 1) y & 1 , dx = �1

y2 dy , deci

1Z
0

lnx

1 + x2
dx =

1Z
+1

ln
�
1
y

�
1 +

�
1
y

�2 �1y2 dy =
+1Z
1

� ln y
y2+1
y2

1

y2
dy = �

+1Z
1

ln y

1 + y2
dy

În �nal obţinem

+1Z
0

lnx

1 + x2
dx =

1Z
0

lnx

1 + x2
dx+

+1Z
1

lnx

1 + x2
dx = �

+1Z
1

ln y

1 + y2
dy +

+1Z
1

lnx

1 + x2
dx = 0

Analiz¼a Complex¼a - Întreb¼ari "test"
Iat¼a câteva întreb¼ari simple, cu care putȩti "veri�ca" capacitatea de a v¼a "orienta" în analiza complex¼a.
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Putȩti ad¼auga şi alte întreb¼ari ce vi se par relevante.

1. Cum determinaţi partea real¼a, partea imaginar¼a a unui num¼ar complex ?
2. Cum calculaţi modulul unui num¼ar complex ? ce reprezint¼a modulul din punct de vedere geometric ?
3. Cum se adun¼a, înmultesc, împart numerele complexe ?
4. Dou¼a numere complexe sunt egale dac¼a ..... ?
5. Din ce motive o funçtie este derivabil¼a ? Ce opţiuni avȩti pentru a demonstra c¼a o functie este derivabil¼a ?
6. Ce înseamn¼a o funçtie "olomorf¼a" ?
7. Cum se deriveaz¼a o sum¼a de funçtii, un produs, un raport, o compunere ?
8. Polinoamele sunt funçtii complexe derivabile pe domeniul .... ?
9. Funçtiile raţionale (raport de polinoame) sunt funçtii complexe derivabile pe domeniul ... ?
10. Ce fel de funçtii pot � partea real¼a, sau partea imaginar¼a a unei funçtii olomorfe ?

11. Cum folosim relaţiile Cauchy-Riemann pentru a stabili dac¼a o funçtie este olomorf¼a ?
12. Cum folosim relaţiile Cauchy-Riemann pentru a determina o funçtie olomorf¼a, ştiind partea sa real¼a ?
13. Ce leg¼atur¼a are raza de convergenţ¼a cu convergenţa unei serii de puteri ?
14. Cum se calculeaz¼a derivata sumei unei serii de puteri ?
15. Cum se determina seria Taylor asociat¼a unei funçtii ?
16. Va putȩti aminti cele dou¼a serii "remarcabile" : geometric¼a, exponenţial¼a, (sin , cos) ?
17. Puteti g¼asi rapid de�ni̧tia si propriet¼aţile funçtiilor exp, sin, cos ?
18. Cum se de�nesc funçtiile : argument, logaritm, putere ?
19. Ce valori nu ia funçtia exponenţial¼a ? dar funçtiile sin, cos ?
20. Putȩti calcula o integral¼a folosind de�ni̧tia ?

Putȩti parametriza un cerc ? un semicerc ? sfert de cerc ? conteaz¼a centrul ? conteaz¼a raza ?
Integrala pe un drum închis este 0 dac¼a funçtia este .... ?
Putȩti determina o primitiv¼a pentru o funçtie elementar¼a ? de exemplu exp, sin, cos, polinom, .... ?
Cum se calculeaz¼a o integral¼a folosind o primitiv¼a ?
Cum sunt zerourile unei funçtii olomorfe ?
Ce puncte singulare are un polinom ? dar o funçtie raţional¼a ?
Câte exemple de coroane cunoaştȩti ?
Putȩti distinge partea Taylor de partea principal¼a pentru o serie Laurent ?
Câte dezvolt¼ari în serie Laurent are o funçtie pentru o coroan¼a ?
Câte dezvolt¼ari în serie Taylor are o funçtie într-un punct ?

Cum putȩti calcula reziduul într-un punct singular ?
Cum stabili̧ti dac¼a un punct singular este pol şi de ce ordin ?
Putȩti folosi teorema reziduurilor ?
Putȩti distinge o funçtie par¼a ? o funçtie impar¼a ? cum ?
În ce m¼asur¼a conteaz¼a pentru anumite integrale (reale), dac¼a o funçtie este par¼a sau impar¼a ?
O funçtie care nu este impar¼a este neap¼arat par¼a ?
O funçtie care nu este par¼a este neap¼arat impar¼a ?
Ce posibilit¼aţi de calcul exist¼a pentru integrale pe drumuri închise ?
Conteaz¼a sensul în care este parcurs un drum, pentru calculul integralei ? cum ?
Cum se modi�c¼a valoarea integralei dac¼a drumul închis este parcurs de mai multe ori ?

Putȩti determina argumentul unui num¼ar complex ? cum procedaţi ?
Putȩti determina argumentul unui num¼ar complex relativ "simplu" : 3 , 2i , �5 , 1 + i ,

p
3� i , .... ?

Cum calculaţi limitele unor funçtii complexe ? putȩti folosi dezvolt¼ari în serie Taylor ?
Cum stabili̧ti dac¼a o funçtie este armonic¼a ?
O funçtie complex¼a derivabil¼a, poate � partea real¼a a altei funçtii complexe derivabile ?
Funçtia exponenţial¼a este periodic¼a ? care este perioada ?
Cum determinaţi (calculati) reziduul unei funçtii într-un punct singular esenţial ?
Putȩti da un exemplu de punct singular aparent ?
Putȩti da un exemplu de funçtie complex¼a care nu este derivabil¼a în nici un punct ?
Putȩti da un exemplu de funçtie complex¼a care nu este derivabil¼a doar în trei puncte ?
Putȩti da un exemplu de funçtie care are un pol de ordin 3 ?
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Putȩti da un exemplu de funçtie care are un punct singular esenţial ?

Indicaţii (Ind) - R¼aspunsuri (R)
Unele întreb¼ari nu fac decât s¼a aminteasc¼a, c¼a anumite elemente sunt importante.
R¼aspunsul la astfel de întreb¼ari se obţine direct din textul cursului. Le not¼am cu " � "

1.� 2. � 3. � 4. � 5. R - veri�c¼a de�ni̧tia, este o "compunere de funçtii elementare", veri�c¼a criteriul
Cauchy-Riemann
6.� 7.� 8.� 9.� 10.� R - Funçtii armonice.
11. veri�caţi faptul c¼a pareta real¼a şi partea imaginar¼a sunt funçtii de clas¼a C1, apoi veri�caţi relaţiile Cauchy-

Riemann

Ecua̧tii Difereņtiale Ordinare
Introducere

Ecuaţiile diferenţiale sunt un model matematic pentru majoritatea fenomenelor din lumea real¼a.
Strict formal, o ecuaţie diferenţial¼a "ordinar¼a" este o egalitate veri�cat¼a de o funçtie x = x(t)
(care depinde de un singur parametru - variabil¼a) şi de derivata sa x0(t) :

(*) E(t; x(t); x0(t)) = 0 pentru orice t într-un anumit domeniu

Se poate numi şi ecuaţie diferenţial¼a de ordin 1.
Ecuaţiile diferenţiale liniare de ordin superior, precum şi sistemele liniare de ecuaţii diferenţiale
se pot şi ele pune într-o astfel de form¼a.
Putem considera şi ecuaţii diferenţiale de ordin 2, adic¼a ecuaţii în care apare şi derivata de ordin 2

E(t; x(t); x0(t); x00(t)) = 0 pentru orice t într-un anumit domeniu

Ecuaţii diferenţiale de ordin 3, adic¼a ecuaţii în care apare şi derivata de ordin 3

E(t; x(t); x0(t); x00(t); x000(t)) = 0 pentru orice t într-un anumit domeniu

sau ecuaţii diferenţiale de orice alt ordin, adic¼a ecuaţii în care apare şi derivata de un ordin oarecare " n ".

De�ni̧tie. Se numeşte soluţie a ecuaţiei diferenţiale o funçtie derivabil¼a �x = x(t)�care veri�c¼a ecuaţia (*).
Determinarea tuturor soluţiilor unei ecuaţii diferenţiale se numeşte uneori "integrarea" ecuaţiei.
Denumirea este justi�cat¼a de modul de rezolvare a celei mai simple ecuaţii diferenţiale x0(t) = f(t) ,
şi anume se integreaz¼a sau se calculeaz¼a "integrala" ( de fapt antiderivata)

R
f(t)dt

obţinând astfel soluţia x(t) =
R
f(t)dt+ C , C 2 R.

Notaţia x = x(t) înseamn¼a �x �este funçtie de � t �sau "depinde de parametrul t ".
Not¼am derivata funçtiei �x = x(t)�cu

x0(t) sau
dx

dt
sau

:
x(t)

Este preferabil s¼a citim " derivata (funçtiei) lui x în raport cu t " marcând astfel cum gândim,
evitând s¼a citim ad literam " x prim " sau " de x la de t " sau " x punct "
Derivata unei funçtii (unei m¼arimi �zice) reprezint¼a (numeric) viteza de variaţie,
cât de repede variaz¼a m¼arimea �zic¼a în timp.
Notaţia dx

dt este justi�cat¼a de modul de calcul al derivatei unei funçtii (unei m¼arimi �zice).
Variaţia funçtiei în intervalul de timp (t� t0) este (x(t)� x(t0)) ,
iar raportul

x(t)� x(t0)
t� t0

reprezint¼a viteza de variaţie în acest interval de timp, sau "viteza medie"
diferenţa (x(t)� x(t0)) se poate nota �x = x(t)� x(t0) sau dx = x(t)� x(t0) ,
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respectiv �t = t� t0 sau dt = t� t0
atunci raportul devine

x(t)� x(t0)
t� t0

=
�x

�t
=
dx

dt

viteza "instantanee" la momentul t0 se obţine ca limit¼a a raportului, adic¼a

lim
t!t0

x(t)� x(t0)
t� t0

not
= x0(t0)

not
=
dx

dt
(t0)

Soluţia explicit¼a x = x(t) reprezint¼a variaţia efectiv¼a a m¼arimii în timp,
cu alte cuvinte prediçtia valorilor m¼arimii la orice moment de timp t.

Exemplu. Cea mai simpl¼a ecuaţie diferenţial¼a este de forma

x0(t) = f(t)

Cu alte cuvinte, s¼a se determine funçtiile (derivabile) x = x(t) a c¼aror derivat¼a este f(t).
În analiza matematic¼a studiat¼a în liceu, aceeaşi problem¼a este formulat¼a astfel

"S¼a se determine (primitivele) antiderivatele funçtiei f = f(t) " sauZ
f(t)dt = ? , f(t) = ( ? )0 , f(t) =

d

dt
(?)

Soluţiile se scriu în forma "tradi̧tional¼a"

x(t) =

Z
f(t)dt+ C , C 2 R:

unde
R
f(t)dt desemneaz¼a o (primitiv¼a) antiderivat¼a oarecare.

Constanta C 2 R se poate determina dac¼a se cunoaşte valoarea funçtiei x(t0) = b într-un punct oarecare t0 ,
numit¼a şi �condi̧tie ini̧tial¼a�
În acest caz soluţia se poate scrie în forma

x(t) =

tZ
t0

f + b =

tZ
t0

f(s)ds+ b =

tZ
t0

f(s)ds+ x(t0)

Denumirea �condi̧tie ini̧tial¼a�este inspirat¼a din �zic¼a, unde folosind notaţia x = x(t)
se spune c¼a m¼arimea �zic¼a �x�ia valoarea b la momentul ini̧tial t0 , atunci când t semni�c¼a timpul.
Aceasta corespunde situaţiei în care ştiind viteza x0(t) = f(t)
(viteza de variaţie a m¼arimii x în raport cu parametrul t )
putem determina explicit variaţia m¼arimii x = x(t) în funçtie de parametrul t ,
atunci când putem determina explicit antiderivata

R
f(t)dt ,

altfel tot ce obţinem este doar o reprezentare "integral¼a" a soluţiei (adic¼a sub forma unei integrale).
Condi̧tia ini̧tial¼a, reprezint¼a valoarea m¼arimii masurat¼a la un moment t0 ,
Cu alte cuvinte, m¼asur¼and (cunoscând) valoarea m¼arimii la un moment t0 ,
putem prezice valorile la orice moment ulterior t � t0
Sau, cunoscând valoarea m¼arimii la un moment "�nal"
putem determina valorile "evoluţiei" m¼arimii, la orice moment anterior t � t0:
Concret, în balistic¼a, dac¼a se cunoaşte pozi̧tia ini̧tial¼a (pozi̧tia de start) şi viteza, se pot prezice pozi̧tiile ulterioare

ale unui proiectil sau unde va ajunge, adic¼a pozi̧tia �nal¼a.
Sau, invers, dac¼a se cunoaşte unde a ajuns un proiectil (pozi̧tia �nal¼a) şi viteza de impact, atunci se poate

determina pozi̧tia de start, sau pozi̧tia ini̧tial¼a, locul de unde a fost lansat acel proiectil. Sau dorind ca proiectilul
s¼a ajung într-un anumit loc, determin¼am pozi̧tia ini̧tial¼a de unde trebuie lansat ca s¼a ajung¼a în locul dorit.

La fel pentru orice alt sistem �zic, de exemplu un circuit electric, cunoscând valoarea ini̧tial¼a a intensit¼aţii, putem
prezice valorile viitoare ale intensit¼aţii, ceea ce este evident o informaţie deosebit de util¼a, sau temperatura unei
componente electrice, electronice, este foarte important de cunoscut cum va evolua în viitor pentru a preîntâmpina
eventuale accidente sau a cunoaşte necesarul de r¼acire al componentei respective.
In matematic¼a, pentru ecuaţii diferenţiale, vom numi condi̧tie initial¼a, indiferent de o eventual¼a semni�caţie

�zic¼a.
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De�ni̧tie. Se numeşte problem¼a Cauchy , o ecuaţie diferenţial¼a împreun¼a cu o condiţie iniţial¼a:�
E(t; x(t); x0(t)) = 0 (ED)
x(t0) = b (CI)

Se numeşte soluţie a problemei Cauchy ,
o funcţie derivabil¼a x = x(t) care veri�c¼a ecuaţia diferenţial¼a (ED) şi condiţia iniţial¼a (CI) şi este de�nit¼a în

vecin¼atatea lui t0:

În cele ce urmeaz¼a vom c¼auta doar soluţii "locale", adic¼a de�nite într-o vecin¼atate a "condi̧tiei ini̧tiale" t0,
mai precis soluţii de�nite pe un interval (�; �) care conţine t0 , t0 2 (�; �)
sau un interval simetric t0 2 (t0 � r; t0 + r)
Pentru rezolvarea ecuaţiilor diferenţiale care nu au speci�cate o condi̧tie ini̧tial¼a, vomproceda în md asem¼an¼ator,

c¼autând doar soluţii pe anumite intervale intervale.

Augustin Louis Cauchy (1789 � 1857) matematician francez. A ini̧tiat proiectul formul¼arii şi demonstr¼arii
riguroase a teoremelor din calculul diferenţial şi integral, un "pionier" al analizei matematice. Are contribuţii
importante în analiza complex¼a şi lucr¼ari ce acoper¼a majoritatea problemelor din matematic¼a şi �zic¼a matematic¼a.
Sunt foarte multe noţiuni matematice şir Cauchy, Criteriul lui Cauchy, teorema Cauchy, formula Cauchy, inegal-

it¼aţi Cauchy, care poart¼a numele lui Cauchy. Sunt denumiri r¼amase "istoric" , nu neap¼arat utile, deoarece a eticheta
o teorem¼a doar cu un nume propriu, nu spune nimic despre conţinutul acelei teoreme, dar au r¼amas consacrate aşa
deocamdat¼a.

Comentariu.
Dou¼a probleme fundamentale nu vor � prezentate în detaliu.
Mai precis
(I) problema "existenţei" soluţiilor (pentru ecuaţii diferenţiale) şi
(II) problema "existenţei şi unicit¼a̧tii" soluţiei (pentru problema Cauchy).
Prezent¼am pe scurt teoremele care asigur¼a condi̧tii su�ciente ca o ecuaţie diferenţial¼a s¼a aibe soluţii. (teoreme

de existenţ¼a)
şi teoremele care asigur¼a condi̧tii su�ciente ca o problem¼a Cauchy s¼a aibe soluţie unic¼a. (teoreme de existenţ¼a

şi unicitate)

O problem¼a Cauchy este "corect pus¼a" (corect formulat¼a), dac¼a ecuaţia diferenţial¼a are soluţii care veri�c¼a
condi̧tiile ini̧tiale.
În caz contrar, problema Cauchy este "incorect pus¼a" şi deci nu are soluţii.
Are mare importanţ¼a şi o a treia problem¼a fundamental¼a.
(III) Cum se modi�c¼a soluţiile problemei Cauchy atunci când se modi�c¼a condi̧tiile ini̧tiale.
Altfel formulat: "dependenţa soluţiilor de condi̧tiile ini̧tiale" , numit¼a şi stabilitatea soluţiilor, nu o prezent¼am

în detaliu.

De�ni̧tie.
Ecuaţiile diferenţiale scrise în forma

(*) E(t; x(t); x0(t)) = 0 pentru orice t într-un anumit domeniu

sunt în mod tradiţional numite în forma canonic¼a, sau aduse la forma canonic¼a,
Ecuaţiile diferenţiale scrise în forma

x0(t) = G(t; x(t)) pentru orice t într-un anumit domeniu

x00(t) = G(t; x(t); x0(t)) pentru orice t într-un anumit domeniu

x000(t) = G(t; x(t); x0(t); x00(t)) pentru orice t într-un anumit domeniu

sunt în mod tradiţional numite în forma normal¼a, sau aduse la forma normal¼a.
Aceste denumiri sunt tradi̧tionale, "istorice", nu tocmai fericit alese, deoarece nu exprim¼a clar ce anume reprez-

int¼a.
Forma canonic¼a, este folosit¼a doar pentru a scrie în modul cât mai general posibil o ecuaţie diferenţial¼a.
De fapt este numit¼a ecua̧tie "implicit¼a" , deoarece relaţia E(t; x(t); x0(t)) = 0
reprezint¼a o relaţie care descrie în mod implicit derivata x0(t) în funçtie de t şi de x(t) .
Forma normal¼a x0(t) = G(t; x(t)) reprezint¼a de fapt o relaţie care
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descrie explicit cum depinde derivata x0(t) în funçtie de t şi de x(t) .

Sunt frecvent folosite denumirile de - soluţie general¼a - soluţie particular¼a - soluţie singular¼a.

De�ni̧tie. Soluţie general¼a sau soluţia general¼a a unei ecuaţii diferenţiale, denumeşte mulţimea tuturor
soluţiilor obţinute printr-o anumit¼a metod¼a.
De exemplu, pentru ecuaţia diferenţial¼a

x0(t) = t2

soluţia general¼a este muļtimea tuturor funçtiilor x = x(t) de forma

x(t) =
1

3
t3 + C , C 2 R

Poate � oarecum derutant faptul c¼a "soluţia general¼a" nu este o soluţie ( o singur¼a funçtie) ci o muļtime de
soluţii (de funçtii) care veri�c¼a ecuaţia diferenţial¼a.

De�ni̧tie. Soluţie particular¼a a unei ecuaţii diferenţiale, denumeşte o soluţie oarecare x = x(t) , sau
orice soluţie obţinut¼a din soluţia general¼a prin "particularizare" , de exemplu pentru o anumit¼a valoare a unei

constante de integrare.
De exemplu, o soluţie particular¼a pentru ecuaţia diferenţial¼a

x0(t) = t2

se obţine din soluţia general¼a dând o anumit¼a valoare constantei de integrare C 2 R ,
de exemplu pentru C = 0 obţinem soluţia particular¼a

x(t) =
1

3
t3

pentru C = 4 obţinem soluţia particular¼a

x(t) =
1

3
t3 + 4

pentru C = �5� obţinem soluţia particular¼a

x(t) =
1

3
t3 � 5�

De�ni̧tie. Soluţie singular¼a a unei ecuaţii diferenţiale, denumeşte o soluţie care nu se obţine prin particu-
larizare din soluţia general¼a.
Aceast¼a de�ni̧tie nu este foarte precis¼a, dar este simplu exprimat¼a.
De exemplu, pentru ecuaţia diferenţial¼a

x0(t) = t3 � x2(t)

se pot determina soluţiile nenule ( x(t) 6= 0 pentru orice t ) astfel

x0(t)

x2(t)
= t3

integr¼am şi obţinem Z
x0(t)

x2(t)
dt =

Z
t3dt ,

, � 1

x(t)
=
1

4
xt4 + C , C 2 R , x(t) =

�1
1
4 t
4 + C

Obţinem soluţia general¼a

x(t) =
�1

1
4 t
4 + C

, C 2 R

S¼a observ¼am c¼a ecuaţia diferenţial¼a are şi soluţia nul¼a, adic¼a funçtia x(t) = 0 pentru orice t
deoarece în acest caz x0(t) = 0 pentru orice t şi înlocuind în ecuaţia diferenţial¼a, obţinem o identitate

x0(t)|{z}
0

= t3 � x2(t)| {z }
0

, 0 = t � 0 pentru orice t
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Dar, aceast¼a soluţie - solutia nul¼a - nu se poate obţine din soluţia general¼a prin particularizare,
deoarece pentru orice C 2 R avem

x(t) =
�1

1
4 t
4 + C

6= 0

În acest caz numim soluţia nul¼a x(t) = 0 pentru orice t , soluţie singular¼a a ecuaţiei diferenţiale.
Pot exista ecuaţii diferenţiale care nu au soluţii singulare.
Nu exist¼a o metod¼a general¼a prin care se determin¼a soluţiile singulare, dac¼a acestea exist¼a.
Pentru �ecare tip de ecuaţie diferenţial¼a se folosesc tehnici speci�ce.

Interpretare geometric¼a.
Reprezentarea gra�c¼a a unei funçtii de o variabil¼a, este considerat¼a o interpretare geometric¼a sau vizualizare

geometric¼a a modului în care variaz¼a acea funçtie.
De exemplu gra�cul evoluţiei temperaturii de-a lungul unei perioade de timp, sau gra�cul evoluţiei precipitaţiilor

sau gra�cul de evoluţie al schimbului valutar.
Am început cu notaţia E(t; x(t); x0(t)) = 0 pentru forma canonic¼a şi x0(t) = G(t; x(t)) pentru forma normal¼a,
pentru a sugera mai clar leg¼atura cu fenomene �zice care evolueaz¼a în timp.
În cele ce urmeaz¼a schimb¼am notaţia, c¼autând funçtii y = y(x) prin asociere cu puncte din plan de coordonate

(x; y).
S¼a consider¼am o ecuaţie diferenţial¼a în form¼a normal¼a

y0(x) = E(x; y(x))

în acest caz se caut¼a soluţii y = y(x) ,
asociem în mod natural un "plan" cu reper cartezian de coordonate xOy cu puncte de coordonate carteziene

(x; y)
presupunem c¼a pentru orice punct de coordonate (a; b) ecuaţia diferenţial¼a are solutie unic¼a y = y(x)
adic¼a veri�c¼a ecuatia diferenţial¼a y0(x) = E(x; y(x)) şi trece prin punctul (a; b) , adic¼a y(a) = b
Tangenta la gra�cul funçtiei y = y(x) în punctul (a; b) are ecuaţia

y � b = y0(a)(x� a)

cu alte cuvinte, "panta" dreptei tangente la gra�c este y0(a) = tg� , unde � este unghiul f¼acut de dreapta
tangenta cu axa Ox

x

y = y(x)

y

a

b

y = y’(a)(xa)

α
v
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Vectorul director al tangentei la gra�c este �!v = (a; y0(a)) = (a;E(a; y(a)) deoarece y0(a) = E(a; y(a))
Prin urmare, se poate spune c¼a ecuaţia diferenţial¼a descrie un "câmp vectorial" în plan sau "câmp de direçtii".
O soluţie a ecuaţiei diferenţiale y = y(x) reprezint¼a o curb¼a în plan, cu proprietatea c¼a în �ecare punct al curbei

(a; y(a)) adic¼a (a; b),
vectorul câmpului �!v = (a; y0(a)) este tangent la curb¼a.
Aveste curbe se numesc "curbe integrale" deoarece sunt obţinute prin rezolvarea (integrarea) ecuaţiei diferenţiale,
sau "linii de câmp" , denumire justi�cat¼a de exemplul concret al câmpului vitezelor unui lichid care curge,
curbele reprezint¼a exact traiectoriile moleculelor acelui lichid, sau pentru un câmp magnetic, curbele sunt excat

liniile dup¼a care se orienteaza particulele magnetizate.

Soluţia problemei Cauchy �
y0(x) = E(x; y(x)) (ED)
y(a) = b (CI)

reprezint¼a acea curb¼a care trece prin punctul (a; b) şi este tangent¼a la vectorii câmpului în �ecare punct al s¼au.
De exemplu, ecuaţia diferenţial¼a

2x+ 2y(x) � y0(x) = 0

se "integreaz¼a" Z
[2x+ 2y(x) � y0(x)] dx = C ,

Z
2xdx+

Z
2y(x) � y0(x)dx = C

şi duce la soluţiile (curbele integrale)

x2 + y2(x) = C , C � 0

aceste curbe integrale, reprezint¼a cercuri concentrice, cu centrul în origine O şi de raz¼a r =
p
C

de exemplu
pentru C = 1 cercul x2 + y2 = 1 raz¼a r = 1

pentru C = 2 cercul x2 + y2 = 2 raz¼a r =
p
2

pentru C = 4 cercul x2 + y2 = 1 raz¼a r = 2

pentru C = 5 cercul x2 + y2 = 1 raz¼a r =
p
5

iat¼a cum arat¼a aceste curbe integrale în plan (schi̧t¼a aproximativ¼a)
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y

şi iat¼a cum arat¼a "câmpul vectorial" sau "câmpul de direçtii" asociat ecuaţiei diferenţiale (schi̧t¼a aproximativ¼a)
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x

y

Considerând c¼ampul vectorial asociat ecuaţiei diferenţiale ca un câmp în 3 dimensiuni,
în coordonate (x; y; z) obţinem câmpul vectorial

v(x; y; z) = (x;�x
2

y
; 0)

expresia are sens pentru cadranul I, adic¼a pentru x; y > 0
atunci rotorul acestui câmp este

rot v =

�������
�!
i

�!
j

�!
k

@
@x

@
@y

@
@z

x �x2y 0

������� =

=
�!
i

0BB@ @

@y
(0)| {z }
0

� @

@z

�
�x

2

y

�
| {z }

0

1CCA��!j
0BB@ @

@x
(0)| {z }
0

� @

@z
(x)| {z }
0

1CCA+�!k
0BB@ @

@x

�
�x

2

y

�
� @

@y
(x)| {z }
0

1CCA
rot v =

�
0; 0;�2x

y

�
=

�
�2x
y

�
�!
k

ceea ce poate avea ca interpretare �zic¼a - rotaţia în sens invers trigonometric induce înaintarea unui "burghiu
drept" în sensul ��!k
Interpretare �zic¼a.
Valoarea (m¼arimea) x(t) reprezint¼a starea unui sistem �zic la momentul t ,
Ecuaţia diferenţial¼a x0(t) = E(t; x(t)) reprezint¼a viteza de schimbare a st¼arii x la momentul t
O soluţie x = x(t) a ecuaţiei diferenţiale reprezint¼a traiectoria sau orbita de evoluţie a sistemului.
Exemple de fenomene a c¼aror evoluţie poate � descris¼a folosind ecuaţii diferenţiale - oscilatorul armonic (pendul

elastic) , pendulul gravitaţional, un circuit RLC, un model demogra�c, dezintegrarea unei substanţe radioactive,
propagarea unei epidemii, un model pentru sinteza autocatalitic¼a.
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Ecuaţiile direnţiale sunt folosite intens pentru a descrie fenomene din �zic¼a, astronomie (mecanic¼a cereasc¼a),
geologie (modelarea meteorologic¼a), chimie (viteze de reactie), biologie (boli infeçtioase, variaţii genetice), ecologie
şi modele de populaţie, economie ( evoluţia bursei, variaţia dobanzilor, echilibrul piȩtei, variaţia prȩturilor).
Din punct de vedere istoric, se consider¼a c¼a primele ecuaţii diferenţiale au fost numite astfel şi rezolvate de

Leibniz şi Newton 1675-1676, evoluţia ulterioar¼a a implicat aproape toţi matematicienii indiferent de domeniul
speci�c din matematic¼a în care au lucrat, aceasta deoarece orice problem¼a sau noţiune ce implic¼a "variaţie" a unuia
sau mai multor parametri, conduce în mod natural la utilizarea ecuaţiilor diferenţiale. Chiar şi pentru varia̧tii
discrete (semnale digitizate) sunt folosite ecuaţii diferenţiale asociind parametri cu variaţie "continu¼a".

1. Ecua̧tii difereņtiale �Elementare�
De fapt este vorba despre ecuaţii diferenţiale care pot � integrate prin metode elementare, metode relativ simple,

care nu necesit¼a o pregatire teoretic¼a special¼a.
Prezent¼am doar metoda prin care se rezolv¼a ecuaţia diferenţial¼a. Condi̧tia ini̧tial¼a este ad¼augat¼a numai la

ecuaţii cu variabile separabile. În toate celelalte cazuri am ad¼augat o condi̧tie ini̧tial¼a numai în exemplele numerice
rezolvate.

1.1 Ecua̧tii difereņtiale cu �variabile separabile�

Ecuaţiile diferenţiale cu "variabile separabile" sunt ecuaţii diferenţiale de forma

(1.1.1) x0(t) =
dx

dt
= A(t) �B(x(t)) sau pe scurt x0 = A(t) �B(x)

unde A : I1 ! R , B : I2 ! R , sunt funçtii continue pe intervalele I1; I2 şi B(x) 6= 0 pentru orice x 2 I2.
Denumirea este justi�cat¼a de "separarea" într-un produs de dou¼a funçtii care depind
una de "t" A = A(t) , iar cealalt¼a de "x" B = B(x) ,
Scris¼a în forma x0 = A(t) � B(x) ecuaţia creaz¼a impresia c¼a t şi x sunt "variabile" separate în produs de

funçtii.
Problema Cauchy corespunz¼atoare este

x0(t) =
dx

dt
= A(x) �B(x(t)) , cu condi̧tia inţial¼a x(t0) = b , t0 2 I1

Ecuaţia diferenţial¼a (1.1.1) se rescrie
x0(t)

B(x(t))
= A(t)

şi prin integrare obţinem

G(x(t)) =

Z
x0(t)

B(x(t))
dt =

Z
A(t)dt )

sau cu schimbarea de variabil¼a x(t) = y se obţine x0(t)dt = dy şi deci

G(y) =

Z
1

B(y)
dy

G(x(t)) =

Z
A(t)dt+ C , C 2 R

care este o ecuaţie implicit¼a din care se obţine funçtia în mod explicit x(t) = ::: , atunci când se poate efectiv
explicita.
Constanta "de integrare" C 2 R se determin¼a punând condi̧tia ca soluţia s¼a veri�ce condi̧tia inţial¼a x(t0) = b.

G(x(t0)) = b

Comentariu.
Condi̧tia (ipoteza) B(x) 6= 0 pentru orice x 2 I2, asigur¼a existenţa fraçtiei x0(t)

B(x(t)) şi corectitudinea algoritmului
de rezolvare.
Considerând c¼a funçtia B(x) poate lua şi valoarea 0 în diverse puncte, problema se complic¼a mult.
caz (i) dac¼a B(x) = 0 pentru orice x 2 I2 ,
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atunci din ecuaţia diferenţial¼a rezult¼a c¼a x0(t) = 0 pentru orice t 2 I1 şi deci soluţia este o funçtie constant¼a
x(t) = C pentru orice t 2 I1
o funçtie constant¼a descrie un fenomen care nu variaz¼a, nu evolueaz¼a în timp, deci nu prezint¼a interes.
caz (ii) exist¼a un punct � în intervalul I1 pentru care B(�) = 0 şi B(x) 6= 0 pentru orice x 6= �
atunci intervalul I1se poate scrie I1 = (�; �) [ f�g [ (�; �) ca o reuniune de dou¼a intervale
pe care funçtia B(x) 6= 0 pentru orice x 2 (�; �) [ (�; �)
folosind exact algoritmul descris mai înainte, se determin¼a soluţiile pentru �ecare inetrval în parte (�; �) respectiv

(�; �)
se pune problema dac¼a soluţiile ast�e gasite au limite laterale egale în punctul t = � ,
deasemenea şi derivatele acestora s¼a aibe limite laterale 0 în punctul t = �
atunci problema Cauchy admite şi astfel de soluţii.
Dac¼a îns¼a aceste condi̧tii nu sunt veri�cate de soluţiile g¼asite pentru intervalele (�; �) respectiv (�; �)
atunci problema nu admite astfel de soluţii.
Se observ¼a astfel c¼a o ecuaţie diferenţial¼a relativ simpl¼a implic¼a o discuţie extrem de complicat¼a pentru a o

rezolv¼a complet.
În majoritatea cazurilor, ne vom limita la a descrie metode care determin¼a doar soluţii în cazuri simple, far¼a a

analiza în detaliu toate cazurile posbile.

Algoritm de rezolvare.
Pasul I se separ¼a �variabilele�(x şi y sunt considerate "variabile")

x0(t)

B(x(t))
= A(t)

Pasul II se integreaz¼a Z
x0(t)

B(x(t))
dt =

Z
A(t)dt

(dac¼a se pot calcula primitivele-antiderivatele corespunz¼atoare)
Pasul III se obţine x(t) = ::: din ecuaţia implicit¼a (dac¼a este posibil) prin "explicitare" , adic¼a rezolvarea

ecuaţiei.

Exemplu 1.1a. S¼a se rezolve problema Cauchy

(1.1.2) x0(t) = t3 � x2(t) , cu condi̧tia ini̧tial¼a x(0) = 1

Soluţie. Proced¼am conform algoritmului. Separ¼am "variabilele"

x0(t)

x2(t)
= t3

integr¼am şi obţinem Z
x0(t)

x2(t)
dt =

Z
t3dt ,

, � 1

x(t)
=
1

4
t4 + C , C 2 R , x(t) =

�1
1
4 t
4 + C

Apoi din condi̧tia inţial¼a obţinem 1 = x(0) = � 1
C ) C = �1.

Deci soluţia problemei Cauchy este

x(t) =
�1

1
4 t
4 � 1

Este evident c¼a apare o restriçtie asupra domeniului parametrului t ,

1

4
t4 � 1 6= 0 , t 6= �

p
2 , deci t 2 (�1;�

p
2) [ (�

p
2;
p
2) [ (

p
2;+1)

Deoarece condi̧tia ini̧tial¼a se refer¼a la valoarea m¼arimii x pentru t = 0 , alegem acel interval care conţine 0 , deci
t 2 (�

p
2;
p
2) , deci soluţia problemei Cauchy este

x(t) =
�1

1
4 t
4 � 1

, t 2 (�
p
2;
p
2)
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�
Observa̧tie 1. Soluţia efectiv¼a a unei probleme Cauchy, poate duce la restriçtii aparent neaşteptate dac¼a se

consider¼a doar ecuaţia diferenţial¼a.
Nu vom insista asupra acestui aspect în continuare, dar este de mare importanţ¼a în orice problem¼a practic¼a.

Observa̧tie 2. Este uşor de observat c¼a funçtia x = x(t) = 0 pentru orice t , este soluţie a ecuaţiei diferenţiale
(1.1.2).
Deci problema Cauchy corespunz¼atoare are condi̧tia ini̧tial¼a x(0) = 0.
Folosind acest¼a condi̧tie ini̧tial¼a pentru soluţia determinat¼a mai înainte obţinem

0 = x(0) =
�1

1
40
4 + C

= � 1
C

ecuaţie ce nu are soluţii oricare ar �C 2 R
Prin urmare, modul de rezolvare descris nu include şi soluţia "nul¼a" x = x(t) = 0 pentru orice t .
Aparent se "pierde" o posibil¼a soluţie şi prin urmare ar trebui ad¼augat¼a.
Totuşi, din punct de vedere �zic, soluţia "nul¼a" nu prezint¼a interes. Ea corespunde situaţiei în care m¼arimea x

este constant¼a, deci nu variaz¼a în raport cu parametrul t.
Interesante sunt soluţiile pentru care m¼arimea x variaz¼a în raport cu t .
O asemenea situaţie se întâlneşte la multe ecuaţii diferenţiale sau probleme Cauchy.
De cele mai multe ori, modul de rezolvare prezentat nu ia în considerare soluţia "nul¼a".
Nu vom mai insista asupra menţion¼arii existenţei unei soluţii "nule", dar trebuie avut în vedere c¼a aceast¼a

posibilitate exist¼a.

Familia de soluţii pentru ecuaţia diferenţial¼a se numeşte "soluţia general¼a" a ecuaţiei.
Soluţia (care nu se obţine prin algoritmul "standard") se numeşte soluţie "singular¼a".
Din punct de vedere �zic,
- soluţia general¼a descrie o familie de soluţii care depind de unul sau mai muļti parametri
- soluţia singular¼a descrie o situaţie special¼a (singular¼a), dar care este totuşi soluţie a ecuaţiei diferenţiale
Nu vom insista în mod deosebit asupra acestor aspecte.
Doar în cazul ecuaţiilor de tip Clairaut şi de tip Lagrange am insistat s¼a preciz¼am noţiunile de soluţie general¼a,

soluţie singular¼a, pentru a justi�ca aceste denumiri şi a nu le folosi doar în mod pur formal.
Exemplu 1.1b. Viteza de creştere a populaţiei.
Un model pentru creşterea populaţiei (considerând natalitatea şi mortalitatea) este reprezentat de ecuaţia difer-

enţial¼a
P 0(t) = kP (t) , unde P = P (t) reprezint¼a populaţia la momentul t , k > 0

Populatia este o funçtie cu valori pozitive, deci P (t) > 0 pentru orice t.

Soluţie. Proced¼am conform algoritmului. Separ¼am "variabilele"

P 0(t)

P (t)
= k

integr¼am şi obţinemZ
P 0(t)

P (t)
dt =

Z
kdt , ln(P (t)) = kt+ C , P (t) = ekt+C = eC � ekt

confom acestui model creşterea populaţiei este "exponenţial¼a" sau ritmul de creştere al populaţiei este expo-
nenţial.
Considerând strict doar ecuaţia diferenţial¼a P 0(t) = kP (t) , acesta admite şi soluţia nul¼a P (t) = 0 pentru orice

t.
Dar aceasta nu este o soluţie ce poate reprezenta populaţia, care este nenul¼a.
�

1.2 Ecua̧tii difereņtiale �omogene�
Ecuaţiile diferenţiale omogene sunt ecuaţii diferenţiale de forma:

(1.2.1) x0(t) =
dx

dt
= A(

x

t
) , unde A : R! R este funçtie continu¼a, t 6= 0
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Prin urmare, se caut¼a soluţii
�e pentru t > 0 adic¼a soluţii de�nte pe un interval (0; �) ,
�e pentru t > 0 adic¼a soluţii de�nte pe un interval (��; 0) unde � > 0 sau � = +1

Rezolvare
Se procedeaz¼a astfel: facem schimbarea de funçtie

y(t) =
x(t)

t
, x(t) = t � y(t) ) x0(t) = t � y0(t) + y(t)

înlocuind în ecuaţia (1.2.1) obţinem

t � y0(t) + y(t) = A(y(t)) , y0(t) =
A(y(t))� y(t)

t

care este o ecuaţie cu variabile separabile şi se rezolv¼a conform algoritmului prezentat anterior.
Soluţiile obţinute sunt de�nite pe intervale ce nu conţin punctul t = 0, deci �e (0; �) , �e (��; 0)

Algoritm de rezolvare.
Pasul I not¼am

y(t) =
x(t)

t

Pasul II rezolv¼am ecuaţia cu variabile separabile obţinut¼a

y0(t) =
A(y(t))� y(t)

t

integr¼am . Z
y0(t)

A(y(t))� y(t)dt =
Z
1

t
dt

şi obţinem o soluţie explicit¼a, dac¼a este posibil¼a explicitarea

y(t) = :::

sau soluţia r¼amâne în form¼a implicit¼a.
Apoi obţinem soluţia

x(t) = ty(t)

Exemplu 1.2 S¼a se rezolve problema Cauchy

(1.2.2a) x0(t) =
x2

t2
+
x

t
, cu condi̧tia ini̧tial¼a x(1) = 2

Soluţie. Rescriem ecuaţia, pentru a observa c¼a este o ecuaţie omogen¼a

x0(t) =
�x
t

�2
+
x

t

not¼am

y(t) =
x(t)

t
, x(t) = t � y(t) ) x0(t) = t � y0(t) + y(t)

înlocuim şi obţinem

t � y0(t) + y(t) = y2(t) + y(t) , y0(t)
1

y2(t)
=
1

t
)Z

y0(t)

y2(t)
dt =

Z
1

t
dt , � 1

y(t)
= ln jtj+K ,

, x(t)

t
= y(t) =

�1
ln jtj+K
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deci soluţia general¼a a ecuaţiei (1.2.2a) este

x(t) =
�t

ln jtj+K , K 2 R

punând şi condi̧tia ini̧tial¼a obţinem

2 = x(1) =
�1

ln j1j+K ) K = �1
2

Dar c¼aut¼am soluţii doar într-un interval ce conţine condi̧tia ini̧tial¼a,
adic¼a în vecin¼atatea lui t = 1 , deci t > 0 şi jtj = t

x(t) =
�t

ln t� 1
2

în plus apare în mod natural şi condi̧tia

ln t� 1
2
6= 0 , ln t 6= 1

2
, t 6= e1=2 =

p
e

Din faptul c¼a 0 < 1 <
p
e

soluţia problemei Cauchy este de�nit¼a pe intervalul 0 < t <
p
e

x(t) =
�t

ln jtj � 1
2

, t 2 (0;
p
e)

�
Observa̧tie. Deşi algoritmul de rezolvare funçtioneaz¼a doar pentru t 6= 0 , totuşi soluţia obţinut¼a are limit¼a în

t = 0

lim
t!0
x(t) = lim

t!0

�
�t

ln jtj+K

�
=

0

�1 = 0

deci soluţia se poate prelungi şi în t = 0

x(t) =

� �t
lnjtj+K , t 6= 0
0 , t = 0

Ecuaţia se poate rescrie

t2x0(t) = x2(t) + tx(t)

o condi̧tie ini̧tial¼a în t = 0 veri�c¼a

02 � x0(0) = x2(0) + 0 � x(0) ) x(0) = 0

Problema Cauchy corespunz¼atoare, cu condi̧tie ini̧tial¼a în t = 0 este

(1.2.2b) t2x0(t) = x2(t) + tx(t) , cu condi̧tia ini̧tial¼a x(0) = 0

care are ca soluţie prelungirea de�nit¼a mai înainte

x(t) =

� �t
lnjtj+K , t 6= 0
0 , t = 0

Totuşi ecuaţia 1.2.2b are ca soluţie şi funçtia nul¼a x(t) = 0 pentru orice t , soluţie considerat¼a "singular¼a" .
Prin urmare, algoritmul de rezolvare nu produce şi soluţia singular¼a. Fapt observat şi în exemplul 1.1b.
�

1.3 Ecua̧tii difereņtiale liniare (de ordin 1)
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Ecuaţiile diferenţiale liniare sunt ecuaţii diferenţiale de forma:

(1.3.1) x0(t) =
dx

dt
= A(t) � x(t) +B(t) , unde A;B : I ! R sunt funçtii continue

sau pe scurt x0 = A(t) � x+B(t)

unde I reprezint¼a un interval.
Unele prezent¼ari, numesc ecua̧tie a�n¼a (ecuaţia 1.3.1) şi ecua̧tie liniar¼a (ecuaţia 1.3.1*)

Uneori, rezolvarea într-un caz particular, poate � util¼a.
În acest cazul acestei ecuaţii, pentru B(t) = 0 obţinem ecuaţia diferenţial¼a liniar¼a, numit¼a ecua̧tia liniar¼a

omogen¼a asociat¼a
(1.3.1*) x0(t) = A(t) � x(t)

care este o ecuaţie cu variabile separabile.
Putem s¼a determina precis toate soluţiile acestei ecuaţii diferenţiale, folosind algoritmul deja prezentat.
Deci integr¼am ecuaţia

x0(t)

x(t)
= A(t)

şi obţinem Z
x0(t)

x(t)
dt =

Z
A(t)dt, ln jx(t)j =

Z
A(t)dt+K , K 2 R ,

jx(t)j = eA(t)dt+K = eK � e
R
A(t)dt , K 2 R , x(t) = �eK � e

R
A(t)dt )

x(t) = C � e
R
A(t)dt , unde � eK = C 2 R

Ultima relaţie reprezint¼a soluţia general¼a a ecuatiei diferenţiale liniare omogene.

Observa̧tie 1. S¼a remarc¼am faptul c¼a în acest caz pentru C = 0 obţinem şi soluţia nul¼a, deşi aparent modul
de rezolvare exclude cazul x(t) = 0.

Observa̧tie 2. În plus, muļtimea acestor soluţii formeaz¼a un spaţiu vectorial,
deoarece pentru orice dou¼a soluţii x = x(t) şi y = y(t) care ver�c¼a ecuaţia liniar¼a omogen¼a

x0(t) = A(t) � x(t) , y0(t) = A(t) � y(t)

suma lor x(t) + y(t) şi �x(t) � 2 R , sunt de asemenea soluţii ale ecuaţiei liniare omogene

x0(t) + y0(t) = A(t) � x(t) +A(t) � y(t) = A(t)(x(t) + y(t)) , (x+ y)0 = A(t)(x+ y)

(�x(t))0 = �x0(t) = �A(t)x(t) = A(t)(�x(t)) , (�x)0 = A(t)(�x)

�
Observa̧tie 3. Dac¼a x şi y sunt dou¼a soluţii ale ecuaţiei diferenţiale (1.3.1) ( ecuaţia "neomogen¼a")

x0(t) = A(t) � x(t) +B(t) , y0(t) = A(t) � y(t) +B(t)

atunci diferenţa lor veri�c¼a ecuaţia diferenţial¼a omogen¼a asociat¼a

[x(t)� y(t)]0 = A(t) � [x(t)� y(t)]

Observa̧tie 4.
i) Dac¼a z(t) este soluţie a ecuaţiei liniare omogene (1.3.1*)
şi x0(t) este o soluţie particular¼a a ecuaţiei liniare (1.3.1) atunci suma lor

x(t) = z(t) + x0(t)

este soluţie a ecuaţiei liniare (1.3.1).
ii) orice soluţie a ecuaţiei liniare (1.3.1) este de aceast¼a form¼a x(t) = z(t) + x0(t)

Demonstraţie.
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i) Într-adev¼ar, dac¼a deriv¼am obţinem

x0(t) = z0(t) + x00(t) = A(t) � z(t) +A(t) � x0(t) +B(t) = A(t) �

264z(t) + x0(t)| {z }
x(t)

375+B(t)
deci

x0(t) = A(t) � x(t) +B(t)

adic¼a x(t) = z(t) + x0(t) este soluţie a ecuaţiei liniare.
ii) deoarece diferenţa a dou¼a soluţii x(t)�x0(t) = z(t) este soluţie a ecuaţiei liniare omogene conform Observaţiei

3
�
În concluzie, dac¼a se cunoaşte o soluţie particular¼a x0(t) a ecuaţiei liniare (soluţie obţinut¼a prin orice mijloace),
iar z(t) este soluţia general¼a a ecuaţiei omogene,
soluţiile ecuaţiei liniare (1.3.1) sunt exact funçtiile de forma,
sau cu alte cuvinte, soluţia general¼a a ecuaţiei liniare este

x(t) = z(t) + x0(t)

Nu este îns¼a uşor de g¼asit o soluţie particular¼a x0(t), nu exist¼a o metod¼a "universal¼a" pentru aşa ceva.
Din acest motiv, pentru rezolvarea ecuaţiilor liniare folosim o alt¼a metod¼a, numit¼ametoda varia̧tiei constan-

telor.
Iat¼a etapele algoritmului de rezolvare a unei ecuaţii diferenţiale liniare.

Pasul I. Se rezolv¼a ecuaţia liniar¼a omogen¼a asociat¼a:

x0(t) = A(t) � x(t)

obţinem soluţia general¼a de forma

x(t) = C � e
R
A(t)dt , unde C 2 R

Pasul II. Folosim metoda varia̧tiei constantelor.
Aceasta const¼a în a c¼auta soluţia general¼a a ecuaţiei liniare, de forma

x(t) = C(t) � e
R
A(t)dt

înlocuind în (1.3.1) obţinem
x0(t) = A(t) � x(t) +B(t)�

C(t) � e
R
A(t)dt

�0
= A(t) � C(t) � e

R
A(t)dt +B(t)

C 0(t) � e
R
A(t)dt + C(t) � e

R
A(t)dt �A(t) = A(t) � C(t) � e

R
A(t)dt +B(t) ,

C 0(t) = B(t) � e�
R
A(t)dt

de unde rezult¼a prin integrare

C(t) =

Z �
B(t) � e�

R
A(t)dt

�
dt+K

Pentru a nu crea ambiguit¼aţi, putem înlocui (primitiva) antiderivata arbitrar¼a
R
A(t)dt cu forma ceva mai precis¼a

tR
t0

A(u)du .

Atunci soluţia general¼a a ecua̧tiei liniare este

x(t) =

0@ tZ
t0

B(s) � e
�

sR
t0

A(u)du

ds+K

1A
| {z }

�e
tR
t0

A(u)du

, K 2 R
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Algoritm de rezolvare.
Pasul I se rezolv¼a ecuaţia liniar¼a omogen¼a asociat¼a
Pasul II se aplic¼a metoda variaţiei constantelor pentru a determina soluţia ecuaţiei liniare (neomogene)

Exemplu 1.3 S¼a se rezolve problema Cauchy

(1.3.2) x0(t) � cos t = 1� x(t) � sin t , cu condi̧tia ini̧tial¼a x(�) = 1

Soluţie. Ecuaţia se rescrie (pentru a pune în evidenţ¼a faptul c¼a este o ecuaţie liniar¼a)

x0(t) = x(t)
� sin t
cos t

+
1

cos t

Pasul I. Rezolv¼am ecuaţia liniar¼a omogen¼a asociat¼a

x0(t) = x(t)
� sin t
cos t

, x0(t)

x(t)
= � tg t)

Z
x0(t)

x(t)
dt = �

Z
tg tdt ,

ln jx(t)j = ln jcos tj+K , K 2 R , jx(t)j = jcos tj � eK , x(t) = �eK cos t
x(t) = C cos t , C 2 R

Pasul II. Aplic¼am metoda variaţiei constantelor:
c¼aut¼am soluţia general¼a a ecuaţiei liniare de forma x(t) = C(t) � cos t
înlocuind în ecuaţie şi derivând obţinem

x0(t) = C 0(t) � cos t+ C(t) � (� sin t) = C(t) � cos t� sin t
cos t

+
1

cos t
,

C 0(t) =
1

cos2 t
) C(t) =

Z
1

cos2 t
dt = tg t+K

Deci soluţia general¼a a ecuaţiei liniare este

x(t) = (tg t+K) cos t = sin t+K cos t , K 2 R

Din condi̧tia ini̧tial¼a obţinem
1 = x(�) = sin� +K cos� ) K = �1

şi deci soluţia problemei Cauchy este

x(t) = sin t� cos t , t 2 R

S¼a remarc¼am faptul c¼a deşi în paşii intermediari apare restriçtia cos t 6= 0 , acest¼a restriçtie dispare în forma
�nal¼a, deci t 2 R.
�

1.4 Ecua̧tii difereņtiale de tip Bernoulli

Pe scurt ecuaţii diferenţiale Bernoulli, acestea sunt ecuaţii diferenţiale de forma:

(1.4.1) x0(t) =
dx

dt
= A(t) � x(t) +B(t) � x� , unde A;B : I ! R sunt funçtii continue, iar � 2 Rnf0; 1g

pe scurt x0 = A(t) � x+B(t) � x�

Pentru � = 1 sau � = 0 se obţine o ecuaţie liniar¼a, a c¼arei rezolvare este deja cunoscut¼a.
Expresia " x� " reprezint¼a funçtia putere, deci în mod implicit se presupune c¼a x(t) > 0 pentru orice t 2 I
Dac¼a îns¼a � este num¼ar întreg, atunci se face o alegere între cazurile
i) x(t) > 0 pentru orice t 2 I sau
ii) x(t) < 0 pentru orice t 2 I , peste tot I reprezint¼a un interval.

Denumirea este asociat¼a cu Jacob Bernoulli
Jacob Bernoulli (sau James , Jacques) (1654 �1705) matematician elevȩtian, membru al familiei Bernoulli.

123



Sunt asociate de asemenea "testul Bernoulli" în teoria probabilit¼aţilor şi "numerele Bernoulli"

Rezolvare
Se face schimbarea de funçtie

y(t) = (x(t))
1�� , pe scurt y = x1��

care duce la o ecuaţie liniar¼a.
Într-adev¼ar avem

x(t) = (y(t))
1

1�� ) x0(t) =
1

1� �y(t)
1

1���1 � y0(t)

Înlocuind în ecuaţia (1.4.1) obţinem

1

1� �y(t)
1

1���1 � y0(t) = A(t) � (y(t))
1

1�� +B(t) � (y(t))
�

1�� ,

, 1

1� � � y
0(t) = A(t) � y(t) +B(t)

care este în mod evident o ecuaţie liniar¼a şi se rezolv¼a conform algoritmului corespunz¼ator.

Algoritm de rezolvare.
Pasul I se face schimbarea de funçtie y = x1��

Pasul II se rezolv¼a ecuaţia liniar¼a obţinut¼a
Pasul III soluţia este

x(t) = [y(t)]
1

1��

Exemplu 1.4 S¼a se rezolve problema Cauchy

(1.4.2) x0(t) =
x(t)

2t
+

t2

2x(t)
, cu condi̧tia ini̧tial¼a x(1) = 1

Soluţie. Putem rescrie ecuaţia

x0(t) =
1

2t
x(t) +

t2

2
x(t)�1 , deci "�" = �1

Din condi̧tia ini̧tial¼a x(1) = 1 , deducem c¼a x(t) > 0 pentru orice t
Facem schimbarea de funçtie

x(t) = (y(t))
1

1�(�1) = (y(t))
1=2 ) x0(t) =

1

2
(y(t))

�1=2 � y0(t)

şi înlocuind în ecuaţie obţinem

x0(t) =
1

2
(y(t))

�1=2 � y0(t) = (y(t))
1=2

2t
+
t2

2
(y(t))

�1=2 ,

, y0(t) =
y(t)

t
+ t2

care este o ecuaţie liniar¼a şi se rezolv¼a conform algoritmului prezentat.
Pasul I. Rezolv¼am ecuaţia liniar¼a omogen¼a asociat¼a

y0(t) =
y(t)

t
, y0(t)

y(t)
=
1

t
)

Z
y0(t)

y(t)
dt =

Z
1

t
dt , ln jy(t)j = ln jtj+K , K 2 R

, jy(t)j = jtj � eK , K 2 R , y(t) = �eKt = C � t , C 2 R

Pasul II. Aplic¼am metoda variaţiei constantelor.
Soluţia general¼a a ecuaţiei liniare este de forma y(t) = C(t) � t , obţinem

y0(t) = C 0(t) � t+ C(t) = C(t) � t
t

+ t2 , C 0(t) = t) C(t) =
t2

2
+K , K 2 R
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soluţia general¼a a ecuaţiei liniare este

y(t) =

�
t2

2
+K

�
� t = t3

2
+K � t

iar soluţia ecuatiei Bernoulli este

x(t) = (y(t))
1=2

=

r
t3

2
+K � t , K 2 R

Ţinând cont de condi̧tia ini̧tial¼a obţinem

1 = x(1) =

r
1

2
+K ) K =

1

2

Deci soluţia problemei Cauchy (1.4.2) este

x(t) =

r
t3

2
+
1

2
t , t > 0

�

1.5 Ecua̧tii difereņtiale de tip Riccati

Pe scurt ecuaţii diferenţiale Riccati, acestea sunt ecuaţii diferenţiale de forma:

(1.5.1) x0(t) = A(t) � x2(t) +B(t) � x(t) + C(t)

unde A;B;C : I ! R sunt funçtii continue pe intervalul I .

pe scurt x0 = A(t) � x2 +B(t) � x+ C(t)

Jacopo Francesco Riccati (1676 - 1754) matematician italian, în prezent cunoscut pentru acest tip de ecuaţii.

Dac¼a se cunoaşte o soluţie particular¼a x0(t) a ecuaţiei (1.5.1), atunci schimbarea de funçtie

y(t) = x(t)� x0(t)

duce la o ecuaţie Bernoulli cu � = 2 care se rezolv¼a dup¼a algoritmul corespunz¼ator.
Demonstraţie.
Într-adev¼ar

x(t) = y(t) + x0(t) şi x0(t) = y0(t) + x00(t)

înlocuind obţinem
y0(t) + x00(t) = A(t) � [y(t) + x0(t)]2 +B(t) � [y(t) + x0(t)] + C(t)

ţinând cont de faptul c¼a x0(t) este soluţie, adic¼a

x00(t) = A(t) � x20(t) +B(t) � x0(t) + C(t)

rezult¼a ecuaţia de tip Bernoulli

y0(t) = A(t) � y2(t) + 2A(t) � x0(t) � y(t) +B(t) � y(t) ,

y0(t) = A(t) � y2(t) + [2A(t) � x0(t) +B(t)] � y(t)

unde se face schimbarea de funçtie pentru � = 2 ,

z(t) = y1�2(t) =
1

y(t)
=

1

x(t)� x0(t)
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Pe scurt, putem indica direct schimbarea de funçtie

x(t) = x0(t) +
1

z(t)

care duce la o ecuaţie liniar¼a. Derivând rezult¼a

x0(t) = x00(t)�
z0(t)

z2(t)

şi înlocuind în ecuaţia (1.5.1) obţinem

x0(t) = x00(t)�
z0(t)

z2(t)
= A(t) �

�
x0(t) +

1

z(t)

�2
+B(t) �

�
x0(t) +

1

z(t)

�
+ h(t)

dar x0(t) este soluţie, adic¼a
x00(t) = A(t) � x20(t) +B(t) � x0(t) + C(t)

şi dup¼a simpli�c¼ari obţinem

� z
0(t)

z2(t)
= 2A(t) � x0(t) �

1

z(t)
+A(t) � 1

z2(t)
+B(t) � 1

z(t)
,

, � z0(t) = [2A(t) � x0(t) +B(t)] � z(t) +A(t)

care este o ecuaţie liniar¼a ce se rezolv¼a conform cu algoritmul corespunz¼ator.

Exemplu 1.5. S¼a se rezolve problema Cauchy

(1.5.2) x0(t) = tx2(t)� 2t2x(t) + t3 + 1 , cu condi̧tia ini̧tial¼a x(0) = 3

ştiind c¼a o soluţie particular¼a este x0(t) = t .

Soluţie. Este uşor de veri�cat faptul c¼a x0(t) = t este soluţie:

1 = (t)0 = t � t2 � 2t2 � t+ t3 + 1

Facem schimbarea de funçtie

x(t) = t+
1

z(t)

şi obţinem

x0(t) = 1� z0(t)

z2(t)

înlocuind în ecuaţie rezult¼a

1� z0(t)

z2(t)
= t

�
t+

1

z(t)

�2
� 2t2

�
t+

1

z(t)

�
+ t3 + 1,

1� z0(t)

z2(t)
= t3 + 2t2

1

z(t)
+

t

z2(t)
� 2t3 � 2t2

z(t)
+ t3 + 1

, z0(t) = �t , z(t) = � t
2

2
+K şi x(t) = t+

2

�t2 + 2K , K 2 R

Din condi̧tia ini̧tial¼a

3 = x(0) = 0 +
2

0 + 2K
) 2K =

2

3

şi deci soluţia problemei Cauchy (1.5.2) este

x(t) = t+
2

�t2 + 2
3

, t 2
 
�
r
2

3
;

r
2

3

!
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Din condi̧tia �t2 + 2
3 6= 0 rezult¼a t 6= �

q
2
3 ;
q

2
3 , deci soluţiile pot � de�nite pe intervalele 

�1;�
r
2

3

!
sau

 
�
r
2

3
;

r
2

3

!
sau

 r
2

3
;+1

!

alegem intervalul de de�ni̧tie pentru soluţie t 2
�
�
q

2
3 ;
q

2
3

�
, deoarece acesta conţine t = 0 din condi̧tia initial¼a.

Considerând condi̧tia ini̧tial¼a x(3) = 2 , obţinem

2 = x(3) = 3 +
2

3 + 2K
) 2K + 3 = �2 ) K = �5

2

şi deci soluţia problemei Cauchy (1.5.2) este

x(t) = t+
2

�t2 � 5
3

, t 2
 r

2

3
;+1

!

t 2
�q

2
3 ;+1

�
, deoarece acesta conţine t = 3 din condi̧tia initial¼a.

În mod asem¼an¼ator, pentru condi̧tia ini̧tial¼a x(�2) = 1 , obţinem o soluţie de�nit¼a pe intervalul
�
�1;�

q
2
3

�
.

�

1.6 Ecua̧tii difereņtiale de tip Clairaut

Pe scurt ecuaţii diferenţiale Clairaut, acestea sunt ecuaţii diferenţiale de forma:

(1.6.1) x(t) = t � x0(t) +B(x0(t))

unde B : I ! R este o funçtie de clas¼a C1. Se caut¼a soluţii x = x(t) de clas¼a C2.

Alexis Claude de Clairault (sau Clairaut) (1713 �1765) matematician şi astronom francez.

Proced¼am astfel: deriv¼am ecuaţia (1.6.1) şi obţinem

x0(t) = x0(t) + t � x00(t) +B0(x0(t)) � x00(t) ,

[t+B0(x0)] � x00(t) = 0

Avem de a face cu funçtii continue, deci dac¼a nu sunt nule într-un punct t0 , atunci nu sunt nule pe o întreag¼a
vecin¼atate a lui t0,
adic¼a pe un întreg interval, în acest caz I
Prin urmare: ori [t+B0(x0)] 6= 0 pentru orice t 2 I şi atunci x00(t) = 0 pentru orice t 2 I

ori x00(t) 6= 0 pentru orice t 2 I şi atunci t+B0(x0(t)) = 0 pentru orice t 2 I
i) În primul caz obţinem

x00(t) = 0 ) x0(t) = a ) x(t) = at+ b cu a; b 2 R

înlocuind în ecuaţia (1.6.1) rezult¼a

at+ b = t � a+B(a) ) b = B(a)

Se obţine astfel soluţia general¼a a ecuaţiei Clairaut x = x(t) de forma unei familii de funçtii ce depind de un
parametru a 2 R

x(t) = at+B(a) cu a 2 R

ii) În al doilea caz obţinem
t+B0(x0(t)) = 0

ţinând seama de ecuaţia ini̧tial¼a
x(t) = t � x0(t) +B(x0(t))
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se obţine astfel soluţia singular¼a a ecuaţiei Clairaut x = x(t) , care se scrie sub form¼a de ecuaţii parametrice:�
t = �B0(p)
x(t) = t � p+B(p)

unde am notat p not= x0(t) , şi deci p este "parametrul".

Prezent¼am în continuare o de�ni̧tie "geometric¼a" pentru ceea ce am numit soluţie singular¼a, pentru a justi�ca
denumirile folosite (soluţie general¼a, soluţie singular¼a) şi a nu le folosi doar în mod formal.

De�ni̧tie. O soluţie a unei ecuaţii diferenţiale se numeşte "singular¼a",
dac¼a aceast¼a soluţie este "tangent¼a" la orice alt¼a soluţie din familia soluţiilor "generale".
Mai precis: xS(t) este soluţie singular¼a,
dac¼a pentru orice x = x(t) soluţie general¼a,
exist¼a un punct "t0" astfel încât gra�cele celor dou¼a soluţii xS(t) şi x(t) au aceeaşi dreapt¼a tangent¼a

xS(t0) = x(t0) şi x0S(t0) = x
0(t0)

În cazul ecuaţiei Clairaut aceste relaţii sunt veri�cate, ceea ce justi�c¼a denumirile de soluţie general¼a, soluţie
singular¼a.
Demonstraţie
Pentru o soluţie "general¼a" x(t) = at+B(a) cu a 2 R , alegem t0 = �B0(a) , deci p = a
avem x0S(t0) = p = a = x

0(t0) , urmeaz¼a xS(t0) = t0 � x0S(t0) +B(a) = t0 � a+B(a) = x(t0)
Deci soluţia singular¼a �

t = �B0(p)
xS(t) = t � p+B(p)

este tangent¼a la soluţia "general¼a" x(t) = at+B(a) .

Exemplu 1.6. S¼a se rezolve ecuaţia diferenţial¼a

(1.6.2) x(t) = tx0(t) + 3(x0)2

Soluţie.
Deriv¼am şi obţinem

x0(t) = x0(t) + tx00(t) + 6x0(t) � x00(t),

x00(t) � [t+ 6x0(t)] = 0

deci ori x00(t) = 0 şi rezult¼a soluţia general¼a x(t) = at+ b cu b = 3a2 , a 2 R ,
ori [t+ 6x0(t)] = 0 şi soluţia singular¼a sub form¼a parametric¼a (cu p parametru p = x0(t) ) este�

t = �6p
x = t � p+ 3p2

�

1.7 Ecua̧tii difereņtiale de tip Lagrange

Pe scurt ecuaţii diferenţiale Lagrange, acestea sunt ecuaţii diferenţiale de forma:

(1.7.1) x(t) = t �A(x0(t)) +B(x0(t))

unde A;B : I ! R sunt funçtii de clas¼a C1. Se caut¼a soluţii x = x(t) de clas¼a C2.

Joseph-Louis Lagrange (1736 � 1813) matematician şi astronom italian-francez. Contribuţii fundamentale în
analiz¼a, mecanic¼a clasic¼a şi mecanic¼a cereasc¼a. Lui i se datoreaz¼a metoda "variaţiei constantelor", metoda "multi-
plicatorilor lui Lagrange", a aplicat calculul diferenţial în teoria probabilit¼aţilor, a transformat mecanica newtonian¼a
într-o ramur¼a a mecanicii "lagrangiene".

128



Proced¼am astfel: deriv¼am ecuaţia (1.7.1) şi obţinem o ecuaţie diferenţial¼a de ordin 2 (apare derivata de ordin 2
, x00 )

x0(t) = A(x0) + tA0(x0) � x00(t) +B0(x0) � x00(t)

not¼am x0(t) = p(t) , deci x00(t) = p0(t) şi obţinem o ecuaţie diferenţial¼a de ordin 1

(1.7.1*) p(t) = A(p(t)) + tA0(p(t)) � p0(t) +B0(p(t)) � p0(t)

Cazul 1) Dac¼a p0(t) = 0 pentru orice t , obţinem soluţia singular¼a

p0(t) = 0 , x00(t) = 0 ) x0(t) = a ) x(t) = at+ b

Pe care o înlocuim în ecuaţia (1.7.1) şi obţinem

at+ b = t �A(a) +B(a) pentru orice t

ceea ce duce la a = A(a) şi b = B(a) .
Deci în �nal obţinem soluţia x(t) = at+B(a) , cu a = A(a) .
Aceast¼a soluţie exist¼a numai dac¼a ecuaţia algebric¼a a = A(a) are soluţii reale.

Cazul 2) Dac¼a p0(t) 6= 0 , pentru orice t (într-un anumit interval)
atunci p0(t) are semn constant (deoarece este funçtie continu¼a) şi deci funçtia p(t) este strict monoton¼a.
Rezult¼a c¼a este şi inversabil¼a cu inversa de asemenea derivabil¼a.
Not¼am aceast¼a invers¼a cu t = t(p) , atunci

t0(p) =
1

p0(t)
sau

dt

dp
=
1
dp
dt

deoarece t � p = id ( id este funçtia identic¼a id(t) = t ) , avem t(p(t)) = t . Derivând obţinem

[t(p(t)]0 = (t)0 , t0(p) � p0(t) = 1

.
Deci practic în ecuaţia (1.7.1*) �schimb¼am rolul variabilelor� p şi t ( din p = p(t) în t = t(p) ) şi obţinem

p = A(p) + t(p) �A0(p) 1

t0(p)
+B0(p)

1

t0(p)
,

, t0(p) =
t(p) �A0(p) +B0(p)

p�A(p) ,

t0(p) = t(p)
A0(p)

p�A(p) +
B0(p)

p�A(p)
care este o ecuaţie liniar¼a.
Se rezolv¼a aceast¼a ecuaţie şi rezult¼a t(p) = ::: în funçtie de cel puţin un parametru (constanta de integrare)
Soluţia general¼a a ecuaţiei Lagrange se scrie sub form¼a parametric¼a (cu p parametru)�

x(t) = t �A(p) +B(p)
t = t(p)

În cazul ecuatiei Lagrange denumirile de soluţie general¼a, soluţie singular¼a sunt justi�cate.
Demonstraţie
Pentru o soluţie general¼a �

x(t) = t �A(p) +B(p)
t = t(p)

alegem t0 = t(a) , deci p = a şi a = A(a)
urmeaz¼a xS(t0) = at0 +B(a) = t0A(a) +B(a) = x(t0) şi x0s(t0) = a = p = x

0(t0)
Deci soluţia singular¼a xS(t) = at+B(a)
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este "tangent¼a" la soluţia general¼a �
x(t) = t �A(p) +B(p)
t = t(p)

Exemplu 1.7. S¼a se rezolve ecuaţia diferenţial¼a

(1.7.2) x(t) + 2tx0(t) + (x0(t))
2
= 0

Soluţie.
Ecuaţia se rescrie

x(t) = t[�2x0(t)]� (x0(t))2

deriv¼am şi obţinem
x0(t) = �2x0(t)� t � 2x00(t)� 2x0(t) � x00(t)

not¼am x0(t) = p(t) , x00(t) = p0(t) şi obţinem ecuaţia

p = �2p� 2tp0 � 2pp0 ,

(1.7.3) 3p+ 2(t+ p) � p0 = 0

cazul 1)
p0(t) = 0

rezult¼a soluţia singular¼a
x(t) = at+ b

Înlocuind în ecuaţia (1.7.2) obţinem
at+ b+ 2ta+ (a)

2
= 0

din care rezult¼a a = 0 şi b = 0
deci soluţia singular¼a este soluţia nul¼a x(t) = 0 pentru orice t

cazul 2) p0(t) 6= 0 . "Schimb¼am rolul variabilelor" t şi p , avem

p0(t) =
1

t0(p)

înlocuim şi obţinem ecuaţia

3p+ 2
t(p) + p

t0(p)
= 0 , t0(p) = � 2

3p
t(p)� 2

3

ecuaţie liniar¼a care se rezolv¼a în mod �standard�:
Pasul 1) se rezolv¼a ecuaţia liniar¼a omogen¼a asociat¼a

t0(p) = �2
3
t(p)

1

p
)

Z
t0(p)

t(p)
dp = �2

3

Z
1

p
dp ) ln jt(p)j = �2

3
ln jpj+K , K 2 R

, jt(p)j = jpj�
2
3 � eK ) t(p) = �eK jpj�

2
3 = C jpj�

2
3 , C 2 R

Soluţiile sunt funçtiiderivabile, deci continue, s¼a presupunem c¼a p(t) = p are semn constant, de exemplu p > 0
Pasul 2) aplic¼am metoda variaţiei constantelor, c¼autând soluţii de forma

t(p) = C(p)p�
2
3

şi înlocuind în ecuaţie obţinem

C 0(p)p�
2
3 � 2

3
C(p)p�

5
3 = � 2

3p
C(p)p�

2
3 � 2

3
,

C 0(p) = �2
3
p
2
3 ) C(p) = �2

5
p
5
3 +K , K 2 R
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rezult¼a

t(p) =

�
�2
5
p
5
3 +K

�
p�

5
3

şi soluţia general¼a a ecuaţiei Lagrange în form¼a parametric¼a este�
x = �2tp� p2
t = � 25p+Kp

� 5
3

Constanta " K " se poate determina dac¼a se cunoaşte ( putem m¼asura ) m¼arimea t = x(t) la un "moment" t0
, x(t0) = b ( o condi̧tie "ini̧tial¼a" )
prin rezolvarea sistemului algebric �

x(t0) = b = �2t0 � p� p2
t0 = � 25p+K � p

� 5
3

Din prima ecuaţie se determin¼a soluţiile reale p = ::: , care se inlocuiesc în a doua ecuaţie , din care apoi se
determin¼a K = :::
De exemplu, pentru condi̧tia ini̧tial¼a x(0) = 1 obţinem sistemul�

x(0) = 1 = �2 � 0 � p� p2
0 = � 25p+K � p

� 5
3

) 1 = �p2 care nu are soluţii reale

Deci nu orice condi̧tie ini̧tial¼a admite soluţii. Este un fapt la care merita re�ectat.
Consider¼am alt¼a condi̧tie ini̧tial¼a x(0) = �1 obţinem sistemul�

x(0) = �1 = �2 � 0 � p� p2
0 = � 25p+K � p

� 5
3

) � 1 = �p2 care are soluţiile p1 = 1 , p2 = �1

Accept¼am doar soluţia pozitiv¼a p1 = 1 , deoarece am determinat soluţii pentru cazul p > 0 .
Înlocuind în a doua ecuaţie obţinem

0 = �2
5
� 1 +K � 1� 5

3 ) K =
2

5

şi deci în �nal obţinem soluţia problemei Cauchy ( ecuaţia diferenţial¼a plus condi̧tia ini̧tial¼a ) , sub form¼a
parametric¼a �

x = �2tp� p2
t = � 25p+

2
5p
� 5
3

�

1.8 Ecua̧tii difereņtiale cu difereņtiale totale

De�ni̧tie. Ecuaţia diferenţial¼a de forma

P (x; y)dx+Q(x; y)dy = 0

se numeşte ecua̧tie cu diferenţiale totale sau ecua̧tie Pfa¤,
unde P;Q : D � R2 ! R sunt funçtii de clas¼a C1 pe domeniul D.
O ecuaţie de form¼a mai stranie, nici în form¼a canonic¼a, nici în form¼a normal¼a.
O funçtie y = y(x) este soluţie pentru ecuaţia Pfa¤ dac¼a veri�c¼a

P (x; y(x)) +Q(x; y(x)) � y0(x) = 0 pentru orice x

sau o funçtie x = x(y) care veri�c¼a

P (x(y); y) � x0(y) +Q(x(y); y) = 0 pentru orice y

Ecuaţia Pfa¤ se numeşte exact¼a dac¼a exist¼a o funçtie F : D � R2 ! R aşa încât

gradF = (P;Q) ,
�
@F

@x
;
@F

@y

�
= (P;Q)
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, @F

@x
= P (x; y) ,

@F

@y
= Q(x; y)

Comentariu.
Ecuaţia Pfa¤ este doar o scriere formal¼a, care înlocuieşte cele dou¼a situaţii

i) P (x; y) +Q(x; y)
dy

dx
= 0 , P (x; y(x)) +Q(x; y(x)) � y0(x) = 0

ii) P (x; y)
dx

dy
+Q(x; y) = 0 , P (x(y); y) � x0(y) +Q(x(y); y) = 0

Observa̧tie
O ecuaţie Pfa¤ exact¼a se rescrie

@F

@x
dx+

@F

@y
dy = 0

prin urmare y = y(x) este soluţie înseamn¼a

@F

@x
(x; y(x)) +

@F

@y
(x; y(x)) � y0(x) = 0 , d

dx
[F (x; y(x)] = 0 , F (x; y(x)) = ct

la fel x = x(y) este soluţie înseamn¼a

@F

@x
(x(y); y) � x0(y) + @F

@y
(x(y); y) = 0 , d

dy
[F (x(y); y] = 0 , F (x(y); y) = ct

În ambele cazuri constat¼am c¼a funçtia F de�neşte în mod implicit soluţiile ecuaţiei Pfa¤ exacte, prin relaţia

F (x; y) = ct

Aici "ct" desemneaz¼a o constant¼a real¼a.
Se pune problema
- cum determin¼am dac¼a o ecuaţie Pfa¤ este exact¼a sau nu şi
- cum determin¼am o funçtie F cu gradF = (P;Q)

Comentariu.
Soluţiile nu apar în form¼a explicit¼a y = y(x) = ::: aşa cum se înt¼ampl¼a la foarte multe ecuaţii diferenţiale,
ci doar în forma implicit¼a F (x; y) = ct .
Totuşi se consider¼a c¼a ecuaţia implicit¼a F (x; y) = ct este mai �simpl¼a�decât ecuaţia diferenţial¼a Pdx+Qdy = 0

Observa̧tie.
Dac¼a ecuaţia Pfa¤ este exact¼a, atunci

@P

@y
=
@Q

@x

Demonstraţie.

Ecuaţia este exact¼a, deci gradF =
�
@F
@x ;

@F
@y

�
= (P;Q) , deci

@P

@y
=
@

@y

�
@F

@x

�
=
@2F

@y@x
şi

@Q

@x
=
@

@x

�
@F

@y

�
=
@2F

@x@y

Funçtiile P;Q sunt de clas¼a C1 deci funçtia F este de clas¼a C2 şi conform teoremei lui Schwarz

@P

@y
=
@2F

@y@x

T Schwarz
=

@2F

@x@y
=
@Q

@x

�

S¼a observ¼am c¼a problema este echivalent¼a cu problema pentru câmpuri vectoriale.
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Ecuaţia Pfa¤ exact¼a , este echivalent cu câmpul vectorial v = (P;Q) este câmp de gradienţi.

gradF =

�
@F

@x
;
@F

@y

�
= (P;Q) = v

Sunt folosi̧ti în mod echivalent termenii
- forma diferenţial¼a P (x; y)dx+Q(x; y)dy este exact¼a
- ecuaţia Pfa¤ P (x; y)dx+Q(x; y)dy = 0 este exact¼a
- câmpul vectorial v(x; y) = (P (x; y); Q(x; y)) este câmp de gradienţi
pentru a exprima faptul c¼a

gradF =

�
@F

@x
;
@F

@y

�
= (P;Q) = v

sau
- forma diferenţial¼a P (x; y)dx+Q(x; y)dy este închis¼a
- ecuaţia Pfa¤ P (x; y)dx+Q(x; y)dy = 0 veri�c¼a @P

@y =
@Q
@x

- câmpul vectorial v(x; y) = (P (x; y); Q(x; y)) este un câmp conservativ
pentru a exprima faptul c¼a

@P

@y
=
@Q

@x

Are loc aceeaşi teorem¼a ca şi pentru câmpuri vectoriale.

Teorem¼a.
Dac¼a P;Q : D � R2 ! R sunt funçtii de clas¼a C1 pe un domeniu simplu conex D, atunci

i) ecuaţia Pfa¤ P (x; y)dx+Q(x; y)dy = 0 este exact¼a
, ii) @P

@y =
@Q
@x

Funçtioneaz¼a aceleaşi metode de a determina o funçtie F cu gradF = (P;Q) (un potenţial scalar).

F (x; y) =

(x;y)Z
A

Pdx+Qdy =

(x;y)Z
A

v � dr

Integrala curbilinie nu depinde de drum ci numai de capetele drumului (deoarece D este simplu conex),
deci putem alege orice punct A = (x0; y0) 2 D

Cazuri particulare.

1. D este un dreptunghi
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x

y

A B

CD

xx0

y0

y

Pentru astfel de domeniu putem alege dou¼a tipuri de drumuri, care eventual pot simpli�ca calcularea integralei
curbilinii.

i) segmentul AB reunit cu segmentul BC

F (x; y) =

xZ
x0

P (t; y0)dt+

yZ
y0

Q(x; t)dt

ii) segmentul AD reunit cu segmentul DC

F (x; y) =

yZ
y0

Q(x0; t)dt+

xZ
x0

P (t; y)dt

Demonstraţie.
i) segmentul AB se parametrizeaz¼a : x(t) = t 2 [x0; x] , y(t) = y0 , x0(t) = 1 , y0(t) = 0
segmentul BC se parametrizeaz¼a : x(t) = x , y(t) = t 2 [y0; y] , x0(t) = 0 , y0(t) = 1

deci integrala curbilinie devine

F (x; y) =

(x;y)Z
A

Pdx+Qdy =

ABz }| {
xZ
x0

[P (t; y0)x
0(t)|{z}
1

+Q(t; y0)y
0(t)|{z}
0

]dt+

BCz }| {
xZ
x0

[P (x; t)x0(t)|{z}
0

+Q(x; t)y0(t)|{z}
1

]dt =

F (x; y) =

xZ
x0

P (t; y0)dt+

yZ
y0

Q(x; t)dt

ii) segmentul AD se parametrizeaz¼a : x(t) = x0 , y(t) = t 2 [y0; y] , x0(t) = 0 , y0(t) = 1
segmentul DC se parametrizeaz¼a : x(t) = t 2 [x0; x] , y(t) = y , x0(t) = 1 , y0(t) = 0

deci integrala curbilinie devine

F (x; y) =

(x;y)Z
A

Pdx+Qdy =

ADz }| {
yZ
y0

[P (x0; t)x
0(t)|{z}
0

+Q(x0; t)y
0(t)|{z}
1

]dt+

DCz }| {
xZ
x0

[P (t; y)x0(t)|{z}
1

+Q(t; y)y0(t)|{z}
0

]dt =
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F (x; y) =

yZ
y0

Q(x0; t)dt+

xZ
x0

P (t; y)dt

�
2. D este convex sau stelat, deci exist¼a un punct (x0; y0) 2 D aşa încât
segmentul ce uneşte (x0; y0) cu (x; y) este inclus în domeniul D (pentru orice punct (x; y) 2 D )
segmentul ce uneşte (x0; y0) cu (x; y) se parametrizeaz¼a t 2 [0; 1]

x(t) = x0 + t(x� x0) , y(t) = y0 + t(y � y0) , x0(t) = (x� x0) , y0(t) = (y � y0)
integrala curbilinie devine

F (x; y) =

(x;y)Z
A

Pdx+Qdy =

1Z
0

[P (x(t); y(t)) x0(t)|{z}
(x�x0)

+Q(x(t); y(t)) y0(t)|{z}
(y�y0)

]dt

Exemplu.
S¼a se determine soluţiile ecuaţiei diferenţiale

(x+ y + 1)dx+ (x� y2 + 3)dy = 0

Soluţie.
În acest caz P (x; y) = x+ y + 1 şi Q(x; y) = x� y2 + 3
Calcul¼am

@P

@y
=
@

@y
(x+ y + 1) = 1

@Q

@x
=
@

@x

�
x� y2 + 3

�
= 1

Pe de alt¼a parte funçtiile P şi Q sunt de�nite pe R3 , un domeniu simplu conex, deci ecuaţia Pfa¤ este exact¼a.
Putem integra pe drumuri de tip "dreptunghi" , alege orice punct (x0; y0) = (0; 0) şi obţinem

F (x; y) =

yZ
y0

Q(x0; t)dt+

xZ
x0

P (t; y)dt

F (x; y) =

yZ
0

Q(0; t)dt+

xZ
0

P (t; y)dt =

yZ
0

(�t2 + 3)dt+
xZ
0

(t+ y + 1)dt =

F (x; y) = (� t
3

3
+ 3t)

����t=y
t=0

+ (
t2

2
+ yt+ t)

����t=x
t=0

=

F (x; y) = �y
3

3
+ 3y +

x2

2
+ yx+ x

deci soluţiile sunt de�nite în mod implicit de relaţia

x2

2
+ xy � y

3

3
+ x+ 3y = C

�

Ecua̧tii difereņtiale complet integrabile

Ecuaţiile Pfa¤ care nu veri�c¼a @P
@y =

@Q
@x , nu sunt exacte. În anumite condi̧tii, pot � rezolvate la fel ca şi

ecuaţiile exacte.

De�ni̧tie. O ecuaţie Pfa¤ P (x; y)dx+Q(x; y)dy = 0 se numeşte complet integrabil¼a, dac¼a
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exist¼a o funçtie � : D ! R , numit¼a factor integrant, astfel încât

@

@y
(�P ) =

@

@x
(�Q)

sau astfel încât ecuaţia Pfa¤ s¼a �e exact¼a

�(x; y)P (x; y)dx+ �(x; y)Q(x; y)dy = 0

S¼a observ¼am c¼a dac¼a domeniul D � R2 este simplu conex, atunci ultimele dou¼a condi̧tii sunt echivalente.
Este apoi evident c¼a cele dou¼a ecuaţii Pfa¤ au aceleaşi soluţii.

Pdx+Qdy = 0 şi �Pdx+ �Qdy = 0

Funçtia � = �(x; y) este într-adev¼ar doar un factor, care nu in�uenţeaz¼a soluţiile.

Ecuaţia Pfa¤ �Pdx+ �Qdy = 0 �ind exact¼a, exist¼a o funçtie F astfel încât

gradF =

�
@F

@x
;
@F

@y

�
= (�P; �Q)

Deci ecuaţia Pfa¤ se poate rescrie

�(x; y(x)P (x; y(x))| {z }
@F
@x

+ �(x; y(x))Q(x; y(x))| {z }
@F
@y

y0(x) = 0 , @F

@x
+
@F

@y
y0(x) = 0 ,

d

dx
[F (x; y(x))] = 0 , F (x; y(x)) = ct

Prin urmare soluţiile ecuaţiei Pfa¤ Pdx+Qdy = 0 sunt de�nite în mod implicit de F (x; y) = ct

Ecuaţiile Pfa¤ care nu sunt exacte dar sunt complet integrabile se rezolv¼a astfel.
Nu exist¼a o "rȩtet¼a" pentru
- a determina dac¼a o ecuaţie Pfa¤ admite factor integrant sau
- cum anume arat¼a un asemenea factor integrant.

Tot ce se poate face este s¼a încerc¼am dac¼a ecuaţia Pfa¤ admite ca factor integrant o funçtie
de anumit¼a form¼a: �(x+ y) , �(xy) , �(x2 + y2) ...
Odat¼a determinat un factor integrant, se determin¼a o funçtie F (x; y) (un potenţial scalar) astfel încât

gradF =

�
@F

@x
;
@F

@y

�
= (�P; �Q)

Exemplu.
Sâ se determine soluţiile ecuaţiei

(xy � x2)dy � y2dx = 0
ştiind c¼a admite un factor integrant

�(x; y) =
�1
x2y

Soluţie.
În acest caz P (x; y) = �y2 şi Q(x; y) = xy � x2
S¼a veri�c¼am acest factor integrant.

@

@y
(�P ) =

@

@y

�
�1
x2y

(�y2)
�
=
@

@y

� y
x2

�
=
1

x2

@

@x
(�Q) =

@

@x

�
�1
x2y

(xy � x2)
�
=
@

@x

�
�1
x
+
1

y

�
=
1

x2
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Deci într-adev¼ar ecuaţia Pfa¤ adimite factorul integrant �(x; y) = �1
x2y

S¼a determin¼am o funçtie F (x; y) cu

gradF =

�
@F

@x
;
@F

@y

�
= (�P; �Q) =

�
y

x2
;
�1
x
+
1

y

�
S¼a remarc¼am faptul c¼a x 6= 0 şi y 6= 0 deci domeniul de de�ni̧tie este unul din cele patru cadrane,
de exemplu cadranul I x > 0 , y > 0 , care este domeniu simplu conex.
Putem alege (x0; y0) = (1; 1) şi folosind drum de tip "dreptunghi" obţinem

F (x; y) =

yZ
y0

�(x0; t)Q(x0; t)dt+

xZ
x0

�(t; y)P (t; y)dt =

=

yZ
1

�(1; t)Q(1; t)dt+

xZ
1

�(t; y)P (t; y)dt =

yZ
1

�
�1
1
+
1

t

�
dt+

xZ
1

� y
t2

�
dt =

= (�t+ ln t)jt=yt=1 +
�
�y
t

����t=x
t=1

= �y + ln y � (�1)� ln 1 +
�
�y
x

�
�
�
�y
1

�
F (x; y) = �y + ln y + 1� y

x
+ y

Soluţiile sunt de�nite în mod implicit de relaţia

ln y � y
x
= C

�

1.9 Ecua̧tii Reductibile la ordinul 1 / Ecuatii implicite

lklklklk
1.10 Exemple Rezolvate

E 1.10.1 S¼a se determine x = x(t) soluţia problemei Cauchy

x0(t) = tg t � x(t) , cu condi̧tia ini̧tial¼a x(0) = 3

Soluţie.
Ecuaţia diferenţial¼a x0(t) = tgt � x(t) , este o ecuaţie cu variabile separabile.
Se rezolv¼a conform algoritmului corespunz¼ator :

x0(t) = tg t � x(t) , x0(t)

x(t)
= tg t )

Z
x0(t)

x(t)
dt =

Z
tg t dt =

Z
sin t

cos t
dt

ln jx(t)j = � ln jcos tj+K , jx(t)j = e� lnjcos tj+K = e� lnjcos tj � eK = eK � 1

elnjcos tj

x(t) = �eK|{z}
C

� 1

jcos tj =
C

jcos tj

Condi̧tia ini̧tial¼a este x(0) = 3 > 0 , deci soluţia problemei Cauchy este de�nit¼a în vecin¼atatea lui t = 0 ,
funçtia cos este pozitiv¼a în vecin¼atatea lui t = 0 , de exemplu pe intervalul

�
��2 ;

�
2

�
prin urmare pe acest interval jcos tj = cos t > 0 , t 2

�
��2 ;

�
2

�
soluţia problemei Cauchy este

x(t) =
C

cos t
cu x(0) = 3 ) 3 = x(0) =

C

cos 0
, C = 3
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În �nal obţinem soluţia

x(t) =
3

cos t

�

E 1.10.2 S¼a se determine funçtiile x = x(t) respectiv , y = y(x) , care sunt soluţiile problemelor Cauchy :

dx

dt
= sin t cos2 x , x(0) = 2

Soluţie.

dx

dt
= sin t cos2 x , x(0) = 2 , x = x(t)

Este o ecuaţie diferenţial¼a cu variabile separabile. Folosim algoritmul corespunz¼ator.

x0(t) =
dx

dt
= sin t cos2 x(t) , x0(t)

cos2 x(t)
= sin t

Apoi integr¼amZ
x0(t)

cos2 x(t)
dt =

Z
sin tdt , tg[x(t)] = cos t+ C , x(t) = arctg (cos t+ C)

Apoi folosim condi̧tia ini̧tial¼a x(0) = 2

2 = x(0) = arctg

0@cos 0|{z}
1

+ C

1A , 2 = arctg (1 + C) , 1 + C = tg(2) , C = tg(2)� 1

şi obţinem soluţia problemei Cauchy

x(t) = arctg (cos t+ tg(2)� 1)

�

E 1.10.3 S¼a se determine soluţiile x = x(t) , ale problemelor Cauchy

dx

dt
=
x

t
+
x3

t3
, x(1) = 2

Soluţie.

dx

dt
=
x

t
+
x3

t3
, x(1) = 2 , x = x(t)

Este o ecuaţie de tip Bernoulli cu "� = 3" Folosim algoritmul corespunz¼ator, cu schimbarea de funçtie

y(t) = [x(t)]
1��

= [x(t)]
1�3

= [x(t)]
�2 , y(t) =

1

[x(t)]
2 ) x(t) =

1p
y(t)

Deriv¼am şi obţinem

x0(t) =
d

dt
[x(t)] =

d

dt

"
1p
y(t)

#
=
d

dt

h
y(t)�1=2

i
=
�1
2
y(t)�1=2�1 � y0(t)

x0(t) =
�1
2

y0(t)

y(t)3=2

138



Înlocuind în ecuaţia diferenţial¼a obţinem

�1
2

y0(t)

y(t)3=2
=
1

2

1

t

1p
y(t)

+
1

t3

"
1p
y(t)

#3
, �1

2
y0(t) =

1

2

1

t

y(t)3=2p
y(t)

+
1

t3
1

y(t)3=2
� y(t)3=2 ,

�1
2
y0(t) =

1

2

1

t
y(t) +

1

t3
, y0(t) = �1

t
y(t)� 2

t3

Am obţinut o ecuaţie diferenţial¼a liniar¼a.
Pas I Se rezolv¼a ecuaţia liniar¼a omogen¼a asociat¼a

y0(t) = �1
t
y(t) , y0(t)

y(t)
= �1

t
)

Z
y0(t)

y(t)
dt =

Z
�1
t
dt ,

ln jy(t)j = � ln jtj+K , jy(t)j = e� lnjtj+K = �
����1t
���� � eK

y(t) = C � 1
t

Pas II Folosim metoda "variaţiei constantelor" , c¼aut¼am soluţii pentru ecuaţia liniar¼a neomogen¼a y0(t) =
� 1t y(t)�

2
t3

de forma
y(t) = C(t) � 1

t

Calcul¼am derivata

y0(t) =
d

dt

�
C(t) � 1

t

�
= C 0(t) � 1

t
+ C(t) �

�
�1
t2

�
Înlocuim în ecuaţia liniar¼a neomogen¼a şi obţinem

C 0(t) � 1
t
+ C(t) �

�
�1
t2

�
= �1

t
C(t) � 1

t
� 2

t3
, C 0(t) � 1

t
= � 2

t3
, C 0(t) = � 2

t2

Integr¼am şi obţinem

C(t) =

Z
C 0(t)dt =

Z �
� 2
t2

�
dt =

2

t
+K

deci

y(t) = C(t) � 1
t
=
1

t

�
2

t
+K

�
Revenim la schimbarea de funçtie

x(t) =
1p
y(t)

= x(t) =
1q

1
t

�
2
t +K

�
Folosim condi̧tia ini̧tial¼a x(1) = 2

2 = x(1) =
1q

1
1

�
2
1 +K

� , 4 =
1

1
1

�
2
1 +K

� , 2 +K =
1

4
) K = �7

4

Soluţia problemei Cauchy este

x(t) =
1q

1
t

�
2
t �

7
4

�
�

E 1.10.4 S¼a se determine funçtiile x = x(t) care veri�c¼a problema Cauchy

x0(t) = x(t) + t2 , x(1) = 2
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Solutie
Este o ecuatie liniar¼a neomogen¼a.

Pas 1. Se rezolv¼a ecuaţia liniar¼a omogen¼a asociat¼a

x0(t) = x(t)

) x0(t)

x(t)
= 1 )

Z
x0(t)

x(t)
dt =

Z
1dt , ln jx(t)j = t+K

) jx(t)j = et+K = et � eK , x(t) = �eK � et = C � et

Pas 2. Folosim metode "variatiei constantelor" , c¼autam soluţii pentru ecuaţia liniar¼a neomogen¼a, de forma

x(t) = C(t) � et

Derivata este

x0(t) =
d

dt

�
C(t) � et

�
= C 0(t) � et + C(t) � d

dt
et = C 0(t) � et + C(t) � et

Inlocuim în ecuaţia diferenţial¼a
x0(t) = x(t) + t2

obţinem
C 0(t) � et + C(t) � et = C(t) � et + t2 , C 0(t) � et = t2 , C 0(t) = t2 � e�t

Integr¼am pentru a determina funçtia C(t)

C(t) =

Z
C 0(t)dt =

Z
t2 � e�tdt prin parti= t2 � et �

Z
2t � etdt prin parti=

= t2et � 2
�
t � et �

Z
1 � etdt

�
= t2et � 2tet + et +K

Deci soluţiile sunt de forma
x(t) = C(t) � et =

�
t2et � 2tet + et +K

�
et

Apoi folosim condi̧tia ini̧tial¼a

2 = x(1) =
�
12e1 � 2 � 1 � e1 + e1 +K

�
e1 , 2 = Ke1 ) K =

2

e

Soluţia problemei Cauchy este

x(t) =

�
t2et � 2tet + et + 2

e

�
et = t2e2t � 2te2t + e2t + 2

�

E 1.10.5 S¼a se determine soluţia problemei Cauchy

dy

dx
= y2(x) � sinx+ y(x) � cosx y(0) = 2 , y = y(x)

Soluţie.
Avem o ecuaţie de tip Bernoulli, cu "� = 2". Deci facem schimbarea de funçtie

z(x) = [y(x)]
1��

= [y(x)]
1�2

= [y(x)]
�1
=

1

y(x)
) y(x) =

1

z(x)

Calcul¼am derivata

y0(x) =
dy

dx
=
d

dx

�
1

z(x)

�
= � z0(x)

[z(x)]
2
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Înlocuind în ecuaţie obţinem

� z0(x)

[z(x)]
2 =

�
1

z(x)

�2
� sinx+ 1

z(x)
� cosx

�z0(x) = sinx+ z(x) � cosx , z0(x) = �z(x) � cosx� sinx

Am obţinut o ecuaţie liniar¼a neomogen¼a.
Pas I Se rezolv¼a ecuaţia liniar¼a omogen¼a asociat¼a

z0(x) = �z(x) � cosx , z0(x)

z(x)
= � cosx )

Z
z0(x)

z(x)
dx =

Z
� cosxdx

integr¼am

ln jz(x)j = � sinx+K , jz(x)j = e� sin x+K = e� sin x � eK , z(x) = �eK � e� sin x

obţinem soluţia ecuaţiei liniare omogene
z(x) = C � e� sin z

Pas II Folosim metoda "variaţiei constantelor" , c¼aut¼am soluţii pentru ecuaţia liniar¼a neomogen¼a z0(x) =
�z(x) � cosx� sinx
de forma

z(x) = C(x) � e� sin z

Calcul¼am derivata

z0(x) =
d

dx

�
C(x) � e� sin z

�
= C 0(x) � e� sin x + C(x) � e� sin x(� cosx)

Înlocuim în ecuaţia liniar¼a neomogen¼a z0(x) = �z(x) � cosx� sinx şi obţinem

C 0(x) � e� sin x + C(x) � e� sin x(� cosx) = �C � e� sin z � cosx� sinx

C 0(x) � e� sin x = � sinx , C 0(x) = � sinx � esin x ) C(x) =

Z
C 0(x)dx = �

Z
sinx � esin xdx

Soluţia ecuaţiei liniare neomogene este

z(x) = e� sin x
�
�
Z
sinx � esin xdx

�
Revenind la schimbarea de funçtie obţinem soluţia ecuaţiei de tip Bernoulli

y(x) =
1

z(x)
= esin x

�
�
Z
sinx � esin xdx

��1
sau folosind forma de integral¼a de�nit¼a pentru antiderivat¼a

y(x) =
1

z(x)
= esin x

0@� xZ
0

sin t � esin tdt+K

1A�1

Folosim condi̧tia ini̧tial¼a y(0) = 2

2 = y(0) =
1

z(0)
= esin 0

0@� 0Z
0

sin t � esin tdt+K

1A�1

, 2 =
1

K
, K =

1

2

Soluţia problemei Cauchy este

y(x) =
1

z(x)
= esin x

0@� xZ
0

sin t � esin tdt+ 1
2

1A�1
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şi r¼amâne în acest¼a form¼a integral¼a, deoarece nu se poate calcula antiderivata.
�

E 1.10.6 S¼a se arate c¼a y(x) = x este soluţie pentru ecuaţia diferenţial¼a

dy

dx
= xy2(x)� x3 + 1 , y = y(x)

apoi s¼a se rezolve aceast¼a ecuaţie diferenţial¼a.

Soluţie.
Calcul¼am derivata

dy

dx
= y0(x) =

d

dx
(x) = 1

înlocuim în ecuaţie
1 = x � (x)2 � x3 + 1

Deci y(x) = x este soluţie (particular¼a) pentru ecuaţia diferenţial¼a, care este o ecuaţie diferenţial¼a de tip Riccati.
Aplic¼am algoritmul corespunz¼ator.
Facem schimbarea de funçtie, unde soluţia particular¼a este y0(x) = x

y(x) = y0(x) +
1

z(x)
= x+

1

z(x)

Calcul¼am derivata

y0(x) =
dy

dx
=
d

dx

�
x+

1

z(x)

�
= 1� z0(x)

[z(x)]2

Înlocuind în ecuaţia Riccati obţinem

1� z0(x)

[z(x)]2
= x �

�
x+

1

z(x)

�2
� x3 + 1

� z0(x)

[z(x)]2
= x �

�
x2 + 2x

1

z(x)
+

1

[z(x)]2

�
� x3

� z0(x)

[z(x)]2
= 2x

1

z(x)
+

1

[z(x)]2
, z0(x) = �2xz(x)� 1

Am obţinut o ecuaţie liniar¼a care se rezolv¼a conform algoritmului standard.
Pas I Mai întâi ecuaţia omogen¼a

z0(x) = �2xz(x) , z0(x)

z(x)
= �2x )

Z
z0(x)

z(x)
dx =

Z
�2xdx

ln jz(x)j = �x2 +K ) jz(x)j = e�x
2+K = e�x

2

� eK

z(x) = C � e�x
2

Pas II II Folosim metoda "variaţiei constantelor" , c¼aut¼am soluţii pentru ecuaţia liniar¼a neomogen¼a z0(x) =
�2x � z(x)� 1
de forma

z(x) = C(x) � e�x
2

Calcul¼am derivata

z0(x) =
d

dx

�
C(x) � e�x

2
�
= C 0(x) � e�x

2

+ C(x) � e�x
2

(�2x)

Înlocuim în ecuaţia liniar¼a neomogen¼a z0(x) = �2x � z(x)� 1 şi obţinem

C 0(x) � e�x
2

+ C(x) � e�x
2

(�2x) = �2xC(x) � e�x
2

� 1

C 0(x) � e�x
2

= �1 , C 0(x) = �ex
2

) C(x) =

Z
C 0(x)dx = �

Z
ex

2

dx
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Soluţia ecuaţiei liniare neomogene este

z(x) = e�x
2

�
�
Z
ex

2

dx

�
Revenind la schimbarea de funçtie onţinem soluţia ecuaţiei Riccati

y(x) = y0(x) +
1

z(x)
= x+

1

z(x)
= x+ ex

2

�
�
Z
ex

2

dx

��1
�

E 1.10.7 S¼a se determine soluţiile ecuaţiilor diferenţiale

y(x) = xy0(x) +
5

y0(x)
, y = y(x)

Soluţie.
Este o ecuaţie de tip Clairaut. Folosim algoritmul corespunz¼ator.
Deriv¼am ecuaţia

y0(x) = y0(x) + x � y00(x)� 5

[y0(x)]2
y00(x) ) 0 = x � y00(x)� 5

[y0(x)]2
y00(x)

y00(x)

�
x� 5

[y0(x)]2

�
= 0

i) pentru y00(x) = 0 ) y0(x) = a ) y(x) = ax+ b obţinem soluţia general¼a a ecuaţiei Clairaut,
Înlocuind în ecuaţie obţinem

y(x)|{z}
ax+b

= xy0(x)| {z }
a

+
5

y0(x)
, ax+ b = ax+

5

a
) b =

5

a

Deci soluţia general¼a este

y(x) = ax+
5

a
pentru orice a 2 R , a 6= 0

ii) pentru

x� 5

[y0(x)]2
= 0 , x =

5

[y0(x)]2

obţinem soluţia singular¼a sub form¼a parametric¼a , p
not
= y0(x)�

y = xp+ 5
p2

x = 5
p2

�

2 Teoreme de existeņt¼a şi unicitate, Teoreme de Stabilitate
lkjlkjlkj

3 Ecua̧tii difereņtiale liniare de ordin superior

Ecuaţiile diferenţiale de ordin superior sunt ecuaţii în care apar şi derivate de ordin mai mare ca 1. Ordinul
unei astfel de ecuaţii este cel mai mare ordin de derivat¼a care apare în expresia ecuaţiei. În forma cea mai general¼a
sau canonic¼a (sau implicit¼a)

E(t; x(t); x0(t); x00(t); :::; x(n)(t)) = 0

unde x(n)(t) reprezint¼a derivata de ordin " n " a funçtiei x = x(t)
Ecuaţiile de ordin 2 sunt cele mai des folosite în aplicaţii, deoarece pot descrie cu destul¼a acuratȩte majoritatea

fenomenelor reale.
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Funçtia x = x(t) reprezint¼a evoluţia m¼arimii "x" , derivata x0(t) reprezint¼a viteza de evoluţie, iar derivata a 2a
reprezint¼a acceleraţia.
În forma normal¼a (sau explicit¼a) ecuaţiile de ordin 2 se scriu

x00(t) = E(t; x(t); x0(t))

relaţie ce descrie cum variaz¼a acceleraţia în funçtie de t; x(t) şi x0(t)
De exemplu pentru oscilatorul armonic (pendul elastic) avem ecuaţia (de ordin 2)

x00(t) = �k � x(t)

unde k > 0 este o constant¼a de elasticitate, speci�c¼a materialului din care este confeçtionat pendulul elastic.
În cele ce urmeaz¼a prezent¼am metode de rezolvare a unor ecuaţii diferenţiale în care derivata de ordin n se scrie

ca o combinaţie liniar¼a a derivatelor sale de ordin mai mic.
Pentru a nu creea obi̧snuinta cu un singur mod de notaţie, în aceast¼a seçtiune vom folosi notaţia

y = y(x) , y0(x) , y00(x) , ... , y(n)(x)

De�ni̧tie. O ecuaţie diferenţial¼a de forma

an(x)y
(n) + an�1(x)y

(n�1) + :::+ a2(x)y
00
+ a1(x)y

0 + a0(x)y = f(x) (3.1.1)

se numeşte ecua̧tie diferenţial¼a liniar¼a de ordin n, ( an 6= 0 ), unde �coe�cienţii� an; an�1; :::a1; a0 sunt
funçtii de clas¼a C1, iar funçtia f este continu¼a (cel puţin).
O soluţie este o funçtie y = y(x) de clas¼a Cn care (împreun¼a cu derivatele sale y0; y00; :::; y(n�1); y(n) ) veri�c¼a

ecuaţia (3.1.1).

De�ni̧tie. O funçtie y = y(x) se numeşte
- de clas¼a C1 dac¼a funçtia este derivabil¼a şi are derivata continu¼a,
- de clas¼a C2 dac¼a este de dou¼a ori derivabil¼a şi derivata de ordin 2 este continu¼a,
- de clas¼a Cn dac¼a este de n-ori derivabil¼a şi derivata de ordin n este continu¼a
(toate derivatele de ordin mai mic ale funçtiei sunt şi acestea continue deoarece sunt funçtii derivabile).
Ne limit¼am la a descrie algoritmul de rezolvare a ecua̧tiilor diferenţiale liniare cu coe�cienţi constanţi

(funçtiile an; an�1; :::a1; a0 sunt constante). Prezent¼am doar motivaţiile cele mai simple care justi�c¼a acest algoritm.
Consider¼am deci ecuaţii de forma

an � y(n) + an�1 � y(n�1) + :::+ a2 � y
00
+ a1 � y0 + a0 � y = f(x) (3.1.2)

unde an; an�1; :::a1; a0 2 R şi coe�cientul an 6= 0 .

Mai întâi consider¼am ecuaţiile �omogene�, adic¼a cele pentru care funçtia f este nul¼a

an � y(n) + an�1 � y(n�1) + :::+ a2 � y
00
+ a1 � y0 + a0 � y = 0 (3.1.3)

3.1 Exemple ...
Pentru a înţelege mai bine situaţia s¼a consider¼am câteva cazuri particulare mai simple, în care se pot observa

mai uşor anumite fapte.
Iat¼a un exemplu din mecanic¼a: oscilatorul armonic are ecuaţia de mi̧scare

::
x(t) + kx(t) = 0 , k > 0 ,

unde x = x(t) reprezint¼a elongaţia faţ¼a de pozi̧tia de repaus, _x(t) reprezint¼a viteza, iar �x(t) acceleraţia, t timpul.

Exemple.
Prezent¼am rezolvarea a trei exemple de ecuaţii diferenţiale de ordin 2.

Ex 1 y00(x)� 4y(x) = 0 Ex 2 y00(x)� 6y0(x) + 9y(x) = 0 Ex 3 y00(x) + 4y(x) = 0

Soluţii.
S¼a observ¼ammai întâi c¼a muļtimea soluţiilor acestor ecuaţii diferenţiale este în �ecare din cazuri un spaţiu vectorial.
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i) Funçtia nul¼a y(x) = 0 pentru orice x , este o soluţie, deoarece y0(x) = 0 , y00(x) = 0 şi este evident c¼a
acestea veri�c¼a ecuaţiile diferenţiale Ex 1, Ex 2, Ex 3.
Soluţia nul¼a, nu este foarte interesant¼a din puncte de vedere �zic, deoarece corespunde situaţiei în care funçtia

y nu variaz¼a.
Totuşi este o soluţie important¼a. Este elementul neutru faţ¼a de adunarea funçtiilor.
ii) Dac¼a y1 = y1(x) şi y2 = y2(x) sunt dou¼a soluţii ale ecuaţiei diferenţiale Ex 1, adic¼a veri�c¼a ecuaţia

diferenţial¼a
y001 (x)� 4y1(x) = 0 şi y002 (x)� 4y2(x) = 0

atunci şi suma lor y1 + y2 este soluţie a ecuaţiei diferenţiale, deoarece

(y1 + y2)
00 � 4(y1 + y2) = y001 + y002 � 4y1 � 4y2 = y001 (x)� 4y1(x)| {z }

0

+ y002 (x)� 4y2(x)| {z }
0

= 0

La fel şi pentru ecuatiile diferenţiale Ex 2 şi Ex 3
- Dac¼a y1 = y1(x) şi y2 = y2(x) sunt dou¼a soluţii ale ecuaţiei diferenţiale Ex 2, adic¼a veri�c¼a ecuaţia

diferenţial¼a
y001 (x)� 6y01(x) + 9y1(x) = 0 şi y002 (x)� 6y02(x) + 9y2(x) = 0

atunci şi suma lor y1 + y2 este soluţie a ecuaţiei diferenţiale, deoarece

(y1 + y2)
00 � 6(y1 + y2)0 + 9(y1 + y2) = y001 + y200 � 6(y01 + y02) + 9(y1 + y2) =

= y001 (x)� 6y01(x) + 9y1(x)| {z }
0

+ y002 (x)� 6y02(x) + 9y2(x)| {z }
0

= 0

- Dac¼a y1 = y1(x) şi y2 = y2(x) sunt dou¼a soluţii ale ecuaţiei diferenţiale Ex 3, adic¼a veri�c¼a ecuaţia
diferenţial¼a

y001 (x) + 4y1(x) = 0 şi y002 (x) + 4y2(x) = 0

atunci şi suma lor y1 + y2 este soluţie a ecuaţiei diferenţiale, deoarece

(y1 + y2)
00 + 4(y1 + y2) = y

00
1 + y2

00 + 4(y01 + y
0
2) = y

00
1 (x) + 4y1(x)| {z }

0

+ y002 (x) + 4y2(x)| {z }
0

= 0

iii) În fne, dac¼a y = y(x) este o soluţie a ecuaţiei diferenţiale Ex 1, atunci şi �y(x) este soluţie, pentru orice
� 2 R , deoarece

(�y)00(x)� 4(�y)(x) = �y00(x)� 4�y(x) = �

24y00(x)� 4y(x)| {z }
0

35 = 0
şi exact la fel şi pentru ecuaţiile din Ex 2 şi Ex 3

(�y)00(x)� 6(�y)0(x) + 9(�y)(x) = �y00(x)� 6�y0(x) + 9�y(x) = �

24y00(x)� 6y0(x) + 9y(x)| {z }
0

35 = 0

(�y)00(x) + 4(�y)(x) = �y00(x) + 4�y(x) = �

24y00(x) + 4y(x| {z }
0

)

35 = 0
Se arat¼a c¼a aceste spaţii vectoriale au dimensiune 2 (exact cât este ordinul acestor ecuaţii diferenţiale)
Deci exist¼a baze ale acestor spaţii vectoriale, cu câte dou¼a elemente (2 funçtii liniar independente şi care sunt

soluţii).
Prin urmare este su�cient s¼a determin¼am în �ecare din cazuri, dou¼a soluţii liniar independente y1 , y2 pentru

a scrie orice alt¼a soluţie ca o combinaţie liniar¼a a acestora

y(x) = C1 � y1(x) + C1 � y2(x) , unde C1; C2 2 R

C¼aut¼am soluţii de tip "exponenţial", de forma y(x) = e�x , derivatele sunt

y0(x) = (e�x)0 = �e�x , y00(x) = (e�x)00 = (�e�x)0 = ��e�x = �2e�x
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Pentru Ex 1 înlocuind derivatele în ecuaţie obţinem

y00(x)� 4y(x) = �2e�x � 4e�x = e�x(�2 � 4) = 0 , (�2 � 4) = 0

(deoarece e�x 6= 0 pentru orice x şi orice �)
Ecuaţia algebric¼a (�2 � 4) = 0 are dou¼a soluţii �1 = 2 , �2 = �2 , deci obţinem dou¼a soluţii pentru ecuaţia

diferenţial¼a
y1(x) = e

�1x = e2x şi y2(x) = e
�2x = e�2x

Acestea sunt liniar independente.
Atunci, conform observaţiei de mai înainte, orice soluţie pentru Ex 1 este o combinaţie liniar¼a a acestor dou¼a

soluţii
cu alte cuvinte, soluţia general¼a a ecuaţiei din Ex1. este

y(x) = C1 � y1(x) + C2 � y2(x) = C1e2x + C2e�2x , unde C1; C2 2 R

Pentru Ex 2 înlocuind derivatele în ecuaţie obţinem

y00(x)� 6y0(x) + 9y(x) = �2e� � 6�e� + 9e� = e�(�2 � 6�+ 9) = 0 ,

, �2 � 6�+ 9 = 0 , (�� 3)2 = 0
(deoarece e�x 6= 0 )
Ecuaţia algebric¼a (�� 3)2 = 0 are dou¼a soluţii �1 = �2 = 3 (sau o soluţie dubl¼a),
deci obţinem doar o soluţie pentru ecuaţia diferenţial¼a

y1(x) = e
�1x = e3x

o alt¼a soluţie, liniar independent¼a de aceasta este

y2(x) = xe
3x

S¼a veri�c¼am faptul c¼a aceasta este soluţie a ecuaţiei diferenţiale
Derivatele sunt

y02(x) = (xe
3x)0 = e3x + x � 3e3x = e3x(1 + 3x)

y002 (x) = (xe
3x)00 =

�
e3x(1 + 3x)

�0
= e3x � 3 + 3e3x(1 + 3x) = e3x(6 + 9x)

Înlocuind obţinem

y002 (x)� 6y02(x) + 9y2(x) = e3�(6 + 9x)� 6e3�(1 + 3x) + 9xe3� = e3�(6 + 9x� 6� 18x+ 9x| {z }
0

) = 0

Atunci, conform observaţiei de mai înainte, orice soluţie pentru Ex 2 este o combinaţie liniar¼a a acestor dou¼a
soluţii
cu alte cuvinte, soluţia general¼a a ecuaţiei din Ex2. este

y(x) = C1 � y1(x) + C2 � y2(x) = C1e3x + C2xe3x , unde C1; C2 2 R

Pentru Ex 3 înlocuind derivatele în ecuaţie obţinem

y00(x) + 4y(x) = �2e�x + 4e�x = e�x(�2 + 4) = 0

(deoarece e�x 6= 0 )
Ecuaţia algebric¼a �2 + 4 = 0 are dou¼a soluţii complexe �1 = 2i , �2 = �2i
deci obţinem dou¼a "soluţii" pentru ecuaţia diferenţial¼a, dar acestea au valori complexe

y(x) = e�1x = e2xi şi y(x) = e�2x = e�2xi

deci aparent f¼ar¼a interes, de vreme ce c¼aut¼am în mod evident ca soluţii, funçtii cu valori reale.
S¼a separ¼am partea real¼a şi partea imaginar¼a şi s¼a deriv¼am o astfel de soluţie cu valori complexe y = y(x)

y(x) = A(x)| {z }
Re

+ iB(x)| {z }
Im
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y0(x) = A0(x) + iB0(x) şi y00(x) = A00(x) + iB00(x)

înlocuind în ecuaţia diferenţial¼a obţinem

0 = y00(x) + 4y(x) = A00(x) + iB00(x) + 4[A(x) + iB(x)] ,

, A00(x) + 4A(x)| {z }
Re

+ i[B00(x) + 4B(x)| {z }]
Im

= 0 ,

,
�
A00(x) + 4A(x) = 0
B00(x) + 4B(x) = 0

Deci atât partea real¼a A = Re y cât şi partea imaginar¼a B = Im y a soluţiei complexe, sunt soluţii ale ecua̧tiei
diferenţiale.
Pentru y(x) = e2ix = cos 2x+ i sin 2x obţinem�

y1(x) = A(x) = Re(y(x)) = Re(e
2xi) = cos 2x

y2(x) = B(x) = Im(y(x)) = Im(e
2xi) = sin 2x

Prin urmare funçtiile cos 2x şi sin 2x sunt soluţii ale ecuaţiei diferenţiale (Ex 3),
de asemenea liniar independente, deci formeaz¼a o baz¼a pentru spaţiul vectorial al soluţiilor.
Putem deci scrie orice soluţie în forma

y(x) = C1 � y1(x) + C2 � y2(x) = C1 cos 2x+ C2 sin 2x , unde C1; C2 2 R

sau
y(x) = C1 � Re(e2xi) + C2 � Im(e2xi) = C1 cos 2x+ C2 sin 2x , unde C1; C2 2 R

cu alte cuvinte, soluţia general¼a a ecuaţiei din Ex3. este

y(x) = C1 cos 2x+ C2 sin 2x , unde C1; C2 2 R

S¼a observ¼am c¼a soluţia corespunz¼atoare pentru r¼ad¼acina conjugat¼a �2 = �2i , produce şi ea dou¼a soluţii liniar
independente .
Pentru y(x) = e�2xi = cos(�2x) + i sin(�2x) = cos 2x� i sin 2x obţinem�

A(x) = Re(y(x)) = Re(e�2xi) = cos 2x
B(x) = Im(y(x)) = Im(e�2xi) = � sin 2x

Funçtiile cos 2x şi � sin 2x sunt de asemenea soluţii liniar independente
Dar folosindu-le pe acestea, obţinem exact acelaşi mod de descriere a soluţiei generale şi anume

y(x) = C1 cos 2x+ C2(� sin 2x) = C1 cos 2x+ C3 sin 2x , unde C3 = �C2 , C1; C3 2 R

�
Aceste trei exemple arat¼a c¼a putem obţine soluţiile liniar independente necesare, dar în mod diferit în funçtie

de natura r¼ad¼acinilor ecuaţiilor algebrice obţinute.
3.3 Ecuatii diferentiale liniare de ordin 2 cu coe�cienti variabili
se poate si pt pt ordin mai mare
3.4 Ecuatii diferentiale liniare cu coe�cienti constanti, omogene si neomogene.

Metoda variatiei constantelor
Revenim acum la cazul general.

Observa̧tie.
O funçtie de forma y(x) = e�x este soluţie a ecuaţiei diferenţiale omogene

an � y(n) + an�1 � y(n�1) + :::+ a2 � y
00
+ a1 � y0 + a0 � y = 0

dac¼a şi numai dac¼a � este r¼ad¼acin¼a real¼a a polinomului asociat ecuaţiei diferenţiale (polinom numit "polinom
carateristic")

an � �n + an�1 � �n�1 + :::+ a2 � �2 + a1 � �+ a0 = 0 (2.4)
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În plus soluţiile corespunz¼atoare la r¼ad¼acini distincte sunt liniar independente.
Deci dac¼a toate cele n r¼ad¼acini �1; �2; :::; �n sunt reale şi distincte,
atunci într-adev¼ar cele n soluţii asociate (de tip exponenţial) e�1x; e�2x; :::; e�nx sunt liniar independente şi
deci formeaz¼a o baz¼a pentru spaţiul vectorial al tuturor soluţiilor.
Dac¼a îns¼a unele r¼ad¼acini sunt multiple, sau nu sunt reale (ci complexe) , atunci trebuie folosit¼a alt¼a modalitate

de a g¼asi n soluţii liniar independente.
Suntem acum în m¼asur¼a s¼a prezent¼am algoritmul de rezolvare a ecuaţiilor diferenţiale liniare de ordin superior

cu coe�cienţi constanţi.

Pasul I.
Se rezolv¼a ecuaţia omogen¼a asociat¼a

an � y(n) + an�1 � y(n�1) + :::+ a2 � y
00
+ a1 � y0 + a0 � y = 0 , an 6= 0 (2.3)

Teorem¼a. Muļtimea soluţiilor unei ecuaţii diferenţiale liniare de ordin n omogene, este un spaţiu vectorial de
dimensiune n.

Demonstraţie. Fie y = y(x) şi z = z(x) dou¼a soluţii ale ecuaţiei diferenţiale (3), adic¼a

an � y(n) + an�1 � y(n�1) + :::+ a2 � y
00
+ a1 � y0 + a0 � y = 0

an � z(n) + an�1 � z(n�1) + :::+ a2 � z
00
+ a1 � z0 + a0 � z = 0

Deriv¼am
(y + z)0 = y0 + z0 , (y + z)00 = y00 + z00 , ... (y + z)(n) = y(n) + z(n)

Apoi
an(y + z)

(n) + an�1(y + z)
(n�1) + :::+ a2(y + z)

00
+ a1(y + z)

0 + a0(y + z) =

= an[y
(n) + z(n)] + an�1[y

(n�1) + z(n�1)] + :::+ a2[y
00 + z

00
] + a1[y

0 + z0] + a0[y + z] =

= [any
(n) + an�1y

(n�1) + :::+ a2y
00
+ a1y

0 + a0y| {z }
0

] + [anz
(n) + an�1z

(n�1) + :::+ a2z
00
+ a01z + a0z| {z }]

0

= 0

Deci suma celor dou¼a soluţii este de asemenea soluţie a ecuaţiei diferenţiale omogene.
În plus, pentru orice � 2 R funçtia � � y(x) este de asemenea soluţie deoarece

[�y(x)]0 = �y0(x) , [�y(x)]00 = �y00(x) , ... [�y(x)](n) = �y(n)(x)

Înlocuind în ecuaţie obţinem

an[�y(x)]
(n) + an�1[�y(x)]

(n�1) + :::+ a2[�y(x)]
00
+ a1[�y(x)]

0 + a0[�y(x)] =

= an�y
(n)(x) + an�1�y

(n�1)(x) + :::+ a2�y
00(x) + a1�y

0(x) + a0�y(x) =

= �[any
(n) + an�1y

(n�1) + :::+ a2y
00
+ a1y

0 + a0y| {z }
0

] = 0

În concluzie muļtimea tuturor soluţiilor unei ecuţii diferenţiale omogene este un spaţiu vectorial.
Nu demonstr¼am faptul c¼a acest spaţiu vectorial are dimensiune n (egal¼a cu ordinul ecuaţiei).
�
Deci sunt su�ciente n soluţii liniar independente pentru a descrie toate soluţiile ecuaţiei omogene.
Iat¼a algoritmul care produce astfel de soluţii.

Pasul I.1 Se consider¼a polinomul carateristic asociat, care are gradP = n , deoarece an 6= 0

P (�) = an � �n + an�1 � �n�1 + :::+ a2 � �2 + a1 � �+ a0

Se rezolv¼a ecua̧tia caracteristic¼a asociat¼a

an � �n + an�1 � �n�1 + :::+ a2 � �2 + a1 � �+ a0 = 0
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Fie �1; �2; :::�n cele n r¼ad¼acini (reale sau complexe). Coe�cienţii sunt numere reale an; an�1; :::a1; a0 2 R , deci
r¼ad¼acinile complexe sunt conjugate dou¼a câte dou¼a.

Teorem¼a.
i) Dac¼a � 2 R , este r¼ad¼acin¼a real¼a de ordin 1 (simpl¼a) , atunci funçtia y = y(x) = e�x este soluţie a ecuaţiei

diferenţiale omogene (2.3)
ii) Dac¼a � 2 R , este r¼ad¼acin¼a real¼a multipl¼a de ordin k , atunci cele k funçtii y1; y2; :::yk

y1(x) = e
�x

y2(x) = xe
�x

y3(x) = x
2e�x

:::
yk(x) = x

k�1e�x

sunt k soluţii liniar independente pentru ecuaţia diferenţial¼a omogen¼a (2.3)
iii) Dac¼a � = �+ i� , (� 6= 0) este r¼ad¼acin¼a complex¼a de ordin 1 (simpl¼a) , atunci funçtiile z şi w

z(x) = Re(e�x) = e�x cos�x , w(x) = Im(e�x) = e�x sin�x

sunt soluţii liniar independente pentru ecuaţia diferenţial¼a omogen¼a (2.3)
iv) Dac¼a � = � + i� , (� 6= 0) este r¼ad¼acin¼a complex¼a multipl¼a de ordin k , atunci cele 2k funçtii z1; z2; :::zk,

w1; w2; :::wk

z1(x) = Re(e
�x) = e�x cos�x w1(x) = Im(e

�x) = e�x sin�x
z2(x) = Re(xe

�x) = xe�x cos�x w2(x) = Im(xe
�x) = xe�x sin�x

z3(x) = Re(x
2e�x) = x2e�x cos�x w3(x) = Im(x

2e�x) = x2e�x sin�x
::: :::
zk(x) = Re(x

k�1e�x) = xk�1e�x cos�x wk(x) = Im(x
k�1e�x) = xk�1e�x sin�x

sunt soluţii liniar independente pentru ecuaţia diferenţial¼a omogen¼a (3).

Demonstraţie.
i) Calcul¼am mai întâi derivatele succesive

y(x) = e�x , y0(x) = �e�x , y00(x) = �2e�x , y000(x) = �3e�x ... y(n)(x) = �ne�x

prin urmare înlocuind în ecuaţia diferenţial¼a (3) obţinem

an � y(n) + an�1 � y(n�1) + :::+ a2 � y
00
+ a1 � y0 + a0 � y =

= an�
ne�x + an�1�

n�1e�x + :::+ a2�
2e�x + a1�e

�x + a0e
�x =

= e�x(an�
n + an�1�

n�1 + :::+ a2�
2 + a1�+ a0| {z }

0

) = 0

deorece � este r¼ad¼acin¼a a polinomului caracteristic. Deci funçtia y(x) = e�x este soluţie a ecuaţiei diferenţiale
omogene.
iii) Calculul derivatelor este identic cu cel pentru cazul i)

y(x) = e�x , y0(x) = �e�x , y00(x) = �2e�x , y000(x) = �3e�x ... y(n)(x) = �ne�x

şi deci înlocuind în ecuaţia diferenţial¼a obţinem

an � y(n) + an�1 � y(n�1) + :::+ a2 � y
00
+ a1 � y0 + a0 � y =

= e�x(an�
n + an�1�

n�1 + :::+ a2�
2 + a1�+ a0| {z }

0

) = 0

Separ¼am partea real¼a şi partea imaginar¼a

y(x) = e�x = A(x)| {z }
Re y

+ iB(x)| {z }
Im y
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deriv¼am
y0 = A0 + iB0 , y00 = A00 + iB00 , y000 = A000 + iB000 , ... y(n) = A(n) + iB(n) ,

şi obţinem
an � y(n) + an�1 � y(n�1) + :::+ a2 � y

00
+ a1 � y0 + a0 � y = 0 ,

an(A
(n) + iB(n)) + an�1(A

(n�1) + iB(n�1)) + :::+ a2(A
00 + iB00) + a1(A

0 + iB0) + a0(A+ iB) = 0 ,
(anA

(n) + an�1A
(n�1) + :::+ a2A

00 + a1A
0 + a0A| {z }

Re

) + i(anB
(n) + an�1B

(n�1) + :::+ a2B
00 + a1B

0 + a0B| {z }
Im

) = 0

De unde rezult¼a �
anA

(n) + an�1A
(n�1) + :::+ a2A

00 + a1A
0 + a0A = 0

anB
(n) + an�1B

(n�1) + :::+ a2B
00 + a1B

0 + a0B = 0

Ceea ce arat¼a c¼a atât partea real¼a z = A = Re y = Re(e�x) = e�x cos�x
cât şi partea imaginar¼a w = B = Im y = Im(e�x) = e�x sin�x
sunt soluţii pentru ecuaţia diferenţial¼a omogen¼a.
Atenţie coe�cienţii an; an�1; :::a1; a0 2 R (sunt reali). Altfel nu are loc descompunerea în parte real¼a şi imaginar¼a

aşa cum apare mai înainte (separând funçtiile A şi B ).
ii) , iv) omitem demonstraţia acestora.
�

Practic proced¼am astfel.
- Pentru �ecare r¼ad¼acin¼a real¼a simpl¼a (de ordin 1) � 2 R se asociaz¼a soluţia

y = y(x) = e�x

- Pentru �ecare r¼ad¼acin¼a real¼a � 2 R multipl¼a de ordin k , se asociaz¼a k soluţii liniar independente y1; y2; :::yk

y1(x) = e
�x , y2(x) = xe�x , y3(x) = x2e�x , ... , yk(x) = xk�1e�x

- Pentru �ecare r¼ad¼acin¼a complex¼a simpl¼a (de ordin 1) � = � + i� , (� 6= 0) şi conjugata ei � = � � i� se
asociaz¼a 2 soluţii liniar independente z şi w

z(x) = Re(e�x) = e�x cos�x , w(x) = Im(e�x) = e�x sin�x

- Pentru �ecare r¼ad¼acin¼a complex¼a multipl¼a de ordin k , � = � + i� , (� 6= 0) şi conjugata ei � = � � i� , se
asociaz¼a 2k soluţii liniar independente

z1(x) = Re(e
�x) = e�x cos�x w1(x) = Im(e

�x) = e�x sin�x
z2(x) = Re(xe

�x) = xe�x cos�x w2(x) = Im(xe
�x) = xe�x sin�x

z3(x) = Re(x
2e�x) = x2e�x cos�x w3(x) = Im(x

2e�x) = x2e�x sin�x
::: :::
zk(x) = Re(x

k�1e�x) = xk�1e�x cos�x wk(x) = Im(x
k�1e�x) = xk�1e�x sin�x

Teorem¼a. Dac¼a �1; �2; :::�k sunt r¼ad¼acinile reale sau complexe distincte, (�ecare cu ordinul s¼au de multiplici-
tate), atunci cele n soluţii asociate conform procedeului descris mai înainte sunt liniar independente.
Omitem demonstraţia.

Pasul I.2 În �nal orice soluţie a ecuaţiei omogene se scrie sub forma

y(x) =
nX
j=1

Cj � yj(x)

unde y1; y2; :::yn sunt cele n soluţii liniar independente asociate conform algoritmului descris.
Altfel spus aceasta este forma "soluţiei generale" pentru ecuaţia diferenţial¼a omogen¼a (2.3).

Pasul II. Se rezolv¼a ecuaţia neomogen¼a ini̧tial¼a (2.2) folosind metoda varia̧tiei constantelor.
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şi anume se caut¼a soluţii de forma

y(x) =
nX
j=1

Cj(x) � yj(x)

Se demonstreaz¼a c¼a derivatele funçtiilor necunoscute C1(x); C2(x); ::; Cn(x) veri�c¼a sistemul liniar algebric

nP
j=1

C 0j(x) � yj(x) = 0
nP
j=1

C 0j(x) � y0j(x) = 0
nP
j=1

C 0j(x) � y00j (x) = 0

:::
nP
j=1

C 0j(x) � y
(n�1)
j (x) = f(x)

(2.4)

Acesta este un sistem liniar cu necunoscute funçtiile C 01(x); C
0
2(x); ::; C

0
n(x) . Are determinantul diferit de zero, deci

are soluţie unic¼a. Se rezolv¼a sistemul, apoi se integreaza funçtiile C 0j(x) , j = 1; n şi obţinem

Cj(x) =

Z
C 0j(x)dx+Kj , j = 1; n

În �nal se obţin soluţiile ecuaţiei diferenţiale neomogene (2) de forma

y(x) =
nX
j=1

(

Z
C 0j(x)dx+Kj) � yj(x) , K1;K2; :::;Kn 2 R

�
Comentariu. Întreg algoritmul porneşte de la ipoteza c¼a r¼ad¼acinile polinomului caracteristic se pot determina

foarte uşor. În caz contrar se apeleaz¼a la algoritmi de calcul numeric.

Exemple. (ecuaţii liniare omogene)
S¼a se rezolve ecuaţiile diferenţiale

a) y00(x)� 3y0(x) + 2y(x) = 0 b) y000(x) + 3y00(x) + 3y0(x) + y(x) = 0

c) y00(x) + y0(x) + y(x) = 0 d) y000(x) + y(x) = 0

Soluţii.
a) y00(x)� 3y0(x) + 2y(x) = 0
Aceasta este o ecuaţie diferenţial¼a liniar¼a omogen¼a de ordin 2, deci muļtimea soluţiilor este un spaţiu vectorial

de dimensiune 2.
Este deci su�cient s¼a determin¼am 2 soluţii liniar independente, pentru a descrie toate soluţiile.
Pasul I.1 Rezolv¼am ecuaţia caracteristic¼a asociat¼a

�2 � 3�+ 2 = 0

�1;2 =
3�

p
(�3)2 � 4 � 2
2

)
�
�1 =

3+1
2 = 2

�2 =
3�1
2 = 1

Pasul I.2 Asociem 2 soluţii liniar independente corespunz¼atoare

y1(x) = e
2x şi y2(x) = e

x

Orice soluţie se scrie ca o combinaţie liniar¼a a acestor 2 soluţii.
Deci soluţia "general¼a" este

y(x) = C1y1(x) + C2y2(x) = C1e
2x + C2e

x , C1; C2 2 R
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�
b) y000(x) + 3y00(x) + 3y0(x) + y(x) = 0
Aceasta este o ecuaţie diferenţial¼a liniar¼a omogen¼a de ordin 3, deci muļtimea soluţiilor este un spaţiu vectorial

de dimensiune 3.
Este deci su�cient s¼a determin¼am 3 soluţii liniar independente, pentru a descrie toate soluţiile.
Pasul I.1 Rezolv¼am ecuaţia caracteristic¼a asociat¼a

�3 + 3�2 + 3�+ 1 = 0

, (�+ 1)3 = 0 �1 = �2 = �3 = �1

Pasul I.2 Asociem 3 soluţii liniar independente corespunz¼atoare

y1(x) = e
�x , y2(x) = xe

�x şi y1(x) = x
2e�x

Orice soluţie se scrie ca o combinaţie liniar¼a a acestor 3 soluţii.
Deci soluţia "general¼a" este

y(x) = C1y1(x) + C2y2(x) + y3(x) = C1e
�x + C2xe

�x + C3x
2e�x , C1; C2; C3 2 R

�
c) y00(x) + y0(x) + y(x) = 0
Aceasta este o ecuaţie diferenţial¼a liniar¼a omogen¼a de ordin 2, deci muļtimea soluţiilor este un spaţiu vectorial

de dimensiune 2.
Este deci su�cient s¼a determin¼am 2 soluţii liniar independente, pentru a descrie toate soluţiile.
Pasul I.1 Rezolv¼am ecuaţia caracteristic¼a asociat¼a

�2 + �+ 1 = 0

�1;2 =
�1�

p
12 � 4
2

)
(
�1 =

�1+i
p
3

2 = �1
2 + i

p
3
2

�2 =
�1�i

p
3

2 = �1
2 � i

p
3
2

Folosim Re(�12 + i
p
3
2 ) =

�1
2 şi Im(�12 + i

p
3
2 ) =

p
3
2

Pasul I.2 Asociem 2 soluţii liniar independente corespunz¼atoare

y1(x) = e
� 1
2x cos(

p
3

2
x) şi y2(x) = e

� 1
2x sin(

p
3

2
x)

Orice soluţie se scrie ca o combinaţie liniar¼a a acestor 2 soluţii.
Deci soluţia "general¼a" este

y(x) = C1y1(x) + C2y2(x) = C1e
� 1
2x cos(

p
3

2
x) + C2e

� 1
2x sin(

p
3

2
x) , C1; C2 2 R

�
d) y000(x) + y(x) = 0
Aceasta este o ecuaţie diferenţial¼a liniar¼a omogen¼a de ordin 3, deci muļtimea soluţiilor este un spaţiu vectorial

de dimensiune 3.
Este deci su�cient s¼a determin¼am 3 soluţii liniar independente, pentru a descrie toate soluţiile.
Pasul I.1 Rezolv¼am ecuaţia caracteristic¼a asociat¼a

�3 + 1 = 0

�3 + 1 = 0 , (�+ 1)(�2 � �+ 1) = 0

�1 = �1 , �2 =
1 + i

p
3

2
şi �3 =

1� i
p
3

2

Folosim Re(12 + i
p
3
2 ) =

1
2 şi Im( 12 + i

p
3
2 ) =

p
3
2
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Pasul I.2 Asociem 3 soluţii liniar independente corespunz¼atoare

y1(x) = e
�x , y2(x) = e

1
2x cos(

p
3

2
x) şi y1(x) = e

1
2x sin(

p
3

2
x)

Orice soluţie se scrie ca o combinaţie liniar¼a a acestor 3 soluţii.
Deci soluţia "general¼a" este

y(x) = C1y1(x) + C2y2(x) + y3(x) = C1e
�x + C2e

1
2x cos(

p
3

2
x) + C3e

1
2x sin(

p
3

2
x) , C1; C2; C3 2 R

�

Exemplu. (ecuaţii neomogene)
S¼a se rezolve ecuaţia diferenţial¼a

y00(x)� 5y0(x) + 6y(x) = e2x (*)

Soluţie.
Pasul I. Rezolv¼am mai întâi ecuaţia diferenţial¼a omogen¼a.

y00(x) + 5y0(x) + 6y(x) = 0

Muļtimea soluţiilor este un spaţiu vectorial de dimensiune 2.
Ecuaţia caracteristic¼a este

�2 + 5�+ 6 = 0 ) �1 = �2 , �2 = �3

Se asociaz¼a 2 soluţii liniar independente

y1(x) = e
�2x , y2(x) = e

�3x

Orice soluţie a ecuaţiei omogene se scrie

y(x) = C1y1(x) + C2y2(x) = C1e
�2x + C2e

�3x , C1; C2 2 R

Pasul II. Folosind metoda variaţiei constantelor determin¼am soluţiile ecuaţiei neomogene (*)

y00(x) + 5y0(x) + 6y(x) = e2x

c¼autându-le de forma
y(x) = C1(x)e

�2x + C2(x)e
�3x

Derivatele funçtiilor necunoscute C1(x) şi C2(x) veri�c¼a sistemul liniar (2.4)�
C 01(x)e

�2x + C 02(x)e
�3x = 0

C 01(x)(e
�2x)0 + C 02(x)(e

�3x)0 = e2x
,

�
C 01(x)e

�2x + C 02(x)e
�3x = 0

�2C 01(x)e�2x � 3C 02(x)e�3x = e2x

Rezolv¼am acest sistem liniar. De exemplu înmuļtim prima ecuaţie cu 2 şi adun¼am la a doua ecuaţie, obţinem�
2C 01(x)e

�2x + 2C 02(x)e
�3x = 0

�2C 01(x)e�2x � 3C 02(x)e�3x = e2x

�C 02(x)e3x = e2x ) C 02(x) = �e�x

înlocuind în prima ecuaţie rezult¼a

C 01(x)e
�2x = �(�e�xe�3x) ) C 01(x) = e

�4x

Integrând obţinem

C1(x) =

Z
e�4xdx = �1

4 e
�4x +K1

C2(x) =

Z
�e�xdx = e�x +K2
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Soluţiile ecuaţiei diferenţiale (neomogene) sunt deci de forma

y(x) = C1(x)e
�2x + C2(x)e

�3x = [
�1
4
e�4x +K1]e

�2x + [e�x +K2]e
�3x

y(x) =
�1
4
e�6x +K1e

�2x + e�4x +K2e
�3x , K1;K2 2 R

�

3.5 Problema Cauchy asociat¼a unei ecua̧tii difereņtiale liniare cu coe�cieņti constaņti.

Teorem¼a. (de existenţ¼a şi unicitate)
Problema Cauchy asociat¼a undei ecuaţii diferenţiale liniare cu coe�cienţi constanţi�

an � y(n) + an�1 � y(n�1) + :::+ a2 � y
00
+ a1 � y0 + a0 � y = f(x) (2.2)

y(x0) = b0 , y0(x0) = b1 , y00(x0) = b2 , ... , y(n�1)(x0) = bn�1 condi̧tii ini̧tiale

are o unic¼a soluţie, pentru orice condi̧tii ini̧tiale, adic¼a orice x0 2 R şi orice b0; b1; :::; bn�1 2 R .
Demonstraţie.
Ideea demonstraţiei este simpl¼a. Se arat¼a c¼a un anume sistem algebric liniar are determinantul diferit de zero,

deci are soluţie unic¼a.
Cazul i) dac¼a f(x) = 0 , adic¼a ecuaţia diferenţial¼a este omogen¼a. În acest caz soluţiile sunt de forma

y(x) =
nX
j=1

Cj � yj(x)

Condi̧tiile ini̧tiale formeaz¼a un sistem algebric liniar8>>>><>>>>:
y(x0) = b0
y0(x0) = b1
y00(x0) = b2

:::
y(n�1)(x0) = bn�1

(2.5)

cu necunoscute C1; C2; :::; Cn 2 R şi care are determinantul diferit de zero (nu demonstr¼am), deci are soluţie unic¼a,
ceea ce înseamn¼a c¼a exist¼a un unic sistem de constante C1; C2; :::; Cn 2 R cu proprietatea c¼a soluţia corespunz¼atoare

y(x) =

nX
j=1

Cj � yj(x)

veri�c¼a condi̧tiile ini̧tiale.
Cazul ii) dac¼a f(x) 6= 0 , adic¼a ecuaţia diferenţial¼a nu este omogen¼a. În acest caz soluţiile sunt de forma

y(x) =
nX
j=1

(

Z
C 0j(x)dx+Kj) � yj(x)

Condi̧tiile ini̧tiale formeaz¼a un sistem algebric liniar8>>>><>>>>:
y(x0) = b0
y0(x0) = b1
y00(x0) = b2

:::
y(n�1)(x0) = bn�1

cu necunoscute cele n constante (de integrare) K1;K2; :::;Kn şi care are determinantul diferit de zero (nu demon-
str¼am), deci are soluţie unic¼a, ceea ce înseamn¼a c¼a exist¼a un unic sistem de constante K1;K2; :::;Kn 2 R cu
proprietatea c¼a soluţia corespunz¼atoare

y(x) =
nX
j=1

(

Z
C 0j(x)dx+Kj) � yj(x)
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veri�c¼a condi̧tiile ini̧tiale.
�

Algoritm de rezolvare a problemei Cauchy.
Se rezolv¼a mai întâi ecuaţia diferenţial¼a şi apoi se determin¼a constantele de integrare Kj , j = 1; n rezolvând

sistemul liniar obţinut din condi̧tiile ini̧tiale 8>>>><>>>>:
y(x0) = b0
y0(x0) = b1
y00(x0) = b2

:::
y(n�1)(x0) = bn�1

Este necesar¼a calcularea derivatelor de ordin 1; 2; :::; (n� 1) pentru

y(x) =
nX
j=1

(

Z
C 0j(x)dx+Kj) � yj(x)

ceea ce necesit¼a un efort deosebit.le
În principiu se utilizeaz¼a diferite programe de calcul dedicate sau algoritmi de rezolvare numeric¼a aproximativ¼a

a soluţiilor.

Comentariu. Pot exista situaţii reale în care "condi̧tiile ini̧tiale" s¼a arate complet diferit. Nu mai sunt neap¼arat
"ini̧tiale" ci de exemplu 8>>>><>>>>:

y(x1) = b1
y(x2) = b2
y(x3) = b2

:::
y(xn) = bn

(2.6)

adic¼a se cunosc (se m¼asoar¼a) valorile funçtiei y = y(x) în n puncte diferite x1; x2; :::; xn . Pentru a obţine o unic¼a
soluţie care veri�c¼a acest tip de condi̧tii, este necesar ca sistemul algebric liniar format (2.6) s¼a aibe soluţie unic¼a,
ceea ce se întâmpl¼a numai dac¼a are determinantul diferit de zero.
Faptul c¼a cele n soluţii y1; y2; :::; yn sunt liniar independente, asigur¼a c¼a doar sistemul (2.5) (corespunz¼ator unor

condi̧tii ini̧tiale "standard") are determinantul diferit de zero.
Pentru sistemul liniar (2.6) nu mai exist¼a o asemenea "garanţie", deci nu mai exist¼a neap¼arat soluţie unic¼a.
Pentru alte tipuri de condi̧tii "ini̧tiale" este posibil
(a) s¼a nu existe soluţie pentru problema Cauchy
(b) s¼a existe mai multe soluţii
(c) s¼a existe soluţie unic¼a.

Exemplu.
1. S¼a se determine soluţia problemei Cauchy (ecuaţie liniar¼a omogen¼a)

y00(x) + 3y0(x) + 2y(x) = 0 , cu
�

y(0) = 1
y0(0) = �1

Soluţie.
Rezolv¼am mai întâi ecuaţia diferenţial¼a. Muļtimea soluţiilor este un spaţiu vectorial de dimensiune 2.
Ecuaţia caracteristic¼a este

�2 + 3�+ 2 = 0 ) �1 = �1 , �2 = �2

Se asociaz¼a 2 soluţii liniar independente

y1(x) = e
�x , y2(x) = e

�2x

Orice soluţie se scrie

y(x) = C1y1(x) + C2y2(x) = C1e
�x + C2e

�2x , C1; C2 2 R
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care trebuie s¼a veri�ce şi condi̧tiile ini̧tiale �
y(0) = 1
y0(0) = �1

Calcul¼am derivata
y0(x) = [C1e

�x + C2e
�2x]0 = C1(�1)e�x + C2(�2)e�2x

Deci sistemul algebric liniar corespunz¼ator este�
y(0) = C1e

0 + C2e
0 = 1

y0(0) = C1(�1)e0 + C2(�2)e0 = �1
,

�
C1 + C2 = 1
�C1 � 2C2 = �1

)

adun¼am cele dou¼a ecuaţii şi obţinem C2 = 0 ) C1 = 1 .
Deci soluţia problemei Cauchy este

y(x) = e�x

�

2. S¼a se determine soluţia problemei Cauchy (ecuaţie liniar¼a neomogen¼a)

y00(x)� 5y0(x) + 6y(x) = ex (*) , cu
�

y(0) = 1
y0(0) = �1

Soluţie.
Pasul I. Rezolv¼am mai întâi ecuaţia diferenţial¼a omogen¼a.

y00(x)� 5y0(x) + 6y(x) = 0

Muļtimea soluţiilor este un spaţiu vectorial de dimensiune 2.
Ecuaţia caracteristic¼a este

�2 � 5�+ 6 = 0 ) �1 = 2 , �2 = 3

Se asociaz¼a 2 soluţii liniar independente

y1(x) = e
2x , y2(x) = e

3x

Orice soluţie a ecuaţiei omogene se scrie

y(x) = C1y1(x) + C2y2(x) = C1e
2x + C2e

3x , C1; C2 2 R

Pasul II. Folosind metoda variaţiei constantelor determin¼am soluţiile ecuaţiei neomogene (*)

y00(x)� 5y0(x) + 6y(x) = ex

c¼autându-le de forma
y(x) = C1(x)e

2x + C2(x)e
3x

Derivatele funçtiilor necunoscute C1(x) şi C2(x) veri�c¼a sistemul liniar (6)�
C 01(x)e

2x + C 02(x)e
3x = 0

C 01(x)(e
2x)0 + C 02(x)(e

3x)0 = ex
,

�
C 01(x)e

2x + C 02(x)e
3x = 0

2C 01(x)e
2x + 3C 02(x)e

3x = ex

Rezolv¼am acest sistem liniar. De exemplu înmuļtim prima ecuaţie cu �2 şi adun¼am la a doua ecuaţie, obţinem�
�2C 01(x)e2x � 2C 02(x)e3x = 0
2C 01(x)e

2x + 3C 02(x)e
3x = ex

C 02(x)e
3x = ex ) C 02(x) = e

�2x

înlocuind în prima ecuaţie rezult¼a

C 01(x)e
2x = �e�2xe3x ) C 01(x) = �e�x
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Integrând obţinem

C1(x) =

Z
�e�xdx = e�x +K1

C2(x) =

Z
e�2xdx = � 12e

�2x +K2

Soluţiile ecuaţiei diferenţiale (neomogene) sunt deci de forma

y(x) = C1(x)e
2x + C2(x)e

3x = [e�x +K1]e
2x + [�1

2
e�2x +K2]e

3x

y(x) = ex +K1e
2x � 1

2
ex +K2e

3x , K1;K2 2 R

y(x) =
1

2
ex +K1e

2x +K2e
3x , K1;K2 2 R

În �ne, ca s¼a �e soluţie a problemei Cauchy, mai trebuie s¼a veri�ce şi condi̧tiile ini̧tiale�
y(0) = 1
y0(0) = �1

Calcul¼am derivata
y0(x) = [

1

2
ex +K1e

2x +K2e
3x]0 =

1

2
ex + 2K1e

2x + 3K2e
3x

înlocuind în condi̧tiile ini̧tiale obţinem sistemul algebric liniar�
1 = y(0) = 1

2 +K1 +K2

�1 = y0(0) = 1
2 + 2K1 + 3K2

,
�
K1 +K2 =

1
2

2K1 + 3K2 = � 32

care se rezolv¼a şi rezult¼a

K2 = �
5

2
) K1 = 3

În �nal soluţia problemei Cauchy este

y(x) =
1

2
ex +K1e

2x +K2e
3x =

1

2
ex + 3e2x � 5

2
e3x

y(x) =
1

2
ex + 3e2x � 5

2
e3x

�

3. S¼a se determine soluţia problemei Cauchy

yiv(x)� 5y000(x) + 12y00(x)� 3y0(x) + y(x) = �7 , cu

8>><>>:
y(1) = �7
y0(1) = 0
y00(1) = 0
y000(1) = 0

Soluţie.
Ordinul este 4, relativ mare. Ecuaţia carateristic¼a

�4 � 5�3 + 12�2 � 3�+ 1 = 0

nu are soluţii numere raţionale şi nici nu pare posibil de rezolvat relativ uşor.
Se poate încerca "ghicirea" soluţiei, dac¼a e posibil (şi are form¼a simpl¼a).
Dac¼a reuşim, atunci conform unei teoreme anterioare aceasta este soluţia problemei Cauchy (soluţia este unic¼a).
Faptul c¼a în condi̧tiile initiale derivatele sunt zero în x = 1 , poate "sugera" ideea c¼a soluţia este eventual o

funçtie constant¼a (sau un polinom de grad mic).
Faptul c¼a toate derivatele sunt zero doar în punctul x = 1 nu înseamn¼a c¼a aceste derivate sunt zero şi în orice

alt punct.
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Totuşi putem încerca s¼a vedem dac¼a ecuaţia admite ca soluţie o funçtie constant¼a

y = y(x) = K ) y0 = y00 = y000 = yiv = 0

deci înlocuind în ecuatia diferenţial¼a obţinem

yiv(x)� 5y000(x) + 12y00(x)� 3y0(x) + y(x) = �7 , 0� 0 + 0� 0 +K = �7

deci funçtia constant¼a y(x) = �7 veri�c¼a ecuaţia diferenţial¼a şi în mod evident veri�c¼a şi condi̧tiile ini̧tiale8>><>>:
y(1) = �7
y0(1) = 0
y00(1) = 0
y000(1) = 0

Prin urmare aceasta este soluţia problemei Cauchy enunţate.
�
Scopul acestui ultim exemplu, este de a remarca unicitatea soluţiei unei probleme Cauchy.

3.6 Ecua̧tii difereņtiale liniare de tip Euler

În cele ce urmeaz¼a prezent¼am un tip special de ecuaţii diferenţiale liniare cu coe�cienţi neconstanţi.

De�ni̧tie. Ecuaţiile diferenţiale liniare de ordin n de forma

anx
n � y(n) + an�1xn�1 � y(n�1) + :::+ a2x2 � y

00
+ a1x � y0 + a0 � y = f(x) (6)

se numesc ecua̧tii de tip Euler. Aici an 6= 0 şi a1; a2; :::; an 2 R .

Leonhard Paul Euler (1707 �1783) matematician şi �zician elevȩtian şi-a petrecut viaţa în Germania şi Rusia.
Cu contribuţii majore, este considerat unul din marii matematicieni din istorie. Introduce teminologia modern¼a în
matematic¼a, în special în analiz¼a matematic¼a. De exemplu noţiunea de "funçtie", notaţia actual¼a pentru funçtiile
trigonometrice, simbolurile

X
, � , i (numere complexe) e (num¼arul lui Euler) Este renumit pentru lucr¼ari în

mecanic¼a, dinamica �uidelor, optic¼a, astronomie.

Pentru x > 0 , facem schimbarea de variabil¼a x = et şi de funçtie z(t) = y(et) şi obţinem o ecuaţie diferenţial¼a
liniar¼a cu coe�cienţi constanţi, care se rezolv¼a conform algoritmului corespunz¼ator.
Pentru x < 0 se procedeaz¼a analog punând x = �et. Nu determin¼am soluţii de�nite pe intervale ce conţin

punctul 0 .S¼a facem primele calcule, derivând succesiv (ca funçtii compuse) obţinem

z0(t) = [y(et)]0 = y0(et)et , deci y0 = y0(et) =
z0(t)

et

[y0(et)] =

�
z0(t)

et

�0
, y00(et)et =

z00et � z0et
e2t

, deci y00 =
z00 � z0
e2t

şi aşa mai departe obţinem derivatele de ordin superior.
Rezolv¼am ecuaţia diferenţial¼a liniar¼a cu coe�cienţi constanţi cu soluţiile z = z(t) . Apoi revenim la schimbarea

de variabil¼a t = lnx şi de funçtie pentru a obţinem soluţia ecuaţiei de tip Euler de forma

y = y(x) = z(lnx)

Exemple.

E 1. S¼a se rezolve ecuaţia diferenţial¼a

x2y00(x)� xy0(x) + y(x) = 0

Soluţie.
Aceasta este o ecuaţie diferenţial¼a liniar¼a omogen¼a de tip Euler.
Pentru x > 0 , facem schimbarea de variabil¼a x = et şi de funçtie z(t) = y(et) şi obţinem
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z0(t) = [y(et)]0 = y0(et)et , deci y0 = y0(et) =
z0(t)

et

[y0(et)] =

�
z0(t)

et

�0
, y00(et)et =

z00(t)et � z0(t)et
e2t

, deci y00 =
z00(t)� z0(t)

e2t

Înlocuind în ecuaţia diferenţial¼a de tip Euler, obţinem o ecuaţie diferenţial¼a liniar¼a de ordin 2

(et)2
z00(t)� z0(t)

e2t
� et z

0(t)

et
+ z(t) = 0 ,

, z00(t)� z0(t)� z0(t) + z(t) = 0 , z00(t)� 2z0(t) + z(t) = 0
Rezolv¼am acest¼a ecuaţie diferenţial¼a conform algoritmului descris mai înainte.
Pasul I.1 Asociem ecuaţia caracteristic¼a

�2 � 2�+ 1 = 0 �1 = �2 = 1

Pasul I.2 Asociem 2 soluţii liniar independente corespunz¼atoare

z1(t) = e
t şi z2(t) = te

t

Orice soluţie se scrie ca o combinaţie liniar¼a a acestor 2 soluţii.
Deci soluţia "general¼a" a ecuaţiei liniare este

z(t) = C1z1(t) + C2z2(t) = C1e
t + C2te

t , C1; C2 2 R

Soluţia ecuaţiei de tip Euler se obţine revenind la schimbarea de variabil¼a t = lnx , x = et

y(x) = z(lnx) = C1x+ C2x lnx , x > 0 , C1; C2 2 R

�

E 2. S¼a se rezolve ecuaţia diferenţial¼a

x2y00(x)� 2xy0(x) + 2y(x) = x3

Soluţie.
Aceasta este o ecuaţie diferenţial¼a liniar¼a neomogen¼a de tip Euler.
Pentru x > 0 , facem schimbarea de variabil¼a x = et şi de funçtie z(t) = y(et) . Derivatele sunt exact cele deja

calculate la exemplul 1.

y0 = y0(et) =
z0(t)

et
, y00 =

z00(t)� z0(t)
e2t

Înlocuind în ecuaţia diferenţial¼a de tip Euler, obţinem o ecuaţie diferenţial¼a liniar¼a (neomogen¼a) de ordin 2

(et)2
z00(t)� z0(t)

e2t
� 2et z

0(t)

et
+ 2z(t) = (et)3 ,

, z00(t)� z0(t)� 2z0(t) + 2z(t) = e3t , z00(t)� 3z0(t) + 2z(t) = e3t

Rezolv¼am acest¼a ecuaţie diferenţial¼a liniar¼a conform algoritmului descris mai înainte.
Pasul I. rezolv¼am mai întâi ecuaţia liniar¼a omogen¼a

z00(t)� 3z0(t) + 2z(t) = 0

Pasul I.1 Asociem ecuaţia caracteristic¼a

�2 � 3�+ 2 = 0 �1 = 1 , �2 = 2
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Pasul I.2 Asociem 2 soluţii liniar independente corespunz¼atoare

z1(t) = e
t şi z2(t) = e

2t

Orice soluţie se scrie ca o combinaţie liniar¼a a acestor 2 soluţii.
Deci soluţia "general¼a" a ecuaţiei liniare omogene este

z(t) = C1z1(t) + C2z2(t) = C1e
t + C2e

2t , C1; C2 2 R

Pasul II. Folosind metoda variaţiei constantelor determin¼am soluţiile ecuaţiei neomogene

z00(t)� 3z0(t) + 2z(t) = e3t

c¼autându-le de forma
z(t) = C1(t)e

t + C2(t)e
2t

Derivatele acestor funçtii necunoscute C1(x) şi C2(x) veri�c¼a sistemul liniar (6)�
C 01(t)e

t + C 02(t)e
2t = 0

C 01(t)(e
t)0 + C 02(t)(e

2t)0 = e3t
,

�
C 01(t)e

t + C 02(t)e
2t = 0

C 01(t)e
t + 2C 02(t)e

2t = e3t

Rezolv¼am acest sistem liniar. De exemplu înmuļtind prima ecuaţie cu �1 , adunând la a doua ecuaţie obţinem�
�C 01(t)et � C 02(t)e2t = 0
C 01(t)e

t + 2C 02(t)e
2t = e3t

C 02(t)e
2t = e3t ) C 02(t) = e

t

înlocuind în prima ecuaţie rezult¼a
C 01(t)e

t = �ete2t = �e2t

Integr¼am şi obţinem

C1(t) =

Z
�e2tdt = �1

2 e
2t +K1

C2(t) =

Z
etdt = et +K2

Soluţiile sunt deci de forma

z(t) = C1(t)e
t + C2(t)e

2t = [
�1
2
e2t +K1]e

t + [et +K2]e
2t

z(t) =
�1
2
e3t +K1e

t + e3t +K2e
2t , K1;K2 2 R

z(t) = K1e
t +

1

2
e3t +K2e

2t , K1;K2 2 R

Soluţia ecuaţiei de tip Euler se obţine revenind la schimbarea de variabil¼a t = lnx , x = et

e3t = x3 , e2t = x2 ,

y(x) = z(lnx) = K1x+
1

2
x3 +K2x

2 , K1;K2 2 R

�

E 3. S¼a se determine soluţia problemei Cauchy

x2y00(x)� 2xy(x) + 2y(x) = x3 , cu
�
y(1) = 2
y0(1) = 0

Soluţie.
Rezolv¼am mai întâi ecuaţia diferenţial¼a (de tip Euler)

x2y00(x)� 2xy(x) + 2y(x) = x3
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Conform calculelor din exemplul anterior soluţiile sunt de forma

y(x) = z(lnx) = K1x+
1

2
x3 +K2x

2 , K1;K2 2 R

Apoi mai trebui s¼a veri�ce şi condi̧tiile ini̧tiale. Calcul¼am derivata

y0(x) = K1 +
3

2
x2 +K2 � 2x

Determin¼am soluţia problemei Cachy rezolvând sistemul liniar al condi̧tiilor ini̧tiale�
2 = y(1) = K1 +

1
2 +K2

0 = y0(1) = K1 +
3
2 +K2 � 2

,
�

K1 +K2 =
3
2

K1 + 2K2 = � 32

) K2 = �3 ) K1 =
9

2

Deci soluţia problemei Cachy este

y(x) =
9

2
x+

1

2
x3 � 3x2

�

3.7 Exemple Rezolvate

E 3.7.1 S¼a se determine y = y(x) soluţia problemei Cauchy

y(5)(x) + y(4)(x) + 7y00(x)� y(x) = 0

cu condi̧tiile ini̧tiale

y(2) = 0 , y0(2) = 0 , y00(2) = 0 , y(3)(2) = 0 , y(4)(2) = 0

Soluţie.
Ecuaţia diferenţial¼a

y(5)(x) + y(4)(x) + 7y00(x)� y(x) = 0
este o ecuaţie diferenţial¼a liniar¼a de ordin 5 cu coe�cienţi constanţi.
Dac¼a încerc¼am s¼a aplic¼am algoritmul corespunz¼ator, obţinem un polinom caracteristic de grad 5,
iar determinarea r¼ad¼acinilor acestuia poate � di�cil¼a.
Problema Cauchy are soluţie unic¼a.
Prin urmare, dac¼a reuşim s¼a g¼asim o soluţie - o funçtie (indiferent prin ce mijloace)
care veri�c¼a atât ecuaţia diferenţial¼a cât şi condi̧tiile ini̧tiale, atunci aceea este soluţia c¼autat¼a.

Soluţia problemei Cauchy , din condi̧tiile ini̧tiale are toate derivatele nule în punctul x = 2.
Aceasta nu înseamn¼a c¼a soluţia este neap¼arat o funçtie constant¼a.
Totuşi merit¼a încercat dac¼a o funçtie constant¼a y(x) = C pentru orice x , poate � soluţie.
În mod evident, pentru o funçtie constant¼a, toate derivatele de orice ordin sunt nule,
deci înlocuind în ecuaţia diferenţial¼a obţinem

y(5)(x)| {z }
0

+ y(4)(x)| {z }
0

+ 7y00(x)| {z }
0

� y(x)|{z}
C

= 0 , � C = 0

Prin urmare funçtia constant¼a y = y(x) = 0 pentru orice x veri�c¼a ecuaţia diferenţial¼a, şi în mod evident şi
condi̧tiile ini̧tiale.
Deci este soluţia problemei Cauchy.
�

E 3.7.2 S¼a se determine funçtia x = x(t) care veri�c¼a problema Cauchy

x000(t)� 7x00(t) + x0(t)� 7x(t) = 0 , x(0) = 0 , x0(0) = 0 , x00(0) = 1

Soluţie.
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Ataş¼am ecuaţia carateristic¼a

�3 � 7�2 + �� 7 = 0 , �(�2 + 1)� 7(�2 + 1) = 0

(�2 + 1)(�� 7) = 0 ) �2 + 1 = 0 sau �� 7 = 0

obţinem r¼ad¼acinile

�� 7 = 0 ) �1 = 7 , �2 + 1 = 0 ) �2 = i , �3 = �i

Asociem 3 soluţii liniar independente
x1(t) = e

7t

x2(t) = Re
�
eit
�
= Re(cos t+ i sin t) = cos t , x2(t) = Im

�
eit
�
= Im(cos t+ i sin t) = sin t

Soluţiile ecuaţie diferenţiale sunt de forma

x(t) = C1x1(t) + C2x2(t) + C3x3(t)

x(t) = C1e
7t + C2 cos t+ C3 sin t

Folosim condi̧tiile ini̧tiale.
Mai întâi calcul¼am derivatele

x0(t) =
d

dt

�
C1e

7t + C2 cos t+ C3 sin t
�
= C17e

7t � C2 sin t+ C3 cos t

x00(t) = [x0(t)] =
d

dt

�
C17e

7t � C2 sin t+ C3 cos t
�
= C17 � 7e7t � C2 cos t� C3 sin t

Obţinem sistemul liniar 8<: 0 = x(0) = C1e
7�0 + C2 cos 0 + C3 sin 0

0 = x0(0) = C17e
7�0 � C2 sin 0 + C3 cos 0

1 = x00(0) = C17 � 7e7�0 � C2 cos 0� C3 sin 08<: C1 + C2 = 0
7C1 + C3 = 0
49C1 � C2 = 1

,

8<: C2 = �C1
C3 = �7C1
C2 = 49C1 � 1

) 49C1 � 1 = �C1 )

C1 =
1

50
, C2 = �

1

50
, C3 = �

7

50

Soluţia problemei Cauchy este

x(t) =
1

50
e7t � 1

50
cos t� 7

50
sin t

�

E 3.7.3 S¼a se determine m¼arimile scalare x = x(t) şi y = y(t) care veri�c¼a problema Cauchy

x00(t)� 4x0(t) + 3x(t) = et , x(0) = 1 , x0(0) = 0

Soluţie.
Este o ecuaţie liniar¼a de ordin 2. Folosim algoritmul corespunz¼ator.
Pas I Se rezolv¼a ecuaţia liniar¼a omogen¼a asociat¼a

x00(t)� 4x0(t) + 3x(t) = 0

Ecuaţia carateristic¼a ataşat¼a este
�2 � 4�+ 3 = 0

� = (�4)2 � 4 � 3 = 4

R¼ad¼acinile sunt

�1 =
�(�4) +

p
4

2
=
4 + 2

2
= 3 , �2 =

�(�4)�
p
4

2
=
4� 2
2

= 1
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Asociem dou¼a soluţii liniar independente

x1(t) = e
3t şi x2(t) = et

Soluţiile ecuaţiei liniare omogene sunt de forma

x(t) = C1 � x1(t) + C2 � x2(t) = C1 � e3t + C2 � et

Pas II Folosim metoda variaţiei constantelor.
C¼aut¼am soluţii pentru ecuaţia neomogen¼a x00(t)� 4x0(t) + 3x(t) = et
de forma

x(t) = C1(t) � e3t + C2(t) � et

Deivatele funçtiilor necunoscute C 01(t) , C 02(t) veri�c¼a sistemul liniar�
C 01(t) � e3t + C 02(t) � et = 0

C 01(t) �
�
e3t
�0
+ C 02(t) � (et)

0
= et

,
�

C 02(t) � et = �C 01(t) � e3t
C 01(t) � 3e3t + C 02(t) � et = et

)

C 02(t) = �C 01(t) � e2t ) C 01(t) � 3e3t +
�
�C 01(t) � e2t

�
� et = et

C 01(t) � 2e3t = et ) C 01(t) =
1

2
e�2t

C1(t) =

Z
C 01(t)dt =

Z
1

2
e�2tdt =

1

2

Z
e�2tdt =

1

2

e�2t

�2 +K1 = �
1

4
e�2t +K1

C 02(t) � et = �C 01(t) � e3t = �
1

2
e�2t � e3t = �1

2
et ) C 02(t) = �

1

2

C2(t) =

Z
C 02(t)dt =

Z �1
2
dt = �1

2
t+K2

Souţia ecuaţiei neomogene este

x(t) =

�
�1
4
e�2t +K1

�
� e3t +

�
�1
2
t+K2

�
� et

Calcul¼am derivata

x0(t) =
d

dt

��
�1
4
e�2t +K1

�
� e3t +

�
�1
2
t+K2

�
� et
�
=
d

dt

�
�1
4
et +K1 � e3t �

1

2
t � et +K2 � et

�

x0(t) =

�
�1
4
et +K1 � 3e3t �

1

2
� et � 1

2
t � et +K2 � et

�
Folosim condi̧tiile ini̧tiale x(0) = 1 , x0(0) = 0

1 = x(0) =

�
�1
4
e�2�0 +K1

�
� e3�0 +

�
�1
2
� 0 +K2

�
� e0

0 = x0(0) =

�
�1
4
e0 +K1 � 3e3�0 �

1

2
� e0 � 1

2
� 0 � e0 +K2 � e0

�
obţinem sistemul liniar�

� 14 +K1 +K2 = 1�
� 14 +K1 � 3� 1

2 +K2

�
= 1

,
�

K2 =
3
4 �K1

K1 � 3 + 3
4 �K1 =

1
4

2K1 = �
1

2
) K1 = �

1

4
) K2 =

3

4
�K1 =

3

4
�
�
�1
2

�
=
5

4

Soluţia problemei Cauchy este

x(t) =

�
�1
4
e�2t � 1

4

�
� e3t +

�
�1
2
t+

5

4

�
� et
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�

E 3.7.4 S¼a se determine soluţia y = y(x) problemei Cauchy

x2y00(x)� xy0(x)� y(x) = 0 , cu condi̧tiile ini̧tiale y(1) = 0 , y0(1) = 2

Soluţie.
Avem o ecuaţie de tip Euler.
Condi̧tiile ini̧tiale sunt în punctul x = 1 , deci c¼aut¼am soluţii în vecin¼atatea lui 1 .
Putem presupune deci c¼a x > 0:
Facem schimbarea de variabil¼a x = et , y(x) = y(et) = z(t)
Calcul¼am derivatele

d

dt

�
y(et)

�
= z0(t) , y0(et) � et = z0(t) ) y0(et) =

z0(t)

et

Apoi deriv¼am înc¼a odat¼a

d

dt

�
y0(et)

�
=
d

dt

�
z0(t)

et

�
, y00(et) � et = z00(t) � et � z0(t) � et

(et)2

y00(et) =
z00(t)� z0(t)

(et)2

Înlocuim în ecuţia diferȩtial¼a şi obţinem

(et)2 � z
00(t)� z0(t)
(et)2

� et � z
0(t)

et
� z(t) = 0 ,

z00(t)� z0(t)� z0(t)� z(t) = 0 , z00(t)� 2z0(t)� z(t) = 0

Aceasta este o ecuaţie liniar¼a de ordin 2.
Ecuaţia caracteristic¼a este

�2 � 2�� 1 = 0

� = (�2)2 � 4 � 1 � (�1) = 8

R¼ad¼acinile sunt

�1 =
�(�2) +

p
8

2
= 1 +

p
2 , �2 =

�(�2)�
p
8

2
= 1�

p
2

Ataş¼am 2 soluţii liniar independente

z1(t) = e
(1+

p
2)t şi z1(t) = e

(1�
p
2)t

Soluţiile ecuaţiei liniare sunt de forma

z(t) = C1 � z1(t) + C2 � z2(t) = C1e(1+
p
2)t + C2e

(1�
p
2)t

Revenim la schimbarea de variabil¼a x = et , t = lnx
şi obţinem soluţiile ecuaţiei diferenţiale ini̧tiale

y(x) = z(lnx) = C1e
(1+

p
2) ln x + C2e

(1�
p
2) ln x

e(1+
p
2) ln x =

�
eln x

�(1+p2)
= [x]

(1+
p
2) , e(1�

p
2) ln x =

�
eln x

�(1�p2)
= [x]

(1�
p
2)

Deci
y(x) = C1x

(1+
p
2) + C2x

(1�
p
2)

derivata este

y0(x) =
d

dx

h
C1x

(1+
p
2) + C2x

(1�
p
2)
i
= C1(1 +

p
2)x(1+

p
2)�1 + C2(1�

p
2)x(1�

p
2)�1
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y0(x) = C1(1 +
p
2)x

p
2 + C2(1�

p
2)x�

p
2

Folosim condi̧tiile ini̧tiale y(1) = 0 , y0(1) = 2

0 = y(1) = C1 � 1(1+
p
2) + C2 � 1(1�

p
2)

2 = y0(1) = C1(1 +
p
2) � 1

p
2 + C2(1�

p
2) � 1�

p
2

obţinem sistemul �
C1 + C2 = 0

C1(1 +
p
2) + C2(1�

p
2) = 2

) C2 = �C1

C1(1 +
p
2)� C1(1�

p
2) = 2 ) C1 � 2

p
2 = 2 ) C1 =

1p
2

, C2 = �
1p
2

Soluţia problemei Cauchy este

y(x) =
1p
2
x(1+

p
2) � 1p

2
x(1�

p
2)

�

4 Sisteme de ecua̧tii difereņtiale liniare de ordin 1

De�ni̧tie. Prin sistem liniar de ecuatii diferenţiale (de ordinul I) se înţelege un sistem liniar (scris în
form¼a "vectorial¼a" sau "matricial¼a" )

X 0(t) = A(t) �X(t) +B(t) (*)

unde X(t) = (x1(t); x2(t); :::xn(t)) , X 0(t) = (x01(t); x
0
2(t); :::x

0
n(t)) , B(t) = (b1(t); b2(t); :::bn(t)) , iar A(t) este

matrice p¼atrat¼a n� n ,
matricea �coe�cienţilor�, coe�cienţii �ind elementele matricii aij(t) , i; j = 1; n

A(t) =

0BB@
a11(t) a12(t) ::: a1n(t)
a21(t) a22(t) ::: a2n(t)
::: ::: ::: :::

an1(t) an2(t) ::: ann(t)

1CCA
cu aij(t) , i; j = 1; n şi bi(t) funçtii de clas¼a C1, de�nite pe un domeniu D � R .
Putem scrie sistemul în şi forma0BB@

x01(t)
x02(t)
:::
x0n(t)

1CCA =

0@ aij(t)

1A �
0BB@
x1(t)
x2(t)
:::
xn(t)

1CCA+
0BB@
b1(t)
b2(t)
:::
bn(t)

1CCA (*)

sau în mod "explicit"8>><>>:
x01(t) = a11(t) � x1(t) + a12(t) � x2(t) + :::+ a1n(t) � xn(t) + b1(t)
x02(t) = a21(t) � x1(t) + a22(t) � x2(t) + :::+ a2n(t) � xn(t) + b2(t)

::::::::::
x0n(t) = an1(t) � x1(t) + an2(t) � x2(t) + :::+ ann(t) � xn(t) + bn(t)

(*)

Prin urmare, derivatele de ordin 1, sunt combinaţii liniare ale funçtiilor.
Prin soluţie a sistemului se înţelege un sistem de funçtii (m¼arimi scalare) x1(t); x2(t); :::xn(t) de clas¼a C1,

care veri�c¼a sistemul (*).
Problema Cauchy const¼a în sistemul liniar de ecuaţii diferenţiale (*) împreun¼a cu condi̧tii ini̧tiale :8>>>><>>>>:

X 0(t) = A(t) �X(t) +B(t) (*)0BB@
x1(t0) = �1
x2(t0) = �2

:::
xn(t0) = �n

1CCA (CI)
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Prin soluţie a Problemei Cauchy se înţelege un sistem de funçtii (m¼arimi scalare) x1(t); x2(t); :::xn(t) de
clas¼a C1, care veri�c¼a sistemul (*) şi condi̧tiile ini̧tiale (CI).
Din punct de vedere �zic, condi̧tiile ini̧tiale reprezint¼a valori m¼asurate ale m¼arimilor scalare x1(t); x2(t); :::xn(t)

în t0,
la "momentul "t0" dac¼a t reprezint¼a "timpul". t0 poate � efectiv un moment "ini̧tial" , sau moment "�nal" în

evoluţia unui sistem.
Esenţial este faptul c¼a cele n m¼arimi scalare sunt m¼asurate toate în acelaşi moment, sau acelaşi punct t0.

4.1 Sisteme de ecua̧tii liniare cu coe�cieņti constaņti omogene şi neomogene. Metoda varia̧tiei
constantelor

În cele ce urmeaz¼a ne vom limita la a descrie algoritmul de rezolvare a sistemelor liniare cu coe�cienţi constanţi.
Un sistem liniar are �coe�cienţi constanţi�, dac¼a funçtiile aij(t)

not
= aij sunt constante.

Fie deci un sistem liniar cu coe�cienţi constanţi.

X 0(t) = A �X(t) +B(t) (**)

Pasul I. Se rezolv¼a sistemul liniar omogen asociat

X 0(t) = A �X(t)

S¼a observ¼am c¼a aceste soluţii sunt de fapt de clas¼a C1 (adic¼a inde�nit derivabile).
Observa̧tie. Muļtimea soluţiilor pentru un sistem liniar omogen, formeaz¼a un spaţiu vectorial de dimensiune

n.

Demonstraţie.
S¼a observ¼am c¼a X(t) = 0 pentru orice t este soluţie.
Altfel spus sistemul de funçtii nule

X(t) = (x1(t); x2(t); :::xn(t)) = (0; 0; :::; 0)8>><>>:
x1(t) = 0
x2(t) = 0

:::
xn(t) = 0

pentru orice t

veri�c¼a sistemul.
Acest fapt este total nerelevant din punct de vedere �zic, deoarece descrie situaţia în care m¼arimile scalare

x1(t); x2(t); :::xn(t) sunt constant nule.
Dar funçtia nul¼a este elementul neutru pentru un spaţiu vectorial de funçtii.
Consider¼am dou¼a soluţii ale sistemului X = X(t) şi Y = Y (t) , deci

X 0(t) = A �X(t) şi Y 0(t) = A � Y (t)

adunând cele dou¼a relaţii obţinem

X 0(t) + Y 0(t) = A �X(t) +A � Y (t) , [X(t) + Y (t)]
0
= A � [X(t) + Y (t)]

deci suma soluţiilor este de asemenea o soluţie a sistemului.
Înmuļtind cu un scalar obţinem

�X 0(t) = �A �X(t) , [�X]
0
(t) = A � [�X(t)]

deci şi �X(t) este de asemenea soluţie a sistemului. Deci muļtimea soluţiilor pentru un sistem liniar omogen
este un spaţiu vectorial.
Nu prezent¼am şi demonstraţia faptului c¼a acest spaţiu vectorial are dimensiune n.
�

Prin urmare sunt su�cienten soluţii liniar independente pentru a descrie toate soluţiile unui sistem liniar omogen.
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Forma de scriere "vectorial¼a" este asem¼an¼atoare cu o ecuaţie liniar¼a

x0(t) = a � x(t) , cu

ale c¼arei soluţii se obţin astfel

x0(t)

x(t)
= a )

Z
x0(t)

x(t)
dt =

Z
adt , ln jx(t)j = at+ k , x(t) = eat � c , c = �ek

Acest fapt duce la ideea de a c¼auta soluţii pentru sistemul liniar omogen de form¼a "exponenţial¼a"

X(t) = e�tv , v vector din Rn

Derivând obţinem

X 0(t) =
d

dt

�
e�tv

�
= �e�tv

înlocuind în sistemul liniar obţinem

X 0(t) = A �X(t) , �e�tv = A �
�
e�tv

�
, e�t�v = e�t (A � v) , �v = (A � v)

deoarece e�t 6= 0 .
Ultima relaţie obţinut¼a A � v = �v reprezint¼a în algebra liniar¼a, faptul c¼a
- v este vector propriu pentru matricea A (dac¼a v 6= 0 )
- � este valoare proprie pentru matricea A
Rescriem acest¼a relaţie în forma

(A� �I) v = 0 , I este matricea unitate

Reprezint¼a un sistem liniar algebric, matricea sistemului este A � �I . Discuţia unui astfel de sistem algebric
este cunoscut¼a.
- sistemul algebric are unica soluţie v = 0 dac¼a şi numai dac¼a det (A� �I) 6= 0
- sistemul algebric are soluţii nenule v 6= 0 dac¼a şi numai dac¼a det (A� �I) = 0
Prin urmare funçtii de forma X(t) = e�tv sunt soluţii pentru sistemul liniar omogen de ecuaţii diferenţiale (**)

dac¼a şi numai dac¼a
- � este soluţie pentru ecuaţia det (A� �I) = 0
- v este soluţie a sistemului liniar algebric (A� �I) v = 0
În continuare descriem cum se obţin n soluţii liniar independente. ( metoda vectorilor şi valorilor proprii ).
Iat¼a principalele etape.
1. Se determin¼a valorile proprii ale matricii A rezolvând ecuaţia det(A� �I) = 0 ,
det(A� �I) este un polinom de grad n , deci are n r¼ad¼acini (reale sau complexe).
Polinomul are coe�cienţi reali, deci r¼ad¼acinile complexe sunt conjugate dou¼a câte dou¼a.
Fie �1; �2; :::�n aceste valori proprii (r¼ad¼acini reale sau complexe).
2. Pentru �ecare valoare proprie real¼a de ordin 1 (simpl¼a) � 2 R
- se determin¼a o soluţie a sistemului algebric (A� �I) v = 0
adic¼a un vector propriu v 2 Rn

- se asociaz¼a soluţia
X(t) = e�tv

3. Pentru �ecare valoare proprie complex¼a ordin 1 (simpl¼a) � = �+ i� , (� 6= 0) şi conjugata ei � = �� i�
- se determin¼a o soluţie a sistemului algebric (A� �I) v = 0
adic¼a un vector propriu complex w 2 Cn

- se asociaz¼a dou¼a soluţii
X1(t) = Re(e

�tw) , X2(t) = Im(e
�tw)

4. Pentru �ecare valoare proprie real¼a � 2 R multipl¼a de ordin k , se calculeaz¼a rangul matricii rang(A� �I)
i) dac¼a n� rang(A� �I) = k , atunci
- se determin¼a k soluţii liniar independente ale sistemului algebric det (A� �I) = 0
k vectori proprii liniar independenţi v1; v2; :::vk 2 Rn şi

- se asociaz¼a k soluţii liniar independente corespunz¼atoare

X1(t) = e
�tv1 , X2(t) = e�tv2 , ::: , Xk(t) = e�tvk
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ii) dac¼a n� rang(A� �I) < k , atunci se caut¼a soluţie de forma

X(t) = e�tP (t)

unde P (t) este polinom de grad k � 1 cu coe�cienţi în Rn .
Faptul c¼a soluţia X(t) = e�tP (t) veri�c¼a sistemul X 0(t) = A �X(t) înseamn¼a

�e�tP (t) + e�tP 0(t) = e�tP (t) , �P (t) + P 0(t) = P (t) , (�� 1)P (t) + P 0(t) = 0

Apoi se identi�c¼a coe�cienţii necunoscuţi şi se obtine un sistem liniar algebric cu k � n necunoscute reale.
Rangul sistemului este k(n� 1) , deci �e c1; c2; :::; ck necunoscutele secundare.
Se rezolv¼a sistemul algebric exprimând necunoscutele principale în funçtie de cele secundare şi
se rescrie soluţia X(t) în forma

X(t) = e�tP (t) =
kX
j=1

cj �Xj(t)

Funçtiile Xj(t) obţinute sunt cele k soluţii liniar independente c¼autate.
5. Pentru �ecare valoare proprie complex¼a � = �+i� , (� 6= 0) (şi conjugata ei � = ��i�) , multiple de ordin k

,
se calculeaz¼a rangul rang(A� �I) , apoi
i) dac¼a n � rang(A � �I) = dim(ker(A � �I) = k , atunci se pot determina k vectori liniari independenţi

w1; w2; :::wk 2 Cn şi
se asociaz¼a 2k soluţii liniar independente corespunz¼atoare

X1(t) = Re(e
�tw1) , X2(t) = Re(e�tw2) , ::: , Xk(t) = Re(e�tvk)

Y1(t) = Im(e
�tw1) , Y2(t) = Im(e�tw2) , ::: , Yk(t) = Im(e�twk)

ii) dac¼a dim(ker(A� �I)) < k , atunci se procedeaz¼a exact ca pentru r¼ad¼acini reale multiple,
adica se caut¼a soluţii de forma

Y (t) = e�tP (t)

unde îns¼a P (t) este polinom de grad k � 1 cu coe�cieni în Cn ,
se identi�c¼a coe�cienţii, se rezolv¼a sistemul liniar algebric rezultat, obţinând k necunoscute secundare complexe,
se rescrie soluţia în funçtie de necunoscutele secundare

Y (t) = e�tP (t) =
kX
j=1

cj � Yj(t)

şi în �nal se obţin 2k soluţii liniar independente Re(Yj(t)) , Im(Yj(t)) , j = 1; k
6. În �nal soluţia �general¼a�se scrie ca o combinaţie liniar¼a a tuturor soluţiilor obţinute anterior

X(t) =
nX
j=1

cj �Xj(t)

Pasul II. Se aplic¼a metoda variaţiei constantelor pentru a determin¼a soluţiile sistemului nemogen (**) ini̧tial,
şi anume se caut¼a soluţii de forma

X(t) =
nX
j=1

cj(t) �Xj(t)

care înlocuite în (**) produc sistemul liniar algebric

nX
j=1

c0j(t) �Xj(t) = B(t)

cu necunoscute c0j(t) , j = 1; n , rescris în forma

c01(t)

�
X1(t)

�
+ c01(t)

�
X2(t)

�
+ :::+ c01(t)

�
Xn(t)

�
=

0BB@
b1(t)
b2(t)
:::
bn(t)

1CCA
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se rezolv¼a sistemul (ca un sistem algebric)
se integreaz¼a functiile c0j(t) obţinute

cj(t) =

Z
c0j(t)dt+Kj

soluţia �nal¼a se scrie

X(t) =
nX
j=1

cj(t) �Xj(t)

Nu mai ramane decat s¼a menţion¼am problema Cauchy ataşat¼a unui sistem liniar

X 0(t) = A(t) �X(t) +B(t) (*)

X1(t0) = �1 , X2(t0) = �2 , ::: , Xn(t0) = �n (CI)

pentru care se rezolv¼a sistemul liniar, iar apoi din condi̧tiile ini̧tiale (CI) se determin¼a constantele (de integrare)
Kj , j = 1; n .

Exemple.
1. S¼a se determine funçtiile x = x(t) , y = y(t) , z = z(t) care veri�c¼a problema Cauchy, de�nit¼a de sistemul

liniar 8<: x0(t) = x(t)� 2y(t)� z(t)
y0(t) = y(t)� x(t) + z(t)
z0(t) = x(t)� z(t)

şi de condi̧tiile ini̧tiale x(0) = 1 , y(0) = �1 , z(0) = 3

Soluţie.
Sistemul de ecuaţii diferenţiale are coe�cienţi constanţi, aplic¼am algoritmul descris mai înainte.
Matricea sistemului este

A =

0@ 1 �2 �1
�1 1 1
1 0 �1

1A
Se determin¼a valorile proprii ale matricii A rezolvând ecuaţia det(A� �I) = 0

det(A� �I) = 0 , det

0@ 1� � �2 �1
�1 1� � 1
1 0 �1� �

1A = 0 , � (�� 1)2(�+1)� 2� (�� 1)� 2(�1� �) = 0

, � (�� 1)2(�+ 1) + �+ 1 = 0 , (�+ 1)(��2 + 2�� 1 + 1) = 0

valorile proprii sunt �1 = 0 , �2 = 2 , �3 = �1
Determin¼am 3 soluţii liniar independente.
Determin¼am câte un vector propriu corespunz¼ator �ec¼arei valori proprii,
adic¼a un vector v = (x; y; z) 2 R3 care veri�c¼a Av = �v , (A� �I)v = 0
Pentru � = 0 , determin¼am soluţia sistemului liniar algebric (A� 0I)v = 0 ,
unde v = (x; y; z) 2 R3 , obţinem sistemul

Av = 0 ,

0@ 1 �2 �1
�1 1 1
1 0 �1

1A0@ x
y
z

1A = 0 ,

8<: x� 2y � z = 0
�x+ y + z = 0
x� z = 0

adunând primele dou¼a ecuaţii obţinem y = 0 , iar din ultima ecuaţie x = z = �
Deci vectorii proprii sunt v = (x; y; z) = (�; 0; �) = �(1; 0; 1) , � 2 R
în particular, pentru � = 1 obţinem un vector propriu v1 = (1; 0; 1)
se asociaz¼a soluţia ( în acest caz o funçtie care este constant¼a )

X1(t) = e
�tv1 = e

0t(1; 0; 1) = (1; 0; 1)

Pentru � = 2 , determin¼am soluţia sistemului liniar algebric (A� 2I)v = 0 ,
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unde v = (x; y; z) 2 R3 , obţinem sistemul

(A� 2I) = 0 ,

0@ �1 �2 �1
�1 �1 1
1 0 �3

1A0@ x
y
z

1A = 0 ,

8<: �x� 2y � z = 0�x� y + z = 0
x� 3z = 0

adunând primele dou¼a ecuaţii obţinem �2x� 3y = 0 ) y = � 23x, iar din ultima ecuaţie x = 3z = 3�
Deci vectorii propri sunt v = (x; y; z) = (3�;�2�; �) = �(3;�2; 1) , � 2 R
în particular pentru � = 1 obţinem un al doilea vector propriu v2 = (3;�2; 1) şi
se asociaz¼a soluţia

X2(t) = e
�tv2 = e

2t(3;�2; 1)
Pentru � = �1 , determin¼am soluţia sistemului liniar algebric (A� (�1)I)v = 0 , (A+ I)v = 0
unde v = (x; y; z) 2 R3 , obţinem sistemul

(A+ I) = 0 ,

0@ 2 �2 �1
�1 2 1
1 0 0

1A0@ x
y
z

1A = 0 ,

8<: 2x� 2y � z = 0
�x+ 2y + z = 0

x = 0

din ultima ecuaţie x = 0 , iar din prima ecuaţie obţinem z = �2y , y = �
Deci vectorii propri sunt v = (x; y; z) = (0; �;�2�) = �(0; 1;�2) , � 2 R
în particular pentru � = 1 obţinem un al treilea vector propriu v3 = (0; 1;�2) şi
se asociaz¼a soluţia

X3(t) = e
�tv3 = e

�t(0; 1;�2)
În �nal soluţia �general¼a�se scrie ca o combinaţie liniar¼a a tuturor soluţiilor obţinute anterior

X(t) =
3X
j=1

cj �Xj(t) , X(t) = c1 � (1; 0; 1) + c2 � e2t(3;�2; 1) + c3 � e�t(0; 1;�2)

sau scriind vectorii "pe coloan¼a"

X(t) =

0@ x(t)
y(t)
z(t)

1A = c1

0@ 1
0
1

1A+ c2
0@ 3e2t

�2e2t
e2t

1A+ c3
0@ 0

e�t

�2e�t

1A
Deci soluţiile sistemului de ecuaţii diferenţiale sunt

x(t) = c1 + 3c2e
2t + c3 � 0 = c1 + 3c2e2t

y(t) = c1 � 0 + c2(�2e2t) + c3e�t = c2(�2e2t) + c3e�t

z(t) = c1 + c2e
2t + c3(�2e�t)

Acum ţinând seama de condi̧tiile ini̧tiale obţinem sistemul liniar algebric

1 = x(0) = c1 + 3c2e
2�0

�1 = y(0) = c2(�2e2�0) + c3e�0

3 = z(0) = c1 + c2e
2�0 + c3(�2e�0)8<: c1 + 3c2 = 1

�2c2 + c3 = �1
c1 + c2 � 2c3 = 3

Din prima ecuaţie 2c1 = 1� 3c2 , din a doua ecuaţie c3 = �1 + 2c2
înlocuim în ultima eciaţie 1� 3c2 + c2 � 2(�1 + 2c2) = 3
obţinem c2 = 0 , c1 = 1 , c3 = �1
Soluţia problemei Cauchy este

x(t) = 1

y(t) = �e�t

z(t) = 1 + 2e�t
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�
2. S¼a se determine funçtiile x = x(t) , y = y(t) , care veri�c¼a sistemul liniar de ecuaţii diferenţiale�

x0(t) = x(t)� y(t) + t2
y0(t) = x(t)� y(t) + t

Soluţie.
Pasul I Rezolv¼am mai întâi sistemul liniar omogen asociat�

x0(t) = x(t)� y(t)
y0(t) = x(t)� y(t)

Matricea sistemului este

A =

�
1 �1
1 �1

�
Se determin¼a valorile proprii ale matricii A rezolvând ecuaţia det(A� �I) = 0

det(A� �I) = 0 , det

�
1� � �1
1 �1� �

�
= 0 , �2 � 1 + 1 = 0

Deci valorile proprii sunt �1 = 0 , �2 = 0 , sau � = 0 este r¼ad¼acin¼a dubl¼a
În acest caz rang(A� 0I)) = rangA = 1 < 2 , unde 2 este ordinul r¼ad¼acinii.
Deci se caut¼a soluţie de forma

X(t) = e0tP (t) = (a; b)t+ (c; d) = (at; bt) + (c; d) = (at+ c; bt+ d)

unde P (t) este polinom de grad = 2� 1 cu coe�cienţi în R2 .
Înlocuind în sistem obţinem

X 0(t) = AX(t) , P 0(t) = AP (t) , (a; b) =

�
1 �1
1 �1

��
at+ c
bt+ d

�
, (a; b) = (at+ c� bt� d; at+ c� bt� d)

Rezult¼a sistemul liniar algebric�
at+ c� bt� d = a
at+ c� bt� d = b ,

�
(a� b)t+ c� d = a
(a� b)t+ c� d = b

Identi�c¼am coe�cienţii şi obţinem alt sistem liniar algebric8>><>>:
a� b = 0
c� d = a
a� b = 0
c� d = b

Rezult¼a a = b = � , c� d = � , deci soluţiile sunt a = b = � , c = � , d = � � � ,
iar soluţiile pentru sistemul de ecuaţii diferenţiale

X(t) = P (t) = (a; b)t+ (c; d) = (�; �)t+ (�; � � �) = �
�
(1; 1)t+ (0;�1)| {z }

�
+ �

�
(1; 1)| {z }

�
Deci asociem dou¼a soluţii

X1(t) = (1; 1)t+ (0;�1) = (t; t� 1) , X2(t) = (1; 1)

Soluţia general¼a a sistemului omogen se scrie ca o combinaţie liniar¼a

X(t) = c1X1(t) + c2X(t) = c1 [(1; 1)t+ (0;�1)] + c2(1; 1)
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Pasul II Folosim metoda variaţiei constantelor, c¼aut¼am soluţii de forma

X(t) = c1(t) �X1(t) + c2(t) �X2(t)

care înlocuite în sistemul neomogen produc sistemul liniar algebric

c01(t) �X1(t) + c02(t) �X2(t) = B(t) = (t2; t)

c01(t) �
�

t
t� 1

�
+ c02(t) �

�
1
1

�
=

�
t2

t

�
�

c01(t) � t+ c02(t) = t2
c01(t) � (t� 1) + c02(t) = t

Sc¼adem ecuaţiile şi obţinem

c01(t) = t
2 � t ) c02(t) = t

2 � tc01(t) = t2 � t3 + t2 = 2t2 � t3

Integr¼am şi obţinem

c1(t) =

Z
(t2 � t)dt = 1

3
t3 � 1

2
t2 +K1

c2(t) =

Z
(2t2 � t3)dt = 2

3
t3 � 1

4
t4 +K2

Soluţiile sistemului liniar de ecuaţii diferenţiale sunt

X(t) =

�
1

3
t3 � 1

2
t2 +K1

�
�X1(t) +

�
2

3
t3 � 1

4
t4 +K2

�
�X2(t)

sau �
x(t)
y(t)

�
=

�
1

3
t3 � 1

2
t2 +K1

��
t

t� 1

�
+

�
2

3
t3 � 1

4
t4 +K2

��
1
1

�
separând x(t) şi y(t) obţinem

x(t) = t

�
1

3
t4 � 1

2
t3 +K1t

�
+

�
2

3
t3 � 1

4
t4 +K2

�

y(t) = (t� 1)
�
1

3
t3 � 1

2
t2 +K1

�
+

�
2

3
t3 � 1

4
t4 +K2

�
�
3. S¼a se determine soluţia problemei Cauchy�

x0(t) = x(t)� y(t)
y0(t) = 2x(t)� y(t)

cu condi̧tiile ini̧tiale x(0) = 3 , y(0) = �4

Soluţie.
Matricea sistemului este

A =

�
1 �1
2 �1

�
Se determin¼a valorile proprii ale matricii A rezolvând ecuaţia det(A� �I) = 0

det(A� �I) = 0 , det

�
1� � �1
2 �1� �

�
= 0 , �2 � 1 + 2 = 0 , �2 + 1 = 0

R¼ad¼acinile sunt complexe �1 = i , �2 = �i
Se determin¼a un vector propriu complex w 2 C2 , w = u+ iv , u; v 2 R2 , w = (a+ ib; c+ id)

(A� �I)w = 0 ,
�
1� i �1
2 �1� i

��
a+ ib
c+ id

�
= 0
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Obţinem un sistem liniar algebric�
(1� i)(a+ ib)� (c+ id) = 0
2(a+ ib) + (�1� i)(c+ id) = 0 ,

�
a+ b� c+ i(�a+ b� d) = 0
2a� c+ d+ i(2b� c� d) = 08>><>>:

a+ b� c = 0
�a+ b� d = 0
2a� c+ d = 0
2b� c� d = 0

Rangul sistemului este 2 , folosim doar ultimele dou¼a ecuaţii�
c� d = 2a
c+ d = 2b

le adun¼am şi obţinem c = a+ b , d = b� a , deci w = (a+ ib; a+ b+ i(b� a)) = (a; a+ b) + i(b; b� a)
Pentru a = 1 şi b = 1 obţinem w = (1; 2) + i(1; 0) = u+ iv
şi se asociaz¼a dou¼a soluţii

X1(t) = Re(e
�tw) = Re

�
eit(u+ iv)

�
= Re [(cos t+ i sin t)(u+ iv)] = cos t � u� sin t � v

X2(t) = Im(e
�tw) = Im

�
eit(u+ iv)

�
= Im [(cos t+ i sin t)(u+ iv)] = cos t � v + sin t � u

X1(t) = cos t � u� sin t � v = cos t
�
1
2

�
� sin t

�
1
0

�
=

�
cos t� sin t
2 cos t

�
X2(t) = cos t � v + sin t � u = cos t

�
1
0

�
+ sin t

�
1
2

�
=

�
cos t+ sin t
2 sin t

�
Soluţia general¼a a sistemului de ecuaţii diferenţiale este o combinaţie liniar¼a

X(t) = c1X1(t) + c2X2(t)

sau �
x(t)
y(t)

�
= c1

�
cos t� sin t
2 cos t

�
+ c2

�
cos t+ sin t
2 sin t

�
separând x(t) şi y(t) obţinem

x(t) = c1 (cos t� sin t) + c2(cos t+ sin t)
y(t) = c12 cos t+ c22 sin t

Folosind condi̧tiile ini̧tiale obţinem sistemul liniar algebric

3 = x(0) = c1 (cos 0� sin 0) + c2(cos 0 + sin 0)
�4 = y(0) = c12 cos 0 + c22 sin 0�

c1 + c2 = 3
2c1 = �4

) c1 = �2 ) c2 = 5

Iar soluţia problemei Cauchy este

x(t) = �2 (cos t� sin t) + 5(cos t+ sin t) = 3 cos t+ 7 sin t
y(t) = �2 � 2 cos t+ 5 � 2 sin t = �4 cos t+ 10 sin t

�
exemplu
S¼a se determine soluţia problemei Cauchy�

x0(t) = 2x(t) + y(t)
y0(t) = x(t) + 2y(t)

, cu x(0) = 1 , y(0) = 2
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Soluţie.
Scriem matricea sistemului liniar

A =

�
2 1
1 2

�
calcul¼am valorile proprii

det(A� �I) = det
�
2� � 1
1 2� �

�
= (2� �)2 � 1 = �2 � 4�+ 3 = 0

r¼ad¼acinile sunt reale � = 1 şi � = 3 şi de ordinul 1.
Determin¼am vectorii proprii corespunz¼atori
Pentru � = 1

(A� 1 � I)v = 0 ,
�
2� 1 1
1 2� 1

��
a
b

�
=

�
0
0

�
obţinem sistemul liniar �

a+ b = 0
a+ b = 0

) b = �a

deci vectorii proprii sunt de forma v = (a;�a) , alegem vectorul v1 = (1;�1)
Proced¼am analog şi pentru � = 3

(A� 3 � I)v = 0 ,
�
2� 3 1
1 2� 3

��
a
b

�
=

�
0
0

�
obţinem sistemul liniar �

�a+ b = 0
a� b = 0 ) b = a

deci vectorii proprii sunt de forma v = (a; a) , alegem vectorul v2 = (1;�1)
se asociaz¼a soluţiile (liniar independente) scrise vectorial

X1(t) = e
tv1 , X2(t) = e

3tv2

soluţia sistemul este o combinaţie liniar¼a

X(t) = C1X1(t) + C2X2(t) = C1e
tv1 + C2e

3tv2

sau scris explicit �
x(t)
y(t)

�
= C1e

t

�
1
�1

�
+ C2e

3t

�
1
1

�
sau

x(t) = C1e
t + C2e

3t

y(t) = �C1et + C2e3t

constantele C1; C2 se determin¼a din condi̧tiile ini̧tiale x(0) = 2 , y(0) = 2

1 = x(0) = C1e
0 + C2e

3�0 = C1 + C2

2 = y(0) = �C1e0 + C2e3�0 = �C1 + C2

deci �
C1 + C2 = 1
�C1 + C2 = 2

care duce la C2 = 3=2 şi C1 = �1=2
deci soluţia problemei Cauchy este

x(t) =
�1
2
et +

3

2 2
e3t

y(t) =
1

2
et +

3

2
e3t
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4.2 Metoda reducerii la o ecuatie liniara de ordin superior

Observa̧tie.
Orice sistem de ecuaţii diferenţiale liniare (de ordin 1) cu coe�cienţi constanţi,
se poate "reduce" la o ecuaţie liniar¼a de ordin superior cu coe�cienţi constanţi.

Exemplu. S¼a rezolv¼am problema Cauchy anterioar¼a�
x0(t) = x(t)� y(t)
y0(t) = 2x(t)� y(t) cu x(0) = 3 ; y(0) = �4

Din prima ecuaţie y(t) = x(t)� x0(t) , înlocuind în a doua ecuatie obţinem

[x(t)� x0(t)]0 = 2x(t)� [x(t)� x0(t)]

x0(t)� x00(t) = x(t) + x0(t) , x00(t) + x(t) = 0

Care se poate rezolva conform algoritmului corespunz¼ator.
Polinomul caracteristic este �2 + 1 = 0 , r¼ad¼acinile sunt �1 = i , �2 = �i ,
deci se asociaz¼a dou¼a soluţii liniar independente

x1(t) = Re(e
it) = cos t , x2(t) = Im(e

it) = sin t

iar soluţia general¼a este x(t) = k1 cos t+ k2 sin t
rezult¼a şi soluţia pentru y(t) = x(t)�x0(t) = k1 cos t+k2 sin t�(�k1 sin t+k2 cos t) = (k1�k2) cos t+(k1+k2) sin t
Acum folosim condi̧tiile ini̧tiale

3 = x(0) = k1 cos 0 + k2 sin 0

�4 = y(0) = (k1 � k2) cos 0 + (k1 + k2) sin 0

k1 = 3 , � 4 = 3� k2 ) k2 = 7

Deci soluţia problemei Cauchy este�
x(t) = k1 cos t+ k2 sin t = 3 cos t+ 7 sin t
y(t) = (k1 � k2) cos t+ (k1 + k2) sin t = �4 cos t+ 10 sin t

Am obţinut deci exact aceeaşi soluţie ca în exemplul 3.
�

4.3 Exemple Rezolvate

3. S¼a se determine m¼arimile scalare x = x(t) şi y = y(t) care veri�c¼a problema Cauchy�
x0(t) = 3x(t) + 2y(t)
y0(t) = x(t) + 2y(t)

, x(0) = 1 , y(0) = 1

Soluţie.
Pas I
Se determin¼a valorile proprii ale matricii A rezolvând ecuaţia det(A� �I) = 0

A =

�
3 2
1 2

�
, det (A� �I) = 0 , det

�
3� � 2
1 2� �

�
= 0

(3� �)(2� �)� 2 = 0 , �2 � 5�+ 6� 2 = 0 , �2 � 5�+ 4 = 0

� = (�5)2 � 4 � 4 = 9

Valorile proprii sunt

�1 =
�(�5) +

p
9

2
=
5 + 3

2
= 4 , �1 =

�(�5)�
p
9

2
=
5� 3
2

= 1
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Determin¼am 3 soluţii liniar independente.
Determin¼am câte un vector propriu corespunz¼ator �ec¼arei valori proprii,
adic¼a un vector v = (x; y) 2 R2 care veri�c¼a Av = �v , (A� �I)v = 0
Pentru � = 4 , determin¼am soluţia sistemului liniar algebric (A� 4I)v = 0 , obţinem sistemul

(A� 4I)v = 0 ,
�
3� 4 2
1 2� 4

��
x
y

�
= 0 ,

�
�x+ 2y = 0
x� 2y = 0 ) x = 2y

Deci vectorii proprii sunt de forma v = (x; y) = (2y; y)
în particular, pentru y = 1 obţinem un vector propriu v1 = (2; 1)
se asociaz¼a soluţia corespunz¼atoare

X1(t) = e
�tv1 = e

4t(2; 1)

Pentru � = 1 , determin¼am soluţia sistemului liniar algebric (A� 1 � I)v = 0 , obţinem sistemul

(A� 1 � I)v = 0 ,
�
3� 1 2
1 2� 1

��
x
y

�
= 0 ,

�
2x+ 2y = 0
x+ y = 0

) x = �y

Deci vectorii proprii sunt de forma v = (x; y) = (�y; y)
în particular, pentru y = 1 obţinem un vector propriu v2 = (�1; 1)
se asociaz¼a soluţia corespunz¼atoare

X2(t) = e
�tv2 = e

t(�1; 1)

În �nal soluţia �general¼a�se scrie ca o combinaţie liniar¼a a tuturor soluţiilor obţinute anterior

X(t) =
2X
j=1

Cj �Xj(t) , X(t) = C1 � e4t(2; 1) + C2 � et(�1; 1)

sau scriind vectorii "pe coloan¼a"

X(t) =

�
x(t)
y(t)

�
= C1

�
2e4t

e4t

�
+ C2

�
�et
et

�
Deci soluţiile sistemului de ecuaţii diferenţiale sunt

x(t) = C1 � 2e4t � C2 � et

y(t) = C1 � e4t + C2 � et

Acum ţinând seama de condi̧tiile ini̧tiale x(0) = 1 , y(0) = 1
obţinem sistemul liniar algebric

1 = x(0) = C1 � 2e4�0 � C2 � e0

1 = y(0) = C1 � e4�0 + C2 � e0�
2C1 � C2 = 1
C1 + C2 = 1

) C2 = �C1 ) 2C1 � C2 = 2C1 + C1 = 1 ) C1 =
1

3
, C2 = �

1

3

Soluţia problemei Cauchy este

x(t) =
2

3
e4t +

1

3
et

y(t) =
1

3
e4t � 1

3
et

�
5. S¼a se determine m¼arimile scalare x = x(t) şi y = y(t) care veri�c¼a problema Cauchy�

x0(t) = 3x(t) + 2y(t) + et

y0(t) = x(t) + 2y(t) + e4t
, x(0) = 1 , y(0) = 2

Soluţie.
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Este un sistem liniar neomogen.
Matricial se scrie �

x0(t)
y0(t)

�
=

�
3 2
1 2

��
x(t)
y(t)

�
+

�
et

e4t

�
Pas I
Se rezolv¼a sistemul liniar omogen asociat.�

x0(t) = 3x(t) + 2y(t)
y0(t) = x(t) + 2y(t)

Obsev¼am c¼a este exact sistemul rezolvat deja la problema 3.
Prelu¼am soluţiile deja obţinute.

x(t) = C1 � 2e4t � C2 � et

y(t) = C1 � e4t + C2 � et

Pas II
Folosim metoda variaţiei constantelor.
C¼aut¼am soluţii ale sistemului liniar neomogen de forma

x(t) = C1(t) � 2e4t � C2(t) � et

y(t) = C1(t) � e4t + C2(t) � et

Care înlocuite în sistemul neomogen duc la sistemul algebric,
cu C 01(t) , C

0
2(t) ca necunoscute�

C 01(t) � 2e4t � C 02(t) � et
C 01(t) � e4t + C 02(t) � et

�
=

�
et

e4t

�
�
C 01(t) � 2e4t � C 02(t) � et = et
C 01(t) � e4t + C 02(t) � et = e4t

adunând cele dou¼a ecuaţii obţinem

C 01(t) � 3e4t = et + e4t ) C 01(t) =
1

3

�
e�3t + 1

�
C 02(t) � et = e4t � C 01(t) � e4t ) C 02(t) = e

3t � C 01(t) � e3t = e3t �
1

3

�
e�3t + 1

�
� e3t

C 02(t) =
2

3
e3t � 1

3

Calcul¼am antiderivatele (integr¼am)

C1(t) =

Z
C 01(t)dt =

Z
1

3

�
e�3t + 1

�
dt = �1

9
e�3t +

1

3
t+K1

C2(t) =

Z
C 02(t)dt =

Z �
2

3
e3t � 1

3

�
dt =

2

9
e3t � 1

3
t+K2

Soluţia sistemului neomogen este

x(t) =

�
�1
9
e�3t +

1

3
t+K1

�
� 2e4t �

�
2

9
e3t � 1

3
t+K2

�
� et

y(t) =

�
�1
9
e�3t +

1

3
t+K1

�
� e4t +

�
2

9
e3t � 1

3
t+K2

�
� et

Folosim condi̧tiile ini̧tiale x(0) = 1 , y(0) = 2
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obţinem sistemul liniar algebric

1 = x(0) =

�
�1
9
e�3�0 +

1

3
� 0 +K1

�
� 2e4�0 �

�
2

9
e3�0 � 1

3
� 0 +K2

�
� e0

2 = y(0) =

�
�1
9
e�3�0 +

1

3
� 0 +K1

�
� e4�0 +

�
2

9
e3�0 � 1

3
� 0 +K2

�
� e0

�2
9
+ 2K1 �

2

9
�K2 = 1

�1
9
+K1 +

2

9
+K2 = 2

adunând cele dou¼a ecuaţii obţinem

�3
9
+ 3K1 = 3 ) K1 =

10

9
) � 1

9
+
10

9
+
2

9
+K2 = 2 ) K2 =

7

9

Soluţia problemei Cauchy ( sistemul liniar neomogen cu condi̧tiile ini̧tiale) este

x(t) =

�
�1
9
e�3t +

1

3
t+

10

9

�
� 2e4t �

�
2

9
e3t � 1

3
t+

7

9

�
� et

y(t) =

�
�1
9
e�3t +

1

3
t+

10

9

�
� e4t +

�
2

9
e3t � 1

3
t+

7

9

�
� et

�
Ecua̧tii Difereņtiale - Întreb¼ari "Test"
Iat¼a câteva întreb¼ari simple, cu care putȩti "veri�ca" capacitatea de a v¼a "orienta" asupra ecuaţiilor diferenţiale.
Putȩti ad¼auga şi alte întreb¼ari ce vi se par relevante.

1. Câte soluţii distincte poate avea o ecuaţie diferenţial¼a ?
2. Câte soluţii distincte poate avea o problem¼a Cauchy ?
3. Ce semni�caţie �zic¼a au condi̧tiile ini̧tale ?
4. O ecuaţie liniar¼a omogen¼a are ca soluţie o funçtie constant¼a. Ce putȩti spune despre acea constant¼a ?
5. O ecuaţie liniar¼a de ordin 2. Polinomul caracteristic are dou¼a r¼ad¼acini complexe conjugate.

� = a+ ib , � = a� ib câte soluţii liniar independente se asociaz¼a acestor r¼ad¼acini ?
6. Ce dimensiune are spaţiul (vectorial) al soluţiilor unei ecuaţii liniare omogene de ordin 4 ?
7. Ce dimensiune are spaţiul (vectorial) al soluţiilor unei ecuaţii liniare neomogene de ordin 2 ?
8. Putȩti determina (f¼ar¼a calcule multe) soluţia problemei Cauchy x(21)(t)� x(t) = 23

cu condi̧tiile ini̧tiale x(1) = �23 , x(k)(1) = 0 pentru orice k = 1; 20 ?
9. Rezolvând ecuaţia diferenţial¼a x00(t) + 4x(t) = 0 prin dou¼a metode diferite obţinem
- prin metoda 1 soluţia general¼a x(t) = c1 cos 2t+ c2 sin 2t , c1; c2 2 R
- prin metoda 2 x(t) = k1(cos 2t+ sin 2t) + k2(cos 2t� sin 2t) , k1; k2 2 R
aparent cele dou¼a familii de soluţii sunt diferite. Da sau Nu ?

10. Dac¼a un polinom caracteristic are o r¼ad¼acin¼a complex¼a � = a + ib , atunci are ca r¼ad¼acin¼a şi conjugata
� = a� ib

din ce motiv ?

11. De câte ori se foloseşte polinomul caracteristic şi r¼ad¼acinile sale, pentru orice r¼ad¼acin¼a complex¼a � = a+ ib
se asociaz¼a dou¼a soluţii liniar independente.
Dar şi conjugata � = a� ib este r¼ad¼acin¼a pentru polinomul caracteristic (care are coe�cienţi reali)
de ce nu se asociaz¼a dou¼a soluţii liniar independente şi pentru r¼ad¼acina � = a� ib ?

12. Consider¼am ecuaţia diferenţial¼a x0(t) = x(t) + cos2(x0(t)) .
Este adev¼arat c¼a funçtiile x(t) = at+ b sunt soluţii pentru orice a; b 2 R ?

13. Consider¼am sistemul liniar de ecuaţii diferenţiale�
x0(t) = x(t)� y(t)
y0(t) = x(t)� y(t)
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funçtiile x(t) = t32 + cos 5t , y(t) = t23 � sin 5t pot � soluţii ale sistemului ? (calculaţi doar derivatele)
14. Forma general¼a e unei ecuaţii de tip Riccati este x0(t) = A(t) � x2(t) +B(t) � x(t) + C(t)

ce tip de ecuaţie obţinem dac¼a C(t) = 0 pentru orice t ?
15. Consider¼am problema Cauchy de�nit¼a de ecuaţia diferenţial¼a x00(t) + 5x(t) = 0

şi condi̧tiile ini̧tiale x(0) = 1; x0(0) = 1; x00(0) = 5 , câte soluţii are aceast¼a problem¼a ?

16. În curs am rezolvat sistemul liniar
�
x0(t) = x(t)� y(t)
y0(t) = 2x(t)� y(t)

i) mai întâi cu algoritmul speci�c sistemelor liniare şi am obţinut soluţia general¼a de forma

(�)
�
x(t) = c1 (cos t� sin t) + c2(cos t+ sin t)
y(t) = c12 cos t+ c22 sin t

cu c1; c2 2 R

ii) apoi am redus sistemul al o ecuaţie liniar¼a de ordin 2 şi rezolvând-o cu algoritmul spe�c acestor ecuaţii
am obţinut soluţia general¼a de forma

(��)
�
x(t) = k1 cos t+ k2 sin t
y(t) = (k1 � k2) cos t+ (k1 + k2) sin t

cu k1; k2 2 R

sunt aceste dou¼a familii de soluţii diferite ?
Întrebarea este legitim¼a. Ar trebui ca soluţiile s¼a nu depind¼a de metoda de rezolvare.

3.1 Analiz¼a Fourier - Serii Trigonometrice (Serii Fourier)
( Analiza semnalelor periodice folosind metoda lui Fourier )

Cuprins.
1. Introducere istoric¼a, domenii de aplicaţie
2. Ingrediente tehnice - funçtii
- Funçtii periodice
- Funçtii pare, funçtii impare
- Prelungiri pare, prelungiri impare
3. Prezentarea "tradi̧tional¼a"
- Coe�cienţii Fourier, seria Fourier asociat¼a unei funçtii integrabile
- Teorema de reprezentare în serie Fourier - Dirichlet

4. Comparaţie între serii de puteri şi serii trigonometrice
5. Interpret¼ari �zice
6. Teoremele de aproximare - Weierstrass
7. Ingrediente tehnice - spaţii vectoriale
- Spaţii vectoriale cu produs scalar
- Inegalitatea lui Schwarz, norma asociat¼a unui produs scalar
- Vectori ortogonali, familie ortonormat¼a
- Spaţii Hilbert �nit şi in�nit dimensionale
8. Prezentarea "modern¼a" a seriilor Fourier, folosind spaţii Hilbert
- Spaţiul funçtiilor periodice, integrabile
- Produsul scalar, norma kk2
- Sistemul trigonometric ortonormat
- Justi�carea formulelor de calcul folosind produsul scalar
- Spaţiul Hilbert asociat
9. Reprezentare în serie Fourier în norma kk2
10. Rezultate anexe
- Inegalitatea lui Bessel
- Convergenţ¼a punctual¼a, convergenţ¼a uniform¼a
- Teorema lui Parseval
11. Forma complex¼a a seriilor Fourier
12. Concluzii �nale
Anex¼a - Inegalitatea lui Schwarz

179



1. Introducere "istoric¼a"
Foarte multe fenomene sunt descrise folosind funçtii (semnale) periodice: comportamentul particulelor ele-

mentare din �zica cuantic¼a, curentul electric alternativ, toate fenomenele ondulatorii "clasice" (lumina din spectrul
vizibil, ultraviolete, infraroşii, sunete în spectrul audibil, ultrasunete, infrasunete, unde radio), procesarea sem-
nalelor, procesarea imaginilor, analiza vibraţiilor.
Oscilatorul armonic are ecuaţia de mi̧scare

::
x(t) + kx(t) = 0 , k > 0.

Aceast¼a ecuaţie diferenţial¼a (rezolvat¼a în capitolul Ecuaţii Diferenţiale) are soluţiile de forma

x(t) = C1 cos(t
p
k) + C2 sin(t

p
k) , C1; C2 2 R

Acesta este doar un exemplu care arat¼a cum funçtiile "trigonometrice" sin , cos pot descrie un fenomen periodic.
În esenţ¼a metoda (ideea) lui Fourier const¼a în reprezentarea unui semnal periodic ca suma unei serii de funçtii

trigonometrice.

Jean Baptiste Joseph Fourier (1768 �1830) matematician şi �zician francez, ini̧tiator al studiului seriilor trigono-
metrice. Este creditat şi cu descoperirea efectului de ser¼a. În cinstea sa, seriile trigonometrice sunt numite şi serii
Fourier, la fel şi transformarea "Fourier".

Aceast¼a metod¼a este numit¼a şi principiul "suprapunerii efectelor" sau "descompunerii unui semnal în armonice".
Fourier a folosit aceast¼a metod¼a pentru a rezolva "ecuaţia c¼aldurii"

@u

@t
� k

�
@2u

@x2
+
@2u

@y2
+
@2u

@z2

�
= 0

o ecuaţie diferenţial¼a cu derivate paŗtiale care descrie distribuţia c¼aldurii u = u(x; y; t) într-un domeniu din spaţiu
descris de coordonate (x; y; z) şi în functie de timp t . Înaintea lucr¼arilor lui Fourier, se cunoşteau soluţii pentru
ecuatia c¼aldurii doar în cazuri particulare în care sursa de c¼aldur¼a se comporta ca o und¼a decris¼a de o funçtie sin sau
cos. Ideea lui Fourier a fost de a descrie o surs¼a de c¼aldur¼a complicat¼a, prin suprapunerea efectelor (o combinaţie
linar¼a) produse de unde simple sin şi cos. Aceast¼a suprapunere sau combinaţie liniar¼a a dus la serii trigonometrice
(serii Fourier).
Deşi ini̧tial ideea a fost conceput¼a numai pentru rezolvarea ecuaţiei c¼aldurii, s-a putut aplica cu succes la o

mare diversitate de probleme din matematic¼a şi �zic¼a, a dus la o adev¼arat¼a "revoluţie" în matematic¼a, determinând
matematicienii s¼a reexamineze fundamentele multor teorii, de exemplu teoria integr¼arii Lebesgue.
I. Pe de o parte unei funçtii (semnal continuu) i se asociaz¼a seria Fourier (o serie trigonometric¼a)
Se pune problema de a determina condi̧tii în care seria Fourier converge (punctual sau uniform) la funçtia din

care provine.
II. Pe de alt¼a parte se pot considera serii trigonometrice arbitrare (nu neap¼arat asociate unei funçtii)
Se pune problema de a determina condi̧tii în care
o serie trigonometric¼a converge punctual, uniform, în norma kk2 de spaţiu Hilbert.

Pentru a înţelege utilizarea seriilor trigonometrice în studiul semnalelor periodice, este necesar¼a prezentarea
contextului "natural" şi anume spaţii Hilbert cu baz¼a num¼arabil¼a (sau spaţii Hilbert separabile). De asemenea sunt
necesare noţiuni elementare despre convergenţ¼a punctual¼a şi convergenţ¼a uniform¼a pentru şiruri de funçtii.
Am considerat util s¼a ad¼aug¼am scurte referinţe (sursa: wikipedia) asupra unor matematicieni, al c¼aror nume

este legat în mod tradi̧tional de anumite rezultate menţionate în text. Totuşi aceste denumiri au valoare mai mult
"istoric¼a". Am încercat denumiri alternative, care s¼a sugereze mai clar ideea fundamental¼a a rezultatelor.
În plus faţ¼a de un text "tradi̧tional", am ad¼augat în expunere comentarii pentru a justi�ca ideile, ca �ind cât

se poate de naturale, practice.

2. Ingrediente tehnice - funçtii
Funçtii Periodice
Începem cu cateva detalii privind funçtiile periodice.

De�ni̧tie. O funçtie f : D � R! R se numeşte periodic¼a, dac¼a exist¼a un num¼ar T 6= 0 astfel încât

f(x+ T ) = f(x) pentru orice x 2 D şi x+ T 2 D

Num¼arul T se numeşte perioad¼a pentru funçtie.
Dac¼a exist¼a o cea mai mic¼a perioad¼a T > 0 , atunci aceasta se numeşte perioad¼a principal¼a.

Observa̧tie.
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În general se consider¼a T > 0. O asemenea presupunere nu este îns¼a neap¼arat necesar¼a.
Este uşor de observat c¼a putem înlocui "x" cu "x� T" (evident numai dac¼a (x� T ) 2 D ) şi obţinem

f(x) = f(x+ x� T ) = f(x� T ) pentru orice x 2 D şi x� T 2 D

Relaţia obţinut¼a arat¼a ca şi num¼arul �T este perioad¼a.
Pentru funçtii periodice de�nite f¼ar¼a restriçtii semni�cative f : R! R se constat¼a cu uşurinţ¼a c¼a dac¼a num¼arul

T 6= 0 este perioad¼a, atunci toţi multiplii acestuia fkT , k 2 Zg sunt de asemenea perioade.

f(x+ kT ) = f(x) pentru orice k 2 Z şi x 2 R

Observa̧tie.
i) O funçtie constant¼a veri�c¼a de�ni̧tia f(x + T ) = f(x) pentru orice x şi orice T , deci este considerat¼a

periodic¼a.
Dar nu exist¼a o cea mai mic¼a perioad¼a , de vreme ce orice num¼ar poate � perioad¼a. Deci o funçtie constant¼a nu

are perioad¼a principal¼a.
ii) O funçtie periodic¼a şi continu¼a (şi neconstant¼a) are o cea mai mic¼a perioad¼a.
Nu demonstr¼am acest fapt.

Consider¼am funçtii periodice f : R! R care sunt şi integrabile.
De exemplu funçtii periodice care sunt şi continue.
Se subînţelege faptul c¼a "integrabil¼a" înseamn¼a funçtie integrabil¼a pe orice interval închis [a; b] � R

Observa̧tie.
Pentru funçtii f : R! R periodice, cu period¼a T > 0, integrabile, avem

TZ
0

f =

2TZ
T

f =

3TZ
2T

f = ::: =

nT+TZ
nT

f =

A+TZ
A

f =

1
2TZ
� 1
2T

f pentru orice n 2 N , A 2 R

Demonstraţie.
Facem schimbarea de variabil¼a y = x� nT ) x = y + nT şi obţinem

nT+TZ
nT

f(x)dx =

TZ
0

f(y + nT )| {z }
f(y)

dy =

TZ
0

f(y)dy

Indiferent dac¼a A > T sau A < T , putem scrie

A+TZ
A

f =

TZ
A

f +

A+TZ
T

f

Facem schimbarea de variabil¼a y = x� T ) x = y + T şi obţinem

A+TZ
T

f(x)dx =

AZ
0

f(y + T )| {z }
f(y)

dy =

AZ
0

f(y)dy

Adunând obţinem
A+TZ
A

f =

TZ
A

f +

A+TZ
T

f =

TZ
A

f +

AZ
0

f =

TZ
0

f

în particular pentru A = � 12T obţinem

A+TZ
A

f =

� 1
2T+TZ
� 1
2T

f =

1
2TZ
� 1
2T

f
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�
Funçtiile pare şi impare sunt de asemenea importate. Amintim câteva propriet¼aţi.

De�ni̧tie. O funçtie f : [�a; a]! R sau f : R! R se numeşte funçtie "par¼a" ,
dac¼a pentru orice x din domeniu

f(�x) = f(x)

Exemple.

1. Denumirea este justi�cat¼a de funçtiile de tip "putere" f(x) = x2k ( x0; x2; x4; x6; ::: ) cu exponent num¼ar par.
Acestea sunt în mod evident funçtii pare deoarece (�x)2k = x2k
Deci în particular orice funçtie constant¼a este funçtie par¼a.

2. Orice polinom cu toţi coe�cienţii puterilor impare nuli, este o funçtie par¼a.

1 + x2 , 2� x4 + 3x6 , x2 + x6 � x10 + x12

3. Suma unei serii de puteri cu toţi coe�cienţii puterilor impare nuli, este o funçtie par¼a.

cosx = 1� x
2

2!
+
x4

4!
� x

6

6!
+ ::: =

1X
n=0

(�1)n
(2n)!

x2n pentru orice x 2 R

1

1 + x2
=

1X
n=0

(�1)nx2n pentru orice x 2 (�1; 1)

Dac¼a un polinom este funçtie par¼a, atunci toţi coe�cienţii puterilor impare sunt nuli.

Demonstraţie.
Fie p(x) = a0 + a1x+ a2x2 + :::+ anxn . Relaţia p(x) = p(�x) devine în acest caz

p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + :::+ anx

n = a0 � a1x+ a2x2 + :::+ an(�x)n = p(�x)

Puterile pare se simpli�c¼a şi obţinem

2a1x+ 2a3x
3 + 2a5x

5 + ::: = 0

ceea ce duce la
a1 = 0 , a3 = 0 , a5 = 0 , ...

iar polinomul se scrie
p(x) = a0 + a2x

2 + a4x
4 + :::

�
Dac¼a suma unei serii de puteri este funçtie par¼a, atunci toţi coe�cienţii puterilor impare sunt nuli.
Demonstraţia este similar¼a cu cea de mai înainte.
S¼a observ¼am c¼a din punct de vedere geometric, relaţia f(�x) = f(x) arat¼a
o simetrie a gra�cului funçtiei f faţ¼a de axa Oy .
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x

y

Funcţie pară  simetrie faţă de axa  Oy

De�ni̧tie. O funçtie f : [�a; a]! R sau f : R! R se numeşte funçtie "impar¼a" ,
dac¼a pentru orice x din domeniu

f(�x) = �f(x)

Exemple.

1. Denumirea este justi�cat¼a de funçtiile de tip "putere" f(x) = x2k+1 ( x; x3; x5; ::: ) cu exponent num¼ar impar.
Acestea sunt în mod evident funçtii impare deoarece (�x)2k+1 = �x2k+1
Funçtia constant¼a zero (funçtia nul¼a) este funçtie impar¼a. Este singura funçtie care este şi par¼a şi impar¼a.

2. Orice polinom cu toţi coe�cienţii puterilor pare nuli, este o funçtie impar¼a.

x+ x3 , 2x� x5 + 3x7 , x3 + x7 � x9 + x13

3. Suma unei serii de puteri cu toţi coe�cienţii puterilor pare nuli, este o funçtie impar¼a.

sinx =
x

1!
� x

3

3!
+
x5

5!
� x

7

7!
+ ::: =

1X
n=0

(�1)n
(2n+ 1)!

x2n+1 pentru orice x 2 R

x

1 + x2
=

1X
n=0

(�1)nx2n+1 pentru orice x 2 (�1; 1)

Dac¼a un polinom este funçtie impar¼a, atunci toţi coe�cienţii puterilor pare sunt nuli.
Dac¼a suma unei serii de puteri este funçtie impar¼a, atunci toţi coe�cienţii puterilor pare sunt nuli.
Demonstraţia este similar¼a ce cea pentru funçtii pare.
S¼a observ¼am, c¼a pentru o funçtie impar¼a f(0) = 0

deoarece f(�0) = �f(0) , f(0) = �f(0) , f(0) = 0
S¼a observ¼am c¼a din punct de vedere geometric, relaţia f(�x) = �f(x) arat¼a

o simetrie a gra�cului funçtiei f faţ¼a de "origine" .
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x

y

Funcţie impară  simetrie faţă de  origine

Propriet¼a̧ti.
1. Funçtiile se clasi�c¼a în
i) funçtii pare ii) funçtii impare iii) funçtii care nu sunt nici pare, nici impare (sau "else" )

1. Suma a dou¼a funçtii pare este tot o funçtie par¼a.

par�a+ par�a = par�a

Suma a dou¼a funçtii impare este tot o funçtie par¼a.

impar�a+ impar�a = impar�a

Suma dintre o funçtie par¼a şi o funçtie impar¼a nu este nici par¼a, nici impar¼a

par�a+ impar�a = "else"

2. Produsul a dou¼a funçtii
i) par�a � par�a = par�a

ii) impar�a � impar�a = par�a
iii) par�a � impar�a = impar�a

Demonstraţia foloseşte doar de�ni̧tia funçtiilor pare, impare.

Consider¼am acum funçtii pare sau impare care sunt şi integrabile. De exemplu funçtii continue pare sau impare.

Observa̧tie.
Fie f : [�a; a]! R sau f : R! R funçtie integrabil¼a.
i) dac¼a f este funçtie impar¼a, atunci

AZ
�A

f = 0

ii) dac¼a f este funçtie par¼a, atunci
AZ
�A

f = 2

AZ
0

f
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Demonstraţie.
i) putem descompune integrala

AZ
�A

f =

0Z
�A

f +

AZ
0

f

facem schimbarea de variabil¼a y = �x şi obţinem

0Z
�A

f(x)dx =

0Z
A

f(�y)| {z }
�f(y)

(�dy) = �
AZ
0

f(y)dy

adunând obţinem
AZ
�A

f =

0Z
�A

f +

AZ
0

f = �
AZ
0

f +

AZ
0

f = 0

ii) folosim aceeaşi descompunere şi aceeaşi schimbare de variabil¼a, în acest caz obţinem

0Z
�A

f(x)dx =

0Z
A

f(�y)| {z }
f(y)

(�dy) =
AZ
0

f(y)dy

AZ
�A

f =

0Z
�A

f +

AZ
0

f =

AZ
0

f +

AZ
0

f = 2

AZ
0

f

�
Observa̧tie.
O funçtie f : [0; A]! R se poate prelungi pe intervalul [�A;A] ca o funçtie
i) par¼a astfel

f(x) =

�
f(x) , pentru x � 0
f(�x) , pentru x < 0

ii) impar¼a astfel

f(x) =

�
f(x) , pentru x � 0
�f(�x) , pentru x < 0

Exemple.
1. Funçtia f(x) = x 2 [��; �] este o funçtie impar¼a.
Dar restriçtia sa f(x) = x 2 [0; �] se poate prelungi la o funçtie par¼a astfel

g(x) =

�
f(x) = x , pentru x 2 [0; �]

f(�x) = �x , pentru x 2 [��; 0] = jxj

2. Funçtia f(x) = x2 , x 2 [��; �] este o funçtie par¼a.
Dar restriçtia sa f(x) = x2 , x 2 [0; �] se poate prelungi la o funçtie impar¼a astfel

h(x) =

�
f(x) = x2 , pentru x 2 [0; �]

�f(�x) = �x2 , pentru x 2 [��; 0]

În continuare consider¼am funçtii periodice f : R! R cu perioad¼a T = 2�
(doar din motive de simplitate a calculelor)

Analiza funçtiilor periodice (semnalelor) cu alte perioade se poate reduce la acestea.
Este su�cient s¼a studiem comportamentul acestor funçtii pe un interval de lungime 2�,
de exemplu intervalul [��; �] .
Reducerea la acest interval (şi nu altul de exemplu [0; 2�] ) este justi�cat¼a de faptul c¼a
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integralele pe un interval simetric [�A;A] sunt "sensibile" la funçtii pare sau impare.
Funçtiile f : [��; �]! R integrabile formeaz¼a un spaţiu vectorial
(cu operaţiile naturale de adunare a funçtiilor şi înmuļtire cu scalari)

Astfel de spaţii vectoriale sunt numite spaţii de funçtii, deoarece elementele lor sunt funçtii.
În particular funçtiile continue şi funçtiile continue pe poŗtiuni fac parte din acest spaţiu de funçtii.
S¼a not¼am acest spaţiu cu L[��; �] = ff : [��; �]! R integrabile Riemann g
S¼a avem permanent în vedere faptul c¼a aceste funçtii provin din funçtii periodice f : R! R cu perioad¼a T = 2�
Produsul a dou¼a funçtii integrabile pe un interval ( [��; �] ) este de asemenea o funçtie integrabil¼a.

Din acest motiv au sens toate integralele de tip

�Z
��

f(x)g(x)dx care intervin în cele ce urmeaz¼a.

3. Prezentarea "traditional¼a" , "istoric¼a" a seriilor Fourier
În mod "tradi̧tional", se de�nesc coe�cienţii Fourier pentru funçtii f : [��; �]! R , integrabile astfel

an =
1

�

�Z
��

f(x) cosnx dx pentru n � 0 , bn =
1

�

�Z
��

f(x) sinnx dx pentru n � 1

Deoarece pentru astfel de funçtii au sens integralele, adic¼a funçtiile corespunz¼atoare sunt integrabile.

Observa̧tie.

i) Pentru o funçtie par¼a, toţi coe�cienţii bn = 0 , n � 1 şi an = 2
�

�Z
0

f(x) cosnx dx , n � 0

ii) Pentru o funçtie impar¼a, toţi coe�cienţii an = 0 , n � 0 şi bn = 2
�

�Z
0

f(x) sinnx dx , n � 1

Demonstraţie.
Trebuie doar s¼a observ¼am care funçtii sunt pare sau impare.
i) pentru o funçtie par¼a f(x) = f(�x) avem

bn =
1

�

�Z
��

impar�az }| {
f(x)|{z}
par�a

� sinnx| {z }
impar�a

dx = 0 şi an =
1

�

�Z
��

par�az }| {
f(x)|{z}
par�a

� cosnx| {z }
par�a

dx =
2

�

�Z
0

f(x) cosnxdx

ii) pentru o funçtie impar¼a f(x) = �f(�x) avem

an =
1

�

�Z
��

impar�az }| {
f(x)|{z}
impar�a

� cosnx| {z }
par�a

dx = 0 şi bn =
1

�

�Z
��

par�az }| {
f(x)|{z}
impar�a

� sinnx| {z }
impar�a

dx =
2

�

�Z
0

f(x) sinnxdx

�
Seria Fourier asociat¼a unei funçtii f : [��; �]! R , integrabile, este

a0
2
+
X
n�1

(an cosnx+ bn sinnx)

În continuare sunt prezentate condi̧tii su�ciente ca
seria Fourier s¼a convearg¼a punctual la funçtia f din care provine.
Rezultatul "central" este urm¼atorul.

Teorema (lui Dirichlet de reprezentare în serie Fourier)
Fie o funçtie f : [��; �]! R continu¼a şi derivabil¼a pe poŗtiuni (cu derivate laterale în orice punct).
Atunci seria Fourier asociat¼a a0

2 +
X
n�1

(an cosnx+ bn sinnx) este convergent¼a punctual pe intervalul [��; �] , iar

suma ei este

(*) f(x) =
a0
2
+

1X
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) pentru orice x 2 [��; �] în care funçtia este continu¼a .
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În punctele x 2 [��; �] în care funçtia nu este continu¼a

(**)
f(x+ 0) + f(x� 0)

2
=
a0
2
+

1X
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) pentru orice x 2 [��; �]

Aici f(x+ 0) şi f(x� 0) reprezint¼a limitele laterale ale funçtiei în punctul x 2 [��; �].

Comentarii.
Atenţie ! funçtia este continu¼a în punctul x = � dac¼a limita la stanga în x = � este egal¼a cu limita la dreapta

în x = ��
f(� � 0) = f(�� + 0)

Aceasta deoarece funçtia provine dintr-o funçtie periodic¼a f : R! R cu perioad¼a 2�
O astfel de funçtie este continu¼a în punctul x = � dac¼a are limitele laterale egale

f(� � 0) = f(� + 0)

Dar din cauza periodicit¼aţii valorile funçtiei pe intervalul (�; 3�) sunt acelaşi cu valorile pe intervalul (��; �)

f(� + t) = f(� + t� 2�) = f(�� + t)

Deci calculând limitele laterale obţinem

f(� + 0) = lim
t&0
f(� + t) = lim

t&0
f(�� + t) = f(�� + 0)

În cazul acestei teoreme şi numai în cazul acestei teoreme, o funçtie poate �considerat¼a "continu¼a" într-un punct x
dac¼a
are limitele laterale egale

f(x+ 0) = f(x� 0)

indiferent cât este valoarea funçtiei în punctul x .
Aceasta deoarece suma seriei Fourier este media (aritmetic¼a) a limitelor laterale, deci valoarea funçtiei în punct

"f(x)" nu intervine.
Prima relaţie (*) este important¼a, deoarece arat¼a c¼a funçtia are dezvoltare în serie Fourier în punctele în care

este continu¼a.
A doua relatie (**) este important¼a, deoarece arat¼a c¼a suma seriei Fourier este media (aritmetic¼a) a limitelor

laterale.

Consecinţ¼a.(reformulare a teoremei în caz particular)
O funçtie continu¼a (care are limitele laterale egale în �ecare punct) şi derivabil¼a f : [��; �]! R
are dezvoltare în serie Fourier în �ecare punct

f(x) =
a0
2
+

1X
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) pentru orice x 2 [��; �]
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x

y

π−π

Funcţie periodică, care nu este continuă în x = π
f (π0)  diferit  f (π+0) = f (π+0)

f (π+0)

f (π0)

f (−π+0)

Comentariu.
Demonstraţia teoremei lui Dirichlet nu este simpl¼a. Sunt implicate multe "ingrediente" tehnice de calcul.
Din acest motiv omitem demonstraţia. Totuşi putem menţiona câteva elemente importante.

Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805 - 1859) matematician german cu contribuţii importante în matem-
atic¼a (teoria aproxim¼arii, analiz¼a Fourier, analiz¼a funçtional¼a, teoria numerelor,...) Multe teoreme îi poart¼a numele.

Consecinţ¼a. (Principiul localiz¼arii)
Fie o funçtie f : [��; �] ! R continu¼a şi derivabil¼a pe poŗtiuni (cu derivate laterale în orice punct) şi seria

Fourier asociat¼a.
Convergenţa acestei seriii Fourier într-un punct x 2 [��; �]
depinde numai de valorile funçtiei într-o vecin¼atate (x� �; x+ �) a punctului x, cu � > 0 şi oricât de mic.

Acest fapt se poate vedea numai urm¼arind demonstraţia teoremei "pas cu pas". Convergenţa seriei Fourier
depinde de integrala

�Z
��

�
f(x� t)� f(x+ 0) + f(x� 0)

2

�
sin
�
nt+ t

2

�
2� sin t

2

dt

Se observ¼a c¼a integrala depinde numai de valorile funçtiei în intervalul (x� �; x+ �).�
Funçtia urm¼atoare (utilizat¼a în demonstraţia teoremei)

Dn(t) =
sin
�
nt+ t

2

�
2� sin t

2

se numeşte nucleu Dirichlet.

S¼a preciz¼am din nou denumirile.

Serie trigonometric¼a , o serie de forma a0
2 +

X
n�1

(an cosnx+ bn sinnx)

Polinom trigonometric a0
2 +

nX
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) (practic suma paŗtial¼a a unei serii trigonometrice)

(denumire justi�cat¼a de faptul c¼a funçtiile cosnx , sinnx se pot scrie ca polinoame în cosx , sinx )
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O funçtie are "dezvoltare în serie Fourier", dac¼a
seria Fourier asociat¼a converge punctual sau uniform pe intervalul [��; �] şi

f(x) =
a0
2
+

1X
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) pentru orice x 2 [��; �]

Se foloseşte şi denumirea funçtia are "reprezentare în serie Fourier" sau
"se poate reprezenta ca suma seriei Fourier asociate".

Cu alte cuvinte valorile funçtiei sunt sumele (limitela sumelor paŗtiale) seriei Fourier asociate.
Teorema lui Dirichlet ofer¼a condi̧tii su�ciente ca acest fapt s¼a �e posibil.
Preciz¼am aceste denumiri, deoarece în continuare apare şi noţiunea de "reprezentare" a elementelor spa̧tiului

Hilbert H ca sum¼a a unor serii trigonometrice, dar reprezentare în sensul normei kk2.

Consecinţe.
Fie o funçtie f : [��; �]! R continu¼a şi derivabil¼a (pe poŗtiuni).
i) Dac¼a funçtia este par¼a, atunci funçtia are dezvoltare în serie de cosinuşi

f(x) =
a0
2
+

1X
n=1

an cosnx pentru orice x 2 [��; �]

ii) Dac¼a funçtia este impar¼a, atunci funçtia are dezvoltare în serie de sinuşi

f(x) =

1X
n=1

bn sinnx pentru orice x 2 [��; �]

Demonstraţie.
Folosim o observaţie anterioar¼a, conform c¼areia
i) o funçtie par¼a are toţi coe�cienţii bn = 0 , iar
ii) o funçtie impar¼a are toţi coe�cienţii an = 0
�

4. Compara̧tie între seriile de puteri şi seriile trigonometrice.

1. Seriile de puteri au avantaje deosebite:
- sunt derivabile şi integrabile "termen cu termen" pe întreg domeniul de de�ni̧tie
- suma lor este o funçtie de clas¼a C1 ,
- suma lor este limit¼a de polinoame, deci calculabil¼a folosind doar adun¼ari şi înmuļtiri
- sunt extrem de utile în aproximarea valorilor unor funçtii, şi anume a funçtiilor analitice
Dar funçtii cât se poate de simple, nu admit reprezentare (dezvoltare) în serie de puteri pe întreg domeniul de

de�ni̧tie,
de exemplu funçtia

f(x) =
1

1 + x2
: R! R

admite dezvoltare în serie de puteri (centrat¼a în 0 ) numai pe intervalul (�1; 1)

1

1 + x2
=

1X
n=0

(�1)nx2n pentru orice x 2 (�1; 1)

Exist¼a şi excepţii: funçtiile exp; sin; cos au dezvoltare în serie de puteri pe R

2. Seriile trigonometrice sunt mai greu "manevrabile" :
- nu totdeauna sunt derivabile sau integrabile "termen cu termen"
- suma lor este în general doar o funçtie continu¼a pe poŗtiuni
- sunt di�cil de calculat: se calculeaz¼a coe�cienţii Fourier (prin integrale),
iar sumele lor paŗtiale sunt formate din funçtii trigonometrice, deci nu uşor de calculat
Dar seriile trigonometrice au avantajul c¼a
- sunt formate cu funçtii ortogonale
- atunci când sunt convergente, reprezint¼a funçtia pe întreg domeniul de de�ni̧tie
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- funçtii simple (doar continue şi derivabile) au dezvoltare în serie Fourier

Concluzie
Seriile pe puteri sunt utile în primul rând prin "tehnica" de calcul

(aproximarea valorilor unor funçtii prin calcule algebrice)
Seriile trigonometrice sunt utile din dou¼a motive:
i) matematic, arat¼a cum se pot aproxima funçtiile continue cu polinoame trigonometrice
(teorema lui Dirichlet şi teoremele de aproximare ale lui Weierstrass)

ii) �zic, sunt o metod¼a de analiz¼a a semnalelor periodice

5. Interpret¼ari �zice.
Dac¼a f : R! R este un semnal periodic, cu perioad¼a 2L (în loc de 2� ) L > 0,
continuu şi cu derivat¼a continu¼a (sau condi̧tiile din teorema lui Dirichlet),
atunci se pot asocia coe�cienţii Fourier

an =
1

L

LZ
�L

f(x) cos
n�x

L
dx pentru n � 0 , bn =

1

L

LZ
�L

f(x) sin
n�x

L
dx penrtu n � 1

Iar seria Fourier asociat¼a este a0
2
+
X
n�1

(an cos
n�x

L
+ bn sin

n�x

L
)

Coe�cientul a0
2 reprezint¼a "media" semnalului pe intervalul [�L;L]

a0
2
=

1

2L

LZ
�L

f(x) dx

Termenul
a1 cos

�x

L
+ b1 sin

�x

L

reprezint¼a "oscila̧tia principal¼a" a semnalului în jurul pozi̧tiei medii
Termenii

an cos
n�x

L
+ bn sin

n�x

L

reprezint¼a "armonicele oscila̧tiei principale"

Dezvoltarea sau reprezentarea semnalului în serie Fourier

f(x) =
a0
2
+

1X
n=1

(an cos
n�x

L
+ bn sin

n�x

L
) pentru orice x 2 [�L;L]

se interpreteaz¼a ca "descompunerea semnalului în armonice"
Coe�cienţii Fourier a0; a1; b1; a2; b2; a3; b3; ::: formeaz¼a "spectrul semnalului" sau spectrul discret

Se realizeaz¼a astfel o corespondenţ¼a între
- un semnal periodic continuu f : R! R şi
- un semnal discret a0; a1; b1; a2; b2; a3; b3; ::: (un şir de numere)

Aceast¼a corespondent¼a este bijectiv¼a între
- semnale periodice (cu perioad¼a 2L ) de "energie �nit¼a" :

1

L

LZ
�L

jf(x)j2 dx <1

- semnale discrete de "energie �nit¼a" , adic¼a şiruri de numere (coe�cienţi Fourier) cu

a20
2
+

1X
n=1

janj2 + jbnj2 <1
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(acest tip de serii Fourier reprezint¼a elementele din spaţiul Hilbert H de�nit mai târziu)
( " <1 " este un mod prescurtat de a spune c¼a seria este convergent¼a)

Importanţa acestei corespondenţe bijective apare la problema transmiterii unui astfel de semnal.
Cum transmitem la distanţ¼a un semnal periodic continuu f : R! R cu �delitate mare ?

i) O metod¼a este aceea de a transforma semnalul continuu într-unul digital.
Transmiterea unui semnal digital (şir de bi̧ti) se face rapid şi exact.
Deci se "digitizeaz¼a" semnalul continuu.
Pentru a avea �delitate mare (rezoluţie bun¼a), este nevoie de o rat¼a mare de eşantionare,
ceea ce duce la un volum mare de date de transmis.
Acest fapt afecteaz¼a viteza de transmitere.

ii) O alt¼a metod¼a este de a calcula coe�cienţii Fourier ai semnalului continuu
(acest fapt presune vitez¼a de procesare mare - algoritmi de calcul aproximativ rapid)
(de exemplu algoritmul de transformare Fourier rapid¼a FFT "Fast Fourier Transform")
Apoi se transmit la distanţ¼a doar aceşti coe�cienţi - un semnal discret -
În acest caz volumul de date transmise este mic, deci viteza de transmisie foarte mare.
La "destinaţie", se "recompune" semnalul continuu ini̧tial folosind reprezentarea în serie Fourier

f(x) =
a0
2
+

1X
n=1

(an cos
n�x

L
+ bn sin

n�x

L
) pentru orice x 2 [�L;L]

Este îns¼a nevoie de vitez¼a mare de procesare (calcul aproximativ), dar se poate obţine o �deliate oricât de bun¼a.
S¼a remarc¼am diferenţa dintre semnal digital şi semnal discret.

Not¼a. În practic¼a nu aşa se transmit semnalele. Am dorit doar s¼a exempli�c¼am ideea.
De exemplu un semnal dat de o funçtie polinom, nu se transmite prin digitizare.
Se transmit numai coe�cienţii polinomului.
La "destinaţie" se calculeaz¼a semnalul prin digitizare obţinând orice rezoluţie dorit¼a.

R¼amân doar câteva întreb¼ari simple, dar "legitime" pentru înţelegerea celor prezentate.
- de ce au fost considerate funçtiile trigonometrice cosx; sinx; cos 2x; sin 2x; ::: şi nu altele ?
- de ce coe�cienţii Fourier sunt de�ni̧ti de acele integrale ?
- de ce acele integrale au factorul 1

� (respectiv
1
L ) ?

- de ce primul coe�cient a02 are factorul 12 ?
- de ce "energia �nit¼a" se calculeaz¼a aşa

a20
2
+

1X
n=1

janj2 + jbnj2 <1

R¼aspunsul necesit¼a prezentarea contextului "natural" : spaţii vectoriale cu produs scalar, spaţii Hilbert,
dar şi prezentarea convergenţei punctuale şi a convergenţei uniforme pentru şiruri de funçtii.

Începem cu lucrul cel mai simplu, menţionarea teoremelor de aproximare ale lui Weierstrass (f¼ar¼a demonstra̧tie).

Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815 - 1897) matematician german, adesea numit "p¼arintele analizei mod-
erne". Contribuţia în matematic¼a este imens¼a. El enunţ¼a riguros conceptele de limit¼a, funçtie continu¼a (aşa cum se
de�nesc în prezent). Multe teoreme îi poart¼a numele. De exemplu celebra teorem¼a Stone-Weierstrass de aproximare.

6. Teoremele de aproximare

Teorema 1 (Weierstrass). Fie f : R! R continu¼a, periodic¼a de perioad¼a 2� şi seria Fourier asociat¼a.
Not¼am şirul sumelor paŗtiale cu

sn =
a0
2
+

nX
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) pentru n � 0

Atunci şirul de�nit

�n =
1

n
(s0 + s1 + :::+ sn)

191



converge uniform la funçtia f : R! R
Adic¼a pentru orice " > 0 exist¼a un polinom trigonometric �n astfel încât

kf � �nk1 = sup
x2[a;b]

jf(x)� �n(x)j < " pentru orice x 2 [��; �]

(teorema arat¼a c¼a o funçtie continu¼a şi periodic¼a se aproximeaz¼a uniform cu polinoame trigonometrice)

Consecinţ¼a.
Dac¼a o functie f : R! R continu¼a, periodic¼a de perioad¼a 2�
are toţi coe�cienţii Fourier nuli (an = 0 , n � 0 şi bn = 0 , n � 1),
atunci funçtia f este identic nul¼a ( f(x) = 0 pentru orice x 2 R )

Consecinţ¼a. (unicitate a reprezent¼arii în serie Fourier)
Dou¼a funçtii f; g : R! R continue, periodice de perioad¼a 2� cu aceeaşi coe�cienţi Fourier,
sunt neap¼arat egale f = g ( f(x) = g(x) pentru orice x 2 R )

Teorema 2 (Weierstrass)
Orice funçtie f : [a; b]! R continu¼a, se aproximeaz¼a uniform cu polinoame algebrice.
Adic¼a: pentru orice " > 0 exist¼a un polinom P" astfel încât

kf � P"k1 = sup
x2[a;b]

jf(x)� P"(x)j < " pentru orice x 2 [a; b]

Acest rezultat arat¼a c¼a valorile unei funçtii continue se pot aproxima cu valorile unor polinoame,
deci numai folosind calcule algebrice (adun¼ari şi înmuļtiri).

7. Ingrediente tehnice - spaţii vectoriale
Spa̧tii vectoriale cu produs scalar, spa̧tii Hilbert
Acum începem prezentarea contextului "natural" pentru serii Fourier: spaţii vectoriale cu produs scalar, spaţii Hilbert.
Reamintim câteva noţiuni despre spaţii vectoriale cu produs scalar (spaţii vectoriale reale).

De�ni̧tie. Fie V un spaţiu vectorial.
Un produs scalar pe spaţiul V este o aplicaţie biliniar¼a, simetric¼a, pozitiv de�nit¼a <;>: V � V ! R .
Mai precis
i) biliniar¼a: pentru orice x; y; z 2 V şi orice �; � 2 R avem

< �x+ �y; z >= � < x; z > +� < y; z >
< z; �x+ �y >= � < z; x > +� < z; y >

ii) simetric¼a: < y; x >=< x; y > pentru orice x; y 2 V
ii) pozitiv de�nit¼a: < x; x >� 0 pentru orice x 2 V

şi < x; x >= 0 dac¼a şi numai dac¼a x = 0

Comentarii.
1. Folosind notaţia din �zic¼a, mecanic¼a, de�ni̧tia se rescrie astfel :

produsul a doi vectori x; y 2 V este un scalar x � y 2 R
i) produsul scalar este distributiv faţ¼a de adunarea vectorilor

(x+ y) � z = x � z + y � z şi �(x � y) = (�x) � y = x � (�y)

pentru orice x; y; z 2 V şi orice �; � 2 R
ii) produsul scalar este comutativ x � y = y � x pentru orice x; y 2 V
iii) produsul scalar este pozitiv x � x � 0 pentru orice x 2 V
şi x � x = 0 dac¼a şi numai dac¼a x = 0

2. În esenţ¼a, notaţia < x; y > nu este deosebit¼a de notaţia x � y
(care este mai familiar¼a în �zic¼a, mecanic¼a).

- folosim paranteze x � y = (x � y) pentru a separa de alte operaţii
- folosim virgula ca separator în loc de � (x � y) = (x; y)
- folosim paranteze "ascuţite" în loc de paranteze "rotunde" şi ajungem la < x; y >

Vom folosi ambele notaţii, variind în funçtie de context.
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3. În general o operaţie algebric¼a se numeşte "produs" dac¼a este distributiv¼a faţ¼a de o alt¼a operaţie algebric¼a
(numit¼a adunare)

Exemple.
1. Pe R produsul obi̧snuit este un produs scalar
2.Pe R2 produsul scalar "standard" este (x; y) � (a; b) = ax+ by
3.Pe R3 produsul scalar "standard" este (x; y; z) � (a; b; c) = ax+ by + cz
Un spaţiu vectorial cu produs scalar se numeşte în general spa̧tiu euclidian.

Observa̧tie. Un produs scalar veri�c¼a inegalitatea lui Schwarz (inegalitatea fundamental¼a a unui produs scalar)
Pentru orice x; y 2 V are loc inegalitatea

j< x; y >j2 �< x; x >< y; y >

Demonstraţia este anexat¼a la sfâşitul capitolului.
Inegalitatea este numit¼a şi Cauchy-Schwarz sau Cauchy�Schwarz�Bunyakovsky
Inegalitatea are multiple aplicaţii în algebra vectorial¼a, spaţii Hilbert, teoria probabilit¼aţilor. Formularea gener-

al¼a a principiului de incertitudine al lui Heisenberg, se face folosind aceast¼a inegalitate în spatiul Hilbert al st¼arilor
cuantice pure.

Augustin Louis Cauchy (1789 �1857) matematician francez. A ini̧tiat priectul formul¼arii şi demonstr¼arii rig-
uroase a teoremelor din calculul diferenţial şi integral, deci un "pionier" al analizei matematice. Are contribuţii
importante în analiza complex¼a şi lucr¼ari ce acoper¼a majoritatea problemelor din matematic¼a şi �zic¼a matematic¼a.

Victor Yakovlevich Bunyakovsky (1804 �1889) matematician rus, creditat cu demonstraţia inegalit¼aţii în caz
in�nit dimensional inaintea lui Schwarz.

Karl Hermann Amandus Schwarz (1843 �1921) matematician german, cunoscut pentru lucr¼ari în analiza com-
plex¼a.

Consecinţ¼a. Relaţia kxk def= p< x; x > de�ni̧ste o norm¼a, numit¼a norma asociat¼a produsului scalar.
Reamintim propriet¼aţile ce de�nesc o norm¼a pe un spaţiu vectorial.

De�ni̧tie. O funçtie scalar¼a kk : V ! R de�neşte o norm¼a pe spaţiul vectorial V dac¼a
i) kxk � 0 pentru orice x 2 V şi kxk = 0 dac¼a şi numai dac¼a x = 0
ii) k�xk = j�j � kxk pentru orice x 2 V şi orice � 2 R
iii) kx+ yk � kxk+ kyk pentru orice x; y 2 V
Relaţia (iii) se numeşte inegalitatea normei sau inegalitatea triunghiului.
Denumire justi�cat¼a de interpretarea geometric¼a "într-un triunghi, suma lungimii a dou¼a laturi este mai mare

ca lungimea celei de-a treia laturi"
În �zic¼a vectorii de norm¼a 1 se numesc "versori".

Observa̧tie. Orice vector nenul x 6= 0 are norma strict pozitiv¼a kxk > 0 , iar vectorul 1
kxkx are norma 1 şi

este coliniar cu vectorul x
Inegalitatea lui Schwarz se poate rescrie

j< x; y >j � kxk � kyk ,
����< 1

kxkx;
1

kyky >
���� � 1

Prin urmare produsul scalar al celor doi vectori de norm¼a 1 este un num¼ar real din intervalul [�1; 1] ,
deci reprezint¼a valoarea funçtiei cos pentru un unic unghi din intervalul [0; �]

De�ni̧tie. Pentru doi vectori nenuli, se de�neşte unghiul dintre cei doi vectori � 2 [0; �] prin relaţia

cos� =<
1

kxkx;
1

kyky >

În particular doi vectori sunt ortogonali "x ? y" dac¼a produsul lor scalar este nul < x; y >= 0 , � = �
2

Norma şi unghiul a doi vectori de�nesc "geometria" unui spaţiu euclidian (cu produs scalar).

Teorema lui Pitagora. Dac¼a doi vectori sunt ortogonali x ? y , atunci

kx+ yk2 = kxk2 +
y2
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Demonstraţia este un simplu exerci̧tiu de calcul.

kx+ yk2 =< x+ y; x+ y >= (x+ y) � (x+ y) =

= x � x+ 0
x � y|{z}+ 0

y � x|{z}+ y � y = x � x+ y � y = kxk2 + y2
�
Pitagora (Pythagoras) (aprox 580-572 BC - aprox 500-490 BC) matematician, �lozof grec

Din punct de vedere geometric, x+ y şi x� y sunt diagonalele dreptunghiului cu laturi x şi y
Se observ¼a c¼a kx+ yk2 = kxk2 +

y2 = kx� yk2 arat¼a c¼a diagonalele au aceeaşi lungime.
Demonstraţia teoremei lui Pitagora este un simplu exerci̧tiu de calcul în contextul spaţiilor cu produs scalar,

contextul "natural" al teoremei.

Consecinţ¼a. Dac¼a vectorii x1; x2; :::; xn sunt ortogonali (oricare doi), atunci

k x1 + x2 + :::+ xnk2 = kx1k2 + kx2k2 + :::+ kxnk2 sau
nX
k=1

xk


2

=
nX
k=1

kxkk2

O familie de vectori fxjgj se numeşte familie ortogonal¼a, dac¼a oricare doi vectori sunt ortogonali
(se subînţelege c¼a vectorii sunt nenuli). Orice familei ortogonal¼a este şi liniar independent¼a.
O familie de vectori fxjgj se numeşte familie ortonormat¼a, dac¼a oricare doi vectori sunt ortogonali şi �ecare

are norma 1
Deci produsului scalar i se asociaz¼a o norm¼a, iar normei i se asociaz¼a o distanţ¼a sau metric¼a

d(x; y) = kx� yk

De�nitie.
Prin urmare un spaţiu vectorial cu produs scalar este şi un spaţiu metric.
Dac¼a acest spaţiu metric este complet, atunci se numeşte spa̧tiu Hilbert.

Dac¼a spaţiul vectorial V nu este spaţiu metric complet (cu metrica asociat¼a produsului scalar),
atunci "completatul" s¼au este spaţiu Hilbert, numit şi spa̧tiul Hilbert generat de spaţiul V .

David Hilbert (1862 � 1943) matematician german, recunoscut ca unul din cei mai in�uenţi şi "universali"
matematicieni ai secolelor 19 şi 20. A descoperit şi dezvoltat idei în foarte multe domenii din matematic¼a: axiom-
atizarea geometriei, teoria spaţiilor "Hilbert", unul din fondatorii analizei funçtionale.

Reamintim c¼a un spaţiu metric este complet, dac¼a orice şir fundamental este convergent.
"Completatul" unui spaţiu metric V (care nu e complet) este cel mai mic spaţiu metric complet ce conţine

spaţiul V .

Iat¼a exemplul "standard" de spaţiu Hilbert �nit dimensional.
Consider¼am spaţiul euclidian "clasic" de dimensiune "n" şi anume Rn. Acesta este spaţiu metric complet.
Aici se consider¼a produsul scalar "canonic"

h(x1; x2; :::; xn); (y1; y2; :::; yn)i
def
= x1y1 + x2y2 + :::+ xnyn =

nX
k=1

xkyk

şi norma asociat¼a (numit¼a norma euclidian¼a)

k(x1; x2; :::; xn)k =
q
x21 + x

2
2 + :::+ x

2
n =

vuut nX
k=1

x2k
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Baza canonic¼a a acestui spaţiu fe1; e2; :::; eng ,

e1 = (1; 0; 0; :::; 0)

e2 = (0; 1; 0; :::; 0)

e3 = (0; 0; 1; 0:::; 0)

:::

en = (0; 0; :::; 0; 1)

este o baz¼a ortonormat¼a (faţ¼a de produsul scalar canonic).
Orice vector se scrie în mod unic

x = (x1; x2; :::; xn) = x1e1 + x2e2 + :::+ xnen =
nX
k=1

xkek

Coe�cienţii x1; x2; :::; xn vectorului x se obţin din produsele scalare

x1 =< x; e1 >= (x1; x2; :::; xn) � (1; 0; 0; :::; 0)

x2 =< x; e2 >= (x1; x2; :::; xn) � (0; 1; 0; :::; 0)

x3 =< x; e3 >= (x1; x2; :::; xn) � (0; 0; 1; 0; :::; 0)

...........................

xn =< x; en >= (x1; x2; :::; xn) � (0; 0; 0; :::; 0; 1)

Acest mod relativ simplu de a determina coe�cienţii unui vector, justi�c¼a importanţa folosirii unei baze ortonormate.

Observa̧tie.
Dac¼a exist¼a o familie ortonormat¼a num¼arabil¼a fengn�1 = fe1; e2; :::; en; :::g
atunci are loc o inegalitatea (numit¼a tradi̧tional - inegalitatea lui Bessel )

1X
n=1

j< x; en >j2 � kxk2 pentru orice x

Friedrich Wilhelm Bessel (1784 � 1846) matematician şi astronom german. A sistematizat studiul funçtiilor
introduse de Daniel Bernoulli, funçtii care îi poart¼a numele "funçtii Bessel". Multe alte obiecte matematice îi
poart¼a numele, de exemplu transformarea Bessel, numit¼a şi Fourier-Bessel sau Hankel.

Demonstraţie.
Este su�cient s¼a calcul¼am 

nX
k=1

< x; ek > �x

2

=

*
nX
k=1

< x; ek > ek � f;
nX
k=1

< x; ek > �x
+
=

*
nX
k=1

< x; ek > ek;
nX
k=1

< x; ek > ek

+
� 2

*
nX
k=1

< x; ek > ek; x

+
+ < x; x >=

aici folosim în mod esenţial faptul c¼a elementele fe1; e2; :::; en; :::g sunt ortogonaleşi de norm¼a 1

=
nX
k=1

j< x; ek >j2 � 2

0B@ nX
k=1

< x; ek >< ek; x >| {z }
j<x;ek>j2

1CA+ kxk2 =

= �
nX
k=1

j< x; ek >j2 + kxk2
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În �nal ţinând seama de faptul c¼a norma este pozitiv¼a obţinem

0 �

nX
k=1

< x; ek > �x

2

= �
nX
k=1

j< x; ek >j2 + kxk2

deci
nX
k=1

j< x; ek >j2 � kxk2

Trecem la limit¼a n! +1 şi obţinem (inegalitatea lui Bessel)

1X
n=1

j< x; en >j2 � kxk2

�
S¼a consider¼am acum un spaţiu vectorial in�nit dimensional H0, cu baz¼a num¼arabil¼a.
Algoritmul Gram-Schmidt produce o baz¼a ortonormat¼a, s¼a o not¼am cu fe1; e2; :::; en; :::g.
H0 este format din toate combinaţiile liniare cu vectori din baza ortonormat¼a fengn

H0 =

(
nX
k=1

akek , orice an 2 R , orice n � 1
)

Deci orice element x 2 H0 se scrie în mod unic x =
nX
k=1

akek , iar coe�cienţii ak sunt ak =< x; ek >

S¼a observ¼am c¼a produsul scalar este

hx; yi =
*

nX
k=1

akek| {z }
x

;
nX
k=1

bkek| {z }
y

+
=

nX
i;j=1

aibj < ei; ej >| {z }
0 , pentru i 6=j

=
nX
k=1

akbk< ek; ek >| {z }
1

=
nX
k=1

akbk

norma unui vector este

kxk =
p
<; xx > =

vuut nX
k=1

jakj2 =
 

nX
k=1

jakj2
!1=2

Deci putem identi�ca un vector x cu setul coe�cienţilor s¼ai (a1; a2; :::; an) sau şirul (a1; a2; :::; an; 0; 0; :::)
Astfel spaţiul H0 se poate identi�ca cu muļtimea şirurilor (de coe�cienţi)

(a1; a2; :::; an; 0; 0; :::) în care doar un num¼ar �nit de termeni sunt nenuli.

Jørgen Pedersen Gram (1850 - 1916) matematician danez şi expert în impactul �nanciar al fenomenelor de risc
şi incertitudine.
Erhard Schmidt (1876 �1959) matematician german. Împreun¼a cu David Hilbert are contribuţii importante în

analiza funçtional¼a.

S¼a not¼am cu H paţiul Hilbert generat de baza ortonormat¼a fe1; e2; :::; en; :::g
Acest spaţiu se identi�c¼a cu muļtimea şirurilor (a1; a2; :::; an; :::) cu proprietatea c¼a seria corespunz¼atoare este

convergent¼a
1X
n=1

janj2 <1

Orice element x 2 H se scrie în mod unic x =
1X
n=1

anen , iar coe�cienţii an sunt an =< x; en >

x =
1X
n=1

anen , x = lim
n!1

nX
k=1

akek ,
x�

nX
k=1

akek

 !n!1
0

196



S¼a observ¼am c¼a produsul scalar este

hx; yi =
* 1X
n=1

anen| {z }
x

;
1X
n=1

bnen| {z }
y

+
=

1X
i;j=1

aibj < ei; ej >| {z }
0 , pentru i 6=j

=
1X
n=1

anbn< en; en >| {z }
1

=
1X
n=1

anbn

norma unui vector este

kxk =
p
<; xx > =

vuut 1X
n=1

janj2 =
 1X
n=1

janj2
!1=2

=
�
ja1j2 + ja2j2 + ja3j2 + :::

�1=2
Deci spaţiul Hilbert generat de o baz¼a ortonormat¼a se poate identi�ca şi

cu muļtimea seriilor
1X
n=1

anen convergente în norm¼a sau (echivalent) cu
1X
n=1

janj2 <1

Consecinţ¼a. Şirul coe�cienţilor an ! 0 (conform crtiteriului necesar pentru serii numerice)

Comentariu. Calculul normei unui vector x =
1X
n=1

anen scris în funçtie de o baz¼a ortonotmat¼a fengn

kxk2 =

1X
n=1

anen


2

=

1X
n=1

janj2

se poate interpreta ca �ind teorema lui Pitagora în caz in�nit dimensional.

8. Prezentarea "modern¼a" a seriilor Fourier, folosind spa̧tii Hilbert

În continuare consider¼am funçtii f : R! R periodice cu perioad¼a T = 2�.
Este su�cient s¼a studiem comportamentul acestor funçtii pe un interval de lungime 2� ,

de exemplu intervalul [��; �] .
Funçtiile f : [��; �]! R integrabile formeaz¼a un spaţiu vectorial
(cu operaţiile naturale de adunare a funçtiilor şi înmuļtire cu scalari)

Astfel de spaţii vectoriale sunt numite spaţii de funçtii, deoarece elementele lor sunt funçtii.
În particular funçtiile continue şi funçtiile continue pe poŗtiuni fac parte din acest spaţiu de funçtii.
S¼a not¼am acest spaţiu cu L[��; �] = ff : [��; �]! R integrabile Riemann g

De�ni̧tie. Integrala urm¼atoare de�neşte un produs scalar pe acest spaţiu de funçtii.

< f; g >=
1

�

�Z
��

f(x)g(x)dx

S¼a "vizualiz¼am" norma asociat¼a (în mod obi̧snuit notat¼a kk2 - "norma 2" pentru a o deosebi de alte norme)

kfk22 =
1

�

�Z
��

jf(x)j2 dx , kfk2 =

0@ 1
�

�Z
��

jf(x)j2 dx

1A1=2

şi distanţa asociat¼a ("distanţa" dintre dou¼a funçtii)

kf � gk2 =

0@ 1
�

�Z
��

jf(x)� g(x)j2 dx

1A1=2

Comentariu.
Acest spaţiu vectorial normat este aparent oarecum "straniu".
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Conform de�ni̧tiei unei norme,

kf � gk2 = 0 , 1

�

�Z
��

jf(x)� g(x)j2 dx = 0

duce la " f = g " , egalitate doar în sensul normei kk2.
Atenţie îns¼a, acest fapt nu inseamn¼a neap¼arat f(x) = g(x) pentru orice x 2 [��; �]
Egalitate în sensul normei kk2 înseamn¼a mai precis f(x) = g(x) "aproape peste tot" pe intervalul [��; �]

Deci identi�c¼am dou¼a funçtii pentru care 1
�

�Z
��

jf(x)� g(x)j2 dx = 0

Am obţinut astfel nu chiar un spaţiu de funçtii, ci un spaţiu de "clase de funçtii echivalente".
Exemplu.
Consider¼am funçtiile f; g : [��; �]! R

f(x) =

�
3 pentru x 2 f��; 0; �g
5 în rest

, g(x) = 5 pentru orice x 2 [��; �]

Funçtia f nu este continu¼a în 3 puncte f��; 0; �g , dar este integrabil¼a pe [��; �] , la fel şi functia f � g care
este

f(x)� g(x) =
�
�2 pentru x 2 f��; 0; �g
0 în rest

Calcul¼am norma ţinând seama de faptul c¼a integrala nu se modi�c¼a dac¼a funçtia este nenul¼a doar într-un num¼ar
�nit de puncte.

kf � gk22 =
1

�

�Z
��

jf(x)� g(x)j2 dx = 1

�

�Z
��

0dx = 0

Deci " f = g " , egalitate doar în sensul normei kk2.
Valorile celor dou¼a funçtii sunt identice cu excepţia celor 3 puncte f��; 0; �g

Aceast¼a situaţie este cât se poate de natural¼a.
Dou¼a semnale audio care difer¼a numai în câteva puncte sunt "esenţial" echivalente, chiar dac¼a nu identice.
La fel dou¼a imagini pe monitor, ce difer¼a doar într-un num¼ar mic de pixeli, sunt practic "la fel de bune".

Observa̧tie.
Dac¼a cele dou¼a funçtii f şi g sunt funçtii continue, atunci da !
kf � gk2 = 0 înseamn¼a exact f(x) = g(x) pentru orice x 2 [��; �]
Demonstraţia nu este complicat¼a.

Teorem¼a.
Familia de funçtii f 1p

2
; cosx; sinx; cos 2x; sin 2x; cos 3x; sin 3x; :::g este o familie ortonormat¼a (faţ¼a de produsul

scalar de�nit)
Familia de funçtii este numit¼a "sistemul trigonometric".

Demonstraţie.
Mai întâi justi�c¼am necesitatea factorului 1

� în de�nirea produsului scalar. Aceasta deoarece şi f¼ar¼a acest factor
obţinem un produs scalar.
Am dorit ca funçtiile trigonometrice s¼a aibe norma 1. Iat¼a cum arat¼a calculul f¼ar¼a factorul 1�

kcosxk2 =< cosx; cosx >=
�Z
��

cosx � cosxdx =
�Z
��

cos2 xdx =

�Z
��

1 + cos 2x

2
dx =

=
1

2

�Z
��

1dx+

�Z
��

cos 2x

2
dx =

1

2
2� +

1

2

sin 2x

2

����x=�
x=��

= � +
sin 2� � sin(�2�)

4
= �
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Pentru a "corecta" acest calcul se alege factorul 1� şi atunci avem

kcosxk22 =< cosx; cosx >=
1

�

�Z
��

cosx � cosxdx = 1

�

�Z
��

cos2 xdx = ::: =
1

�

 
1

2
2� +

1

2

sin 2x

2

����x=�
x=��

!
= 1

Factorul 1p
2
este şi el justi�cat de faptul c¼a funçtia constant¼a 1 nu are norma 1 (nu este versor)

k1k22 =< 1; 1 >=
1

�

�Z
��

1 � 1dx = 1

�
2� = 2 , k1k2 =

p
2

Conform unei observaţii anterioare, "corect¼am" alegând funçtia constant¼a 1p
2

În �ne pentru a demonstra c¼a familia este ortonormat¼a calcul¼am urm¼atoarele produse scalare ( p; q 2 N )

< cos px; cos qx >=
1

�

�Z
��

cos px � cos qxdx =
�
1 , p = q
0 , p 6= q

< sin px; sin qx >=
1

�

�Z
��

sin px � sin qxdx =
�
1 , p = q
0 , p 6= q

< cos px; sin qx >=
1

�

�Z
��

impar�az }| {
cos px| {z }
par�a

� sin qx| {z }
impar�a

dx = 0

<
1p
2
; cos px >=

1

�

�Z
��

1p
2
cos pxdx =

1

�

1p
2

sin px

p

����x=�
x=��

=
1

�

1p
2

sin(p�)

p
� 1
�

1p
2

sin(�p�)
p

= 0

<
1p
2
; sin px >=

1

�

�Z
��

1p
2
sin px| {z }
impar�a

dx = 0

Iat¼a calculele r¼amase.
Pentru p 6= q avem

< cos px; cos qx >=
1

�

�Z
��

cos px � cos qxdx = 1

�

�Z
��

[cos(p+ q)x+ cos(p� q)x] dx =

=
1

�

"
sin(p+ q)x

p+ q
+
sin(p� q)x
p� q

����x=�
x=��

#
= 0

Pentru p = q avem

< cos px; cos px >=
1

�

�Z
��

cos2 pxdx =
1

�

�Z
��

1 + cos 2px

2
=
1

�

"
x

2
+
sin 2px

2 � 2p

����x=�
x=��

#
=
1

�

2�

2
+ 0 = 1

Pentru p 6= q avem

< sin px; sin qx >=
1

�

�Z
��

sin px � sin qxdx = 1

�

�Z
��

[cos(p� q)x� cos(p+ q)x] dx =

=
1

�

"
sin(p� q)x
p� q � sin(p+ q)x

p+ q

����x=�
x=��

#
= 0
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Pentru p = q avem

< sin px; sin px >=
1

�

�Z
��

sin2 pxdx =
1

�

�Z
��

1� cos 2px
2

dx =
1

�

"
x

2
� sin 2px
2 � 2p

����x=�
x=��

#
=
1

�

2�

2
� 0 = 1

�

9. Reprezentare în serie Fourier în norma kk2
De�ni̧tie.
Not¼am cu H0 spaţiul vectorial generat de familia ortonormat¼a f 1p

2
; cosx; sinx; cos 2x; sin 2x; cos 3x; sin 3x; :::g

adic¼a muļtimea tuturor combinaţiilor liniare cu elemente din familie,
combinaţii numite "polinoame trigonometrice"

A
1p
2
+

nX
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)

Acesta este un spaţiu vectorial in�nit dimensional inclus în
spaţiul funçtiilor integrabile L[��; �] = ff : [��; �]! R integrabile Riemann g

Ca spaţiu metric îns¼a H0 nu este complet.
Not¼am cu H "completatul" s¼au, adic¼a

spaţiul Hilbert generat de familia ortonormat¼a f 1p
2
; cosx; sinx; cos 2x; sin 2x; cos 3x; sin 3x; :::g

Se demonstreaz¼a c¼a acest spaţiu este un spaţiu de "clase de funçtii echivalente", spaţiul funçtiilor de "p¼atrat" integrabile

H = L2[��; �] =

8><>:f : [��; �]! R , m¼asurabile cu
Z

[��;�]

jf(x)j2 <1

9>=>;
O funçtie este "m¼asurabil¼a" în sensul m¼asurii Lebesgue, iar integrala este integrala Lebesgue.
Nu prezent¼am detalii asupra m¼asurii Lebesgue, dar menţion¼am faptul c¼a

funçtiile integrabile Riemann sunt m¼asurabile Lebesgue şi pentru acesteaZ
[��;�]

jf(x)j2 =
�Z
��

jf(x)j2 dx

în particular funçtiile continue sau continue pe poŗtiuni sunt incluse în spaţiul L2[��; �]
Produsul scalar pe acest spaţiu este

< f; g >=
1

�

Z
[��;�]

f(x)g(x)

deci pentru funçtii integrabile Riemann coincide cu produsul de�nit mai înainte.

Are loc şi în acest caz construçtia descris¼a mai înainte folosind şiruri de coe�cienţii sau serii formate cu elementele
familiei ortonormate.
Deci spaţiul Hilbert H = L2[��; �] se poate identi�ca cu elementele

H1 =

(
A
1p
2
+

1X
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) cu
A2

2
+

1X
n=1

janj2 + jbnj2 <1
)

Numim o astfel de serie, serie trigonometric¼a sau serie Fourier

A
1p
2
+
X
n�1

(an cosnx+ bn sinnx)

Numerele A; an şi bn , n � 1 sunt coe�cienţii seriei, sau coe�cienţii Fourier.
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Prin urmare identi�c¼am un element din spatiul L2[��; �] , adic¼a o funçtie f : [��; �]! R
(de fapt o clas¼a de funçtii)
cu o serie Fourier, ai c¼arei coe�cienţii se obţin calculând produse scalare
(dintre f şi elementele bazei ortonormate)

A =< f;
1p
2
> , an =< f; cosnx > , bn =< f; sinnx > n � 1

adic¼a

A =< f;
1p
2
>=

1

�

�Z
��

f(x)
1p
2
dx =

1p
2

1

�

�Z
��

f(x)dx

an =< f; cosnx >= an =
1

�

�Z
��

f(x) cosnx dx

bn =< f; sinnx >= bn =
1

�

�Z
��

f(x) sinnx dx

Comentariu.
Pentru a nu avea o formul¼a special¼a pentru primul coe�cient, se noteaz¼a

a0 =
1

�

�Z
��

f(x)dx

(care astfel devine un caz particular al formulei generale pentru an ).
Primul termen al seriei devine

A
1p
2
=

1p
2

1

�

�Z
��

f(x)dx

| {z }
a0

� 1p
2
=
a0
2

De�ni̧tie.
Astfel se justi�c¼a forma "standard" a seriei Fourier asociate unei funçtii f : [��; �]! R integrabile Riemann.

a0
2
+
X
n�1

(an cosnx+ bn sinnx)

şi de�nirea coe�cienţilor Fourier (ca integrale - de fapt produse scalare)

an =
1

�

�Z
��

f(x) cosnx dx

| {z }
<f;cosnx>

pentru n � 0 , bn =
1

�

�Z
��

f(x) sinnx dx

| {z }
<f;sinnx>

pentru n � 1

Observa̧tie.
Identi�carea unei funçtii f : [��; �]! R din spaţiul Hilbert H = L2[��; �] , cu seria Fourier asociat¼a

f � a0
2
+

1X
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

se numeşte "reprezentare în serie Fourier" în norma kk2.
şi înseamn¼a convergenţa seriei Fourier în norma kk2a02 +

nX
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)� f

2

!
n!1

0
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Este evident c¼a pentru orice funçtie f : [��; �]! R din spaţiul Hilbert H = L2[��; �] ,
(în particular orice funçtie integrabil¼a Riemann)
norma kk2 se calculeaz¼a ca produs scalar
�e ca integral¼a

kfk22 =< f; f >=
1

�

�Z
��

jf(x)j2 dx

�e folosind scrierea în baza ortonormat¼a

kfk22 =< f; f >=
*
A
1p
2
+

1X
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) , A
1p
2
+

1X
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

+
=

= A2 +
1X
n=1

(a2n + b
2
n) =

a20
2
+

1X
n=1

(a2n + b
2
n)

Deci "inegalitatea lui Bessel" pentru serii Fourier este de fapt egalitate

kfk22 =
a20
2
+

1X
n=1

(a2n + b
2
n)

numit¼a şi formula lui Parseval, deşi în mod evident nu reprezint¼a decât teorema lui Pitagora în caz in�nit dimensional.
Seriile trigonometrice pentru care

a20
2
+

1X
n=1

(a2n + b
2
n) <1

reprezint¼a ceea ce în �zic¼a sunt numite "semnale discrete de energie �nit¼a".
Deci seriile Fourier asociate unor funçtii integrabile au "energie �nit¼a".

Consecinţ¼a (Lema lui Riemann)
Coe�cienţii Fourier asociaţi unei funçtii integrabile veri�c¼a

lim
n!1

an = 0 , lim
n!1

bn = 0

Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826 - 1866) matematician german cu contribuţii importante în analiz¼a
şi geometrie diferenţial¼a care au deschis drumul c¼atre teoria relativit¼aţii generale. A enunţat celebra conjectur¼a
"ipotez¼a a lui Riemann", înc¼a nesoluţionat¼a de�nitiv.

Demonstraţie.
Reamintim criteriul "necesar" pentru serii numerice. Dac¼a o serie este convergent¼a atunci termenul "general"

tinde la zero.

Pentru orice funçtie, seria coe�cienţilor Fourier a20
2 +

1X
n=1

(a2n + b
2
n) este convergent¼a, deci termenul general

(a2n + b
2
n) !

n!1
0

Aceasta implic¼a imediat
lim
n!1

an = 0 , lim
n!1

bn = 0

�
Acest rezultat este utilizat în mod esenţial în demonstrarea teoremei lui Dirichlet. Motiv pentru care îl

menţion¼am.

S¼a rezum¼am rezultatele de pân¼a acum.
Am considerat spaţiul funçtiilor integrabile L[��; �] = ff : [��; �]! R integrabile Riemann g.
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Pe acest spaţiu am de�nit un produs scalar

< f; g >=
1

�

�Z
��

f(x)g(x)dx

Am ar¼atat c¼a familia de funçtii f 1p
2
; cosx; sinx; cos 2x; sin 2x; cos 3x; sin 3x; :::g este o familie ortonormat¼a.

- acest fapt explic¼a de ce descompunerea unui semnal periodic se face folosind aceste funçtii trigonometrice şi
- de ce produsul scalar are factorul 1=�
Am notat cu H0 spaţiul vectorial generat de aceast¼a familie ortonormat¼a, spaţiu inclus în L[��; �]
Am notat cu H spaţiul Hilbert generat de H0 . Elementele din H au "reprezentare în serie Fourier" ca limit¼a

în "norma 2".
- acest fapt explic¼a de�nirea coe�cienţilor Fourier pentru o funçtie integrabil¼a şi
- de ce primul coe�cient este a0

2
Pentru orice funçtie integrabil¼a se poate asocia o serie Fourier.
Seriile Fourier asociate unei funçtii integrabile au "energie �nit¼a".

10. Rezultate anexe

Este necesar¼a precizarea a dou¼a tipuri de convergenţ¼a a şirurilor de funçtii.
Ne limit¼am la enunţarea de�ni̧tiilor şi menţionarea unor propriet¼aţi.

De�ni̧tie.
Un şir de funçtii fn : [��; �]! R converge punctual la funçtia f , pe intervalul [��; �] , dac¼a
pentru orice x 2 [��; �] exist¼a limita

lim
n!1

fn(x)
not
= f(x)

Funçtia astfel de�nit¼a f : [��; �]! R se numeşte limita şirului de funçtii fn
De�ni̧tie.
Pentru o funçtie m¼arginit¼a f : [��; �]! R relaţia

kfk1
not
= sup

x2[��;�]
jf(x)j

de�neşte o norm¼a, numit¼a norma supremum (pe scurt "norma sup") sau norma "in�nit".

De�ni̧tie.
Un şir de funçtii fn : [��; �]! R converge uniform la funçtia f , pe intervalul [��; �] , dac¼a

kfn � fk1 !
n!1

0

Cu alte cuvinte şirul converge în norma supremum.

Observa̧tie.
Dac¼a un şir de funçtii converge uniform, atunci şirul converge şi punctual.

Observa̧tie.
Dac¼a un şir de funçtii continue converge uniform, atunci limita sa este o funçtie continu¼a.

Observa̧tie.
Pentru orice funçtie integrabil¼a are loc inegalitatea între norma supremum şi norma kk2

kfk2 �
p
2 � kfk1 ,

0@ 1
�

�Z
��

jf(x)j2 dx

1A1=2

�
p
2 � sup

x2[��;�]
jf(x)j

Consecinţ¼a.
Dac¼a un şir de funçtii converge în norma supremum,
atunci şirul converge şi în norma asociat¼a produsului scalar (norma kk2)
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Consecinţ¼a.
Funçtiile continue f : [��; �]! R sunt elemente ale spaţiului Hilbert H

Demonstraţie.
Teorema 1 (Weierstrass) arat¼a c¼a şirul

�n =
1

n
(s0 + s1 + :::+ sn)

converge uniform la funçtia continu¼a f , deci converge şi în "norma 2".
Sumele paŗtiale s0; s1; :::; sn sunt din spaţiul H0 (generat de funçtiile trigonmetrice), la fel şi �n
(ca o combinaţie liniar¼a de elemente din H0)
Spaţiului Hilbert H �ind spaţiu metric complet, funçtia f este un element al spaţiului Hilbert H
ca limit¼a în "norma 2" a unor elemente din H0.
�
Putem considera serii trigonometrice arbitrare, nu neap¼arat asociate unor funçtii integrabile sau care reprezint¼a

elementele spaţiului Hilbert H.
O serie trigonometric¼a a0

2 +
X
n�1

(an cosnx+ bn sinnx) poate �

i) punctual convergent¼a
ii) uniform convergent¼a
iii) sau s¼a nu �e convergent¼a.

Urm¼atoarea teorem¼a ofer¼a condi̧tii su�ciente ca o serie trigonometric¼a s¼a de�neasc¼a un element al spaţiului
Hilbert H

Teorem¼a.(Parseval)
Dac¼a o serie trigonometric¼a este uniform convergent¼a, atunci suma acestei serii

f(x) =
a0
2
+

1X
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

este o funçtie continu¼a f : [��; �]! R care este inclus¼a în spaţiului Hilbert H ,
seria Fourier asociat¼a acestei funçtii este exact seria trigonometric¼a ini̧tial¼a şi evident are loc egalitatea

kfk22 =
1

�

�Z
��

jf(x)j2 dx = a20
2
+

1X
n=1

(a2n + b
2
n)

(Formula lui Parseval)

Marc-Antoine Parseval (1755 - 1836) matematician francez, renumit prin teorema care îi poart¼a numele.

Demonstraţie.
Convergenţa uniform¼a înseamn¼a convergent¼a şirului sumelor partiale în norma supremuma02 +

nX
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)� f

1

!
n!1

0

Conform unei observaţii anterioare, convergenţa în norma supremum implic¼a convergenţa în norma kk2.
Deci funçtia f este un element al spaţiului Hilbert H (ca limita (suma) unei serii trigonometrice convergente în

norma kk2)
Deci seria trigonometric¼a veri�c¼a şi

kfk22 =
1

�

�Z
��

jf(x)j2 dx = a20
2
+

1X
n=1

(a2n + b
2
n)

Pe de alt¼a parte funçtia continu¼a f are o serie Fourier asociat¼a. Coe�cienţii acesteia se calculeaz¼a

1

�

�Z
��

f(x) cosnx dx =< f; cosnx >= an pentru n � 0
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1

�

�Z
��

f(x) sinnx dx =< f; sinnx >= bn pentru n � 1

Deci sunt exact coe�cienţii seriei trigonometrice ini̧tiale.�
Comentariu.
S¼a analiz¼am ultimele dou¼a rezultate care aparent se "suprapun" a�rmând acelaşi lucru.
Pe de o parte consecinţa la Teorema 1 (Weierstrass) arat¼a c¼a funçtiile continue f : [��; �] ! R sunt elemente

ale spaţiului Hilbert H,
dar nu spune nimic despre convergenţa seriei Fourier asociate unei funçtii continue.
Pe de alt¼a parte teorema anterioar¼a arat¼a c¼a
seriile trigonometrice uniform convergente sunt dezvolt¼ari Fourier pentru anumite funçtii continue
(funçtiile continue care sunt sume ale unor seriii trigonometrice uniform convergente).

Iat¼a în �nal un criteriu de convergenţ¼a uniform¼a.

Criteriu de convergenţ¼a uniform¼a
Fie o serie trigonometric¼a a0

2 +
X
n�1

(an cosnx+ bn sinnx) .

Dac¼a seria
X
n�1
janj+ jbnj este convergent¼a, atunci seria trigonometric¼a este uniform convergent¼a.

12. Concluzii �nale.
Pentru funçtii integrabile f : [��; �]! R se asociaz¼a serii Fourier a0

2 +
X
n�1

(an cosnx+ bn sinnx)

Aceste serii sunt "semnale cu energie �nit¼a"

a20
2
+

1X
n=1

(a2n + b
2
n) <1

Pentru funçtii continue şi derivabile pe poŗtiuni (cu derivate laterale laterale în �ecare punct)
seria Fourier asociat¼a converge punctual (teorema lui Dirichlet)

f(x+ 0) + f(x� 0)
2

=
a0
2
+

1X
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) pentru orice x 2 [��; �]

În particular funçtiile continue şi derivabile f : [��; �]! R se dezvolt¼a în serie Fourier

f(x) =
a0
2
+

1X
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) pentru orice x 2 [��; �]

Convergenţa seriei Fourier depinde numai de valorile funçtiei în vecin¼atatea punctului x 2 [��; �]
(principiul localiz¼arii)

Funçtiile continue f : [��; �]! R se aproximeaz¼a uniform cu polinoame trigonometrice (teorema 1 Weierstrass)
Metoda ini̧tiat¼a de Fourier const¼a în descompunerea unui semnal periodic dup¼a o familie ortonormat¼a de funçtii

trigonometrice

f 1p
2
; cosx; sinx; cos 2x; sin 2x; cos 3x; sin 3x; :::g

faţ¼a de produsul scalar ( a dou¼a funçtii integrabile)

< f; g >=
1

�

�Z
��

f(x)g(x) dx

Au fost folosite trei tipuri fundamenntal deosebite de convergȩt¼a pentru şiruri de funçtii f : [��; �]! R
- convergenţa punctual¼a
- convergenţa uniform¼a, care corespunde normei supremum kfk1 = sup

x2[��;�]
jf(x)j
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- convergenţa în norma kk2 , care corespunde normei asociate produsului scalar kfk2 =

0@ 1
�

�Z
��

jf(x)j2 dx

1A1=2

Între aceste convergenţe au loc relaţiile:
- convergenţa uniform¼a implic¼a şi convergenţa punctual¼a şi convergenţa în norma kk2 : kfk22 �

p
2 kfk1

- convergenţa în norma kk2 implic¼a convergenţa punctual¼a numai pentru "aproape toate punctele".

Inegalitatea lui Schwarz
Din punct de vedere "istoric", inegalitatea a fost cunoscut¼a pentru numere reale în forma 

nX
k=1

akbk

!2
�
 

nX
k=1

a2k

! 
nX
k=1

b2k

!

pentru orice numere reale akbk 2 R , k = 1; n şi orice n � 1
În aceast¼a form¼a inegalitatea este numit¼a "inegalitatea Cauchy-Schwarz" sau "Cauchy-Bunyakovski-

Schwarz".
S¼a observ¼am c¼a pentru n = 1 are loc egalitate

(a1b1)
2
=
�
a21
� �
b21
�

S¼a observ¼am c¼a pentru n = 2 inegalitatea este relativ simplu de demonstrat.
Este su�cient s¼a efectu¼am calculele

(a1b1 + a2b2)
2 �

�
a21 + a

2
2

� �
b21 + b

2
2

�
,

(a1b1)
2
+ (a2b2)

2| {z }+2a1b1a2b2 � a21b21 + a21b22 + a22b21 + a22b22|{z}
0 � a21b22 � 2a1b1a2b2 + a22b21 , 0 � (a1b2 � a2b1)2

ultima inegalitate este în mod evident adev¼arat¼a, deci este adev¼arat¼a şi inegalitatea Cauchy-Schwarz pentru
n = 2 .

Aparent ar trebui urmat un procedeu de tip induçtie pentru a demonstra c¼a inegalitatea are loc pentru orice
seturi de numere reale,
mai precis pentru orice n � 3 .
Nu urm¼am acest drum relativ laborios şi nu foarte instructiv.

Consider¼am un spaţiu vectorial V cu produs scalar <;>: V � V ! R .
Produsul scalar de�neşte o norm¼a, "norma asociat¼a" produsului scalar

kxk =
p
< x; x >

Oricât de mult¼a "încredere" am avea c¼a astfel am de�nit o norm¼a, este necesar¼a veri�carea propriet¼aţilor normei
:
i) kxk � 0 pentru orice x 2 V şi kxk = 0 dac¼a şi numai dac¼a x = 0
ii) k�xk = j�j � kxk pentru orice x 2 V şi orice � 2 R
iii) kx+ yk � kxk+ kyk pentru orice x; y 2 V
proprieţtile i) şi ii) sunt relativ uşor de veri�cat

kxk =
p
< x; x > � 0 , 0 = kxk =

p
< x; x > ) < x; x >= 0 , x = 0

k�xk =
p
< �x; �x > =

p
�2 < x; x > = j�j �

p
< x; x > = j�j � kxk

pentru proprietatea iii) ( "inegalitatea normei" )

kx+ yk � kxk+ kyk ,
p
< x+ y; x+ y > �

p
< x; x >+

p
< y; y > ,
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< x+ y; x+ y >�< x; x > + < y; y > +2
p
< x; x > �

p
< y; y >

< x; x > + < y; y > +2 < x; y >�< x; x > + < y; y > +2
p
< x; x > �

p
< y; y > ,

< x; y >
p
< x; x > �

p
< y; y >

Putem alege orice vectori x; y 2 V . Înlocuind y cu �y obţinem

< x;�y >
p
< x; x > �

p
< �y;�y > ,

� < x; y >
p
< x; x > �

p
< y; y >

Ultimele dou¼a inegalit¼aţi se pot scrie "împreun¼a în forma

j< x; y >j2 � < x; x > � < y; y >

Prin urmare ceea ce am de�nit ca kxk = p< x; x > veri�c¼a "inegalitatea normei",
dac¼a şi numai dac¼a este adev¼arat¼a inegalitatea lui Schwarz

Iat¼a din ce motiv aceast¼a inegalitate este important¼a.

S¼a consider¼am cazul în care spaţiul vectorial V are dimensiune �nit¼a dimV = n ,
de exemplu V = Rn cu produsul scalar "canonic"

< (a1; a2; :::; an) ; (b1; b2; :::; bn) >=
nX
k=1

akbk

Este bine cunoscut¼a norma asociat¼a

k(a1; a2; :::; an)k =

vuut nX
k=1

a2k =
q
a21 + a

2
2 + :::+ a

2
n

numit¼a "norma euclidian¼a".
Pare de la sine înţeles c¼a aceasta este o norm¼a, cel puţin în cazul "tri-dimensional" (n = 2)

k(a1; a2; a3)k =
q
a21 + a

2
2 + a

2
3

Totuşi calculele anterioare au ar¼atat c¼a norma asociat¼a unui produs scalar veri�c¼a "inegalitatea normei"
dac¼a şi numai dac¼a are loc inegalitatea lui Schwarz, care în caz �nit dimensional
pentru x = (a1; a2; :::; an) şi y = (b1; b2; :::; bn) avem

j< x; y >j2 =

�������< (a1; a2; :::; an)| {z }
x

; (b1; b2; :::; bn)| {z }
y

>

�������
2

=

 
nX
k=1

akbk

!2

< x; x >=< (a1; a2; :::; an)| {z }
x

; (a1; a2; :::; an)| {z }
x

>=

 
nX
k=1

a2k

!

< y; y >=< (b1; b2; :::; bn)| {z }
y

; (b1; b2; :::; bn)| {z }
y

>=

 
nX
k=1

b2k

!

devine inegalitatea în forma "clasic¼a" Cauchy-Schwarz 
nX
k=1

akbk

!2
�
 

nX
k=1

a2k

! 
nX
k=1

b2k

!

care nu pare deloc evident¼a (pentru n � 3 ), sau cel puţin demonstrarea ei pare s¼a implice calcule laborioase.

Teorem¼a.Produsul scalar veri�c¼a inegalitatea lui Schwarz (inegalitatea fundamental¼a a unui produs scalar)
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Pentru orice x; y 2 V are loc inegalitatea

j< x; y >j2 � < x; x > � < y; y >

Demonstraţie.
S¼a observ¼am c¼a inegalitatea implic¼a doar doi vectori x şi y
Prin urmare putem considera cele dou¼a cazuri posibile
i) vectorii x şi y sunt "coliniari" : y = �x , � 2 R
ii) vectorii x şi y sunt "necoliniari" , adic¼a sunt liniar independenţi
În cazul i) înlocuind y = �x obţinem

j< x;�x >j2 � < x; x > � < �x; �x > ,

�2 j< x; x >j2 � < x; x > ��2 < x; x >

care este de fapt o egalitate.
R¼amâne deci cazul ii) în care vectorii x şi y sunt liniar independenţi.
Reamintim c¼a în inegalitate intervin doar cei doi vectori x şi y .
Deci inegalitatea are loc în spaţiul (vectorial) generat de cei doi vectori, spaţiu de dimensiune 2, cei doi vectori

�ind liniar independenţi.
Nu este necesar s¼a not¼am acest spaţiu.
Dar s¼a observ¼am c¼a algoritmul Gram-Schmidt produce o baz¼a ortonormat¼a cu doi vectori (spaţiul are dimensiune

2)
S¼a-i not¼am e1; e2. În aceast¼a baz¼a vectorii x şi y se scriu

x = a1e1 + a2e2 şi y = b1e1 + b2e2

iar produsul scalar se scrie
< x; y >=< a1e1 + a2e2; b1e1 + b2e2 >

folosim scrierea < x; y >= x � y calculele sunt mai clare

< x; y >= x � y = (a1e1 + a2e2) � (b1e1 + b2e2) =

= a1e1 � b1e1 + a1e1 � b2e2 + a2e2 � b1e1 + a2e2 � b2e2 =
baza e1; e2. este ortonormat¼a, deci

= a1b1e1 � e1| {z }
1

+ a1b2e1 � e2| {z }
0

+ a2b1e2 � e1| {z }
0

+ a2b2e2 � e2| {z }
1

= a1b1 + a2b2

la fel obţinem şi
< x; x >= x � x = (a1e1 + a2e2) � (a1e1 + a2e2) = a21 + a22
< y; y >= y � y = (b1e1 + b2e2) � (b1e1 + b2e2) = b21 + b22

iar inegalitatea lui Schwarz devine

j< x; y >j2 � < x; x > � < y; y >

(a1b1 + a2b2)
2 �

�
a21 + a

2
2

� �
b21 + b

2
2

�
exact inegalitatea "clasic¼a" Cauchy-Schwarz pentru n = 2 , pe care am demonstrat-o la început.
�

Comentarii.
Aceast¼a demonstraţie este destul de "natural¼a", "constructiv¼a", şi
arat¼a c¼a inegalitatea lui Schwarz implic¼a numai doi vectori, deşi este adev¼arat¼a pentru orice vectori x; y 2 V
nu conteaz¼a ce dimensiune are spaţiul V , conteaz¼a doar faptul c¼a sunt implicaţi numai doi vectori
(care genereaz¼a un spaţiu de dimensiune 2).

S¼a refacem "�rul" logic al demonstraţiei.
În mod natural am considerat cazurile
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i) vectorii x şi y sunt "coliniari" ii) vectorii x şi y sunt "necoliniari" , adic¼a sunt liniar independenţi
În cazul i) avem doar o simpl¼a egalitate.
În cazul ii) inegalitatea lui Schwarz se rescrie în funçtie de coordonatele vectorilor x şi y într-o baz¼a ortonormat¼a

şi
obţinem o inegalitate numeric¼a simplu de demonstrat (inegalitatea Cauchy-Schwarz pentru n = 2 )

Consecinţ¼a.
Norma asociat¼a unui produs scalar este într-adev¼ar o norm¼a (veri�c¼a inegalitatea normei).
În particular :
Norma "euclidian¼a" asociat¼a produsului scalar "canonic" pe Rn este într-adev¼ar o norm¼a (veri�c¼a inegalitatea

normei).

Comentarii.
Folosind contextul spaţiilor vectoriale cu produs scalar, rezult¼a c¼a este su�cient s¼a demonstr¼am "inegalitatea

Cauchy-Schwarz"  
nX
k=1

akbk

!2
�
 

nX
k=1

a2k

! 
nX
k=1

b2k

!
doar pentru n = 2 şi rezult¼a c¼a este adev¼arat¼a pentru orice n � 2
Un fapt aparent destul de straniu. La "prima vedere" nu este deloc evident c¼a este su�cient cazul n = 2
Totuşi s¼a interpret¼am acest fapt.
Mai întâi un argument de "calcul" 0BBBB@

nX
k=1

akbk| {z }
B

1CCCCA
2

�

0BBBB@
nX
k=1

a2k| {z }
A

1CCCCA
0BBBB@

nX
k=1

b2k| {z }
C

1CCCCA
inegalitatea a�rm¼a B2 � A � C
Nu conteaz¼a cum se calculeaz¼a B , A sau C
Al doilea argument, se observ¼a produse scalare în inegalitate0BBBB@

nX
k=1

akbk| {z }
<x;y>

1CCCCA
2

�

0BBBB@
nX
k=1

a2k| {z }
<x;x>

1CCCCA
0BBBB@

nX
k=1

b2k| {z }
<y;y>

1CCCCA
Am folosit notaţia B2 � A �C , deoarece aceasta sugereaz¼a un calcul de tip "�" pentru o ecuaţie de gradul 2.
Astfel ajungem s¼a prezent¼am şi demonstraţia "tradi̧tional¼a" pentru inegalitatea lui Schwarz.

Demonstraţie (varianta 2)
În mod "tradi̧tional" se prezint¼a o demonstraţie destul de "elegant¼a", dar folosind un "truc tehnic" nu tocmai

evident.
Consider¼am produsul scalar

< x+ �y; x+ �y > � 0 pentru orice � 2 R

< x; x > + < x;�y > + < �y; x > + < �y; �y > � 0
< x; x > +� < x; y > +� < y; x > +�2 < y; y > � 0

< x; x > +2� < x; y > +�2 < y; y > � 0 pentru orice � 2 R
avem o funçtie de gradul 2 (funçtie de � ) care are semn constant, deci neap¼arat � � 0
Adic¼a

0 � � = (2 < x; y >)2 � 4 < x; x > � < y; y >= 4

24< x; y >2| {z }
B2

�< x; x >| {z }
C

�< y; y >| {z }
A

35
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care este exact inegalitatea lui Schwarz

0 � < x; y >2 � < x; x > � < y; y > , < x; y >2� < x; x > � < y; y >

�

Comentariu.
Este de înţeles motivul pentru aceast¼a variant¼a de demonstraţie este prezentat¼a în majoritatea textelor.
Simpl¼a, elegant¼a, scurt¼a.
Are îns¼a dezavantajul c¼a pare venit¼a de "nic¼aieri".
Prima variant¼a de demonstraţie pe care am prezentat-o, este doar aparent mai lung¼a.
Are îns¼a avantaje:
- foloseşte elemente fundamentale pentru spaţii cu produs scalar (baza ortonormat¼a)
- este "constructiv¼a", sau "natural¼a" (aşa ar face un "încep¼ator")
- semnaleaz¼a un fapt interesant asupra inegalit¼aţii numerice Cauchy-Schwarz (cazul n = 2 este su�cient)

3.2 Serii Fourier - Aplica̧tii

Corespunz¼ator scurtei prezent¼ari a seriilor Fourier, sunt relativ puţine aplicaţii ale seriilor Fourier disponibile.

1. Reprezentarea în serie trigonometric¼a (serie Fourier) a unui semnal periodic.
- calculul coe�cienţilor Fourier, pentru funçtii periodice de perioad¼a 2� , integrabile f : [��; �]! R

an =
1

�

�Z
��

f(x) cosnx dx pentru n � 0 , bn =
1

�

�Z
��

f(x) sinnx dx pentru n � 1

- folosirea unui argument pentru ca o funçtie s¼a admit¼a dezvoltare în serie Fourier, de exemplu teorema lui
Dirichlet

- cazuri extrem de simple, în care funçtia se poate scrie ca un polinom trigonometric,
şi deci polinomul reprezint¼a exact seria Fourier.

- cazul unei funçtii pare, sau impare, care se dezvolt¼a în serie de cosinuşi , repsectiv serie de sinuşi
- reprezentarea unei funçtii în serie de cosinuşi, sau serie de sinuşi,

prin prelungerea funçtiei la o funçtie par¼a sau impar¼a.

2. Calculul sumei unor serii numerice, pentru care folosind serii de puteri rezult¼a calcule ce nu pot � �nalizate.

Am folosite câteva ingrediente tehnice.
i)

cosn� = (�1)n , sinn� = 0 , cos2 x =
1 + cos 2x

2

sin
n�

2
=

�
0 , n = 2k

(�1)k , n = 2k + 1
, [(�1)n � 1] =

�
�2 , n = 2k + 1
0 , n = 2k

ii) o funçtie periodic¼a f : R[��; �]! R cu perioad¼a principal¼a 2� , continu¼a pe [��; �] are limitele laterale

f(� � 0) = f(�) , f(� + 0) = f(�� + 0) = f(��)

- dac¼a este funçtie par¼a, atunci este continu¼a şi în punctele � şi �� , deoarece

f(� � 0) = f(�) = f(��) , f(� + 0) = f(�� + 0) = f(��)

- dac¼a este funçtie impar¼a, atunci este continu¼a şi în punctele � şi �� doar dac¼a

f(�) = 0 = f(��)

deoarece în acest caz

f(� � 0) = f(�) = �f(��) , f(� + 0) = f(�� + 0) = f(��)
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şi deci limitele laterale egale f(�) = f(��) plus f(�) = �f(��) duc la f(�) = 0 = f(��)

Observa̧tie.
Caculul coe�cienţilor Fourier se face folosind integrale, deci este "liniar" în sensul
dac¼a an; bn şi cn; dn sunt coe�cienţii Fourier ai funçtiei f respectiv g , atunci
coe�cienţii Fourier ai funçtiei f + g sunt �n = (an + cn) , �n = (bn + dn)

Demonstraţie.

�n =
1

�

�Z
��

[f(x) + g(x)] cosnx| {z }
f(x) cosnx+g(x) cosnx

dx =
1

�

�Z
��

f(x) cosnx dx

| {z }
an

+
1

�

�Z
��

g(x) cosnx dx

| {z }
cn

= an + cn

�n =
1

�

�Z
��

[f(x) + g(x)] sinnx| {z }
f(x) sinnx+g(x) sinnx

dx =
1

�

�Z
��

f(x) sinnx dx

| {z }
bn

+
1

�

�Z
��

g(x) sinnx dx

| {z }
dn

= bn + dn

�
Exemple.

1.S¼a se determine seria Fourier asociat¼a funçtiei f : [��; �]! R ,

f(x) = �2� cos 5x+ 3� sin 7x+ (cosx)2

2. S¼a se dezvolte în serie Fourier funçtia f : [��; �]! R

f(x) =

�
2 , x 2 [0; �]

�5 , x 2 [��; 0)

3. S¼a se dezvolte în serie Fourier funçtia f : [��; �]! R , f(x) = x

4. S¼a se dezvolte în serie Fourier funçtia f : [��; �]! R , f(x) = x2

5. S¼a se dezvolte în serie de cosinuşi funçtia f : [0; �]! R , f(x) = x

6. S¼a se dezvolte în serie de sinuşi funçtia f : [0; �]! R , f(x) = x2

7. Folosind dezvoltarea în serie Fourier a funçtiei ...
s¼a se determine suma seriei numerice ...

Soluţii.

1. S¼a observ¼am c¼a în caz funçtia se poate scrie ca o sum¼a �nit¼a de funçtii trigonometrice

f(x) = �2� cos 5x+ 3� sin 7x+ (cosx)2 =

�2� cos 5x+ 3� sin 7x+ 1 + cos 2x
2

= �3
2|{z}

a0=2

+
1

2|{z}
a2

cos 2x+ (�1)|{z}
a5

cos 5x+ 3�|{z}
a7

sin 7x

adic¼a un polinom trigonometric, care reprezint¼a exact seria Fourier a funçtiei f .
Coe�cienţii Fourier sunt

a0
2
= �3

2
, a2 =

1

2
, a5 = �1 , a7 = 3� ,

toţi ceilaļti coe�cienţi Fourier sunt nuli

a1 = 0; a3 = 0; a4 = 0; a6 = 0; an = 0 n � 8 , bn = 0 n � 1

�
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2. Calcul¼am coe�cienţii Fourier folosind de�ni̧tia lor

an =
1

�

�Z
��

f(x) cosnx dx pentru n � 0

pentru n = 0

a0 =
1

�

�Z
��

f(x) dx =
1

�

0Z
��

f(x)|{z}
�5

dx+
1

�

�Z
0

f(x)|{z} dx =
=
1

�

0Z
��

(�5) dx+ 1

�

�Z
0

2 dx =
�5
�

0Z
��

dx

| {z }
�

+
2

�

�Z
0

dx

| {z }
�

=
�5
�
� +

2

�
� = �5 + 2 = �3

pentru n � 1

an =
1

�

�Z
��

f(x) cosnx dx =
1

�

0Z
��

f(x)|{z}
�5

cosnxdx+
1

�

�Z
0

f(x)|{z}
2

cosnxdx =

=
�5
�

0Z
��

cosnxdx+
2

�

�Z
0

cosnxdx =
�5
�

sinnx

n

����0
��
+
2

�

sinnx

n

�����
0

=

=
�5
�

�
sin 0

n
� sin(�n�)

n

�
+
2

�

�
sinn�

n
� sin 0

n

�
= 0

bn =
1

�

�Z
��

f(x) sinnx dx =
1

�

0Z
��

f(x)|{z}
�5

sinnxdx+
1

�

�Z
0

f(x)|{z}
2

sinnxdx =

=
�5
�

0Z
��

sinnxdx+
2

�

�Z
0

sinnxdx =
�5
�

� cosnx
n

����0
��
+
2

�

� cosnx
n

�����
0

=

=
�5
�

�
� cos 0
n

� � cos(�n�)
n

�
+
2

�

�
� cosn�

n
� � cos 0

n

�
=
�5
�

�
�1
n
+
(�1)n
n

�
+
2

�

�
�(�1)n
n

+
1

n

�
bn =

1

�n
[5� 5(�1)n � 2(�1)n + 2] = 7

�n
[1� (�1)n]

bn =

�
7
�n � 2 , n = 2k + 1

0 , n = 2k

deci în �nal, deoarece funçtia veri�c¼a condi̧tiile din teorema lui Dirichlet,
pentru orice x 2 [��; �] în care funçtia este continu¼a obţinem

f(x) =
a0
2
+

1X
k=0

b2k+1 sin(2k + 1)x =
�3
2
+

1X
k=0

7

�(2k + 1)
sin(2k + 1)x

funçtia nu este continu¼a în x = 0 , limitele laterale sunt f(0� 0) = �5 , f(0 + 0) = 2 ,
deci conform teoremei lui Dirichlet pentru x = 0 obţinem

�3
2
=
�5 + 2
2

=
f(0� 0) + f(0 + 0)

2
=
�3
2
+

1X
k=0

7

�(2k + 1)
sin(2k + 1)0| {z }

0

=
�3
2

de asemenea funçtia nu este continu¼a în punctele � şi �� , pentru care obţinem

f(� � 0) + f(� + 0)
2

=
f(� � 0) + f(�� + 0)

2
=
2 + (�5)

2
= �3

2
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f(� � 0) + f(� + 0)
2

=
�3
2
+

1X
k=0

7

�(2k + 1)
sin(2k + 1)�| {z }

0

=
�3
2

�
3. S¼a observ¼am c¼a funçtia f(x) = x 2 [��; �] este o funçtie impar¼a,

deci toţi coe�cienţii Fourier an = 0 , n � 0
R¼amân de calcultat coe�cienţii

bn =
1

�

�Z
��

f(x) sinnx dx =
2

�

�Z
0

f(x) sinnx dx =
2

�

�Z
0

x sinnx dx = prin p¼aŗti

=
2

�

0BBBBBBB@
x
� cosnx

n

����x=�
x=0

�
�Z
0

1|{z}
(x)0

� cosnx
n| {z }Z
sinnx

dx

1CCCCCCCA
=
2

�

0@��(�1)n
n

+

�Z
0

cosnx

n
dx

1A

=
2

n
(�1)n+1 + sinnx

n2

����x=�
x=0| {z }

0�0

=
2

n
(�1)n+1

Funçtia este continu¼a în orice punct x 2 (��; �) , deci conform teoremei lui Dirichlet obţinem

x = f(x) =

1X
n=1

bn sinnx =

1X
n=1

2

n
(�1)n+1 sinnx

Funçtia nu este continu¼a în x = � , limitele laterale sunt

f(� � 0) = � , f(� + 0) = f(�� + 0) = ��

şi conform teoremei lui Dirichlet obţinem

0 =
� + (��)

2
=
f(� � 0) + f(� + 0)

2
=

1X
n=1

2

n
(�1)n+1sinn�| {z }

0

= 0

�
4. S¼a observ¼am c¼a în acest caz funçtia f(x) = x2 2 [��; �] este o funçtie par¼a,
deci toţi coe�cienţii bn = 0 , n � 0

R¼amân de calculat coe�cienţii

an =
1

�

�Z
��

f(x) cosnx dx =
2

�

�Z
0

f(x) cosnx dx pentru n � 0

pentru n = 0 obţinem

a0 =
2

�

�Z
0

x2 dx =
2

�

x3

3

����x=�
x=0

=
2

�

�3

3
=
2�2

3

pentru n � 1 obţinem

an =
2

�

�Z
0

x2 cosnx dx = prin p¼aŗti =
2

�

0BBBBBBB@
x2
sinnx

n

����x=�
x=0| {z }

0�0

�
�Z
0

2x|{z}
(x2)0

sinnx

n| {z }Z
cosnx

dx

1CCCCCCCA
=
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=
4

�n

�Z
0

x sinnxdx = prin p¼aŗti =
4

�n

0BBBBBBB@
x
� cosnx

n

����x=�
x=0

�
�Z
0

1|{z}
(x)0

� cosnx
n| {z }Z
sinnx

dx

1CCCCCCCA
=

=
4

�n

0@��(�1)n
n

+

�Z
0

� cosnx
n

dx

1A =
4

�

0BBB@�(�1)n+1n
� sinnx

n2

����x=�
x=0| {z }

0�0

1CCCA =
4(�1)n+1

n2

Funçtia este continu¼a în orice punct x 2 [��; �] , deci conform teoremei lui Dirichlet obţinem

f(x) =
a0
2
+

1X
n=1

an cosnx =
�2

3
+

1X
n=1

4(�1)n+1
n2

cosnx =
�2

3
+ 4

1X
n=1

(�1)n+1
n2

cosnx

�
5. O funçtie are dezvoltare în serie de cosinuşi numai dac¼a funçtia este par¼a,
deci în acest caz trebuie s¼a prelungim funçtia f : [0; �]! R , f(x) = x la o funçtie par¼a f : [��; �]! R

f(x) =

�
x , x 2 [0; �]

f(�x) = �x , x 2 [��; 0]

Prin urmare coe�cienţii bn sunt toţi nuli. R¼amân de calculat coe�cienţii

an =
1

�

�Z
��

f(x) cosnx dx =
2

�

�Z
0

f(x) cosnx dx pentru n � 0

pemtru n = 0

a0 =
2

�

�Z
0

f(x) dx =
2

�

�Z
0

x dx =
2

�

x2

2

����x=�
x=0

=
2

�

�2

2
= �

pentru n � 1

an =
2

�

�Z
0

f(x) cosnx dx =
2

�

�Z
0

x cosnx dx = prin p¼aŗti =

=
2

�

0BBBBBBB@
x
sinnx

n

����x=�
x=0| {z }

0�0

�
�Z
0

1|{z}
(x)0

sinnx

n| {z }Z
cosnx

dx

1CCCCCCCA
= � 2

�

0@ �Z
0

sinnx

n
dx

1A = � 2
�

� cosnx
n2

����x=�
x=0

=

=
2

�n2
(cosn� � cos 0) = 2

�n2
[(�1)n � 1] =

� �4
�n2 , n = 2k + 1
0 , n = 2k

an =

� �4
�(2k+1)2

0

Funçtia este continu¼a în orice punct x 2 [��; �] , deci conform teoremei lui Dirichlet obţinem

f(x) =
a0
2
+

1X
n=1

an cosnx =
�

2
+

1X
k=0

�4
�(2k + 1)2

cos(2k + 1)x =
�

2
� 4
�

1X
k=0

1

(2k + 1)2
cos(2k + 1)x

�
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6. O funçtie are dezvoltare în serie de sinuşi numai dac¼a funçtia este impar¼a,
deci în acest caz trebuie s¼a prelungim funçtia f : [0; �]! R , f(x) = x2 la o funçtie impar¼a f : [��; �]! R

f(x) =

�
x2 , x 2 [0; �]

�f(�x) = �(�x)2 = �x2 , x 2 [��; 0]

Prin urmare coe�cienţii an sunt toţi nuli. R¼amân de calculat coe�cienţii

bn =
1

�

�Z
��

f(x) sinnx dx =
2

�

�Z
0

f(x) sinnx dx =
2

�

�Z
0

x2 sinnx dx = prin p¼aŗti =

=
2

�

0BBBBBBB@
x2
� cosnx

n

����x=�
x=0

�
�Z
0

2x|{z}
(x2)0

� cosnx
n| {z }Z
sinnx

dx

1CCCCCCCA
=
2

�

0@�2� cosn�
n

+
2

n

�Z
0

x cosnxdx

1A =

= prin p¼aŗti = 2�
(�1)n+1

n
+
4

�n

0BBBBBBB@
x sinnjx=�x=0| {z }

0�0

�
�Z
0

1|{z}
(x)0

sinnx

n| {z }Z
cosnx

dx

1CCCCCCCA
=

= 2�
(�1)n+1

n
+

4

�n2

�Z
0

� sinnxdx = 2� (�1)
n+1

n
+

4

�n2
cosnx

n

���x=�
x=0

=

= 2�
(�1)n+1

n
+

4

�n2

�
cosn�

n
� cos 0

n

�
= 2�

(�1)n+1
n

+
4

�n3
[(�1)n � 1] =

= 2�
(�1)n+1

n
+

4

�n3
2 pentru n = 2k + 1

Funçtia este continu¼a în orice punct x 2 (��; �) , deci conform teoremei lui Dirichlet obţinem

f(x) =
1X
n=1

bn sinnx =
1X
k=0

�
2�
(�1)2k=1+1
2k + 1

+
8

�(2k + 1)3

�
sin(2k + 1)x

f(x) =
1X
k=0

�
2�

2k + 1
+

8

�(2k + 1)3

�
sin(2k + 1)x

Funçtia nu este continu¼a în x = � , limitele laterale sunt

f(� � 0) = �2 , f(� + 0) = f(�� + 0) = ��2

şi conform teoremei lui Dirichlet obţtinem

0 =
�2 + (��2)

2
=
f(� � 0) + f(� + 0)

2
=

1X
k=0

�
2�

2k + 1
+

8

�(2k + 1)3

�
sin(2k + 1)�| {z }

0

= 0

�
7. Putem folosi rezultatele obţinute pân¼a acum.

În exemplul 3 am obţinut pentru x 2 (��; �)

x =
1X
n=1

2

n
(�1)n+1 sinnx
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pentru x = �
2 obţinem

�

2
=

1X
n=1

2

n
(�1)n+1 sinn�

2
=

1X
k=0

2

2k + 1
(�1)2k+1+1sin(2k + 1)�

2| {z }
(�1)k

=
1X
k=0

2

2k + 1
(�1)k

deci am obţinut suma seriei
1X
k=0

1

2k + 1
(�1)k = �

4

1� 1
3
+
1

5
� 1
7
+
1

9
� :::: = �

4

În exemplul 4 am obţinut pentru x 2 [��; �]

x2 =
�2

3
+ 4

1X
n=1

(�1)n+1
n2

cosnx

pentru x = 0

0 =
�2

3
+ 4

1X
n=1

(�1)n+1
n2

cosn0 ,
1X
n=1

(�1)n+1
n2

= ��
2

12
,

1X
n=1

(�1)n
n2

=
�2

12

1� 1

22
+
1

32
� 1

42
+
1

52
+ ::: =

�2

12

Rescriem
1X
n=1

(�1)n
n2

=
1X
k=0

1

(2k + 1)2
�

1X
k=1

1

(2k)2
=
�2

12

şi obţinem
1X
k=0

1

(2k + 1)2
� 1
4

1X
k=1

1

k2
=
�2

12

pe de alt¼a parte
1X
n=1

1

n2
=

1X
k=0

1

(2k + 1)2
+

1X
k=1

1

(2k)2
=

1X
k=0

1

(2k + 1)2
+
1

4

1X
k=1

1

k2

deci
1X
k=0

1

(2k + 1)2
=
3

4

1X
n=1

1

n2

de unde rezult¼a

3

4

1X
n=1

1

n2
� 1
4

1X
k=1

1

k2
=
�2

12
)

1X
n=1

1

n2
=
�2

6
)

1X
k=0

1

(2k + 1)2
=
�2

8

Putem obţine aceleaşi sume folosind
În exemplul 5 am obţinut pentru x 2 [��; �]

f(x) = jxj = �

2
� 4
�

1X
k=0

1

(2k + 1)2
cos(2k + 1)x

deci pentru x = 0 obţinem

0 = f(0) =
�

2
� 4
�

1X
k=0

1

(2k + 1)2
cos(2k + 1)0| {z }

1

=
�

2
� 4
�

1X
k=0

1

(2k + 1)2
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rezult¼a 1X
k=0

1

(2k + 1)2
=
�2

8

1

1
+
1

32
+
1

52
+
1

72
+ ::: =

�2

8

Deci am obţinut o suma unei serii numerice.
Putem obţine şi suma seriei

1X
n=1

1

n2
=
1

12
+
1

22
+
1

32
+
1

42
+ :::

deoarece
1X
n=1

1

n2
=

1X
k=1

1

(2k)2
+

1X
k=0

1

(2k + 1)2
=

1X
k=1

1

4k2
+

1X
k=0

1

(2k + 1)2

şi deci
1X
n=1

1

n2| {z }
S

=
1

4

1X
k=1

1

k2| {z }
S

+

1X
k=0

1

(2k + 1)2| {z }
�2

8

rezult¼a
3

4

1X
n=1

1

n2
=
�2

8
)

1X
n=1

1

n2
=
�2

6

1X
n=1

1

n2
=
1

12
+
1

22
+
1

32
+
1

42
+ ::: =

�2

6

În exemplul 6 am obţinut, pentru x 2 (��; �)

x2 =
1X
k=0

�
2�

2k + 1
+

8

�(2k + 1)3

�
sin(2k + 1)x

deci pentru x = �
2 obţinem

(
�

2
)2 =

1X
k=0

�
2�

2k + 1
+

8

�(2k + 1)3

�
sin(2k + 1)

�

2| {z }
(�1)k

=
1X
k=0

2�(�1)k
2k + 1

+
1X
k=0

8(�1)k
�(2k + 1)3

�2

4
= 2�

1X
k=0

(�1)k
2k + 1| {z }
�
4

+
8

�

1X
k=0

(�1)k
(2k + 1)3

deci
1X
k=0

(�1)k
(2k + 1)3

=
�

8

�
�2

4
� 1
2

�
=
�3

32
� �

16

�
Serii Fourier - Întreb¼ari Test
Iat¼a câteva întreb¼ari simple, cu care putȩti "veri�ca" capacitatea de a v¼a "orienta" asupra Seriilor Fourier.
Putȩti ad¼auga şi alte întreb¼ari ce vi se par relevante.

Este funçtia f(x) = sin 3x� 4 sin 2x o funçtie par¼a ?

Este funçtia f(x) = cos 2x+ cos 3x o funçtie impar¼a ?
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Cum este funçtia f(x) = cos 3x� 4 sin 2x par¼a sau impar¼a ?

Cum trebuie prelungit¼a la [��; �] funçtia f(x) = cosx , x 2 [0; �] pentru a � o funçtie impar¼a ?
Cum trebuie prelungit¼a la [��; �] funçtia f(x) = sinx , x 2 [0; �] pentru a � o funçtie par¼a ?
Care este perioada principal¼a a funçtiei f(x) = cos 2x+ sin 3x , f : R! R ?

Care este seria Fourier asociat¼a unui polinom trigonometric ?

Care este seria Fourier asociat¼a funçtiei f(x) = 2� sin 2x+ 5 cos 3x ?

Cât este coe�cientul Fourier a0 pentru funçtia f(x) = x� 2x3 + 3x7 ?

Cât este coe�cientul Fourier a8 pentru funçtia f(x) = x3 � x5 + 2x9 ?

Cât este coe�cientul Fourier a1 pentru funçtia f(x) = 1 + x2 � x4 + 2x6 , x 2 [��; �] ?
Cât este coe�cientul Fourier a9 pentru funçtia f(x) = x4 � x6 + 2x8 , x 2 [��; �] ?
Cum arat¼a dezvoltarea în serie de sinuşi a funçtiei f(x) = 1 + x2 , x 2 [��; �] ?
Cum arat¼a dezvoltarea în serie de cosinuşi a funçtiei f(x) = x� x3 , x 2 [��; �] ?
Cât este norma kk2 a funçtiei f(x) = 1� cosx� sinx+ cos 2x+ 3 sin 3x , x 2 [��; �] ?
Cât este norma kk2 a funçtiei f(x) = 2 , x 2 [��; �] ?
Cât sunt limitele laterale ale funçtiei f(x) = x� x3 în x = � ? Este f continu¼a în x = � ?

Cât sunt limitele laterale ale funçtiei f(x) = x2 � x4 în x = � ? Este f continu¼a în x = � ?

Se prelungeşte funçtia f(x) = cosx , x 2 [0; �] la o funçtie impar¼a pe [��; �] .
Este prelungirea continu¼a în x = 0 ?

Are funçtia f(x) = x3 dezvoltare în serie Fourier în punctul x = � ? Folosi̧ti teorema lui Dirichlet.

Are funçtia f(x) =
�

x+ 1 , x 2 [0; �]
x� 1 , x 2 [��; 0) dezvoltare în serie Fourier în punctul x = 0 ?

Folosi̧ti teorema lui Dirichlet.

4.1 Tranformata Laplace

De�ni̧tie. Se numeşte funçtie (semnal) original sau original Laplace, o funçtie f = f(t) , care veri�c¼a
urm¼atoarele:
i) f(t) = 0 pentru t < 0 , ( dac¼a t reprezint¼a "timpul", se poate interpreta c¼a nu consider¼am "trecutul" )
ii) semnalul este continuu (eventual continuu pe poŗtiuni) pentru t � 0
iii) "nu creşte mai repede ca o exponenţial¼a", sau "este majorat¼a de o exponenţial¼a cu exponent de grad 1 ebt "
mai precis exist¼a constantele M > 0 şi b � 0 astfel încât

(�) jf(t)j �M � ebt pentru orice t � 0 , unde M > 0 şi b � 0

Comentariu. Constantele M > 0 şi b � 0 , nu sunt unice pentru funçtia f .
Suntem interesaţi în alegerea unei valori cât mai mici pentru b � 0 , chiar dac¼a aceasta implic¼a alegerea unei

valori mari pentru M > 0
Vom observa acest fapt în exemplele urm¼atoare.

Pierre-Simon, marquis de Laplace (1749 �1827) matematician şi astronom francez.
A ini̧tiat studiul mecanii clasice pe baza calcului diferenţial şi integral. Formuleaz¼a ecuaţia "Laplace" ,
transformarea "Laplace" şi operatorul "Laplace" (laplacian) cu largi aplicaţii în matematic¼a.

Exemple.
i) funçtia "treapt¼a unitate" sau funçtia lui Heaviside

u(t) =

�
0 , t < 0
1 , t � 0

Demonstraţie.
Putem alege M = 1 şi b = 0 , obţinem

ju(t)j � 1 = 1 � eot
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ii) funçtiile putere sau polinomiale

f(t) =

�
0 , t < 0
tn , t � 0 sau f(t) =

�
0 , t < 0
t� , t � 0 , pentru � > 0

Demonstraţie.
Folosim limita cunoscut¼a (se calculeaz¼a folosind l�Hospital în mod succesiv)

lim
t!1

t�

ebt
= 0 pentru orice � > 0 şi b > 0

Deci pentru orice b > 0 putem alege M > 0 astfel încât

jtnj �M � ebt pentru orice t � 0 , respectiv jt�j �M � ebt pentru orice t � 0

iii) funçtiile trigonometrice sin�t , cos�t
Demonstraţie.
Putem alege M = 1 şi b = 0 , obţinem

jsin�tj � 1 = 1 � e0t = 1 , jcos�tj � 1 = 1 � e0t = 1

iv) orice funçtie m¼arginit¼a f : [0;+1)! R este original Laplace.
De exemplu

1

1 + t2
,

t

t+ 1
, arctg t ,

1

1 + et

Demonstraţie.
o funçtie este m¼arginit¼a dac¼a exist¼a M > 0 astfel încât

jf(t)j �M pentru orice t 2 [0;+1)

prin urmare putem alege acest M şi b = 0 pentru a obţine

jf(t)j �M =M � e0t pentru orice t 2 [0;+1)

v) funçtii care nu sunt original Laplace

f(t) =

�
0 , t < 0
et

2

, t � 0 , g(t) =

�
0 , t � 0
1
t , t > 0

Demonstraţie.

În mod evident et
2

nu este majorat¼a de M � ebt , indiferent de alegerea b > 0 şi M > 0 deoarece

lim
t!1

ebt

et2
= 0 pentru orice b � 0

deci f = f(t) nu este original Laplace.
Funçtia g = g(t) este m¼arginit¼a la "in�nit", dar are limit¼a in�nit¼a în t = 0

lim
t&0

1

t
=

1

+0
= +1 , lim

t!+1

1

t
=

1

+1 = 0

deci nu poate �majorat¼a de o exponenţial¼a (care este continu¼a în t = 0 )

1

t
�M � ebt nu are loc pentru t 2 (0; 1) , adic¼a în vecin¼atatea lui 0

�
Oliver Heaviside (1850 �1925) inginer, matematician şi �zician englez autodidact. A aplicat numerele complexe

la studiul curentului electric. Inventeaz¼a tehnici matematice pentru rezolvarea ecuaţiilor diferenţiale - echivalente
cu transformarea Laplace. Reformuleaz¼a ecuaţiile lui Maxwell în termeni de foŗte electrice, magnetice şi �ux de
energie.
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Comentariu.
Pratic putem considera c¼a funçtiile original sunt de�nite numai pentru t � 0 .
Astfel orice funçtie care veri�c¼a inegalitatea (*) poate � considerat¼a original Laplace, dac¼a se ignor¼a valorile

pentru t < 0 .
Sau putem înmuļti cu funçtia treapt¼a unitate u(t) şi astfel obţinem funçtii care sunt constante zero pentru t < 0
u(t) � tn , u(t) � sin�t , u(t) � cos�t , u(t) � e�t

u(t)tn =

�
0 , t < 0
tn , t � 0 u(t) sin�t =

�
0 , t < 0

sin�t , t � 0 u(t) cos�t =

�
0 , t < 0

cos�t , t � 0 u(t)e�t =

�
0 , t < 0
e�t , t � 0

Observa̧tie.
Muļtimea funçtiilor original este un spaţiu vectorial.
Demonstraţie.
Fie f; g funçtii original cu constantele respective M1 > 0 , M2 > 0 , b1 � 0 , b2 � 0
Putem alege M = max(M1;M2) şi b = max(b1; b2) şi obţinem

jf(t) + g(t)j � jf(t)j+ jg(t)j �M1 � eb1t +M2 � eb2t �M � ebt +M � ebt = 2M � ebt

ceea ce arat¼a c¼a funçtia f + g este original Laplace.
Pentru orice scalar � 2 R putem scrie

j�f(t)j = j�j � jf(t)j � j�j �M1 � eb1t

deci funçtia �f este original Laplace.
�
Teorem¼a. Pentru orice funçtie original f şi orice z 2 C cu Re z > b , urm¼atoarea integral¼a improprie este

convergent¼a
+1Z
0

f(t)e�ztdt

Demonstraţie.
Demonstr¼am c¼a integrala improprie este absolut convergent¼a, deci integrala este convergent¼a.
Absolut convergent¼a înseamn¼a integrala improprie

+1Z
0

��f(t)e�zt�� dt este convergent¼a

Folosim criteriul de convergenţ¼a de comparaţie cu inegalit¼aţi. Pentru z = y + iy 2 C obţinem

e�zt = e�(x+iy)t = e�xte�iyt şi deci
��e�zt�� = ��e�xte�iyt�� = ��e�xt�� � ��e�iyt��| {z }

1

= e�xt

Funçtia f este original Laplace, deci jf(t)j �M � ebt şi obţinem

(i)
��f(t)e�zt�� = jf(t)j � ��e�zt�� = jf(t)j � e�xt �M � ebt � e�xt

iar pentru x = Re z > b obţinem

(ii)

+1Z
0

M � ebt � e�xtdt =
+1Z
0

M � e(b�x)tdt =M
"

1

b� xe
(b�x)t

����t!+1

t=0

#
=

M

b� x

26664 lim
t!+1

e(b�x)t| {z }
0 deoarece (b�x)t<0

� e0

37775 = M

x� b

Din (i) şi (ii) conform criteriului de comparaţie cu inegalit¼aţi (pentru integrale improprii) rezult¼a c¼a integrala

+1Z
0

��f(t)e�zt�� dt este convergent¼a
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�
Comentariu.
Integrala improprie depinde de parametrul " z " , care poate avea valori numere complexe.
Deci este o integral¼a "cu parametru" şi genereaz¼a o funçtie complex¼a ( funçtie de variabil¼a complex¼a şi cu valori

complexe )

z �!
+1Z
0

f(t)e�ztdt

De�ni̧tie.
Pentru o funçtie original f cu constante M; b se de�neşte transformata Laplace a funçtiei f

L(f) def=
+1Z
0

f(t)e�ztdt pentru z 2 C cu Re z > b

care este o funçtie cu valori complexe, de�nit¼a pentru semiplanul fRe z > bg .
Pentru a nu complica notaţiile, uneori not¼am L(z)

not
= L(f) pentru a evidenţia c¼a este o funçtie complex¼a de

variabil¼a z 2 C , Re z > b
Se numeşte operatorul Laplace sau transformarea Laplace , notat¼a L corespondenţa

f funçtie (semnal) original �! L(f) transformat¼a Laplace| {z }
imagine

f(t) �! L(f(t)) not= L(z)

Transformata Laplace L(f) se mai numeşte şi "imaginea" funçtiei original.

Nota̧tii.
Pornind de la notaţia f = f(t) care înseamn¼a: m¼arimea numit¼a " f " depinde de parametrul " t ",
vom folosi:
- f(t) pentru a reprezenta un semnal original (depinde de t )
- L(f(t)) pentru a reprezenta transformata Laplace a semnalului f(t)
- L(z) pentru a reprezenta o transformat¼a Laplace atunci când nu este important a cui trasnformat¼a este,
dar dorim s¼a marc¼am faptul c¼a transformata Laplace este o funçtie complex¼a de variabil¼a complex¼a " z "

Notaţia tradi̧tional¼a folosit¼a în �zic¼a sau alte domenii tehnice, este "s" în loc de "z" pentru variabila transfor-
matei Laplace.

L(f) def=
+1Z
0

f(t)e�stdt pentru s 2 C cu Re s > b

Având în vedere notaţia folosit¼a în analiza complex¼a z = x+ iy pentru numere complexe,
am considerat c¼a folosirea acestei notaţii poate uşura înţelegerea.
Odat¼a înţelese diferitele aspecte şi propriet¼aţi ale transformatei Laplace, orice alt¼a notaţie poate � urm¼arit¼a

relativ uşor.
Tot în mod tradi̧tional, transformata Laplace a unui semnal original f(t) se noteaz¼a F (s) .
Din nefericire şi transformata Fourier a unui semnal f(t) se noteaz¼a F (x)
Am considerat c¼a este mai sugestiv s¼a not¼am
- f(t) şi L(f(t)) = L(z) pentru transformata Laplace
- f(t) şi F(f(t)) = F (x) pentru transformata Fourier

Comentariu.
În matematic¼a sunt folosite mai multe denumiri pentru conceptul de " funçtie ", pentru a deosebi mai uşor

anumite caracteristici.
Pentru a elimina confuzia generat¼a de denumiri diferite pentru acelaşi concept, preciz¼am denumirile frecvent

utilizate.
- funçtie - aplicaţie - corespondenţ¼a : pentru orice tip de funçtie f : A! B
- funçtie numeric¼a : pentru funçtii cu valori numere (naturale, întregi, raţionale, reale, complexe)
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funçtie real¼a : dac¼a valorile sunt numere reale
funçtie complex¼a : dac¼a valorile sunt numere complexe

- aplicaţie liniar¼a : dac¼a este "liniar¼a" (pe un spaţiu vectorial = spaţiu liniar ) f(x+ y) = f(x) + f(y) ,
f(�x) = �f(x)

- funçtional¼a : dac¼a asociaz¼a unei funçtii o valoare numeric¼a,
de exemplu "integrala de�nit¼a" (integrala Riemann) asociaz¼a unei funçtii f (integrabile) valoarea

integralei

bZ
a

f(t)dt

- operator : dac¼a asociaz¼a unei funçtii f o alt¼a funçtie g
de exemplu
"derivarea" asociaz¼a unei funçtii g(t) (derivabile) derivata sa g0(t)
transformarea Laplace asociaz¼a unei funçtii f(t) (original) transformata sa Laplace L(f(t))
transformarea Fourier asociaz¼a unei funçtii f(t) transformata sa Fourier F(f(t))

Observa̧tie.
Atenţie ! �ecare transformat¼a Laplace are propriul domeniu de de�ni̧tie, semiplanul corespunz¼ator fRe z > bg
Prin urmare putem aduna sau înmuļti transformate Laplace dar având în vedere domeniul comun de de�ni̧tie.
Pentru f; g funçtii original cu constantele respective M1 > 0 , M2 > 0 , b1 � 0 , b2 � 0
Putem alege b = max(b1; b2) şi obţinem

L(f) + L(g) şi L(f) � L(g)

de�nite pe semiplanul fRe z > bg , cu b = max(b1; b2)

Observa̧tie.
Operatorul Laplace (transformarea Laplace) este un operator liniar

L(f + g) = L(f) + L(g) , L(�f) = �L(f) pentru orice � 2 R

Demonstraţie.
Transformarea Laplace este de�nit¼a de o integral¼a, care este operator (aplicaţie) liniar, deci

L(f + g) =
+1Z
0

[f(t) + g(t)] e�ztdt =

+1Z
0

�
f(t)e�zt + g(t)e�zt

�
dt =

+1Z
0

f(t)e�ztdt+

+1Z
0

g(t)e�ztdt = L(f) + L(g)

L(�f) =
+1Z
0

�f(t)e�ztdt = �

+1Z
0

f(t)e�ztdt = �L(f)

�
În cele ce urmeaz¼a prezent¼am transformatele Laplace pentru funçtii original "elementare".

Folosim notaţia "strict¼a" u(t) � f sau notaţia (mai practic¼a) care omite u(t) şi subînţelege c¼a funçtiile sunt
de�nite numai pentru t > 0

u(t) = 1 , M = 1 , b = 0 , L(1) = 1

z
de�nit¼a pe semiplanul fRe z > 0g

u(t)�e�t = e�t � � 0 , M = 1 , b = � , L(e�t) = 1

z � � de�nit¼a pe semiplanul fRe z > �g

u(t)�e��t = e��t � � 0 , M = 1 , b = 0 , L(e��t) = 1

z + �
de�nit¼a pe semiplanul fRe z > 0g

u(t)�cos�t = cos�t , M = 1 , b = 0 , L(cos�t) = z

z2 + �2
de�nit¼a pe semiplanul fRe z > 0g

u(t)�sin�t = sin�t , M = 1 , b = 0 , L(sin�t) = �

z2 + �2
de�nit¼a pe semiplanul fRe z > 0g
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u(t)�tn = tn , M > 0 , b > 0 , L(tn) = n!

zn+1
de�nit¼a pe semiplanul fRe z > 0g

u(t)�t� = t� � > 0 , M > 0 , b > 0 , L(t�) = �(�+ 1)

z�+1
de�nit¼a pe semiplanul fRe z > 0g

Pentru funçtia tn sau t� pentru orice b > 0 putem alege M > 0 su�cient de mare, deci domeniul transformatei
Laplace este fRe z > 0g
Funçtiile complexe obţinute ca transformate Laplace, sunt în mod evident de�nite pe domenii mai mari din C
Dar ca transformate Laplace, aceste funçtii complexe sunt de�nite numai pe semiplanele corespunz¼atoare.

Demonstraţie.
1)

L(u(t)) = L(1) =
+1Z
0

1 � e�ztdt = 1

�z e
�zt
����t!+1

t=0

=
�1
z

2664 lim
t!+1

e�zt| {z }
0

� e0

3775 = 1

z

deoarece

lim
t!+1

��e�zt�� = lim
t!+1

���e�(x+iy)t��� = lim
t!+1

��e�xt�� � ��e�iyt��| {z }
1

= lim
t!+1

e�xt = e�1 = 0 ) lim
t!+1

e�zt = 0

2)

L(u(t) � e�t) = L(e�t) =
+1Z
0

e�t � e�ztdt =
+1Z
0

et(��z)dt =
1

�� z e
t(��z)

����t!+1

t=0

=
1

�� z

2664 limt!1
et(��z)| {z }
0

� e0

3775 = 1

z � �

deoarece x = Re z > �

lim
t!+1

���et(��z)��� = lim
t!+1

���e(��x�iy)t��� = lim
t!+1

���e(��x)t��� � ��e�iyt��| {z }
1

= lim
t!+1

e(��x)t

deoarece (��x)t<0

= e�1 = 0 ) lim
t!+1

e�zt = 0

L(u(t) � e��t) = L(e��t) =
+1Z
0

e��t � e�ztdt =
+1Z
0

et(���z)dt =
1

��� z e
t(���z)

����t!+1

t=0

=

=
1

��� z

2664 lim
t!+1

et(���z)| {z }
0

� e0

3775 = 1

z + �

3) integr¼am prin p¼aŗti ambele integrale ca un "sistem liniar"

L(u(t) � cos�t) = L(cos�t) =
+1Z
0

cos�t � e�ztdt p¼arţi=
"
cos�t

e�zt

�z

����t!+1

t=0

#
| {z }

1
z

�
+1Z
0

�� sin�t 1�z e
�ztdt

| {z }
�
z L(sin�t)

L(u(t) � sin�t) = L(sin�t) =
+1Z
0

sin�t � e�ztdt p¼arţi=
�
sin�t

e�zt

�z

�t!1

t=0| {z }
0

�
+1Z
0

� cos�t
1

�z e
�ztdt

| {z }
��

z L(cos�t)

calcul¼am limitele corespunz¼atoare, x = Re z > 0

lim
t!+1

��cos�t � e�zt�� = lim
t!+1

jcos�tj �
��e�zt�� � lim

t!+1

��e�zt�� = lim
t!+1

e�xt = e�1 = 0 ) lim
t!+1

cos�t � e�zt = 0

lim
t!+1

��sin�t � e�zt�� = lim
t!+1

jsin�tj �
��e�zt�� � lim

t!+1

��e�zt�� = lim
t!+1

e�xt = e�1 = 0 ) lim
t!+1

sin�t � e�zt = 0
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deci

0

"
cos�t

e�zt

�z

����t!+1

t=0

#
= lim

t!+1

cos�t � e�zt
�z � cos�0e

�z0

�z = 0 +
1

z�
sin�t

e�zt

�z

�t!+1

t=0

= lim
t!+1

sin�t � e�zt
�z � sin�0e

�z0

�z = 0� 0 = 0

obţinem un sistem liniar �
L(cos�t) = 1

z �
�
zL(sin�t)

L(sin�t) = �
zL(cos�t)

rezult¼a

L(cos�t) = 1

z
� �
z

�

z
L(cos�t) ) L(cos�t)

�
1 +

�2

z2

�
=
1

z
) L(cos�t) = z

z2 + �2

L(sin�t) = �

z
L(cos�t) = �

z

z

z2 + �2
=

�

z2 + �2

4) integr¼am prin p¼aŗti

L(u(t) � tn) = L(tn) =
+1Z
0

tn � e�ztdt p¼arţi=
"
tn
e�zt

�z

����t!+1

t=0

#
| {z }

0

�
+1Z
0

ntn�1
e�zt

�z dt =
n

z

+1Z
0

tn�1e�ztdt

| {z }
L(tn�1)

calcul¼am limita

lim
t!+1

��tne�zt�� = lim
t!+1

tn
��e�zt�� = lim

t!+1
tne�xt = lim

t!+1

tn

ext
= 0

deci "
tn
e�zt

�z

����t!+1

t=0

#
= lim

t!+1
tn
e�zt

�z � 0
n e

�z0

�z = 0

şi în �nal obţinem o relaţie pe care o aplic¼am succesiv

L(tn) = n

z
L(tn�1)| {z } = n

z

n� 1
z
L(tn�2)| {z } = n

z

n� 1
z

n� 2
z
L(tn�3)| {z } = ::: = n(n� 1):::2 � 1

zn
L(tn�n)| {z }
L(1)

=
n!

zn
1

z
=

n!

zn+1

pentru � > 0 integr¼am prin p¼aŗti în acelaşi mod şi obţinem

L(u(t) � t�) = L(t�) =
+1Z
0

t� � e�ztdt p¼arţi=
"
t�
e�zt

�z

����t!+1

t=0

#
| {z }

0

�
+1Z
0

�t��1
e�zt

�z dt =
�

z

+1Z
0

t��1e�ztdt

apoi scriem aceast¼a relaţie

L(z) = L(t�) = �

x

+1Z
0

t��1e�ztdt

pentru z = x+ iy = x > 0 (y = 0) şi obţinem

L(x) =
�

x

+1Z
0

t��1e�xtdt =

apoi facem schimbarea de variabil¼a tx = u , t = 1
xu dt = 1

xdu

=
�

x

+1Z
0

1

x��1
u��1e�u

1

x
du =

�

x�+1

+1Z
0

u��1e�udu

| {z }
=

�

x�+1
�(�) =

�(�+ 1)

x�+1
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Am obţinut L(x) = �(�+1)
x�+1 pentru x > 0

L(x) =
�(�+ 1)

x�+1
pentru orice x > 0

Transformata Laplace L(z) este o functie olomorf¼a, la fel şi funçtia �(�+1)
z�+1 ,

aceste funçtii coincid pentru orice z = x + i0 , x > 0 , atunci în mod necesar cele dou¼a funçtii olomorfe
coincid peste tot

L(t�) = L(z) = �(�+ 1)

z�+1
penrtu orice z cu Re z > 0

�
Funçtia � "gama" se de�neşte pentru � > 0

�(�)
def
=

+1Z
0

t��1e�tdt

Teorem¼a.
Transformata Laplace este o funçtie olomorf¼a (derivabil¼a) pe semiplanul de de�ni̧tie. fRe z > bg

Nu prezent¼am, demonstraţia.

Observa̧tie.
Orice transformat¼a Laplace are limita zero la "in�nit"

lim
Re z!+1

L(f) = lim
Re z!+1

L(z) = 0

Demonstraţie.
Fie deci f original Laplace cu constantele M > 0 şi b � 0 , z = x+ iy , x = Re z ! +1

jL(f)j =

������
+1Z
0

f(t)e�ztdt

������ �
+1Z
0

��f(t)e�zt�� dt � +1Z
0

M � ebte�xtdt =M
+1Z
0

et(b�x)dt =

=M

"
1

b� xe
t(b�x)

����t!+1

t=0

#
=

M

b� x

2664 lim
t!+1

et(b�x)| {z }
0

� e0

3775 = M

x� b !
x=Re z!+1

M

+1 = 0

�
Propriet¼a̧ti de calcul pentru transformarea Laplace.

Toate propriet¼aţile care urmeaz¼a, sunt folosite pentru a exprima transformata Laplace a unei "perturb¼ari" sau
"modi�c¼ari" a semnalului f(t)
în funçtie de transformata Laplace a semnalului f(t).

Consider¼am f = f(t) funçtie original, cu constante M > 0 şi b � 0 şi
folosim ambele notaţii L(f) sau L(z) pentru transformata Laplace a lui f

1. Teorema asem¼an¼arii.

L(f(�t)) = 1

�
L
� z
�

�
sau
=

1

�
L(f)

� z
�

�
pentru � > 0

2. Teorema deplas¼arii.

L
�
f(t)e�t

�
= L(f)(z � �) sau= L(z � �) , � 2 R

3. Teorema întârzierii. Funçtia (semnalul)

f�(t) = f(t� �) =
�

0 , t� � < 0
f(t� �) , t� � � 0 =

�
0 , t < �

f(t� �) , t � �
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este considerat¼a semnal "întârziat cu � > 0" al semnalului f(t)

L(f�(t)) = L(f(t� �)) = e��zL(z) =
1

e�z
L(z)

sau
=

1

e�z
L(f) pentru � > 0

4. Teorema deriv¼arii imaginii.

L (tf(t)) = � d
dz
[L(f)] sau= �L0(z) sau= � d

dz
L(z)

L (tnf(t)) = (�1)n d
n

dzn
[L(f)] sau= (�1)n d

n

dzn
L(z) pentru n � 1

L (tnf(t)) = (�1)n [L(f)](n) sau= (�1)nL(n)(z) pentru n � 1

unde dn

dznL(z) sau L(n)(z) sunt notaţii pentru derivata de ordin n

5. Teorema integr¼arii originalului.

L

0@ tZ
0

f(u)du

1A =
1

z
L(z)

sau
=
1

z
L(f)

6. Teorema integr¼arii imaginii. ( de fapt o rescriere a teoremei de derivare a imaginii)
Dac¼a funçtia f(t)

t este funçtie original , atunci

L
�
f(t)

t

�
= �

Z
L(f) sau= �

Z
L(z) , d

dz

�
L
�
f(t)

t

��
= �L(f) sau= �L(z)

unde semnul
Z
(integral) are aici sens de antiderivat¼a şi în plus se alege acea antiderivata care veri�c¼a

lim
Re z!+1

�Z
L(z)

�
= 0

aceast¼a antiderivat¼a justi�c¼a denumirea "teorema integr¼arii imaginii".

7. Teorema deriv¼arii originalului.
i) dac¼a f şi derivata sa f 0 sunt funçtii original, atunci

L(f 0) = zL(f)� f(+0) = z � L(z)� f(+0)

ii) dac¼a f şi toate derivatele sale f 0; f 00; :::; f (n) sunt funçtii original, atunci

L(f (n)) = znL(f)� zn�1f(+0)� zn�2f 0(+0)� :::� z � f (n�2)(+0)� f (n�1)(+0)

unde f(+0) înseamn¼a limita la dreapta în t = 0 , se poate folosi orice alt¼a notaţie : f(0+) sau f(0 + 0)
Acest detaliu este nesemni�cativ dac¼a semnalul f(t) este continuu în 0 adic¼a

f(+0) = lim
t&0
f(t) = f(0)

caz în care scriem mai simplu

L(f 0) = zL(f)� f(0) = z � L(z)� f(0)

L(f (n)) = znL(f)� zn�1f(0)� zn�2f 0(0)� :::� z � f (n�2)(0)� f (n�1)(0)

În practic¼a, se consider¼a semnale continue (deci continue şi în 0 ),
dar din demonstraţie, în relaţie apare limita la dreapta în zero şi este bine de marcat acest fapt.
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8. Transformata Laplace pentru semnalelor periodice.
Dac¼a f(t) este un semnal original şi periodic cu perioada T > 0 , atunci

L(f) = 1

1� e�zT

TZ
0

f(t)e�ztdt

9. Teorema valorii ini̧tiale.
Dac¼a f şi derivata sa f 0 sunt funçtii original, atunci

lim
Re z!+1

zL(z) = lim
t&0
f(t) = f(+0)

Este considerat¼a "valoare ini̧tial¼a" - limita la dreapta în 0 a funçtiei original f(+0) = lim
t&0
f(t) ,

Pentru semnale continue în 0 , f(0) = lim
t&0
f(t) este considerat¼a valoarea de la care "începe" semnalul f(t)

(în timp t )

10. Teorema valorii �nale.

Dac¼a f şi derivata sa f 0 sunt funçtii original , f 0 este integrabil¼a

0@ adic¼a

+1Z
0

jf(t)j dt < +1

1A şi

exist¼a lim
t!+1

f(t) , atunci

lim
z!0

zL(z) = lim
t!+1

f(t)

Este considerat¼a "valoare �nal¼a" - limita funçtiei original la +1 , lim
t!+1

f(t)

cu alte cuvinte valoarea spre care "tinde" semnalul (în timp t )

Demonstraţii.

1. Teorema asem¼an¼arii, facem schimbarea de variabil¼a �t = u , t = 1
�u , dt =

1
�du

L(f(�t) =
+1Z
0

f(�t)e�ztdt =

+1Z
0

f(u)e�z
1
�u
1

�
du =

1

�

+1Z
0

f(u)e�
z
�udu =

1

�
L(f)( z

�
)
sau
=

1

�
L(
z

�
)

apoi interpret¼am integrala
+1Z
0

f(u)e�
z
�udu

ca �ind transformata Laplace a semnalului f(u) , calculat¼a în z
�

2. Teorema deplas¼arii

L(f((t)e�t) =
+1Z
0

f(t)e�te�ztdt =

+1Z
0

f(t)e�te�t(z��)dt = L(f)(z � �) sau= L(z � �)

3. Teorema întârzierii, facem schimbarea de variabil¼a t� � = u , t = u+ � , dt = du

L(f�(t)) =
+1Z
0

f�(t)e
�ztdt =

+1Z
�

f(t��)e�ztdt =
+1Z
0

f(u)e�z(u+�)du = e��z
+1Z
0

f(u)e�zudu = e��zL(f) sau= e��zL(z)

4. Teorema deriv¼arii imaginii, derivata transformatei Laplace revine la derivarea unei integrale cu parametru

(L(f))0 = d

dz

0@+1Z
0

f(t)e�ztdt

1A =

+1Z
0

d

dz

�
f(t)e�zt

�
dt =

+1Z
0

f(t)
d

dz

�
e�zt

�
dt =

+1Z
0

f(t)(�t)e�ztdt = �L(tf(t))
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, L(tf(t)) = � (L(f))0 = � d
dz
L(f) = � d

dz
L(z)

apoi deriv¼am succesiv şi obţinem

(L(f))00 = [�L(tf(t))]0 = � d
dz

0@+1Z
0

tf(t)e�ztdt

1A = �
+1Z
0

tf(t)
d

dz

�
e�zt

�
dt = �

+1Z
0

tf(t)(�t)e�ztdt =

= (�1)2
+1Z
0

t2f(t)e�ztdt = (�1)2L(t2f(t))

, L(t2f(t)) = (�1)2 (L(f))00

şi aşa mai departe , inductiv, pentru orice n � 1 obţinem

L(tnf(t)) = (�1)n (L(f))(n)

Trebuie remarcat faptul c¼a funçtia tnf(t) este original deoarece produsul a dou¼a funçtii original este de asemenea
original

jtnf(t)j =
z}|{
jtnj � jf(t)j| {z } � z }| {M1e

t �Mebt| {z }
5.Teorema integr¼arii originalului, arat¼am mai întâi c¼a funçtia g(t)

not
=

tZ
0

f(u)du este original

������
tZ
0

f(u)du

������ �
tZ
0

jf(u)j du �
tZ
0

Mebudu =M
ebu

b

����u=t
u=0

=
M

b

�
ebt � 1

�
� M

b
ebt

apoi derivând obţinem

g0(t) =
d

dt

24 tZ
0

f(u)du

35 = f(t)
deci

L(g0(t)) = L(f(t))

iar pe de alt¼a parte

L(g0(t)) =
+1Z
0

g0(t)e�ztdt
p¼arţi
= g(t)(�z)e�zt

��t!+1
t=0| {z }

0

�
+1Z
0

g(t)(�z)e�ztdt = z
+1Z
0

g(t)e�ztdt = zL(g(t))

lim
t!+1

��g(t)e�zt�� � lim
t!+1

M

b
ebt � e�xt = lim

t!+1

M

b
et(b�x) = 0 deoarece x = Re z > b

g(t)(�z)e�zt
��t!+1
t=0

= lim
t!+1

g(t)(�z)e�zt � g(0)|{z}
0

(�z)e�z0 = 0

În �nal obţinem

zL(g(t) = L(g0(t) = L(f) , L(g(t)) = L

0@ tZ
0

f(u)du

1A =
1

z
L(f)

6. Teorema integr¼arii imaginii. Am spus deja c¼a aceasta este de fapt o simpl¼a rescriere a teoremei de derivare
a imaginii :

L (tf(t)) = � d
dz
[L(f(t))]

228



în care înlocuim f(t) cu f(t)
t şi obţinem

L
�
t
f(t)

t

�
= � d

dz

�
L(f(t)

t
)

�
, L (f(t)) = � d

dz

�
L
�
f(t)

t

��
care înseamn¼a c¼a transformata Laplace L

�
f(t)
t

�
este o antiderivat¼a pentru transformata Laplace L (f(t)) ,

adic¼a :

L (f(t)) = L
�
f(t)

t

�
| {z }

transformat¼a Laplace

= �
Z
L (f(t))| {z }

antiderivat¼a

= �
Z
L(z)

Singura problem¼a este ca funçtia f(t)
t s¼a �e un semnal original şi se alege acea antiderivat¼a pentru care

lim
Re z!+1

�Z
L(z)

�
= 0

deoarece otrice transformat¼a Laplace are limita zero la "in�nit".
Comentariu.
De exemplu funçtiile sin t şi sin t

t sunt ambele semnale originale şi pentru acestea se poate aplica teorema de
integrare a imaginii,
dar funçtiile et şi et

t nu sunt ambele semnale originale, deci pentru acestea nu se poate aplica teorema de
integrare a imaginii.

7. Teorema deriv¼arii originalului
i) consider¼am f semnal original cu constantele M; b > 0 şi x = Re z > b

L(f) =
+1Z
0

f(t)e�ztdt
p¼arţi
=

"
f(t)

1

�z e
�zt
����t!+1

t&0

#
�
+1Z
0

f 0(t)
1

�z e
�ztdt =

f(+0)

z
+
1

z

+1Z
0

f 0(t)e�ztdt =
f(+0)

z
+
1

z
L(f 0)

lim
t!+1

��f(t)e�zt�� � lim
t!+1

jf(t)j � e�xt � lim
t!+1

Mebt � e�xt = lim
t!+1

Me(b�x)t = e�1 = 0"
f(t)

1

�z e
�zt
����t!+1

t&0

#
= lim

t!+1
f(t)

1

�z e
�zt| {z }

0

� lim
t&0
f(t)

1

�z e
�zt =

f(+0)

z

În �nal obţinem

L(f) = f(+0)

z
+
1

z
L(f 0) , L(f 0) = zL(f)� f(+0)

ii) proced¼am inductiv, dac¼a egalitatea are loc pentru k � 1

L(f (k)) = zkL(f)� zk�1f(+0)� :::� zf (k�2)(+0)� f (k�1)(+0)

atunci are loc şi pentru k + 1, deoarece aplic¼am i)

L(f (k+1)) = L(
h
f (k)

i0
) = zL(f (k+1))� f (k)(+0) =

= z
h
zkL(f)� zk�1f(+0)� :::� zf (k�2)(+0)� f (k�1)(+0)

i
� f (k)(+0) =

= zk+1L(f)� zkf(+0)� :::� z2f (k�2)(+0)� zf (k�1)(+0)� f (k)(+0)

8. Transformata Laplace pentru semnale periodice
Deoarece funçtia f este periodic¼a cu perioad¼a T > 0 putem descompune integrala în serie de integrale

L(f) =
+1Z
0

f(t)e�ztdt =
1X
n=0

nT+TZ
nT

f(t)e�ztdt =

229



facem schimbarea de variabil¼a t = nT + u şi obţinem

=
1X
n=0

TZ
0

f(nT + u)| {z }
f(u)

e�z(nT+u)du =
1X
n=0

0@ TZ
0

f(u)e�zudu

1A e�znT =
0@ TZ

0

f(u)e�zudu

1A 1X
n=0

e�znT| {z }
serie geometrica

=

=

TZ
0

f(u)e�zudu � 1

1� e�zT

deoarece suma unei serii geometrice este

1X
n=0

e�znT =
1X
n=0

�
e�zT

�n
= 1 + e�zT +

�
e�zT

�2
+ ::: =

1

1� e�zT pentru
��e�zT �� < 1

��e�zT �� = ���e�(x+iy)T ��� = ��e�xT � e�iyT �� = ��e�xT �� � ��e�iyT �� = e�xT < 1
deoarece x = Re z > 0 ) �xT < 0 .
Semnalul este periodic, deci este justi�cat¼a înlocuirea f(nT + u) = f(u) .

9. Teorema valorii ini̧tiale.
Folosim teorema deriv¼arii originalului

L(f 0) = zL(f)� f(+0) , L(f 0) = z � L(z)� f(+0) ) zL(z) = L(f 0) + f(+0)

şi faptul c¼a o transformat¼a Laplace are limita 0 pentru Re z ! +1

lim
Re z!+1

zL(z) = lim
Re z!+1

[L(f 0) + f(+0)] = lim
Re z!+1

[L(f 0)]| {z }
0

+ f(+0) = f(+0) = lim
t&0
f(t)

10. Teorema valorii �nale
Folosim teorema deriv¼arii originalului

L(f 0) = zL(f)� f(+0) , L(f 0) = z � L(z)� f(+0) ) zL(z) = L(f 0) + f(+0)

zL(z) = L(f 0) + f(+0) =
+1Z
0

f 0(t)e�ztdt+ f(+0)

Pe de alt¼a parte pentru x = Re z > 0 avem��f 0(t)e�zt�� = jf 0(t)j � ��e�zt�� = jf 0(t)j � e�xt � jf 0(t)j
şi pentru c¼a din ipotez¼a f 0(t) este integrabil¼a

+1Z
0

jf(t)j dt < +1 , trecem la limit¼a

lim
z!0

zL(z) = lim
z!0

24+1Z
0

f 0(t)e�ztdt+ f(+0)

35 = lim
z!0

24+1Z
0

f 0(t)e�ztdt

35+ f(+0) = +1Z
0

f 0(t) lim
z!0

�
e�zt

�
| {z }

e0=1

dt+ f(+0)

lim
z!0

zL(z) =

+1Z
0

f 0(t)dt+ f(+0) = [f(t)]
t!+1
t&0 + f(+0) = lim

t!+1
f(t)� lim

t&0
f(t)| {z }

f(+0)

+ f(+0) = lim
t!+1

f(t)

deci
lim
z!0

zL(z) = lim
t!+1

f(t)
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�
Exemple de semnale întârziate.

f(t) =

�
0 , t < 0
t , t � 0 , f(t� 2) =

�
0 , t < 2

t� 2 , t � 2

t

f

f(t2)=t2
f(t)=t

2

Un semnal f = f(t) şi întârziatul lui g = f(t� 3) , schi̧tate doar aproximativ

t

f

f(t3)

f(t)

3
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f(t) = u(t) � cos t =
�

0 , t < 0
cos t , t � 0 , f

�
t� �

2

�
=

�
0 , t < �

2
cos
�
t� �

2

�
, t � �

2

=

�
0 , t < �

2
sin (t) , t � �

2

f(t) = cos( t)

f(tπ/2) = cos(tπ/2)=sin(t)

t

t

f

f

π/2 3π/2

5π/2

π/2

π

2π3π/2 5π/2

7π/2

7π/2

Deci semnalul " sin " este întârziatul cu �
2 al semnalului " cos ".

Produsul de convolu̧tie.
De�ni̧tie.

Fie f; g : R! R funçtii integrabile în modul pe orice interval închis (

bZ
a

jf j <1 ,

bZ
a

jgj <1 ):

Dac¼a pentru orice x 2 R functia h(t) = f(t)g(x� t) este integrabil¼a pe R
atunci funçtia f � g de�nit¼a de

(f � g)(x) def=
+1Z
�1

f(t)g(x� t)dt

se numeşte convoluţia funçtiilor f , g ( sau convoluţia lui f cu g )
sau produsul de convoluţie al funçtiilor f şi g

Propriet¼a̧ti.
i) convoluţia este comutativ¼a f � g = g � f
ii) distributivitate f � (g + h) = f � g + f � h
iii) asociativitate (f � g) � h = f � (g � h)

Demonstraţie.
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i) facem schimbarea de variabil¼a x� t = u , t = x�u , dt = �du , t! �1 ) u! +1 , t! +1)
u! �1 şi obţinem

(f � g)(x) =
+1Z
�1

f(t)g(x� t)dt =
�1Z
+1

f(x� u)g(u)(�du) =
+1Z
�1

f(x� u)g(u)du = (g � f)(x)

Nu demonstr¼am ii) şi iii) sunt doar un exerci̧tiu de rutin¼a. �
Observatie.
Dac¼a f şi g sunt funçtii original, atunci convoluţia lor f � g este funçtie original şi pentru orice x > 0 avem

(f � g)(x) =
xZ
0

f(t)g(x� t)dt

Demonstraţie.
Funçtiile f; g sunt funçtii original deci sunt continue pe poŗtiuni.
Integrala ce de�neşte convoluţia, în acest caz are de fapt limite de integrare �nite

(f � g)(x) =
+1Z
�1

f(t)g(x� t)dt =
0Z
�1

f(t)|{z}
0

g(x� t)d

| {z }
f(t)=0 pentru t<0

+

+1Z
0

f(t)g(x� t)d =
+1Z
0

f(t)g(x� t)dt =

=

xZ
0

f(t)g(x� t)dt+
+1Z
x

f(t)g(x� t)| {z }
0

dt

| {z }
=

g(x�t)=0 penrtu t>x

xZ
0

f(t)g(x� t)dt

- deoarece pentru t < 0 avem f(t) = 0
- şi deoarece pentru t > x avem x� t < 0 şi deci g(x� t) = 0

În plus, dac¼a x < 0 atunci t < 0 şi deci f(t) = 0 )
xZ
0

f(t)|{z}
0

g(x� t)dt = 0 ,

deci (f � g)(x) = 0 pentru x < 0

Ca integral¼a cu parametru "x", integrala

xZ
0

f(t)g(x� t)dt este continu¼a pe poŗtiuni.

În �ne f; g sunt funçtii original cu constante corespunz¼atoare jf(t)j �M1e
b1t , jg(t)j �M2e

b2t , obţinem

j(f � g)(x)j =

������
xZ
0

f(t)g(x� t)dt

������ �
xZ
0

jf(t)g(x� t)j dt �
xZ
0

M1e
b1tM2e

b2(x�t)dt =

=M1M2e
b2x

xZ
0

e(b1�b2)tdt =M1M2e
b2x

�
1

b1 � b2
e(b1�b2)t

�����t=x
t=0

=
M1M2

b1 � b2
eb2x

h
e(b1�b2)x � e0

i
�

� M1M2

b1 � b2
eb2xeb1x =

M1M2

b1 � b2
e(b1+b2)x

deoarece b1 � b2 � b1

Deci funçtia (f � g)(x) =
xZ
0

f(t)g(x� t)dt este original Laplace.

�
Comentariu.
Produsul de convoluţie este aparent "straniu" sau mai puţin "natural".
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Iat¼a un exemplu relativ mai simplu ce poate justi�ca integrala "

xZ
0

f(t)g(x� t)dt "

S¼a înmuļtim dou¼a serii de puteri convergente, obţinem tot o serie de puteri 1X
p=0

apx
p

!
�
 1X
q=0

bqx
q

!
=

1X
n=0

cnx
n

cum se obţine coe�cientul cn ? (coe�cientul puterii xn )
de exemplu

c0 = a0b0 , c1 = a1b0 + a0b1 , c2 = a0b2 + a1b1 + a2b0 ....

deci şi coe�cientul cn se obţine înmuļtind coe�cienţii corespunz¼atori pentru xpxq = xp+q = xn şi adunând

cn =
X

p+q=n

apbq =
1X
p=0

apbn�p =
nX
p=0

apbn�p

deoarece p+ q = n ) q = n� p , dar p; q � 0 deci q = n� p � 0 ) p � n
Se observ¼a acum analogia dintre formule

xZ
0

f(t)g(x� t)dt < ....... >
nX
p=0

apbn�p

integrala reprezint¼a sume nenum¼arabile.

Teorem¼a
Dac¼a f şi g sunt funçtii original, atunci

L(f � g) = L(f) � L(g)

Demonstraţie.

L(f � g) =
+1Z
0

(f � g)(x)e�zxdx =
+1Z
0

0@ xZ
0

f(t)g(x� t)dt

1A e�zxdx = ZZ
D

f(t)g(x� t)e�zxdtdx = A

ultima integral¼a �ind integrala dubl¼a pe domeniul D = f(x; t) 2 R2 , 0 < t < xg
Pe de alt¼a parte

L(f) � L(g) =

0@+1Z
0

f(t)e�ztdt

1A �
0@+1Z

0

g(u)e�zudu

1A =

+1Z
0

f(t)e�zt

0@+1Z
0

g(u)e�zudu

1A dt =

=

+1Z
0

0@+1Z
0

f(t)e�ztg(u)e�zudu

1A dt = +1Z
0

0@+1Z
0

f(t)g(u)e�z(t+u)du

1A dt =
facem schimbarea de variabil¼a u = x� t , x = u+ t , du = dx , u = 0 ) x = t , u! +1 ) x! +1 ,

obţinem

=

+1Z
0

0@+1Z
t

f(t)g(x� t)e�zxdx

1A dt = ZZ
E

f(t)g(x� t)e�zxdxdt = B

integral¼a dubl¼a pe domeniul plan E = f(x; t) 2 R2 , 0 < t < xg

D = f(x; t) 2 R2 ; 0 < t < xg = f(x; t) 2 R2 ; 0 < t < xg = E

234



D = { 0 < t < x } = E }

x

t

Cele dou¼a domenii plane D şi E coincid, deci integralele sunt egale A = B şi deci L(f � g) = L(f) � L(g)
�
Observa̧tie.
Convoluţia cu funçtia treapt¼a unitate u(t) duce la

(f � u)(x) =
xZ
0

f(t)u(x� t)| {z }
1

dt =

xZ
0

f(t)dt

am obţinut

xZ
0

f(t)dt care este acea antiderivat¼a (primitiv¼a) a funçtiei f care se anuleaz¼a în x = 0

Acest fapt are loc numai pentru funçtii original care au antiderivate (primitive).
�
Observa̧tie.
Folosind teorema anterioar¼a putem demonstra teorema integr¼arii originalului.

L(f � u) = L(f) � L(u) , L

0@ xZ
0

f(t)dt

1A = L(f) � L(u)|{z}
1=z

=
1

z
L(f)

�
În �nal menţion¼am "formula lui Duhamel"

Teorem¼a. (Formula lui Duhamel)
Dac¼a f şi g sunt funçtii original şi g este derivabil¼a, atunci

zL(f) � L(g) = L [f(t)g(0+) + (f � g0)(t)] = L

0BBBBB@f(t)g(+0) +
tZ
0

f(u)g0(t� u)du

| {z }
(f�g0)(t)

1CCCCCA
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unde g(+0) = lim
t&0
g(t) este limita la dreapta.

Demonstraţie.

S¼a observ¼am c¼a funçtia (f � g)(t) =
tZ
0

f(u)g(t� u)du este derivabil¼a şi derivata este

(f � g)0(t) = d

dt

24 tZ
0

f(u)g(t� u)du

35 = f(t) lim
u%0

g(t� u)| {z }
g(+0)

+

tZ
0

f(u)g0(t� u)(�1)du = f(t)g(+0)�
tZ
0

f(u)g0(t� u)du

| {z }
f�g0

deci
(f � g)0(t) = f(t)g(+0) + (f � g0)(t)

aplic¼am transformarea Laplace

L [(f � g)0(t)] = L [f(t)g(+0) + (f � g0)(t)]

apoi teorema deriv¼arii originalului

L [(f � g)0] = z � L[(f � g)]� (f � g)(+0)| {z }
0

= z � L(f) � L(g)

şi înlocuind obţinem

zL(f) � L(g) = L [(f � g)0] = L [f(t)g(+0) + (f � g0)(t)] = L [f(t)g(+0)] + L[(f � g0)(t)]

Deci

zL(f) � L(g) = L [f(t)g(+0) + (f � g0)(t)] = L

0BBBBB@f(t)g(+0) +
tZ
0

f(u)g0(t� u)du

| {z }
(f�g0)(t)

1CCCCCA
�

4.2 Transformata Laplace - Aplica̧tii

Transformata Laplace se poate folosi pentru a rezolva :
- ecuaţii diferenţiale de ordin superior, liniare cu coe�cienţi constanţi, sau unor ecuaţii cu coe�cienţi necon-

stanţi.
- sisteme liniare de ecuaţii diferenţiale (de ordin1) cu coe�cienţi constanţi
- unele ecuaţii integrale, sau "integro - diferenţiale"
Ideea fundamental¼a este urm¼atoarea: aplicând transformarea Laplace unor astfel de ecuaţii,
(presupunând c¼a acestea admit ca soluţii funçtii care sunt de tip original Laplace )

aceste ecuaţii se transform¼a în ecuaţii algebrice având ca funçtie necunoscut¼a transformata Laplace L(x(t)) not=
L(z) .

În unele cazuri ecuaţia algebric¼a obţinut¼a se poate rezolva relativ simplu.
Apoi se foloseşte faptul c¼a transformarea Laplace este inversabil¼a (deci injectiv¼a),
adic¼a cunoscând L(z) se poate "recupera" (în mod unic) funçtia original Laplace x(t)
- ( acest fapt este demonstrat folosind transformata Fourier prin teorema Mellin-Fourier )
În cazuri concrete (simple) nu folosim formula (relativ complicat¼a) oferit¼a de teorema Mellin-Fourier,
ci pur şi simplu citim "invers" tabelul cu transformatele Laplace ale funçtiilor elementare.
De exemplu

L(cos 3t) not= L(z) =
z

z2 + 32

se poate citi
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i) " �! " "transformata Laplace a funçtiei x(t) = cos 3t este funçtia complex¼a L(z) = z
z2+32

sau
ii) "  � " funçtia complex¼a L(z) = z

z2+32 provine prin transformare Laplace din funçtia x(t) = cos 3t

În general algoritmul este urm¼atorul :

Pasul I. se calculeaz¼a transformata Laplace a ecuaţiei diferenţiale, integrale, ...
- folosim tabelul cu transformatele Laplace ale funçtiilor elementare şi teoremele de calcul pentru transformata

Laplace
Pasul II. rezolv¼am ecuaţia, sistemul algebric obţinut ( atunci când este posibil ) şi obţinem L(z) = :::
Pasul III. "invers¼am" transformarea Laplace, determinând a cui transformat¼a Laplace este funçtia L(z) .
În acest scop se încearc¼a descompunerea funçtiei complexe L(z) în funçtii complexe care sunt deja cunoscute

ca �ind transformate Laplace
De exemplu, dac¼a funçtia L(z) este o funçtie raţional¼a se încearc¼a descompunerea funçtiei complexe L(z) în

"fraçtii simple"
adic¼a în acele funçtii raţionale care sunt transformatele Laplace ale unor funçtii elementare.

Textul de faţ¼a prezint¼a doar câteva exemple simple în care se aplic¼a transformarea Laplace.
Am inclus numai câteva tehnici de calcul ca exemplu.
Pentru o prezentare în detaliu, recomand¼am :
- Tranda�r T. B¼alan "Capitole de Matematici Aplicate - Transformata Laplace"
Edit. Universitaria Craiova - 2001

Ingrediente tehnice.

Pasul I necesit¼a tehnici de calcul al transformatei Laplace pentru diferite funçtii.
Exemple I.
S¼a se calculeze transformata Laplace pentru urm¼atoarele funçtii

i) L
�
tet
�

ii) L

0@ tZ
0

u2e�udu

1A iii) L

0@ tZ
0

et�u sinudu

1A iv) L
�
(t� 2)2u(t� 2)

�
v) L

�
(t� 2)2u(t)

�

Pasul II necesit¼a tehnici de calcul pentru "inversarea" transformatei Laplace.

Exemple II.
S¼a se determine funçtia original f(t) pentru urm¼atoarele transformate Laplace.

i)
1

z(z2 + 1)
ii)

1

z2 � 2 iii)
1

(z2 + 1)2
iv)

z

(z2 � 1)2 v)
1

(z2 + �2)
2 vi)

1

z2(z2 + 1)2

Soluţii. I

i) Folosim teorema deriv¼arii imaginii

L
�
tet
�
= (�1)

�
L
�
et
��0
= (�1)

�
1

z � 1

�0
= (�1) �1

(z � 1)2 =
1

(z � 1)2

ii) Folosim teorema integr¼arii originalului , apoi teorema deriv¼arii imaginii

L

0@ tZ
0

u2e�udu

1A =
1

z
L
�
t2e�t

�
=
1

z
(�1)2

�
L
�
e�t
��00

=
1

z

�
1

z + 1

�00
=
1

z

�
�1

(z + 1)2

�0
=
1

z

2

(z + 1)3

iii) Preciz¼am notaţiile folosite la teorema deplas¼arii L(z)
not
= L [f(t)]

L
�
f(t)e�t

�
= L [f(t)] (z � �) = L(z � �)

L [f(t)] (z � �) reprezint¼a transformata Laplace a funçtiei f(t) calculat¼a nu în "z" ci în punctul "z � �"
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Folosim teorema deplas¼arii

L

0@ tZ
0

et�u sinudu

1A = L

0@et � tZ
0

e�u sinudu

1A = L

0@ tZ
0

e�u sinudu

1A (z � 1)
| {z }
transformata calculat¼a în (z-1)

=

apoi teorema integr¼arii originalului şi teorema deplas¼arii

=
1

z � 1 L
�
e�t sin t

�
(z � 1)| {z }

transformata calculat¼a în (z-1)

=
1

z � 1

264 L (sin t) (z + 1)| {z }
transformata calculat¼a în (z+1)

375 (z � 1) =
=

1

z � 1

�
1

(z + 1)2 + 1

�
(z � 1)| {z }

transformata calculat¼a în (z-1)

=
1

z � 1
1

(z � 1 + 1)2 + 1 =
1

z � 1
1

z2 + 1

iv) Mai întâi funçtia (t�2)2u(t�2) este "întârziata" pentru (t)2u(t) = t2 , deci folosim teorema întârzierii

L
�
(t� 2)2u(t� 2)

�
= e�2zL

�
(t)2u(t)

�
= e�2zL

�
t2
�
= e�2z

2!

z3
= 2e�2z

1

z3

v) Descompunem în funçtii original elementare

L
�
(t� 2)2u(t)

�
= L

�
(t� 2)2

�
= L

�
t2 � 4t+ 4

�
= L

�
t2
�
� 4L [t] + 4L [1] =

=
2

z3
� 4 1

z2
+ 4

1

z

�
Soluţii II.

i) Descompunem în fraçtii simple

1

z(z2 + 1)
=
1

z
� z

z2 + 1
= L(1)� L(cos t) = L(1� cos t)

Deci originalul corespunz¼ator este
f(t) = 1� cos t

ii) Descompunem în fraçtii simple, apoi folosim teorema deplas¼arii

1

z2 � 2 =
1

(z �
p
2)(z +

p
2)
=

1

2
p
2

�
1

(z �
p
2)
� 1

(z +
p
2)

�
=

=
1

2
p
2

h
L(e

p
2t � 1)� L(e�

p
2t � 1)

i
= L

�
1

2
p
2

h
e
p
2t � e�

p
2t
i�

Deci originalul corespunz¼ator este

f(t) =
1

2
p
2

h
e
p
2t � e�

p
2t
i

iii) Folosim produsul de convoluţie

1

(z2 + 1)2
=

1

(z2 + 1)
� 1

(z2 + 1)
= L(sin t) � L(sin t) = L(sin t � sin t) = L

0@ tZ
0

sinu � sin(t� u)du

1A
Deci originalul corespunz¼ator este

f(t) =

tZ
0

sinu � sin(t� u)du =
tZ
0

1

2
[cos(u� t+ u)� cos(u+ t� u)] du =
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=

tZ
0

1

2
[cos(2u� t)� cos(t)] du = 1

2

�
sin(2u� t)
2u� t � u cos t

�����u=t
u=0

=
1

2

�
sin(t)

t
� t cos t� sin(�t)�t + 0

�

f(t) =
�1
2
(t cos t)

iv) Observ¼am c¼a funçtia este o derivat¼a

z

(z2 � 1)2 =
1

�2
�2z

(z2 � 1)2 =
1

�2

�
1

z2 � 1

�0
=
�1
2

�
1

(z � 1)(z + 1)

�0
=

=
�1
2

�
1

2

�
1

z � 1 �
1

z + 1

��0
=
�1
4

�
L(et � 1)� L(e�t � 1)

�0
=
�1
4

�
L(et � e�t)

�0
=

apoi folosim teorema deriv¼arii imaginii

=
1

4
L
�
t(et � e�t)

�
Deci originalul corespunz¼ator este

f(t) =
1

4
t(et � e�t)

v) Folosim produsul de convoluţie

1

(z2 + �2)2
=

1

(z2 + �2)
� 1

(z2 + �2)
= L( sin�t

�
)�L( sin�t

�
) =

1

�2
L(sin�t�sin�t) = 1

�2
L

0@ tZ
0

sin�u � sin�(t� u)du

1A
Deci originalul corespunz¼ator este

f(t) =
1

�2

tZ
0

sin�u � sin�(t� u)du = 1

�2

tZ
0

1

2
[cos�(u� t+ u)� cos�(u+ t� u)] du =

=
1

�2

tZ
0

1

2
[cos�(2u� t)� cos�(t)] du = 1

2�2

�
sin�(2u� t)
�(2u� t) � u cos�t

�����u=t
u=0

=

=
1

2�2

�
sin(�t)

�t
� t cos�t� sin�(�t)��t + 0

�
f(t) =

�1
2�2

(t cos�t)

vi) Descompunem în fraçtii simple

1

z2(z2 + 1)2
=

�
1

z(z2 + 1)

�2
=

�
1

z
� z

z2 + 1

�2
=
1

z2
� 21

z

z

z2 + 1
+

z2

(z2 + 1)
2 =

=
1

z2
� 2 1

z2 + 1
+

z

(z2 + 1)
� z

(z2 + 1)
= L(t)� 2L(sin t) + L(cos t) � L(cos t)

apoi folosim produsul de convoluţie

= L(t)� 2L(sin t) + L(cos t � cos t) = L(t� 2 sin t+ cos t � cos t)

Deci originalul corespunz¼ator este

f(t) = t� 2 sin t+ cos t � cos t = t� 2 sin t+
tZ
0

cosu � cos(t� u)du =

= t� 2 sin t+
tZ
0

1

2
[cos(u+ t� u) + cos(u� t+ u)] du = t� 2 sin t+ 1

2

tZ
0

[cos(t) + cos(2u� t)] du =
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= t� 2 sin t+ 1
2

�
u sin(t) +

sin(2u� t)
2u� t

�����u=t
u=0

= t� 2 sin t+ 1
2

�
t sin t+

sin(t)

t
� 0� sin(�t)�t

�
f(t) = t� 2 sin t+ 1

2
t sin t

�

Aplica̧tii ale transform¼arii Laplace

Exemple.

1. Ecuaţii diferenţiale liniare (de ordin superior) cu coe�cienţi constanţi x = x(t) cu

x00(t)� 5x(t) + 6x(t) = 0 cu condi̧tiile ini̧tiale x(0) = 1 , x0(0) = �1

2. Ecuaţii diferenţiale (de ordin superior) cu coe�cienţi neconstanţi x = x(t)

tx00(t) + 2x0(t) = t� 1 cu condi̧tiile ini̧tiale x(0) = 3 , x0(0) = �1
2

S¼a observ¼am c¼a în acest caz, x0(0) = � 12 nu este o condi̧tie ini̧tial¼a aleas¼a arbitrar,
ci este "obligatorie" din îns¼aşi ecuaţia diferenţial¼a , în care pentru t = 0 obţinem

0 � x00(0) + 2x0(0) = 0� 1 ) x0(0) = �1
2

3. Sisteme liniare de ecuaţii diferenţiale (de ordin 1) cu coe�cienţi constanţi.�
x0(t) = 3x(t)� y(t)
y0(t) = �9x(t) + 3y(t) , x(0) = 1 , y(0) = 0

4. Ecuaţii integrale.

y(t)� 2
tZ
0

y(t� u) sinudu = cos t

5. Ecuaţii "integro-diferenţial¼a".

y0(t) +

tZ
0

u � y(t� u)du = t cu y(0) = �1

6. Integrale improprii care se obţin pentru valori particulare z = a ale unei transformate Laplace

pentru f(t) funçtie original şi L[f(t)] not= L(z) transformata sa Laplace, în anumite condi̧tii se pot calcula
integralele improprii

A)

+1Z
0

f(t)dt B)

+1Z
0

f(t)

t
dt C)

+1Z
0

tnf(t)dt

Comentarii.
Toate aplicaţiile transform¼arii Laplace funçtioneaz¼a numai pentru ecuaţii ale c¼aror soluţii sunt funçtii original.
De exemplu:
- toate ecuaţiile diferenţiale de ordin superior, liniare cu coe�cienţi constanţi

E(x; x0; x00; :::; x(n)) = f(t)

numai dac¼a "termenul" f(t) este original Laplace
pentru rezolvarea ecuaţiei urm¼atoare nu se poate folosi transformarea Laplace, et

2

nu este original Laplace

x00(t)� x(t) + 2x(t) = et
2
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- toate sistemele liniare de ecuaţii diferenţiale (de ordin 1) cu coe�cienţi constanţi

X 0 = AX +B(t) , X(t) = (x1(t); x2(t); :::; xn(t))

numai dac¼a funçtiile B(t) = (b1(t); b2(t); :::; bn(t)) sunt original Laplace
Dac¼a coe�cienţii nu sunt constanţi, atunci doar anumite ecuaţii sau sisteme de ecuaţii diferenţiale pot �rezolvate

folosind transformarea Laplace.

Soluţii.

1. Mai întâi câteva consideraţii valabile pentru toate exemplele ce urmeaz¼a.
Interpret¼am egalitatea x00(t)� 5x(t) + 6x(t) = 0 ca �ind adev¼arat¼a pentru orice t � 0 ,
presupunem c¼a funçtiile x(t) , x0(t) , x00(t) sunt funçtii original,
interpret¼am condi̧tiile ini̧tiale ca limite laterale x(0) = x(+0) = lim

t&0
x(t) , x0(0) = x0(+0) = lim

t&0
x(t) ,

deci x(+0) = 1 , x0(+0) = �1
În "stânga" avem o sum¼a de funçtii original " x00(t)� 5x(t) + 6x(t) " , iar
în "dreapta" funçtia constant¼a 0

Pasul I.
Aplic¼am transformarea Laplace ecuaţiei diferenţiale, folosim faptul c¼a este o aplicaţie liniar¼a (operator liniar)

L[x00(t)� 5x0(t) + 6x(t)] = L[0] , L[x00(t)]� 5L[x0(t)] + 6L[x(t)] = 0

apoi folosim teorema "deriv¼arii originalului"

L[x0(t)] = zL[x(t)]� x(+0)| {z }
1

, L[x00(t)] = z2L[x(t)]� z � x(+0)| {z }
1

� x0(+0)| {z }
�1

adunând obţinem ecuaţia algebric¼a

z2L[x(t)]� z + 1� 5 (zL[x(t)]� 1) + 6L[x(t)] = 0

Pasul II. care se rezolv¼a �
z2 � 5z + 6

�
L[x(t)] = z � 1� 5

L[x(t)] = z � 6
z2 � 5z + 6

Pasul III. "invers¼am" transformata Laplace.
Descompunem numitorul în factori z2 � 5z + 6 = (z � 2)(z � 3)
Descompunem în fraçtii simple

z � 6
z2 � 5z + 6 =

z � 6
(z � 2)(z � 3) =

A

z � 2 +
B

z � 3

Înmuļtim cu z � 2 şi obţinem
z � 6
(z � 3) = A+

B(z � 2)
z � 3

Pentru z � 2 rezult¼a

A =
2� 6
2� 3 = 4

Înmuļtim cu z � 3 şi obţinem
z � 6
(z � 2) =

A(z � 3)
z � 2 +B

Pentru z = 3 rezult¼a
B =

3� 6
3� 2 = �3
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Deci în �nal obţinem descompunerea

L[x(t)] = z � 6
z2 � 5z + 6 =

4

z � 2 +
�3
z � 3

C¼autând în tabelul cu transformatele Laplace ale funçtiilor elementare g¼asim

1

z � 2 = L[e
2t] ,

1

z � 3 = L[e
3t]

Folosim faptul c¼a transformatrea Laplace este liniar¼a şi obţinem

L[x(t)] = 4

z � 2 +
�3
z � 3 = 4L[e

2t]� 3L[e3t] = L[4e2t � 3e3t]

L[x(t)] = L[4e2t � 3e3t]

Acum ţinem seama de faptul c¼a transformarea Laplace este injectiv¼a şi obţinem

x(t) = 4e2t � 3e3t

care este soluţia problemei Cauchy : ecuaţia diferenţial¼a x00(t)�5x(t)+6x(t) = 0 cu condi̧tiile ini̧tiale x(0) = 1
, x0(0) = �1 .
�
Comentariu.
Ecuaţia se poate rezolva şi folosind algoritmul corespunz¼ator descris în capitolul 2 Ecuaţii Diferenţiale.
S¼a rezolv¼am şi în acest mod.
Se asociaz¼a polinomul carateristic

�2 � 5�+ 6 = 0

care are r¼ad¼acinile �1 = 2 , �2 = 3 pentru care asociem soluţiile (liniar independente)

x1(t) = e
2t , x2(t) = e

3t

Soluţia general¼a a ecuatiei diferenţiale este o combinatie liniar¼a a acestora

x(t) = C1x1(t) + C2x2(t) = C1e
2t + C2e

3t

Folosim şi condi̧tiile ini̧tiale obţinem

1 = x(0) = C1e
2�0 + C2e

3�0 = C1 + C2

�1 = x0(0) = C12e2�0 + C23e3�0 = 2C1 + 3C2

deoarece x0(t) =
�
C1e

2t + C2e
3t
�0
= C12e

2t + C23e
3t

rezolv¼am sistemul liniar obţinut �
C1 + C2 = 1

2C1 + 3C2 = �1

C2 = 1� C1 ) 2C1 + 3(1� C1) = �1 ) 2C1 + 3� 3C1 = �1 ) C1 = 4 ) C2 = 1� 4 = �3
În �nal obţinem soluţia

x(t) = 4e2t � 3e3t

�
Este evident c¼a folosirea transformatei Laplace duce la un volum mai mare de calcule.
Acesta îns¼a este doar un exemplu simplu în care se pot folosi ambele metode.
Dac¼a îns¼a ecuaţia diferenţial¼a nu are coe�cienţi constanţi, atunci folosirea transformatei Laplace este o metod¼a

de interes real.

2. Ecuaţie diferenţial¼a de ordin 2 cu coe�cienţi neconstanţi x = x(t)

tx00(t) + 2x0(t) = t� 1 cu x(0) = 3 , x0(0) = �1
2
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Avem în vedere toate consideraţiile menţionate în exemplul 1.
Presupunem c¼a funçtia x = x(t) şi derivata ei x0(t) sunt continue în 0 , avem

x(+0) = x(0) = 3 şi x0(+0) = x0(0) = �1
2

Aplic¼am transformarea Laplace şi obţinem

L[tx00(t) + 2x0(t)] = L[t� 1]

apoi folosim liniaritatea
L[tx00(t)] + 2L[x0(t)] = L[t� 1]

şi calcul¼am separat aplicând teorema deriv¼arii imaginii, apoi teorema deriv¼arii originalului

L[tx00(t)] = (�1) [L(x00)]0 = (�1)
�
z2L(x)� z � x(+0)� x0(+0)

�0
=

= (�1)

242z � L(x) + z2 � (L(x))0 � x(0)|{z}
3

35 = �2z � L(x)� z2 � (L(x))0 + 3
L[x0(t)] = z � L(x)� x(0) = z � L(x)� 3

L[t� 1] = L(t)� L(1) = 1

z2
� 1
z

în �nal, adunând obţinem

�2z � L(x)� z2 � (L(x))0 + 3 + 2[z � L(x)� 3] = 1

z2
� 1
z

�2z � L(x)� z2 � (L(x))0 + 3 + 2z � L(x)� 6 = 1

z2
� 1
z

�z2 � (L(x))0 = 1

z2
� 1
z
+ 3

(L(x))0 = � 1
z4
+
1

z3
� 3 1

z2

integr¼am aceast¼a egalitate

L(x) = 1

3z3
� 1

2z2
+ 3

1

z
+ C

Reamintin c¼a orice transformat¼a Laplace are limita

lim
Re z!+1

L(x) = 0

prin urmare

lim
Re z!+1

�
1

3z3
� 1

2z2
+ 3

1

z
+ C

�
= 0� 0 + 0 + C = 0 ) C = 0

deci
L(x) = 1

3z3
� 1

2z2
+ 3

1

z

Acum "invers¼am" transformarea Lalace şi obţinem

L(x) = 1

3z3
� 1

2z2
+ 3

1

z
=
1

3
L(1
2
t2)� 1

2
L(t) + 3L(1) = L

�
1

6
t2 � 1

2
t+ 3

�
şi din injectivitatea transform¼arii Laplace

x(t) =
1

6
t2 � 1

2
t+ 3

Putem veri�ca rezultatul obţinut.
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i) veri�c¼am condi̧tiile ini̧tiale:

x(0) =
1

6
� 02 � 1

2
� 0 + 3 = 3

x0(t) =
d

dt

�
1

6
t2 � 1

2
t+ 3

�
=
2

6
t� 1

2
) x0(0) =

2

6
� 0� 1

2
= �1

2

ii) veri�c¼a ecuaţia diferenţial¼a :

x00(t) =
d

dt
(x0(t)) =

d

dt

�
1

3
t� 1

2

�
=
1

3

tx00(t) + 2x0(t) = t � 1
3
+ 2

�
1

3
t� 1

2

�
= t� 1

�
3. Aplic¼am transformarea Laplace sistemul liniar�

x0(t) = 3x(t)� y(t)
y0(t) = �9x(t) + 3y(t) , x(0) = 1 , y(0) = 0

şi obţinem �
L[x0(t)] = L[3x(t)� y(t)]
L[y0(t)] = L[�9x(t) + 3y(t)] ,

�
L[x0(t)] = 3L[x(t)]� L[y(t)]
L[y0(t)] = �9L[x(t)] + 3L[y(t)]

L[x0(t)] = zL[x(t)]� x(0)|{z}
1

, L[y0(t)] = zL[y(t)]� y(0)|{z}
0

Pentru a simpli�ca notaţiile, not¼am Lx = L[x(t)] , Ly = L[y(t)] ,
obţinem un sistem liniar algebric�

zLx � 1 = 3Lx � Ly
zLy = �9Lx + 3Ly

,
�
(z � 3)Lx � 1 = �Ly
(z � 3)Ly = �9Lx

înlocuim Ly din prima ecuaţie în a doua ecuaţie

(z � 3)[�(z � 3)Lx + 1] = �9Lx , � (z � 3)2Lx + (z � 3) + 9Lx = 0 ,

,
�
�z2 + 6z � 9 + 9

�
Lx + (z � 3) = 0

Lx =
�(z � 3)
�z2 + 6z =

z � 3
z2 � 6z ) Ly =

�9Lx
z � 3 =

�9
z2 � 6z

Descompunem în fraçtii simple

L[x(t)] = Lx =
z � 3
z2 � 6z =

z � 3
z(z � 6) =

A

z
+

B

z � 6 =
1

2

1

z
+
1

2

1

z � 6

L[y(t)] = Ly =
�9

z2 � 6z = �9
1

z(z � 6) = �9
�
A

z
+

B

z � 6

�
= �9

�
�1
6z
+

1

6(z � 6)

�
L[x(t)] = 1

2

1

z
+
1

2

1

z � 6 şi L[y(t)] = �9
6

1

z
+
�9
6

1

(z � 6) =
3

2

1

z
+
�3
2

1

(z � 6)
Apoi "invers¼am" transformarea Laplace

L[x(t)] = 1

2
L(1) + 1

2
L(e6t) = L(1

2
+
1

2
e6t)

L[y(t)] = 3

2
L(1)� 3

2
L(e6t) = L

�
3

2
� 3
2
e6t
�

Deoarece
1

z
= L(1) şi 1

z � 6 = L(e
6t)
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În �nal obţinem soluţiile

x(t) =
1

2
+
1

2
e6t , y(t) =

3

2
� 3
2
e6t

�
4. Aplic¼am transformarea Laplace ecuaţiei integrale

y(t)� 2
tZ
0

y(t� u) sinudu = cos t

şi obţinem

L

24y(t)� 2 tZ
0

y(t� u) sinudu

35 = L[cos t] , L[y(t)]� 2L

24 tZ
0

y(t� u) sinudu

35 = L[cos t]
observ¼am c¼a integrala reprezint¼a un produs de convoluţie

L

2666664
tZ
0

y(t� u) sinudu

| {z }
y(t)�sin t

3777775 = L [y(t) � sin t] = L[y(t)] � L[sin t]

înlocuind în ecuaţie rezult¼a
L[y(t)]� 2L[y(t)] � L[sin t] = L[cos t]

L[y(t)]� 2L[y(t)] � 1

z2 + 1
=

z

z2 + 1
) L[y(t)] �

�
1� 2

z2 + 1

�
=

z

z2 + 1

L[y(t)] � z
2 � 1
z2 + 1

=
z

z2 + 1
, L[y(t)] = z

z2 � 1
Acum "invers¼am" transformarea Laplace.
Descompunem în "fraçtii simple" , de fapt funçtii raţionale care sunt transformatele Laplace ale unor funçtii

elementare.

L[y(t)] = z

z2 � 1 =
z

(z � 1)(z + 1) =
1

2

�
1

z � 1 +
1

z + 1

�
=
1

2
L(et) + 1

2
L(e�t) = L(1

2
et +

1

2
e�t)

Deci
y(t) =

1

2
et +

1

2
e�t

�

5. Aplic¼am transformarea Laplace ecuaţiei integrale. Unele texte numesc astfel de ecuaţii "integro - diferenţiale"
,
deoarece funçtia necunoscut¼a y = y(t) apare şi ca derivat¼a y0(t) şi "sub" o integral¼a.

y0(t) +

tZ
0

u � y(t� u)du = t cu y(0) = �1

Obţinem

L

24y0(t) + tZ
0

u � y(t� u)du

35 = L[t] , L [y0(t)] + L

2666664
tZ
0

u � y(t� u)du

| {z }
t�y(t)

3777775 = L[t]
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folosim teorema deriv¼arii originalului

L [y0(t)] = zL [y(t])� y(+0)| {z }
y(0)

= zL [y(t])� y(0)|{z}
�1

= zL [y(t])� (�1) = zL [y(t]) + 1

observ¼am c¼a integrala reprezint¼a un produs de convoluţie

L

2666664
tZ
0

u � y(t� u)du

| {z }
t�y(t)

3777775 = L [t � y(t)] = L(t) � L[y(t)] =
1

z2
� L[y(t)]

înlocuind în ecuaţia integral¼a obţinem

zL [y(t]) + 1 + 1

z2
� L[y(t)] = 1

z2
, L[y(t)] �

�
z +

1

z2

�
=
1

z2
� 1

L[y(t)] �
�
z3 + 1

z2

�
=
1� z2
z2

, L[y(t)] = 1� z2
z3 + 1

=
(1� z)(1 + z)

(z + 1)(z2 � z + 1) =
1� z

z2 � z + 1
Scriem numitorul ca sum¼a de "p¼atrate"

z2 � z + 1 = z2 � 2 � 1
2
z +

�
1

2

�2
�
�
1

2

�2
+ 1 =

=

�
z � 1

2

�2
+
3

4
=

�
z � 1

2

�2
+

 p
3

2

!2
apoi descompunem în fraçtii simple, de fapt funçtii raţionale care pot � transformatele Laplace ale unot funçtii

elementare
L[y(t)] = 1� z�

z � 1
2

�2
+
�p

3
2

�2 = 1�
z � 1

2

�2
+
�p

3
2

�2 � z�
z � 1

2

�2
+
�p

3
2

�2
Folosim teorema deplas¼arii şi transformata Laplace pentru sin

L[e�t � f(t)] = L[f(t)](z � �) , L[sin�t] = �

z2 + �2
, L[cos�t] = z

z2 + �2

în acest caz teorema deplas¼arii arat¼a astfel

L[e�t sin�t] = �

(z � �)2 + �2

L[e�t cos�t] = z � �
(z � �)2 + �2

obţinem p
3
2�

z � 1
2

�2
+
�p

3
2

�2 = L
 
e1=2t � sin

p
3

2
t

!

analog pentru transformata Laplace pentru cos

L[e�t � f(t)] = L[f(t)](z � �) , L[cos�t] = z

z2 + �2

obţinem
z � 1

2�
z � 1

2

�2
+
�p

3
2

�2 = L
 
e1=2t � cos

p
3

2
t

!
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În �nal

L[y(t)] = 1�
z � 1

2

�2
+
�p

3
2

�2 � z�
z � 1

2

�2
+
�p

3
2

�2 = 1� 1
2�

z � 1
2

�2
+
�p

3
2

�2 � z � 1
2�

z � 1
2

�2
+
�p

3
2

�2 =

L[y(t)] = 1

2

1
p
3
2

p
3
2�

z � 1
2

�2
+
�p

3
2

�2 � z � 1
2�

z � 1
2

�2
+
�p

3
2

�2 =
L[y(t)] = 1p

3
L
 
e1=2t � sin

p
3

2
t

!
� L

 
e1=2t � cos

p
3

2
t

!

L[y(t)] = L
 
1p
3
e1=2t � sin

p
3

2
t� e1=2t � cos

p
3

2
t

!

y(t) =
1p
3
e1=2t � sin

p
3

2
t� e1=2t � cos

p
3

2
t

�
6. Anumite integrale improprii se obţin dintr-o transformat¼a Laplace pentru " z = 0 " , sau alt¼a valoare

particular¼a pentru z
Consider¼am f(t) funçtie original cu " b = 0 " (sau inf b = 0 ) şi L[f(t)] not= L(z) transformata sa

Laplace.
(A) Dac¼a integrala improprie este absolut convergent¼a

+1Z
0

jf(t)j dt <1

atunci

A)

+1Z
0

f(t)dt =

2666664
+1Z
0

f(t)e�ztdt

| {z }
L[f(t)]

3777775
z!0

= lim
z!0

L(z)

(B) Dac¼a integrala improprie este absolut convergent¼a

+1Z
0

����f(t)t
���� dt <1

şi funçtia f(t)
t este original Laplace, atunci folosind teorema integr¼arii originalului obţinem

B)

+1Z
0

f(t)

t
dt =

266666664
+1Z
0

f(t)

t
e�ztdt

| {z }
L[ f(t)t ]

377777775
z!0

= L
�
f(t)

t

�
z!0

= lim
z!0

�
�
Z
L(z)

�

(C) Dac¼a integrala improprie este absolut convergent¼a

+1Z
0

jtnf(t)j dt <1
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atunci folosind teorema deriv¼arii imaginii obţinem

C)

+1Z
0

tnf(t)dt =

2666664
+1Z
0

tnf(t)e�ztdt

| {z }
L[tnf(t)]

3777775
z!0

= lim
z!0

h
(�1)n [L(z)](n)

i

Exemple.
(A)

+1Z
0

e��t cos�tdt =

2666664
+1Z
0

cos�t � e�ztdt

| {z }
L[cos�t]

3777775
z!�

=

�
z

z2 + �2

�
z!�

=
�

�2 + �2

+1Z
0

e��t sin�tdt =

2666664
+1Z
0

sin�t � e�ztdt

| {z }
L[sin�t]

3777775
z!�

=

�
�

z2 + �2

�
z!�

=
�

�2 + �2

Pentru � = 1 , � = 1 obţinem

+1Z
0

e�t cos�tdt =

2666664
+1Z
0

cos�t � e�ztdt

| {z }
L[cos�t]

3777775
z!1

=

�
z

z2 + �2

�
z!1

=
1

1 + �2

+1Z
0

e�t sin�tdt =

2666664
+1Z
0

sin�t � e�ztdt

| {z }
L[sin�t]

3777775
z!1

=

�
�

z2 + �2

�
z!1

=
�

1 + �2

4.3 Transformarea "Z" - (Transformarea Laplace Discret¼a)

De�ni̧tie.
Se numeşte semnal discret o funçtie x : Z! C , practic un şir indexat dup¼a numere întregi

xn = x(n) , n 2 Z , (xn)n2Z

Un semnal discret are suport pozitiv dac¼a xn = x(n) = 0 pentru n < 0 şi
suport �nit dac¼a xn = x(n) = 0 pentru jnj > M , cu alte cuvinte şirul are un num¼ar �nit de termeni nenuli.

În electronic¼a, procesarea semnalelor, teoria controlului, statistic¼a, un semnal discret reprezint¼a şirul valorilor
unui semnal m¼asurat la momente "discrete" de timp. Spre deosebire de un semnal continuu f : R ! C , care
reprezint¼a valorile unui semnal "m¼asurat" în timp continuu.
"Domeniu timp" sau reprezentarea (gra�cul) unui semnal în "domeniu timp" arat¼a variaţia unui semnal în timp.
- �e ca funçtie de�nit¼a pe R ca timp continuu
- �e ca şir (semnal discret) de�nit pe Z ca timp discret
"Domeniu frecvenţ¼a" , termen folosit pentru a descrie analiza matematic¼a a funçtiilor sau semnalelor în raport

de frecvenţ¼a.
În matematic¼a şi procesarea semnalelor, transformata Z
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transform¼a un semnal - reprezentare în domeniu timp discret (un şir de numere)
într-o funçtie complex¼a - reprezentare în domeniu frecvenţ¼a.

Transformata Z este un echivalent discret al transformatei Laplace.

Folosim adunarea "natural¼a" a şirurilor

(x+ y)(n) = x(n) + y(n) = xn + yn

şi înmuļtirea cu scalari � 2 C
(�x)(n) = �x(n) = �xn

Astfel muļtimea tututor semnalelor discrete şi a semnalelor cu suport pozitiv sunt spaţii vectoriale.
Din punct de vedere �zic, adunarea a dou¼a semnale discrete are semni�caţie : "suprapunerea efectelor" celor

dou¼a semnale,
iar înmuļtirea cu scalari, semni�c¼a "potenţiometru" liniar :
- pentru � > 1 se obţine ampli�carea semnalului
a v c

b
a c n
- pentru � 2 (0; 1) se obţine diminuarea semnalului.

Exemple.

1. semnalul discret unitate u : Z! R

u(n) =

�
0 , n < 0
1 , n � 0

"corespunde" semnalului "treapt¼a unitate" - funçtia lui Heaviside u : R! R

u(t) =

�
0 , t < 0
1 , t � 0

2. impuls unitar discret la "momentul k"

�k(n) =

�
0 , n 6= k
1 , n = k

pentru k = 0 not¼am �
not
= �0

Putem asocia semnalul discret unitate cu un semnal (luminos)
în starea "stins" care de la momentul 0 trece în starea "aprins".
Impulsul unitar se poate asocia cu un semnal luminos care se aprinde doar la momentul "k" (ca un �ash).

De�ni̧tie.
Numim întârziatul lui x cu k�momente, semnalul discret

y = (xn�k)n2Z , yn = xn�k

cu alte cuvinte întârziatul lui x se obţine prin "deplasarea" (întâzierea) semnalului cu k�momente.
Sugestia de "întârziere" are sens numai pentru k > 0 .
Pentru k < 0 semnalul x = (xn)n2Z este întârziatul lui y = (xn�k)n2Z
"Deplasare" se refer¼a la faptul c¼a gra�cul întârziatului se obţine

prin deplasarea (shiftarea) la dreapta a gra�cului lui x

Exemplu.
întârziatul semnalului discret unitate u cu 2�momente, este

(un�2)n2Z = u(n� 2) =
�
0 , n� 2 < 0 , n < 2
1 , n� 2 � 0 , n � 2
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u(n2)  semnalul treapta unitate
   intarziat cu 2 momente

x x

x x x x x x x

x

x x x x x

x x x x x

x x

x x

u(n)    semnalul treapta unitate

De�ni̧tie.
Fie x şi y semnale discrete. Dac¼a seria X

k2Z
xn�k � yk

este convergent¼a pentru orice n 2 Z , atunci numim convoluţia lui x cu y semnalul notat x � y de�nit

(x � y)(n) =
+1X

k=�1
xn�k � yk

Pentru semnalaecu suport pozitiv , avem
- xn�k = 0 pentru n� k < 0 , n < k
- yk = 0 pentru k < 0
Deci pentru semnale cu suport pozitiv, convoluţia este ( o sum¼a cu num¼ar �nit de termeni)

(x � y)(n) =
k=�1X
k=�1

xn�k � yk|{z}
0

+
nX
k=0

xn�k � yk +
+1X
k=n

xn�k| {z }
0

� yk =
nX
k=0

xn�k � yk

Propriet¼a̧ti.
1. x � y = y � x produsul de convoluţie este comutativ
2. x � � = x
3. x � �k = (xn�k)n2Z întârziatul lui x cu k�momente

Demonstraţie.
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1.

(x � y)(n) =
+1X

k=�1
xn�k � yk =

n�k=p

+1X
k=�1

xp � yn�p = (y � x)(n)

2.

(x � �)(n) =
+1X

k=�1
xn�k � �(k)|{z}

0 pentru k 6=0

= xn � �(0) = xn = x(n)

deci x � � = x
3.

(x � �k)(n) =
+1X
p=�1

xn�p � �k(p)
0 pentru p6=k

= xn�k � �k(k) = xn�k

deci x � �k = (xn�k)n2Z întârziatul lui x cu k�momente
�
De�ni̧tie.
Fie x = (xn)n2Z un semnal discret. Se numeşte transformata Z sau transformata Z "bilateral¼a" ,
sau "transformata Laplace discret¼a" funçtia X : D ! C de�nit¼a de

X(z)
not
= Z [(xn)n2Z]

def
=
X
n2Z

xnz
�n , z 2 D � C

D � C este domeniul de convergenţ¼a al seriei Laurent
X
n2Z

xnz
�n .

Z [(xn)n2Z] = Z [(xn)] = Z [x] reprezint¼a transformata Z a semnalului discret x .
" Z " reprezint¼a transformarea Z ca operator ce asociaz¼a unui semnal discret (şir) o funţie.
Pentru semnale cu suport pozitiv numim transformata Z "unilateral¼a"

X(z)
not
= Z [(xn)n�0]

def
=

1X
n=0

xnz
�n , z 2 D � C

Transformata Z are sens numai dac¼a termenii semnalului discret " xn " , care devin coe�cienţii seriei Laurent,
genereaz¼a o serie Laurent convergent¼a,
mai precis razele de convergenţ¼a sunt r < R şi deci
domeniul D al transformatei Z este coroana de convergenţ¼a corespunz¼atoare D = fz 2 C , r < jzj < Rg
Reamintim c¼a pentru o serie Laurent razele de convergenţ¼a sunt
- R este raza de convergenţ¼a a "p¼aŗtii Taylor" (seria cu puteri pozitive)

X
n<0

xnz
�n =

X
n�0

xnz
n

- 1
r este raza de convergenţ¼a a "p¼aŗtii principale" (seria cu puteri negative)

X
n��1

xn
1
zn

Exemple.

1) Transformata Z a semnalului discret unitate

Z [u] = U(z) =
X
n2Z

un|{z}
1 , n�0

z�n =
1X
n=0

1 � z�n = 1 + 1
z
+
1

z2
+ ::: =

1

1� 1
z

=
z

z � 1 pentru

����1z
���� < 1

Z [u] = z

z � 1
Domeniul (coroana de convergenţ¼a) este în acest caz D = fjzj > 1g

2) Transformata Z a impusului unitar � (la momentul 0) este funçtia constant¼a 1

Z [�] (z) =
X
n2Z

�(n)|{z}
6=0 , n=0

z�n = �(0)z0 = 1
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3) Transformata Z a impusului unitate �k (la momentul k)este

Z [�k] (z) =
X
n2Z

�k(n)| {z }
6=0 , n=k

z�n = �k(k)z
�k =

1

zk

4) Transformata Z a unui semnal cu suport pozitiv ( xn = 0 , n < 0 ) are seria Laurent de forma

Z [(xn)n�0] = X(z) =
1X
n=0

xnz
�n = x0 + x1

1

z
+ x2

1

z2
+ x3

1

z3
+ :::

deci raza R = +1 , cu alte cuvinte transformata Z a unui semnal cu suport pozitiv este de�nit¼a "spre 1"
deoarece în acest caz coe�cienţii p¼aŗtii Taylor sunt toţi nuli ( xn = 0 , n < 0 )
şi prin urmare partea Taylor este convergent¼a pentru orice z 2 C

x

y

r

Acestea au sens numai dac¼a r < R , adic¼a r <1 , 1
r > 0

(în caz contrar pentru 1
r = 0 transformata Z nu are sens)

Rezult¼a în mod simplu c¼a pentru semnale cu suport pozitiv avem

lim
z!1

X(z) = x0 = x(0)

deoarece
lim
z!1

X(z) = lim
z!1

�
x0 +

x1
z
+
x2
z2
+
x3
z3
+ :::

�
= x0 = x(0)

şi

lim
z!1

���xn
zn

��� = lim
jzj!+1

���xn
zn

��� = lim
jzj!+1

jxnj
jzjn = 0

Propriet¼a̧ti.
1. Domeniul de de�ni̧tie al unei transformate Z este o coroan¼a centrat¼a în 0
2. Transformarea Z, notat¼a " Z ", este liniar¼a

Z [x+ y] = Z [x] + Z [y] , Z [�u] = �Z [u]

egalitatea are loc pe interseçtia domeniilor de de�ni̧tie (interseçtia a dou¼a coroane cu acelaşi centru este tot o
coroan¼a)
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3. Dac¼a exist¼a convoluţia x � y atunci

Z [x � y] = Z [x] � Z [y]

egalitatea are loc pe interseçtia domeniilor pentru Z [x] şi Z [y] .
în particular

Z [x � �k] =
1

zk
Z [x]

Demonstraţie.1. Am explicat deja domeniul unei transformate Z
2. Liniaritatea este evident¼a deoarece

(x+ y)(n) = x(n) + y(n) = xn + yn

deci pentru z în interseçtia domeniilor pentru Z [x] şi Z [y] avem suma a dou¼a serii Laurent convergente

Z [x] (z) + Z [y] (z) =
X
n2Z

xnz
�n +

X
n2Z

ynz
�n =

X
n2Z
(xn + yn)z

�n

şi pe de alt¼a parte
Z [x+ y] (z) = Z [(xn + yn)n2Z] =

X
n2Z
(xn + yn)z

�n

pentru înmuļtirea cu scalari � 2 C
(�x)(n) = �x(n) = �xn

Z [�u] (z) =
X
n2Z
(�xn)z

�n = �
X
n2Z

xnz
�n = �Z [u] (z)

3. Pentru produsul de convoluţie avem

(x � y)(n) =
+1X

k=�1
xn�k � yk

folosim faptul c¼a o serie Laurent este absolut convergent¼a pe coroana corespunz¼atoare,
deci putem schimba ordinea de sumare

Z [x � y] (z) =
X
n2Z

 
+1X

k=�1
xn�k � yk

!
� z�n =

+1X
k=�1

0BBBBB@
X
n2Z

xn�k � z�n+k| {z }
Z[x](z)

1CCCCCA � yk � z�k =

şi înmuļtim cu zk şi cu z�k

= Z [x] (z) �

0BBBBB@
+1X

k=�1
yk � z�k| {z }

Z[y](z)

1CCCCCA = Z [x] (z) � Z [y] (z)

în particular

Z [x � �k] = Z [x] � Z [�k] = Z [x] �
1

zk
=
1

zk
Z [x]

�
Teorem¼a. (formula de inversare)
Dac¼a X(z)

not
= Z [(xn)n2Z] este transformata Z a semnalului discret x , atunci

x(n) = xn =
1

2�i

Z
jzj=b

zn�1X(z)dz =
X

Res
�
zn�1X(z); aj

�
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unde aj sunt toate punctele singulare ale funçtiei zn�1X(z) cu jaj j � r < b
pentru orice b 2 (r;R)
în particular rezult¼a c¼a transformarea Z este injectiv¼a

Z [x] = Z [y] ) x = y

Demonstraţie.
Transformata Z

X(z) =
X
p2Z

xpz
�p

ca sum¼a a unei serii Laurent este de�nit¼a pe coroana fr < jzj < Rg
deci

zn�1X(z) = zn�1
X
p2Z

xpz
�p =

X
p2Z

xpz
n�p�1

Integr¼am pe un cerc jzj = b , cu b 2 (r;R) , parcurs o dat¼a în sens trigonometric şi obţinem

Z
jzj=b

zn�1X(z)dz =

Z
jzj=b

0@X
p2Z

xpz
n�p�1

1A dz =X
p2Z

xp

0BBBBBB@
Z
jzj=b

zn�p�1dz

| {z }
0 pentru p6=n

1CCCCCCA =

folosim integrala cunoscut¼aZ
jzj=b

zn�p�1dz =

�
0 , n� p� 1 6= �1
2�i , n� p� 1 = �1 =

�
0 , p 6= n
2�i , p = n

deci Z
jzj=b

zn�1X(z)dz = xn � 2�i , xn =
1

2�i

Z
jzj=b

zn�1X(z)dz =
X

Res
�
zn�1X(z); aj

�
conform teoremei reziduurilor aj sunt toate punctele singulare ale funçtiei zn�1X(z) cu jaj j � r < b
Injectivitatea este acum evident¼a. Dac¼a transformatele Z coincid Z [x] (z) = X(z) = Y (z) = Z [y] (z)
atunci conform formulei de inversare
obţinem aceaşi termeni

xn =
1

2�i

Z
jzj=b

zn�1X(z)dz =
1

2�i

Z
jzj=b

zn�1Y (z)dz = yn

�
Observa̧tie.
Pentru produsul "algebric" a dou¼a semnale

(x � y)(n) = (xn � yn) , n 2 Z

are loc egalitatea

Z [x � y] (z) = 1

2�i

Z
jzj=b

1

w
X(

z

w
)Y (w)dz

unde X(z) = Z [x] (z) şi Y (z) = Z [y] (z)
Demonstraţie.

Z [x � y] (z) =
X
n2Z
(xn � yn)z�n =

X
n2Z

xn �

264 1

2�i

Z
jzj=b

wn�1Y (w)dw

375 z�n =
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=
1

2�i

Z
jzj=b

"X
n2Z

xnw
n�1z�nY (w)

#
dz =

1

2�i

Z
jzj=b

2666664
X
n2Z

xn

�w
z

�n
| {z }

X(wz )

3777775
1

w
Y (w)dw =

=
1

2�i

Z
jzj=b

X(
w

z
)
1

w
Y (w)dw

�

Transformatele Z ale unor semnale "elementare".

semnalul discret x = (xn) transformata Z X(z)

� . . . Z(�) = 1 �k . . . Z(�k) =
1

zk
u . . . Z(u) = z

z � 1

n � u(n) . . . . Z(n � u) = z

(z � 1)2 n2 � u(n) . . . . Z(n2 � u) = z(z + 1)

(z � 1)3

e�an . . . . . . Z(e�an) = 1

1� e�az�1

xn�1 . . . . . Z(xn�1) =
1

z
X(z) xn+p . . . . . Z(xn+p) = zpX(z)

nxn . . . . . . Z(nxn) = �zX 0(z) anxn . . . . . . Z(anxn) = X(
z

a
)

Aplica̧tie.

Prezent¼am un singur tip de aplicaţie al transformatei Z.
Determinarea termenilor unui şir numeric (xn)n�0 de�nit printr-o relaţie de recurenţ¼a liniar¼a.
Mai precis orice termen al şirului se obţinem ca o combinatie liniar¼a a predecesorilor s¼ai.
Ordinul unei recurenţe liniare este dat de num¼arul de termeni ai combinaţiei liniare.

Recurenţ¼a liniar¼a de ordin 1
xn+1 = axn + b , n � 0

Acest tip de recurenţ¼a nu necesit¼a o teorie special¼a. Se rezolv¼a relativ simplu.
- dac¼a a = 0 obţinem xn+1 = b , adic¼a un şir constant.
- dac¼a b = 0 obţinem xn+1 = axn = a

2xn�1 = ::: = a
nx0 , adic¼a o progresie geometric¼a

Recurenţ¼a liniar¼a de ordin 2
xn+2 = axn+1 + bxn + c

Recurenţ¼a liniar¼a de ordin k

xn+k =
k�1X
j=0

ajxn+j + b = ak�1xn+k�1 + ak�2xn+k�2 + :::+ a1xn+1 + a0xn + b

Interpret¼am şirul (xn)n�0 ca un semnal cu suport pozitiv şi folosim transformata Z.

Exemplu.
Şirul de�nit de relaţia de recurenţ¼a

xn+2 = xn+1 + xn , n � 0 , x0 = 0 , x1 = 1

şir cunoscut ca "şirul lui Fibonacci".
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relaţia de recurenţ¼a astfel scris¼a, arat¼a cum se obţine termenul xn+2 cunoscând termenii anteriori xn+1 , xn
Vom scrie relaţia de recurenţ¼a în forma

xn = xn�1 + xn�2 , n � 2 , x0 = 0 , x1 = 1

Este evident c¼a notaţiile sunt echivalente.
Totuşi ultima relaţie evidenţiaz¼a mai clar un fapt deosebit de important:
Relaţia de recurenţ¼a arat¼a c¼a
- semnalul discret (xn) se obţine prin suprapunerea efectelor (adunarea)

celor dou¼a semnale întârziate ale sale: (xn�1) şi (xn�2) (cu unul respectiv cu dou¼a momente)
Astfel o simpl¼a recurenţ¼a (aparent doar tehnic¼a de calcul) are semni�caţie �zic¼a.
Pentru a aplica transformata Z este necesar¼a scrierea relaţiei de recurenţ¼a în termeni de semnale discrete.

(xn)n2Z =

�
0 , n < 0
xn , n � 0 , (xn�1)n2Z =

8<: 0 , n < 0
0 , n = 0

xn�1 , n � 1
, (xn�2)n2Z =

8>><>>:
0 , n < 0
0 , n = 0
0 , n = 1

xn�2 , n � 2

Pentru n 2 Z relaţia de recurenţ¼a se scrie sub form¼a de tabel
n �1 ::: �1 0 1 2 3 ::: +1

(xn�1) 0 0 0 x1 x2
(xn�2) 0 0 0 0 x1
(xn) 0 0 x1 x2 x3 :::

Prin urmare adun¼am semnalele discrete (suprapunem efectele lor) :
- semnalul (xn) este suma :
întârziatul cu un moment (xn�1) + întârziatul cu 2 momente (xn�2) + un semnal care este nenul doar pentru n = 1

( impuls unitar )
(xn) = (xn�1) + (xn�2) + �1

Aplic¼am transformata Z şi obţinem

Z [(xn)] = Z [(xn�1)] + Z [(xn�2)] + Z [�1]

Putem folosi rezulatele anterioare, un semnal întârziat se obţine ca o convoluţie cu semnalul unitar �k

x � �k = (xn�k)n2Z

În particular
(xn�1) = (xn) � �1 , (xn�2) = (xn) � �2

Deci
Z [(xn)] = Z [(xn�1)] + Z [(xn�2)] + Z [�1] = Z [(xn) � �1] + Z [(xn) � �2] + Z [�1]

Z [(xn)] =
1

z
Z [(xn)] +

1

z2
Z [(xn)] +

1

z

Sau putem calcula în mod direct.
Şirul (xn) este un semnal discret cu suport pozitiv , deci

Z [(xn)] = X(z) =
X
n2Z

xnz
�n =

1X
n=0

xnz
�n

Pentru întârziatul (xn�1) facem schimbarea de "indice" n� 1 = p ) n = p+ 1 şi obţinem

Z [(xn�1)] =
X
n2Z

xn�1z
�n =

1X
n=1

xn�1z
�n =

1X
p=0

xpz
�(p+1) =

1

z

1X
p=0

xpz
�p =

1

z
X(z)

Pentru întârziatul (xn�2) facem schimbarea de "indice" n� 2 = p ) n = p+ 2 şi obţinem

Z [(xn�2)] =
X
n2Z

xn�2z
�n =

1X
n=2

xn�2z
�n =

1X
p=0

xpz
�(p+2) =

1

z2

1X
p=0

xpz
�p =

1

z2
X(z)
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În �ne Z [�1] = 1
z

Adun¼am şi obţinem

Z [(xn)] = Z [(xn�1)] + Z [(xn�2)] + Z [�1] =
1

z
Z [(xn)] +

1

z2
Z [(xn)] +

1

z

Not¼am X(z) = Z [(xn)] şi obţinem (prin oricare din cele dou¼a metode)

X(z) =
1

z
X(z) +

1

z2
X(z) +

1

z

Deci
X(z) =

1

z

1

1� 1
z �

1
z2

=
z

z2 � z � 1

Apoi folosim formula de inversare

x(n) = xn =
1

2�i

Z
jzj=b

zn�1X(z)dz =
X

Res
�
zn�1X(z); aj

�
Amintim o observaţie anterioar¼a.

Semnalele cu suport pozitiv au transformata Z de�nit¼a "spre 1" , adic¼a au raza R = +1

Prin urmare coroana de convergenţ¼a a seriei Laurent
1X
n=0

xnz
�n este de tipul fr < jzjg

deci toate punctele singulare aj ale funçtiei X(z) = z
z2�z�1 sunt în interiorul discului fjzj < rg � fjzj < bg

şi deci toate aceste puncte singulare apar în formula de inversare la suma reziduurilor

În acest caz punctele singulare sunt r¼ad¼acinile numitorului z2 � z � 1 = 0

� = (�1)2 + 4 = 5 ) z1 =
�(�1) +

p
5

2
, z2 =

�(�1)�
p
5

2

z2 � z � 1 = (z � z1)(z � z2)

Pentru n � 0 , calcul¼am reziduurile în z1; z2 care sunt poli de ordin 1

Res
�
zn�1X(z); z1

�
= lim

z!z1

�
zn�1X(z)(z � z1)

�
= lim

z!z1

�
zn�1

z

(z � z1)(z � z2)
(z � z1)

�
=

= lim
z!z1

�
zn�1

z

(z � z2)

�
=

�
zn�11

z1
(z1 � z2)

�
= zn1

1

(z1 � z2)
=

1p
5

 
1 +
p
5

2

!n

Res
�
zn�1X(z); z2

�
= lim

z!z2

�
zn�1X(z)(z � z2)

�
= lim

z!z2

�
zn�1

z

(z � z1)(z � z2)
(z � z2)

�
=

= lim
z!z2

�
zn�1

z

(z � z1)

�
=

�
zn�12

z2
(z2 � z1)

�
= zn2

1

(z2 � z1)
=
�1p
5

 
1�
p
5

2

!n
În �nal obţinem

xn =
1p
5

 
1 +
p
5

2

!n
+
�1p
5

 
1�
p
5

2

!n
, pentru n � 0

Pentru n < 0 , n = �k (k > 0) avem

zn�1X(z) =
1

zk+1
z

(z � z1)(z � z2)
=
1

zk
1

(z � z1)(z � z2)

Deci în acest caz punctele singulare sunt 0 , z1 , z2 şi

x(n) = xn =
X

Res
�
zn�1X(z); aj

�
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amintim c¼a suma reziduurilor în toate punctele singulare (�nite) esteX
Res (f(z); aj) = �Res (f(z);1) = �Res

�
1

z2
f(
1

z
); 0

�
În cazul de faţ¼a

X
Res

�
zn�1X(z); aj

�
= Res

�
zn�1X(z); 0

�
+Res

�
zn�1X(z); z1

�
+Res

0B@zn�1X(z)| {z }
f(z)

; z2

1CA = �Res
�
1

z2
f(
1

z
); 0

�

Calcul¼am
1

z2
f(
1

z
) =

1

z2

�
1

z

�n�1
X(
1

z
) =

1

z2
1�
1
z

�k 1

( 1z � z1)(
1
z � z2)

=
zk

(1� z1z)(1� z2z)

Este evident c¼a pentru aceast¼a funçtie 0 este punct singular aparent (k > 0)
şi într-un punct singular aparent reziduul este nul.

Res

�
1

z2
f(
1

z
); 0

�
= 0

În concluzie, pentru n < 0 formula de inversare duce la

x(n) = xn =
1

2�i

Z
jzj=b

zn�1X(z)dz =
X

Res
�
zn�1X(z); aj

�
= �Res

�
1

z2
f(
1

z
); 0

�
= 0

Ceea ce de fapt era cunoscut, (xn) �nd un semnal cu suport pozitiv.
R¼amâne formula �nal¼a

xn =
1p
5

 
1 +
p
5

2

!n
� 1p

5

 
1�
p
5

2

!n
, pentru n � 0

�
Transformarea Laplace - Întreb¼ari Test
Iat¼a câteva întreb¼ari simple, cu care putȩti "veri�ca" capacitatea de a v¼a "orienta" asupra transform¼arii Laplace..
Putȩti ad¼auga şi alte întreb¼ari ce vi se par relevante.

Ce anume caraterizeaz¼a mai bine o funçtie original ? Faptul c¼a f(t) = 0 pentru t < 0 sau inegalitatea jf(t)j �
Mebt ?
Putȩti calcula jeztj =? , pentru z = x+ iy 2 C şi t 2 R ?
Putȩti folosi integrarea prin p¼aŗti pentru calculul antiderivatelor ?Z

teztdt =? ,
Z
t2eztdt =? ,

Z
ezt cos tdt =? ,

Z
ezt sin tdt =?

Pentru z = x+ iy 2 C cu Re z > 0 putȩti calcula limitele ?

lim
t!+1

e�zt , lim
t!+1

te�zt , lim
t!+1

e�zt cos t , lim
t!+1

e�zt sin t

Funçtia constant¼a f(t) = 0 , pentru orice t � 0 , este funçtie original ?
Funçtia constant¼a f(t) = 12 , pentru orice t � 0 , este funçtie original ?
Funçtia f(t) = 1

t , t > 0 , este funçtie original ? Dar funçtia f(t) = 1
t+1 , t > 0 ? Prin ce se deosebesc

aceste funçtii ?
Integrând direct, ecuaţia diferenţial¼a liniar¼a x0(t) = 2tx(t) are soluţiile de forma x(t) = et

2

+K .
Putem folosi transformarea Laplace pentru rezolvarea acestei ecuaţii diferenţiale ?

Ce deosebire exist¼a între funçtia t! cos t şi funçtia f(t) = u(t) � cos t (ca funçtie original) ?
Aplic¼am transformarea Laplace pentru ecuaţia diferenţial¼a x00(t)� 2x(t) = t� 3 şi
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pentru ecuaţia cu argument întârziat x00(t)� 2x(t� 2) = t� 3
exist¼a deosebire între transformata Laplace L(t� 3) din prima ecuaţie şi L(t� 3) din a doua ecuaţie ?
(faptul c¼a sunt notate la fel poate genera confuzie) (precizaţi domeniul pentru t în cele dou¼a ecuaţii)

Putem aplica teorema integr¼arii originalului pentru a calcula L

0@ tZ
0

cos(t� u) sinudu

1A ?

Cele dou¼a integrale sunt egale sau diferite ?

xZ
0

cos(x� t) sin tdt ,

xZ
0

sin(x� t) cos tdt

Not¼am transformata Laplace L(z) = L(f(t)) . Ce proprietate are limita ?

lim
Re z!+1

L(z)

Funçtia L(z) = z2 poate � transformata Laplace a unei funçtii original ? Folosi̧ti întrebarea anterioar¼a.
Funçtia L(z) = 1

z2 este transformata Laplace a funçtiei original f(t) = t .

Funçtia L1(z) =
1+z2

z2 poate � transformata Laplace a unei funçtii original ?
Putem folosi teorema integr¼arii originalului pentru a calcula L( sin tt ) ?
Putem folosi teorema integr¼arii originalului pentru a calcula L( cos tt ) ?
Cum calcul¼am transformata Laplace ?

L

0@ tZ
0

u cosudu

1A
Cum calcul¼am a cui transformat¼a Laplace este funçtia L(z) = 1

(z2+1)2 ?
Cum calcul¼am transformata Laplace ?

L

0@ tZ
0

et�u cosudu

1A
5.1 Transformarea Fourier

Renunţ¼am la prezentarea argumentelor din studiul electromagnetismului, teoriei semnalelor, care au un interes
profund pentru o transformare de "semnal de intrare" f(t) , în "semnal de ieşire" F (x) .
Prezent¼am de�nirea transform¼arii Fourier, principalele propriet¼aţi pe diverse clase de funçtii şi aplicaţii la

rezolvarea unor ecuaţii integrale.

Reamintim de�ni̧tia spaţiului funçtiilor absolut integrabile.
Consider¼am funçtiile f : R! C de variabil¼a real¼a, cu valori complexe, care sunt absolut integrabile pe R
(adic¼a integrabile "în modul" sau "în valoare absolut¼a")

L1(R) =

8<:f : R! C , m¼asurabile cu
Z
R

jf(t)j <1

9=;
O funçtie este "m¼asurabil¼a" în sensul m¼asurii Lebesgue, iar integrala pe R este integrala Lebesgue.
Nu prezent¼am detalii asupra m¼asurii Lebesgue, dar menţion¼am faptul c¼a

- funçtiile integrabile Riemann pe orice interval [a; b] � R sunt m¼asurabile Lebesgue,
în particular funçtiile continue sau continue pe poŗtiuni sunt m¼asurabile.

Pe de alt¼a parte, funçtiile integrabile Riemann pe orice interval [a; b] � R şi cu integrala improprie convergent¼a

+1Z
�1

jf(t)j dt <1
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sunt funçtii absolut integrabile.

Exemple.

1. Funçtia f : R! R , de�nit¼a de
f(t) =

1

1 + t2

este integrabil¼a pe R (f 2 L1(R) ), deoarece

+1Z
�1

jf(t)j dt =
+1Z
�1

1

1 + t2
dt = arctg tjt!+1

t!�1 = lim
t!�1

arctg t� lim
t!+1

arctg t =
�

2
�
�
��
2

�
= �

2. O funçtie constant¼a f(t) = b este integrabil¼a pe R (f 2 L1(R) ), numai dac¼a este funçtia nul¼a f(t) = 0 ,
pentru orice t 2 R

3. Funçtia f : R! R , de�nit¼a de

f(t) =

�
sin t
t , t 6= 0
1 , t = 0

este integrabil¼a pe R, deoarece integrala improprie

+1Z
�1

sin t

t
dt este convergent¼a

( vezi Analiza Complex¼a - aplicaţii la teorema reziduurilor), dar nu este absolut convergent¼a

+1Z
�1

���� sin tt
���� dt este divergent¼a

4. Funçtia f : R! R , de�nit¼a de

f(t) = exp(� jtj) = e�
1
jtj =

1

ejtj

este integrabil¼a pe R (f 2 L1(R) ), deoarece integrala improprie

+1Z
�1

1

ejtj
dt

funcţie par¼a
= 2

+1Z
0

1

et
dt = 2

�1
et

����t!+1

t=0

= lim
t!+1

�2
et
� �2
e0
= 0 + 2 = 2

5. Funçtia f : R! R , de�nit¼a de
f(t) = exp(�t2) = e�t

2

este integrabil¼a pe R (f 2 L1(R) ), deoarece putem descompune

+1Z
�1

e�t
2

dt
funcţie par¼a

= 2

+1Z
0

e�t
2

dt = 2

0@ 1Z
0

e�t
2

dt+

+1Z
1

e�t
2

dt

1A
şi ambele integrale sunt convergente, prima este integral¼a Riemann - deci evident convergent¼a - a doua este

convergent¼a conform criteriului de comparaţie cu inegalit¼aţi

e�t
2

� e�t pentru t � 1 şi

+1Z
1

e�tdt = 2
�1
et

����t!+1

t=1

= lim
t!+1

�2
et
� �2
e1
= 0 +

2

e
=
2

e
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6. Orice funçtie continu¼a cu "suport compact" f : R ! R , adic¼a f(x) = 0 pentru jxj � M , este absolut
integrabil¼a pe R , deoarece

f(x) =

8<: 0 , x 2 (�1;�M)
f(x) , x 2 [�M;M ]
0 , x 2 (M;+1)

+1Z
�1

jf(x)j dx =
MZ
�1

jf(x)j| {z }
0

dx+

MZ
�M

jf(x)j dx+
+1Z
M

jf(x)j| {z }
0

dx =

MZ
�M

jf(x)j dx

de exemplu

f(x) =

8<: 0 , x 2 (�1;��)
sinx , x 2 [��; �]
0 , x 2 (�;+1)

Observa̧tie.
Dac¼a o funçtie f 2 L1(R) , atunci şi funçtia

�
f(t)e�itx

�
este integrabil¼a pe R deoarece��f(t)e�itx�� = jf(t)j

şi conform criteriului de comparaţie cu inegalit¼aţi (pentru integrale improprii)
f 2 L1(R) ) f(t)e�itx 2 L1(R)

Prin urmare are sens de�nirea transformatei Fourier pentru funçtii f 2 L1(R) .

De�ni̧tie.
Pentru o funçtie f 2 L1(R) funçtia F : R! C , de�nit¼a de

F [f(t)] not= F (x) =
1p
2�

+1Z
�1

f(t)e�itxdt
not
= f̂(x)

se numeşte transformata Fourier a funçtiei f(t) .

Vom folosi notaţia
F (x) pentru transformata Fourier, ca funçtie F : R! C
F [f(t)] pentru a ar¼ata c¼a este vorba de transformata Fourier a funçtiei f(t)
F desemneaz¼a transformarea Fourier, ca operator care asociaz¼a unei funçtii f 2 L1(R) funçtia F (x)

F : L1(R) , transformarea Fourier este de�nit¼a pe spaţiul funçtiilor absolut integrabile.
f̂(x) este notaţia folosit¼a în cursurile de la facult¼aţile de matematic¼a

Exist¼a şi alte moduri de a de�ni transformarea Fourier :

F (x) =

+1Z
�1

f(t)e�itxdt sau F (x) =

+1Z
�1

f(t)e�i2�txdt

Comentariu.
Factorul 1p

2�
are rostul de a crea o simetrie între formula transform¼arii Fourier şi formula transform¼arii Fourier inverse

F (x) =
1p
2�

+1Z
�1

f(t)e�itxdt , f(t) =
1p
2�

+1Z
�1

F (x)e�itxdx

altfel am avea

F (x) =

+1Z
�1

f(t)e�itxdt , f(t) =
1

2�

+1Z
�1

F (x)e�itxdx

Unele texte folosesc aceast¼a variant¼a asimetric¼a.
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Exist¼a şi o variant¼a ce are simetrie far¼a a mai � necesar un factor de coreçtie

F (x) =

+1Z
�1

f(t)e�i2�txdt , f(t) =

+1Z
�1

F (x)e�i2�txdx

Observa̧tie.
Transformarea Fourier este un operator liniar

F [f + g] = F [f ] + F [g] , f; g 2 L1(R)

F [�f ] = �F [f ] , f 2 L1(R) , � 2 R

Demonstraţie.
Se foloseşte faptul c¼a transformata Fourier este de�nit¼a de o integral¼a şi orice integral¼a are proprietatea de

liniaritate.
�
Propozi̧tie.
Pentru o funçtie f 2 L1(R) , transformata Fourier F (x) este o funçtie continu¼a F : R! C

Consecinţ¼a.
Transformarea Fourier asociaz¼a unei funçtii f 2 L1(R) o alt¼a funçtie F care este continu¼a pe R

F : L1(R)! C(R)

C(R) desemneaz¼a spaţiul (vectorial) al funçtiilor continue

C(R) = fF : R! C , F continua pe Rg

Teorem¼a.
i) Dac¼a f 2 L1(R) şi tf(t) 2 L1(R) , atunci transformata Fourier F [f ] este funçtie de clas¼a C1(R) şi
(derivabil¼a cu derivata continu¼a)

F 0(x) =
dF

dx
=
�ip
2�

+1Z
�1

tf(t)e�itxdt = (�i)F [tf(t)]

ii) Dac¼a f 2 L1(R) şi tkf(t) 2 L1(R) , atunci transformata Fourier F [f ] este funçtie de clas¼a Ck(R) şi
(de k-ori derivabil¼a cu derivata de ordin k continu¼a)

F (k)(x) =
dkF

dxk
=
(�i)kp
2�

+1Z
�1

tf(t)e�itxdt = (�i)kF
�
tkf(t)

�
Demonstraţie.
Se foloseşte teorema de derivare a unei integrale cu parametru.
�
Observa̧tie.
Dac¼a funçtia f 2 L1(R) ia valori reale ( f : R! R ) , atunci folosind conjugarea pentru transformata Fourier

obţinem
(pentru numere complexe z = a+ ib ) z = a� ib )

F (x) = F (�x)

Demonstraţie.
Folosim faptul c¼a integrala şi conjugarea comut¼a

F (x) = F (x) =

0@ 1p
2�

+1Z
�1

f(t)e�itxdt

1A =
1p
2�

+1Z
�1

f(t)e�itxdt =
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=
1p
2�

+1Z
�1

f(t)e�itxdt =
1p
2�

+1Z
�1

f(t)eitxdt =
1p
2�

+1Z
�1

f(t)e�it(�x)dt = F (�x)

�
Exemple de calcul
S¼a calcul¼am transformata Fourier pentru funçtiile f : R! R

i) f(t) =
1

1 + t2
, ii) f(t) = e�t

2=2 = exp(
�t2
2
) , iii) f(t) = e��t

2

= exp(��t2) , � > 0

Soluţie.
i) Conform observaţiei anterioare, este su�cient s¼a calcul¼am transformata Fourier doar pentru x = 0 şi x > 0
Pentru x = 0 obţinem

F (0) =
1p
2�

+1Z
�1

f(t)e�it0| {z }
1

dt =
1p
2�

+1Z
�1

1

1 + t2
dt =

1p
2�
� � =

r
�

2

Pentru x > 0 obţinem

F (x) =
1p
2�

+1Z
�1

f(t)e�itxdt =
1p
2�

+1Z
�1

1

1 + t2
e�itxdt =

=
1p
2�

+1Z
�1

cos(�tx) + i sin(�tx)
1 + t2

dt =
1p
2�

+1Z
�1

cos(tx)

1 + t2
dt+

ip
2�

+1Z
�1

� sin(tx)
1 + t2

dt

| {z }
0 , �ind funcţie impar¼a

=

Deci

F (x) =
1p
2�

+1Z
�1

f(t)e�itxdt =
1p
2�

+1Z
�1

cos(tx)

1 + t2
dt = Re

0@ 1p
2�

+1Z
�1

eitx

1 + t2
dt

1A
Pe de alt¼a parte

F (�x) = F (x) =

24 1p
2�

+1Z
�1

cos(tx)

1 + t2
dt

35 = F (x)
Folosim o aplicaţie la teorema reziduurilor, conform c¼areia

+1Z
�1

eitx

1 + t2
dt = 2�i

X
Im zj>0

Res

�
eizx

1 + z2
, zj

�

deci suma reziduurilor în punctele singulare zj ale funçtiei eizx

1+z2 care sunt în semiplanul superior, adic¼a
Im zj > 0

Punctele singulare ale funçtiei eizx

1+z2 sunt punctele în care se anuleaz¼a numitorul 1 + z2 = 0 , z1;2 = �i
În semiplanul superior se a�¼a doar z1 = i ( Im(i) = 1 , Im(�i) = �1 ) , în plus 1 + z2 = (z � i)(z + i)
Deci z = i este pol de ordin 1, (�ind r¼ad¼acin¼a de ordin 1)
Prin urmare

Res

�
eizx

1 + z2
, i
�
= lim

z!i

�
eizx

1 + z2
(z � i)

�
= lim

z!i

�
eizx

(z � i)(z + i) (z � i)
�
= lim

z!i

�
eizx

z + i

�
=
e�x

2i

În �nal obţinem
+1Z
�1

eitx

1 + t2
dt = 2�iRes

�
eizx

1 + z2
, i
�
= 2�i

e�x

2i
=
�

ex
= �e�x
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În concluzie transformarea Fourier a funçtiei f(t) = 1
1+t2 este pentru x > 0

F (x) =
1p
2�

+1Z
�1

e�itx

1 + t2
dt = Re

0@ 1p
2�

+1Z
�1

eitx

1 + t2
dt

1A = Re
1p
2�
�e�x =

r
�

2
e�x

şi

F (�x) =
r
�

2
ex

F (x) =

8<:
p

�
2 e
�x , x > 0p
�
2 , x = 0p
�
2 e
x , x < 0

= �e�jxj

ii) Funçtia f(t) = e�t
2=2

= exp(�t
2

2 ) este în L
1(R) deoarece integrala improprie este convergent¼a

+1Z
�1

e�t
2=2dt

funcţie par¼a
= 2

+1Z
0

e�t
2=2dt =

facem schimbarea de variabil¼a t2

2 = u , t =
p
2u , dt =

p
2 1
2
p
u
du

= 2

+1Z
0

1p
2
p
u
e�u =

p
2

+1Z
0

u�
1
2 e�udu =

p
2

+1Z
0

u
1
2�1e�udu =

p
2 � �(1

2
)

Pe de alt¼a parte

B(
1

2
;
1

2
) =

�( 12 ) � �(
1
2 )

�( 12 +
1
2 )

=

�
�( 12 )

�2
�(1)

=

�
�(
1

2
)

�2

B(
1

2
;
1

2
) =

1Z
0

x1�
1
2 (1� x)� 1

2 dx =

1Z
0

1p
x(1� x)

dx =

facem schimbarea de variabil¼a x = sin2 t , dx = 2 sin t cos tdt

=

�=2Z
0

1q
sin2 t(1� sin2 t)

2 sin t cos tdt =

�=2Z
0

2dt = �

deci

�(
1

2
) =

r
B(
1

2
;
1

2
) =
p
�

şi obţinem
+1Z
�1

e�t
2=2dt =

p
2 � �(1

2
) =
p
2�

revenim acum la calculul transformatei Fourier

F
h
e�t

2=2
i
= F (x)

Consider¼am funçtia (care este deribabil¼a)

g(x) = ex
2=2F (x)

deci putem deriva, şi obţinem

g0(x) =
�
ex

2=2
�0
F (x) + ex

2=2F 0(x) = xex
2=2F (x) + ex

2=2F 0(x)
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Pe de alt¼a parte

F 0(x) =
d

dx

24 1p
2�

+1Z
�1

e�t
2=2e�itxdt

35 = 1p
2�

+1Z
�1

d

dx

h
e�t

2=2e�itx
i
dt =

1p
2�

+1Z
�1

e�t
2=2(�it)e�itxdt =

integr¼am prin p¼arti

=
ip
2�

+1Z
�1

(�t)e�t
2=2e�itxdt =

ip
2�

2666664e�t
2=2e�itx

���t!+1

t!�1| {z }
0

�
+1Z
�1

e�t
2=2| {z }Z

(�t)e�t2=2

(�ix)e�itx| {z }
d
dt (e

�itx)

dt

3777775 =

e�t
2=2e�itx

���t!+1

t!�1
= lim

t!+1
e�t

2=2e�itx � lim
t!�1

e�t
2=2e�itx = 0� 0 = 0

deoarece ���e�t2=2e�itx��� = ���e�t2=2��� � ��e�itx�� = e�t2=2 = 1

et2=2
!

x!�1
0

deci

F 0(x) =
ip
2�

24�+1Z
�1

e�t
2=2(�ix)e�itxdt

35 = i2x 1p
2�

+1Z
�1

e�t
2=2e�itxdt

| {z }
F (x)

= �xF (x)

În �nal obţinem
g0(x) = xex

2=2F (x) + ex
2=2F 0(x) = xex

2=2F (x)� xex
2=2F (x) = 0

Prin urmare funçtia g(x) este constant¼a. Calculând valoarea funçtiei g într-un punct pentru care calculul este
posibil, obţinem valoarea constantei.
Pentru x = 0 calculul este posibil

g(0) = e0
2=2F (0) =

1p
2�

+1Z
�1

e�t
2=2e�it0dt =

1p
2�

+1Z
�1

e�t
2=2dt

| {z }
p
2�

=
1p
2�

p
2� = 1

Prin urmare g(x) = 1 pentru orice x 2 R , , g(x) = ex
2=2F (x) = 1

În concluzie
F
h
e�t

2=2
i
= F (x) = e�x

2=2

S¼a remarc¼am faptul c¼a transformata Fourier a funçtiei f(t) = e�t
2=2 este aceeaşi funçtie F (x) = e�x

2=2.
Cu alte cuvinte funçtia f(t) = e�t

2=2 este un "punct �x" pentru transformarea Fourier.

iii) Folosim transformata Fourier calculat¼a mai înainte F
h
e�t

2=2
i
= F (x) = e�x

2=2 = exp
�
�x2
2

�
şi faptul

c¼a � > 0
Facem schimbarea de variabil¼a �t2 = u2

2 , t = up
2�

, dt = 1p
2�
du şi obţinem

F
h
e��t

2
i
=

1p
2�

+1Z
�1

e��t
2

e�itxdt =
1p
2�

+1Z
�1

e�u
2=2e

�i up
2�
x 1p
2�
du =

=
1p
2�

1p
2�

+1Z
�1

e�u
2=2e

�i up
2�
x
du

| {z }
F
�

xp
2�

�
=

1p
2�
F

�
xp
2�

�
=

1p
2�
exp

0B@�
h

xp
2�

i2
2

1CA =
1p
2�
exp

�
�x2
4�

�
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F
h
e��t

2
i
=

1p
2�
exp

�
� x

2

4�

�
=

1p
2�
e�x

2=4�

�

Comentariu.
În mod "tradi̧tional" derivata unei funçtii de o singur¼a variabil¼a "x" (care depinde de un singur parametru) de

noteaz¼a df
dx în timp ce

derivata unei funçtii în raport cu parametrul "x" , dar funçtia depinde de mai multe variabile (de mai muļti
parametri) se noteaz¼a @f

@x
Totuşi ambele notaţii reprezint¼a exact aceeaşi açtiune : derivarea în raport cu parametrul "x" .
Açtiunea de derivare în raport cu parametrul "x" consider¼a c¼a doar parametru "x" variaz¼a,
orice alt parametru nu variaz¼a - deci este constant.
Prin urmare, derivarea açtioneaz¼a asupra unei funçtii ca şi cum ar depinde de un singur parametru "x" -

indiferent de câţi aļti parametri depinde funçtia.
Astfel nu se justi�c¼a o notaţie diferit¼a pentru derivare @f

@x , în loc de df
dx .

Din acest motiv am folosit df
dx în derivarea integralei "cu parametru" de mai înainte.

Pe de alt¼a parte, notaţiile diferite au originea în �zic¼a, în modul în care sunt considerate anumite fenomene
�zice.
S¼a presupunem c¼a studiem o m¼arime �zic¼a scalar¼a (o funçtie) u = u(t; x; y; z) care variaz¼a în timp "t" şi se

m¼asoar¼a în �ecare punct al spaţiului de coordonate (x; y; z)
Studiem comportamentul (variaţia) m¼arimii într-un punct �x din spaţiu.
Derivata în raport cu "t" reprezint¼a viteza de variaţie a m¼arimii u = u(t) în timp şi este natural s¼a not¼am

aceast¼a derivat¼a cu du
dt

Pe de alt¼a parte, putem studia variaţia funçtiei în spaţiu (de la un punct la altul) dup¼a direçtii paralele cu axele
de coordonate,
şi astfel consider¼am derivatele în raport cu "x" , "y" , "z" , este natural s¼a not¼am aceste derivate cu @u

@x ,
@u
@y ,

@u
@z
deoarece le consider¼am pe toate trei deodat¼a.
Evident, un matematician noteaz¼a toate derivatele la fel @u@t

@u
@x ,

@u
@y ,

@u
@z

Tot aşa face şi un �zician , atunci când considerâ ecuaţia diferenţial¼a care descrie variaţia m¼arimii u = u(t; x; y; z)
, de exemplu

@u

@t
+ a

@2u

@x2
+ b

@2u

@y2
+ c

@2u

@z2
= 0

Sper ca acest comentariu s¼a clari�ce lucrurile.

Teorem¼a.
Pentru dou¼a funçtii f; g 2 L1(R) şi transformatele lor Fourier F (x) respectiv G(x) are loc relaţia

+1Z
�1

F (x)g(x)dx =

+1Z
�1

f(x)G(x)dx

Teorema de inversare Fourier.
Dac¼a f 2 L1(R) şi transformata sa Fourier F [f(t)] = F (x) 2 L1(R) ,
(cu alte cuvinte atât funçtia cât şi transformata sa Fourier sunt absolut integrabile)
în plus funçtia f este continu¼a şi m¼arginit¼a pe R , atunci

f(t) =
1p
2�

+1Z
�1

F (x)eitxdx , pentru orice t 2 R

Comentariu.
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Aceast¼a teorem¼a nu a�rm¼a existenţa unei inverse pentru transformarea Fourier

F [f(t)] = F (x) �! f(t)

ci doar asigur¼a condi̧tii su�ciente pentru
a "recupera" funçtia ini̧tial¼a f(t) (semnalul de intrare) dac¼a se cunoaşte transformata sa Fourier F (x) (semnalul

de ieşire)

Teorema ( Mellin - Fourier ) de inversare a transform¼arii Laplace
Fie f : R! R funçtie original Laplace cu constantele M > 0 , b � 0 şi
L(f) = L(z) transformata Laplace corespunz¼atoare. Atunci pentru orice x > b în care f este continu¼a

f(t) =
1

2�i

x+i1Z
x�i1

L(z)etzdz = lim
�;�!+1

1

2�i

x+i�Z
x�i�

L(z)etzdz

În punctele în care f nu este continu¼a

f(t+ 0) + f(t� 0)
2

=
1

2�i

x+i1Z
x�i1

L(z)etzdz = lim
�;�!+1

1

2�i

x+i�Z
x�i�

L(z)etzdz

Consecinţ¼a.
Transformarea Laplace este inversabil¼a,
deci şi injectiv¼a L(f) = L(g) ) f = g

Consider¼am transformarea Fourier pentru funçtii f : R! R , f 2 L1(R) care sunt pare sau impare.
S¼a observ¼am faptul c¼a "paritatea" are sens şi pentru funçtii cu valori complexe f : R! C ,
deoarece relaţiile nu depind de valorile funçtiei ci doar de domeniul de de�ni̧tie R

pentru funçtii pare f(�x) = f(x) pentru orice x 2 R

pentru funçtii impare f(�x) = �f(x) pentru orice x 2 R
S¼a analiz¼am integrala Fourier pentru funçtii f : R ! R pare sau impare, separând partea real¼a şi partea

imaginar¼a

F [f(t)] = 1p
2�

+1Z
�1

f(t)e�itxdt =
1p
2�

+1Z
�1

f(t)[cos(�tx) + i sin(�tx)]dt =

=
1p
2�

+1Z
�1

f(t) cos(tx)dt� i 1p
2�

+1Z
�1

f(t) sin(tx)dt

Pentru funçtii f pare obţinem

F [f(t)] = 1p
2�

+1Z
�1

f(t) cos(tx)| {z }
par¼a

dt� i 1p
2�

0z }| {
+1Z
�1

f(t) sin(tx)| {z }
impar¼a

dt

F [f(t)] = 2p
2�

+1Z
0

f(t) cos(tx)dt =

r
2

�

+1Z
0

f(t) cos(tx)dt

Pentru funçtii f impare obţinem

F [f(t)] = 1p
2�

0z }| {
+1Z
�1

f(t) cos(tx)| {z }
impar¼a

dt� i 1p
2�

+1Z
�1

f(t) sin(tx)| {z }
par¼a

dt
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F [f(t)] = i 2p
2�

+1Z
0

f(t) sin(tx)dt = i

r
2

�

+1Z
0

f(t) sin(tx)dt

S¼a remarc¼am faptul c¼a pentru funçtii pare sau impare, integralele implic¼a doar valorile funçtiilor pe intervalul
[0;+1) .
Astfel apar în mod natural de�ni̧tiile unor transformate de tip Fourier pentru funçtii din L1[0;+1)

De�ni̧tie.
Pentru o funçtie f : [0;+1)! R , absolut integrabil¼a (adic¼a din L1[0;+1) ) se de�neşte
transformata "prin cos"

Fcos [f(t)] = Fcos(x)
def
=

r
2

�

+1Z
0

f(t) cos(tx)dt

transformata "prin sin"

Fsin [f(t)] = Fsin(x)
def
=

r
2

�

+1Z
0

f(t) sin(tx)dt

Teorem¼a.
Pentru o funçtie f : [0;+1)! R , din L1[0;+1) ,
dac¼a şi transformata sa prin cos (respectiv prin sin) este din L1[0;+1) ,
în plus funçtia f este continu¼a şi m¼arginit¼a pe R , atunci

f(t) =

r
2

�

+1Z
0

Fcos(x) cos(tx)dt

respectiv

f(t) =

r
2

�

+1Z
0

Fsin(x) sin(tx)dt

Astfel se poate "recupera" funçtia ini̧tial¼a f(t) (semnalul de intrare)
dac¼a se cunoaşte transformata sa prin cos Fcos(x) (semnalul de ieşire) (respectiv transformata sa prin sin Fsin )

Propriet¼a̧ti de calcul.
Pentru orice funçtie f : R! R , f 2 L1(R) , urm¼atoarele funçtii sunt tot din L1(R)

f(�t) , f(t+ t0) , f(t)ei�t , f(t) cos�t , f(t) sin�t , t0; � 2 R

în plus, dac¼a not¼am transformata Fourier F [f(t)] = F (x) , atunci

i) F [f(�t)] = 1

�
F (
x

�
) , pentru � > 0

F [f(�t)] = �1
�
F (
x

�
) , pentru � < 0

în particular F [f(�t)] = F (�x)
ii) F [f(t+ t0)] = eit0xF (x)

iii) F [f(t+ t0) + f(t� t0)] = 2 cos(t0x) � F (x)
F [f(t+ t0)� f(t� t0)] = 2i sin(t0x) � F (x)

iv) F [f(t)ei�t] = F (x� �)

v) F [f(t) cos�t] = 1

2
[F (x� �) + F (x+ �)]
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i � F [f(t) sin�t] = 1

2
[F (x� �)� F (x+ �)]

Demonstraţie.
Folosim doar de�ni̧tia transformatei Fourier.
i) facem schimbarea de variabil¼a �t = u , t = 1

�u şi ţinem seama de faptul c¼a � > 0

F [f(�t)] = 1p
2�

+1Z
�1

f(�t)e�itxdt =
1p
2�

+1Z
�1

f(u)e�iux=�
1

�
du =

1

�

1p
2�

+1Z
�1

f(u)e�iux=�du

| {z }
F ( x� )

=
1

�
F (
x

�
)

pentru � < 0 facem aceeaşi schimbare de variabil¼a, dar � < 0 duce la schimbarea limitelor de integrare
t! �1 ) u = �t! +1 şi t! +1 ) u = �t! �1

F [f(�t)] = 1p
2�

+1Z
�1

f(�t)e�itxdt =
1p
2�

�1Z
+1

f(u)e�iux=�
1

�
du =

�1
�

1p
2�

+1Z
�1

f(u)e�iux=�du =
�1
�
F (
x

�
)

ii) facem schimbarea de variabil¼a t+ t0 = u

F [f(t+ t0)] =
1p
2�

+1Z
�1

f(t+ t0)e
�itxdt =

1p
2�

+1Z
�1

f(u)e�i(u�t0)xdu = eit0x
1p
2�

+1Z
�1

f(u)e�iuxdu = eit0xF (x)

iii) transformarea Fourier este liniar¼a, deci
adunând obţinem

F [f(t+ t0) + f(t� t0)] = F [f(t+ t0)] + F [f(t+ t0)] = eit0xF (x) + e�it0xF (x) =

= [cos(t0x) + i sin(t0x)]F (x) + [cos(�t0x) + i sin(�t0x)]F (x) =
= [cos(t0x) + i sin(t0x) + cos(t0x)� i sin(t0x)]F (x) = 2 cos(t0x)F (x)

sc¼azând obţinem

F [f(t+ t0)� f(t� t0)] = F [f(t+ t0)]�F [f(t+ t0)] = eit0xF (x)� e�it0xF (x) =

= [cos(t0x) + i sin(t0x)]F (x)� [cos(�t0x) + i sin(�t0x)]F (x) =
= [cos(t0x) + i sin(t0x)� cos(t0x) + i sin(t0x)]F (x) = 2i sin(t0x)F (x)

iv)

F [f(t)ei�t] = 1p
2�

+1Z
�1

f(t)ei�te�itxdt =
1p
2�

+1Z
�1

f(t)e�it(x��)dt = F (x� �)

v) adun¼am, relaţiile de tipul (iv) şi obţinem

1

2
[F (x� �) + F (x+ �)] = 1

2

24 1p
2�

+1Z
�1

f(t)ei�te�itxdt+
1p
2�

+1Z
�1

f(t)e�i�te�itxdt

35 =

=
1

2

264 1p
2�

+1Z
�1

f(t)
�
ei�t + e�i�t

�| {z }
2 cos(�t)

e�itxdt

375 = 1p
2�

+1Z
�1

f(t) cos(�t)e�itxdt = F [f(t) cos�t]

sc¼adem, relaţiile de tipul (iv) şi obţinem

1

2
[F (x� �)� F (x+ �)] = 1

2

24 1p
2�

+1Z
�1

f(t)ei�te�itxdt� 1p
2�

+1Z
�1

f(t)e�i�te�itxdt

35 =
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=
1

2

264 1p
2�

+1Z
�1

f(t)
�
ei�t � e�i�t

�| {z }
2i sin(�t)

e�itxdt

375 = ip
2�

+1Z
�1

f(t) sin(�t)e�itxdt = i F [f(t) sin�t]

�

Comentariu.
Transformarea Fourier este bine de�nit¼a pentru funçtii din L1(R) , dar nu este un operator injectiv, nu este

inversabil.
Mai multe propriet¼aţi se obţin dac¼a se consider¼a restriçtia transform¼arii Fourier la un subspaţiu "spaţiul funçtiilor

rapid descresc¼atoare".

De�ni̧tie.
O funçtie f : R! C , se numeşte "rapid descresc¼atoare" dac¼a f este de clas¼a C1 (are derivate de orice ordin)

şi
sup
t2R

���(1 + tm) � f (n)(t)��� < +1
pentru orice m � 0 şi orice derivat¼a f (n) , n � 0
Muļtimea funçtiilor rapid descresc¼atoare este un spaţiu vectorial numit "spa̧tiul lui Schwarz" şi notat

S = ff : R! C , f de clas¼a C1 , sup
���(1 + tm) � f (n)(t)��� < +1 , orice m;n � 0g

cu alte cuvinte funçtii de clas¼a C1 , cu proprietatea c¼a atât funçtia cât şi toate derivatele sale de orice ordin
descresc la �1 mai repede decât orice fraçtie 1

1+tm

adic¼a pentru orice m;n � 0 exist¼a M > 0 astfel încât���(1 + tm) � f (n)(t)��� �M , pentru orice t 2 R

Consecinţ¼a.
Pentru orice astfel de funçtie rapid descresc¼atoare avem tmf (n)(t) 2 L1(R) , deci S � L1(R) şi
conform unei teoreme anterioare, are sens transformata Fourier F [f(t)] şi aceasta este funçtie de clas¼a C1

Exemplu.
Funçtia f(t) = e�t

2

este rapid descresc¼atoare, dar nu şi funçtia e�jtj .

Laurent-Moïse Schwartz (1915 �2002 ) matematician francez. În 1950 primeşte medalia Fields (oarecum echiva-
lentul premiului Nobel pentru matematic¼a) pentru contribuţii la teoria distribuţiilor, teorie ce ofer¼a o perspectiv¼a
modern¼a asupra ecuaţiilor �zicii matematice - ecuaţiile diferenţiale cu derivate paŗtiale.

Observa̧tie.
Transformata Fourier F [f(t)] a unei funçtii f 2 S este o funçtie m¼arginit¼a.

Teorem¼a.
Pentru orice funçtie f 2 S transformata sa Fourier F [f(t)] not= F (x) este funçtie de clas¼a C1 şi

d

dx
F [f(t)] = (�i)F [t � f(t)] ,

dn

dxn
F [f(t)] = (�i)nF [tn � f(t)]

F [ d
dt
f(t)] = (ix)F [f(t)] , F [ d

n

dtn
f(t)] = (ix)nF [f(t)]

Consecinţ¼a.
i) Pentru orice funçtie f 2 S transformata sa Fourier F [f(t)] 2 S
ii) transformarea Fourier este un operator liniar F : S ! S , care este izomor�sm de spaţii vectoriale.
iii) transformarea fourier invers¼a F�1 : S ! S , este

F�1[f(t)] = 1p
2�

+1Z
�1

f(t)eitxdt şi F (F [f(t)]) = f(�t)

270



De�ni̧tie.
Pe spaţiul funçtiilor rapid descresc¼atoare S se introduce în mod natural produsul scalar

< f; g >
def
=

+1Z
�1

f(t) � g(t)dt

aici g(t) este conjugarea complex¼a. Dac¼a funçtiile au valori reale atunci g(t) = g(t)
Norma asociat¼a acestui produs scalar este

kfk2 =
p
< f; f > =

0@+1Z
�1

f(t) � f(t)dt

1A1=2

=

0@+1Z
�1

jf(t)j2 dt

1A1=2

Teorem¼a (formulele lui Parseval)
Pentru f; g 2 S avem

+1Z
�1

f(t) � g(t)dt =
+1Z
�1

F [f(t)] � F [g(t)]dt

+1Z
�1

jf(t)j2 dt =
+1Z
�1

jF [f(t)]j2 dt

sau echivalent
< f; g >=< F [f(t)];F [g(t)] > , kfk2 = kF [f(t)]k2

Comentariu.
Aceste relaţii arat¼a c¼a pentru funçtii rapid descresc¼atoare
transformarea Fourier p¼astreaz¼a produsul scalar şi norma

cu alte cuvinte transformarea Fourier este o izometrie (sau izomor�sm izometric) pe spaţiul S
(adic¼a p¼astreaz¼a distanţele)

Reamintim de�ni̧tia produsului de convoluţie

(f � g)(x) =
+1Z
�1

f(t)g(x� t)dt

Convoluţia are sens pentru orice dou¼a funçtii f; g 2 S şi produsul de comvoluţie f � g 2 S

Teorem¼a (formulele lui Borel)
Pentru f; g 2 S avem

F [f � g] =
p
2� � F [f(t)] � F [f(t)]

F [f(t)] � F [f(t)] =
p
2� � F [f � g]

5.2 Transformarea Fourier - Aplica̧tii

Iat¼a câteva aplicaţii ale transformatei Fourier.

A. Calculul transformatei Fourier pentru funçtii absolut integrabile pe R ,
sau transformatei prin sin sau prin cos pentru funçtii absolut integrabile pe [0;+1)

B. Reprezentarea unei funçtii ca o integral¼a Fourier.
C. Rezolvarea unor ecuaţii integrale.

Deşi sunt trei formul¼ari diferite, de fapt toate trei se reduc la calculul unei integrale Fourier.
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Se numeşte "integral¼a Fourier" (sau de tip Fourier) integralele ce intervin în
- calculul transformatei Fourier sau transformatei Fourier inverse
- calculul transformatei prin cos sau prin sin

+1Z
�1

f(t)e�itxdt

+1Z
�1

f(t)eitxdt

+1Z
0

f(t) cos txdt

+1Z
0

f(t) sin txdt

S¼a examin¼am în detaliu cele trei tipuri de aplicaţii pe care le-am enunţat.

A. Calculul transformatei Fourier pentru funçtii absolut integrabile pe R ,
sau transformatei prin sin sau prin cos pentru funçtii absolut integrabile pe [0;+1)

Transformarea Fourier se aplic¼a numai funçtiilor din L1(R) (absolut integrabile pe R ),
deci mai întâi se veri�c¼a dac¼a funçtia este în L1(R) (sau în L1[0;+1) ) şi
apoi se calculeaz¼a transformata sa Fourier, sau transformata prin cos sau prin sin.
- Fie se "integreaz¼a" direct integrala Fourier corespunz¼atoare

(dac¼a se poate calcula direct primitiv¼a pentru f(t)e�itx )
- Fie se integreaz¼a separat partea real¼a şi partea imaginar¼a

+1Z
�1

f(t)e�itxdt =

+1Z
�1

f(t)

264cos(�tx) + i sin(�tx)| {z }
cos tx�i sin tx

375 dx = +1Z
�1

f(t) cos txdt� i
+1Z
�1

f(t) sin txdt

B. Reprezentarea unei funçtii ca o integral¼a Fourier, înseamn¼a scrierea " f(t) = o integral¼a Fourier ".
Acesta fapt este posibil numai dac¼a are sens transformata Fourier invers¼a,
deci numai dac¼a transformata Fourier a funçtiei este de asemenea în L1(R) (sau în L1[0;+1) )
(i) se calculeaz¼a transformata Fourier corespunz¼atoare,
apoi doar se scrie f(t) în funçtie de transformata sa, folosind formula de inversare corespunz¼atoare

f(t) =
1p
2�

+1Z
�1

F (x)eitxdx unde F (x) este transformata Fourier F (x) =
1p
2�

+1Z
�1

f(t)e�itxdt

sau
(ii) se calculeaz¼a transformata Fourier invers¼a
apoi doar se scrie f(t) în funçtie de transformata invers¼a, folosind formula de inversare corespunz¼atoare

f(t) =
1p
2�

+1Z
�1

G(x)e�itxdx unde G(x) este transformata Fourier invers¼a G(x) =
1p
2�

+1Z
�1

f(t)eitxdt

Pentru funçtii de�nite pe [0;+1) putem folosi transformatele prin cos sau prin sin,

f(t) =

r
2

�

+1Z
0

Fcos(x) cos txdx unde Fcos este transformata prin cos Fcos(x) =

r
2

�

+1Z
0

f(t) cos txdt

f(t) =

r
2

�

+1Z
0

Fsin(x) sin txdx unde Fsin este transformata prin sin Fsin(x) =

r
2

�

+1Z
0

f(t) sin txdt

C. Rezolvarea unor ecuaţii integrale.
Este vorba de ecuaţii ce conţin integrale Fourier.

+1Z
�1

f(t)e�itxdt = ::: ,

+1Z
0

f(t) cos txdt = ::: ,

+1Z
0

f(t) sin txdt = :::
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Deci de fapt ecuaţia pune în evidenţ¼a o transformat¼a Fourier (respectiv prin cos sau prin sin).
Se folosesc formulele de inversare pentru a determina funçtia f(t)

f(t) =
1p
2�

+1Z
�1

F (x)eitxdx unde F (x) este transformata Fourier F (x) =
1p
2�

+1Z
�1

f(t)e�itxdt

f(t) =

r
2

�

+1Z
0

Fcos(x) cos txdx unde Fcos este transformata prin cos Fcos(x) =

r
2

�

+1Z
0

f(t) cos txdt

f(t) =

r
2

�

+1Z
0

Fsin(x) sin txdx unde Fsin este transformata prin sin Fsin(x) =

r
2

�

+1Z
0

f(t) sin txdt

Exemple.

1. S¼a se veri�ce dac¼a urm¼atoarele funçtii sunt în L1(R)

f(t) =
1

1 + t2
, f(t) = e�jtj , f(t) =

t

1 + t2
, f(t) =

t2

(1 + t2)2

2. S¼a se calculeze transformata Fourier pentru funçtiile f : R! R

f(t) =
1

1 + t2
, f(t) = e�jtj , f(t) = e�t

2=2 , f(t) =
1

(1 + t2)2

3. S¼a se calculeze transformata Fourier pentru funçtiile cu suport compact

f(t) =

�
1 , jxj � 2
0 , jxj > 2 , f(t) =

�
sin t , jxj � �
0 , jxj > � , f(t) =

�
cos t , jxj � �
0 , jxj > �

4. S¼a se calculeze tranformata prin cos şi transformata prin sin pentru funçtiile f : [0;+1)! R

f(t) =
1

1 + t2
, f(t) = e�t , f(t) = e�t

2=2 , f(t) =
1

(1 + t2)2

5. S¼a se reprezinte ca o integral¼a Fourier funçtiile f : R! R

f(t) =
1

1 + t2
, f(t) = e�jtj , f(t) = e�t

2=2 , f(t) =
1

(1 + t2)2

6. S¼a se rezolve ecuaţiile integrale, adic¼a s¼a se determine funçtia f : R! R care veri�c¼a ecuaţia

i)

+1Z
0

f(t) cos txdt =
1

1 + x2
, x 2 [0;+1)

ii)

+1Z
0

f(t) sin txdt =

�
sinx , x � �
0 , x > �

, x 2 [0;+1)

iii)

+1Z
�1

f(t)eitxdt =

�
x2 , jxj < 1
0 , jxj > 1 , x 2 R

Soluţii.

1. Veri�carea faptului c¼a o funçtie este în L1(R) (sau în L1[0;+1) ) este o problem¼a de integrale improprii.
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dar absolut necesar¼a pentru calculul unei transformate Fourier.

+1Z
�1

jf(t)j dt =
+1Z
�1

1

1 + t2
dt = arctg tjy!+1

t!�1 = lim
t!+1

arctg t� lim
t!�1

arctg t =
�

2
� ��

2
= �

deci funçtia f(t) = 1
1+t2 2 L

1(R)
�

+1Z
�1

jf(t)j dt =
+1Z
�1

e�jtj|{z}
par¼a

dt = 2

+1Z
�1

e�tdt = �2e�t
��t!+1
t=0

= �2
�
lim

t!+1
e�t � e0

�
= 2

deci funçtia f(t) = e�jtj 2 L1(R)
�

+1Z
�1

jf(t)j dt =
+1Z
�1

���� t

1 + t2

���� dt = 2
+1Z
0

t

1 + t2
dt

Folosim criteriul de comparaţie cu limit¼a, compar¼am cu

+1Z
1

1
t dt

lim
t!+1

t
1+t2

1
t

= lim
t!+1

t2

1 + t2
= 1

deci conform criteriului de comparaţie cu limit¼a cele dou¼a integrale improprii au aceeaşi natur¼a.

Integrala improprie

+1Z
1

1
t dt este divergent¼a, deci tot divergent¼a este şi integrala

+1Z
0

t
1+t2 dt

În concluzie funçtia f(t) = t
1+t2 nu este în L1(R)

�

2) Pentru primele trei funçtii, am calculat deja transformata Fourier.
Pentru x > 0 obţinem

F
�

1

(1 + t2)2

�
=

1p
2�

+1Z
�1

1

(1 + t2)2
e�itxdt =

=
1p
2�

+1Z
�1

cos(�tx)
(1 + t2)2

dt+ i
1p
2�

0z }| {
+1Z
�1

sin(�tx)
(1 + t2)2| {z }
impar¼a

d t =
1p
2�

+1Z
�1

cos tx

(1 + t2)2
dt =

folosim o aplicaţie la teorema reziduurilor

= Re

24 1p
2�

+1Z
�1

eitx

(1 + t2)2
dt

35 = Re � 1p
2�
2�iRes

�
eizx

(1 + z2)2
; i

��
=

Res

�
eizx

(1 + z2)2
; i

�
= lim

z!i

�
eizx

(z � i)2(z + i)2 (z � i)
2

�(1)
= lim

z!i

�
eizx

(z + i)2

�(1)
=

= lim
z!i

ixeizx(z + i)2 � eizx2(z + i)
(z + i)4

= lim
z!i
eizx

ix(z + i)� 2
(z + i)3

= e�x
ix(2i)� 2
(2i)3

= �e�x 1 + x�4i
deci transformata Fourier este

F
�

1

(1 + t2)2

�
= Re

�
1p
2�
2�iRes

�
eizx

(1 + z2)2
; i

��
= Re

�
1p
2�
2�ie�x

1 + x

4i

�
=
e�xp
2�

1 + x

2
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F
�

1

(1 + t2)2

�
=

r
�

2

e�x(1 + x)

2

�

3) Pentru funçtii cu suport compact, integrala Fourier nu este improprie
Pentru funçtia

f(t) =

�
1 , jxj � 2
0 , jxj > 2

avem

F (f(t)) = 1p
2�

+1Z
�1

f(t)e�itxdt =
1p
2�

+1Z
�1

1 � e�itxdt = 1p
2�

e�itx

�ix

����t=1
t=�1

=

=
ip
2�x

�
e�ix � eix

�
=

ip
2�x

(cosx� i sinx� cosx� i sinx) =
r
2

�

sinx

x

Pentru funçtia

f(t) =

�
sin t , jxj � �
0 , jxj > �

avem

F (f(t)) = 1p
2�

+1Z
�1

f(t)e�itxdt =
1p
2�

�Z
��

sin t � e�itxdt = 1p
2�

�Z
��

sin t[cos(tx)� i sin(tx)]dt =

=
1p
2�

0z }| {
�Z
��

sin t cos(tx)| {z }
impar¼a

dt� ip
2�

�Z
��

sin t sin tx| {z }
par¼a

dt =
�ip
2�
2

�Z
0

1

2
[cos(t� tx)� cos(t+ tx)] dt =

=
�ip
2�

"
sin(t� tx)
1� x +

sin(t+ tx)

1 + x

����t=�
t=0

#
=
�ip
2�

�
sin(� � �x)
1� x +

sin(� + �x)

1 + x

�
=

=
�ip
2�

�
sin(�x)

1� x �
sin(�x)

1 + x

�
=
�ip
2�
sin(�x)

�
1

1� x �
1

1 + x

�
=

F (f(t)) = �ip
2�
sin(�x)

2x

(1� x2)
�

4) folosim o aplicaţie la teorema reziduurilor

Fcos
�

1

1 + t2

�
=

r
2

�

+1Z
0

1

1 + t2
cos txdt =

r
2

�

1

2

+1Z
�1

1

1 + t2
cos txdt = Re

24r 2

�

1

2

+1Z
�1

eitx

1 + t2
dt

35 =
= Re

"r
2

�

1

2
2�iRes

�
eizx

1 + z2
; i

�#
= Re

"r
2

�

1

2
2�i

e�x

2i

#
=

r
�

2
e�x

Res

�
eizx

1 + z2
; i

�
= lim

z!i

�
eizx

(z � i)(z + i) (z � i)
�
= lim

z!i

eizx

(z + i)
=
e�x

2i

deci

Fcos
�

1

1 + t2

�
=

r
�

2
e�x

sau putem folosi transformata Fourier deja calculat¼a anterior , în acest caz pentru x � 0r
�

2
e�x =

r
�

2
e�jxj =

1p
2�

+1Z
�1

1

1 + t2
e�itxdt =

1p
2�

+1Z
�1

cos(�tx) + i sin(�tx)
1 + t2

dt =
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=
1p
2�

+1Z
�1

cos tx

1 + t2| {z }
par¼a

dt� i 1p
2�

+1Z
�1

sin tx

1 + t2
dt

| {z }
0

=
1p
2�
2

+1Z
0

cos tx

1 + t2
dt

şi obţinem r
�

2
e�x =

r
2

�

+1Z
0

cos tx

1 + t2
dt ) Fcos

�
1

1 + t2

�
=

r
�

2
e�x

�

Fcos
�
e�t

2=2
�
=

r
2

�

+1Z
0

e�t
2=2 cos tx| {z }
par¼a

dt =

r
2

�

1

2

+1Z
�1

e�t
2=2 cos txdt =

= Re

24 1p
2�

+1Z
�1

e�t
2=2e�itxdt

35 = Re he�x2=2i = e�x2=2
�

5) Conform observaţiilor anterioare (B)

f(t) =
1

1 + t2
=

1p
2�

+1Z
�1

F (x)eitxdx

unde F (x) este transformata Fourier F (x) =
1p
2�

+1Z
�1

1

1 + t2
e�itxdt

Putem folosi transformata Fourier calculat¼a anterior

F (x) =
1p
2�

+1Z
�1

1

1 + t2
e�itxdt =

r
�

2
e�jxj

şi obţinem reprezentarea integral¼a

f(t) =
1

1 + t2
=

1p
2�

+1Z
�1

r
�

2
e�jxj eitxdx =

1

2

+1Z
�1

e�jxj eitxdx

�
Pentru funçtia

f(t) = e�jtj =
1p
2�

+1Z
�1

F (x)eitxdx

unde F (x) este transformata Fourier F (x) =
1p
2�

+1Z
�1

e�jtje�itxdt

F (x) =
1p
2�

+1Z
�1

e�jtje�itxdt =
1p
2�

0Z
�1

ete�itxdt+
1p
2�

+1Z
0

e�te�itxdt =

=
1p
2�

0Z
�1

et(1�ix)dt+
1p
2�

+1Z
0

e�t(1+ix)dt =
1p
2�

et(1�ix)

1� ix

����t=0
t!�1

+
1p
2�

e�t(1+ix)

�(1 + ix)

����t!+1

t=0

=
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=
1p

2�(1� ix)

0BB@e0(1�ix)| {z }
1

� lim
t!�1

et(1�ix)| {z }
0

1CCA� 1p
2�(1 + ix)

0BB@ lim
t!+1

e�t(1+ix)| {z }
0

� e0(1�ix)| {z }
1

1CCA =

limitele sunt zero deoarece
lim

t!�1

���et(1�ix)��� = lim
t!�1

et
��e�itx��| {z }

1

= e�1 = 0

lim
t!+1

���e�t(1+ix)��� = lim
t!+1

e�t
��e�itx��| {z }

1

= e�1 = 0

deci
F (x) =

1p
2�(1� ix)

� 1p
2�(1 + ix)

=
2p

2�(1 + x2)

În �nal obţinem reprezentarea integral¼a

f(t) = e�jtj =
1p
2�

+1Z
�1

F (x)eitxdx =
1p
2�

+1Z
�1

2p
2�(1 + x2)

eitxdx

f(t) = e�jtj =
1

�

+1Z
�1

1

(1 + x2)
eitxdx

Sau putem s¼a folosim un rezultat anterior

1p
2�

+1Z
�1

1

1 + t2
e�itxdt =

r
�

2
e�jxj

şi obţinem o reprezentare integral¼a care doar aparent este diferit¼a

e�jxj =
1

�

+1Z
�1

1

1 + t2
e�itxdt

�
Pentru funçtia

f(t) = e�t
2=2

folosim rezultatul deja obţinut anterior, funçtia coincide cu transformata sa Fourier

F(e�t
2=2) =

1p
2�

+1Z
�1

e�t
2=2e�itxdt = e�x

2=2

deci putem rescrie în forma

e�t
2=2 =

1p
2�

+1Z
�1

e�x
2=2e�itxdx =

1p
2�

+1Z
�1

e�x
2=2eitxdx

�

6)

i) Putem înmuļti ecuaţia cu
q

2
� pentru a pune în evidenţ¼a

- în stânga Fcos(f) formula de calcul a transformatei prin cos
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- în dreapta Fcos(x) transformata prin cos ( ca funçtie de x )r
2

�

+1Z
0

f(t) cos txdt

| {z }
Fcos(f)

=

r
2

�

1

1 + x2| {z }
Fcos(x)

, x 2 [0;+1)

Prin urmare "recuper¼am" funçtia f(t) aplicând formula de inversare

f(t) =

r
2

�

+1Z
0

Fcos(x) cos txdx =

r
2

�

+1Z
0

r
2

�

1

1 + x2
cos txdx =

2

�

+1Z
0

cos tx

1 + x2| {z }
par¼a

dx =
1

�

+1Z
�1

cos tx

1 + x2
dx

folosim una din aplicaţiile la teorema reziduurilor

= Re

24 1
�

+1Z
�1

eitx

1 + x2
dx

35 = Re
24 1
�
2�i

X
Im zj>0

Res

�
eitz

1 + z2
; zj

�35 =
punctele singulare sunt r¼ad¼acinile ecuaţiei 1 + z2 = 0 z1;2 = �i ,
doar z1 = i are partea imaginar¼a stric pozitiv¼a , Im(i) = 1 > 0 ,
1 + z2 = (z � i)(z + i) , r¼ad¼acini de ordin 1, deci sunt pucte singulare de tip pol de ordin 1

= Re

�
1

�
2�iRes

�
eitz

1 + z2
; i

��
= Re

�
1

�
2�ilim

z!i

�
eitz

(z � i)(z + i) (z � i)
��

=

= Re

�
1

�
2�ilim

z!i

�
eitz

(z + i)

��
= Re

�
1

�
2�i

e�t

2i

�
= e�t

deci soluţia ecuaţiei integrale este f(t) = e�t , t 2 [0;+1)
�

ii) Putem înmuļti ecuaţia cu
q

2
� pentru a pune în evidenţ¼a

- în stânga Fsin(f) formula de calcul a transformatei prin sin
- în dreapta Fsin(x) transformata prin sin ( ca funçtie de x )r

2

�

+1Z
0

f(t) sin txdt

| {z }
Fsin(f)

=

r
2

�

�
sinx , x � �
0 , x > �| {z }
Fsin(x)

Prin urmare "recuper¼am" funçtia f(t) aplicând formula de inversare

f(t) =

r
2

�

+1Z
0

Fsin(x) sin txdx =

r
2

�

�Z
0

Fsin(x) sin txdx+

r
2

�

+1Z
�

Fsin(x)| {z }
0

sin txdx =

=

r
2

�

�Z
0

r
2

�
sinx sin txdx =

1

�

�Z
0

2 sinx sin tx| {z }
cos(tx�x)�cos(tx+x)

dx =

=
1

�

�
sin(tx� x)
tx� x � sin(tx+ x)

tx+ x

����x=�
x=0

�
=

=
1

�

2664 sin�(t� 1)�(t� 1) �
sin�(t+ 1)

�(t+ 1)
� lim
x!0

sinx(t� 1)
x(t� 1)| {z }

1

+ lim
x!0

sinx(t+ 1)

x(t+ 1)| {z }
1

3775 =
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=
sin�(t� 1)
�(t� 1) �

sin�(t+ 1)

�(t+ 1)
, pentru t 6= 1

pentru t = 1 obţinem

f(1) =

r
2

�

+1Z
0

Fsin(x) sinxdx =

r
2

�

�Z
0

r
2

�
sinx sinxdx =

1

�

�Z
0

2 sin2 xdx =
1

�

�Z
0

(1� cos 2x)dx =

=
1

�

�
x� sin 2x

2

����x=�
x=0

�
=
1

�

�
� � sin 2�

2
� 0
�
= 1

În �nal obţinem

f(t) =

(
sin�(t�1)
�(t�1) �

sin�(t+1)
�(t+1) , t 6= 1

1 , t = 1
, t 2 [0;+1)

sau pur şi simplu scriem

f(t) =
sin�(t� 1)
�(t� 1) �

sin�(t+ 1)

�(t+ 1)
, t 2 [0;+1)

şi subînţelegem c¼a valoarea funçtiei pentru t = 1 este valoarea limitei lim
t!1
f(t) = 1

�

iii) Putem înmuļti ecuaţia cu 1p
2�
pentru a pune în evidenţ¼a

- în stânga F�1(f) formula de calcul a transformatei Fourier inverse
- în dreapta F�1(x) transformata Fourier invers¼a ( ca funçtie de x )

1p
2�

+1Z
�1

f(t)eitxdt

| {z }
F�1(f)

=
1p
2�

�
x2 , jxj < 1
0 , jxj > 1| {z }
F�1(x)

, x 2 R

Prin urmare "recuper¼am" funçtia f(t) aplicând formula de inversare

f(t) =
1p
2�

+1Z
�1

F�1(x)e�itxdx =
1p
2�

1Z
�1

1p
2�
x2e�itxdx =

1

2�

1Z
�1

x2e�itxdx =

=
1

2�

1Z
�1

x2 [cos(�tx) + i sin(�tx)] dx+ 1

2�

1Z
�1

x2 cos tx| {z }
par¼a

dx� i

2�

1Z
�1

x2 sin tx| {z } d
impar¼a

x

| {z }
0

=

=
1

2�
2

1Z
0

x2 cos txdx
p¼arţi
=

1

�

24x2 sin tx
t

����x=1
x=0

�
1Z
0

2x � sin tx
t
dx

35 = 1

�

sin t

t
� 2

�t

1Z
0

x sin txdx =

p¼arţi
=

sin t

�t
� 2

�t

24x sin tx
t

����x=1
x=0

�
1Z
0

1 � sin tx
t
dx

35 = sin t

�t
� 2

�t

sin t

t
+
2

�t

� cos tx
t2

����x=1
x=0

=

=
sin t

�t
� 2 sin t

�t2
� 2

�t3
[cos t� cos 0] = sin t

�t
� 2 sin t

�t2
� 2(cos t� 1)

�t3

pentru t = 0 obţinem

f(0) =
1p
2�

+1Z
�1

F�1(x)e�i0xdx =
1

2�

1Z
�1

x2dx =
1

2�

x3

3

����x=1
x=0

=
1

6�

�
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6.1 Ecua̧tii Difereņtiale Liniare cu Derivate Paŗtiale de Ordin 2

Clasi�care. Aducere la form¼a canonic¼a
Începem cu câteva notaţii. Consider¼am funçtii scalare (cel puţin de clas¼a C2 ) care depind de mai muļti

parametri.
Orice fenomen are loc în spaţiu (cu trei dimensiuni) , pozi̧tia este descris¼a de trei coordonate (x; y; z).
În plus orice fenomen are loc în timp, deci funçtiile (m¼arimile �zice scalare) depind de cel puţin 4 parametri.

u = u(x; y; z; t)

În general îns¼a putem presupune un num¼ar arbitrar de parametri. Not¼am x = (x1; x2; :::; xn) 2 Rn şi consider¼am
funçtia

u = u(x1; x2; :::; xn)

cu valori reale, cel puţin de clas¼a C2, deci (conform teoremei lui Schwarz) nu conteaz¼a ordinea de derivare

@2u

@xi@xj
=

@2u

@xj@xi

De�ni̧tie.
Ecuaţiile de forma

nX
i=1

aii(x)
@2u

@x2i
+

nX
i<j=1

2aij(x)
@2u

@xi@xj
+ F (x; u;

@u

@x1
;
@u

@x2
; :::;

@u

@xn
) = 0

se numesc ecuaţii liniare cu derivate paŗtiale, deoarece expresia este o combinaţie liniar¼a a derivatelor paŗtiale de
ordin 2.

Majoritatea ecuaţiilor �zicii sunt de acest tip. Ecuaţia c¼aldurii, ecuaţia coardei vibrante, ecuaţia undelor sferice,
vibraţiile unei bare elastice, unei membrane elastice, ecuaţiile hidrodinamicii (Navier-Stokes), ecuaţiile câmpului
magnetic (Maxwell).
Coe�cientul derivatelor paŗtiale @2u

@xi@xj
se noteaz¼a 2aij(x) ,

deoarece se asociaz¼a o matrice simetric¼a

M = (aij(x))i;j=1;n

exact ca în cazul formelor p¼atratice.

În cele ce urmeaz¼a consider¼am numai cazul a dou¼a variabile.
Deci funçtii scalare u = u(x; y) şi ecuaţiile liniare cu derivate paŗtiale de forma

A(x; y)
@2u

@x2
+ 2B(x; y)

@2u

@x@y
+ C(x; y)

@2u

@y2
+D(x; y; u;

@u

@x
;
@u

@y
) = 0

unde A;B;C sunt funçtii de dou¼a variabile de clas¼a C1 şi nu toate simultan nule.
În acest caz matricea simetric¼a asociat¼a este

M =

�
A(x; y) B(x; y)
B(x; y) C(x; y)

�

Problema Cauchy const¼a în determinarea funçtiilor u = u(x; y) care veri�c¼a ecuaţia diferenţial¼a

A(x; y)
@2u

@x2
+ 2B(x; y)

@2u

@x@y
+ C(x; y)

@2u

@y2
+D(x; y; u;

@u

@x
;
@u

@y
) = 0

şi în plus veri�c¼a condi̧tiile ini̧tiale (la limit¼a)

(1) u(x; y)j = f şi (2)
@u

@v

����


= g
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unde  este un drum de clas¼a C1 inclus în domeniul funçtiilor A;B;C.
f; g sunt funçtii de clas¼a C1 , v este un versor v = (v1; v2) 2 R2 cu kvk =

p
v21 + v

2
2 = 1

@u
@v este derivata lui u dup¼a direçtia v

@u

@v
=
@u

@x
v1 +

@u

@y
v2

iar u(x; y)j = f înseamn¼a u = f de a lungul drumului  , adic¼a u((t)) = f((t)) .

Comentariu.
Pentru funçtii de o variabil¼a, temenul "condi̧tii ini̧tiale" este relativ simplu de de�nit.
Pentru funçtii de mai multe variabile şi ecuaţii diferenţiale cu derivate paŗtiale, termenul "condi̧tii ini̧tiale" este

oarecum mai complicat.
Dac¼a una din variabile reprezint¼a "timpul t ", atunci condi̧tii pentru t = 0 sau t = t0 reprezint¼a în mod clar

"condi̧tii ini̧tiale"
dar condi̧tii de tipul celor formulate mai înainte
( valorile funçtiei de-a lungul unui drum, valorile derivatei dup¼a un versor)

sunt de fapt "condi̧tii la limit¼a", sau condi̧tii "la frontiera" domeniului pe care sunt de�nite funçtiile.

În continuare folosim "notaţiile lui Monge"

@u

@x
= p ,

@u

@y
= q ,

@2u

@x2
= r ,

@2u

@y2
= t ,

@2u

@x@y
= s şi (t) = (x(t); y(t))

Putem scrie u(x(t); y(t)) = f(t) , derivând obţinem

@u

@x
� x0(t) + @u

@y
� y0(t) = f 0(t)

condi̧tia ini̧tial¼a (2) devine
@u

@x
� v1 +

@u

@y
� v2 = g(t)

cu notaţiile lui Monge cele dou¼a condi̧tii ini̧tiale devin�
p � x0(t) + q � y0(t) = f 0(t)
p � v1 + q � v2 = g(t)

care reprezint¼a un sistem liniar în p şi q cu determinantul

� =

���� x0(t) y0(t)
v1 v2

����
dac¼a � = 0 se spune c¼a vectorul v este tangent la drumul  , deoarece în acest caz vectorii (x0; y0) şi v = (v1; v2)
sunt coliniari, ceea ce înseamn¼a c¼a v este tangent la drumul .
Dac¼a � 6= 0 se spune c¼a vectorul v nu este tangent la drumul  .
Not¼am cu p0 , q0 derivatele lui p şi q de a lungul drumului  adic¼a dup¼a direçtia y0 = (x0; y0) obţinem

p0 =
@p

@x
x0 +

@p

@y
y0 , q0 =

@q

@x
x0 +

@q

@y
y0

sau

p0 =
@2u

@x2
x0 +

@2u

@x@y
y0 , q0 =

@2u

@x@y
x0 +

@2u

@y2
y0

şi în �nal 8<: p0 = r � x0 + s � y0
q0 = s � x0 + t � y0

A � r + 2B � s+ ty0 = 0
Determinantul acestui sistem (cu r; s; t necunoscute) este

� =

������
A 2B C
x0 y0 0
0 x0 y0

������ = A(y0)2 � 2Bx0y0 + C(x0)2
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deci � = 0 , A(y0)2 � 2Bx0y0 + C(x0)2 = 0 aceasta se numeşte ecuaţia caracteristicilor
Dac¼a drumul  = (x; y) veri�c¼a ecuaţia caracteristicilor , drumul se numeşte curb¼a caracteristic¼a
Presupunând c¼a drumul  se poate parametriza  = (x; y(x)) , obţinem forma

A(y0)2 � 2By0 + C = 0

Presupunând c¼a drumul  se poate parametriza  = (x(y); y) , obţinem forma

A� 2Bx0 + C(x0)2 = 0

În concluzie, problema Cauchy are soluţie unic¼a dac¼a şi numai dac¼a�
 nu este o curb¼a caracteristic¼a

v nu este vector tangent la drumul 

Clasi�carea ecua̧tiilor liniare cu derivate paŗtiale de ordin 2
Ecuaţia diferenţial¼a

A(x; y)
@2u

@x2
+ 2B(x; y)

@2u

@x@y
+ C(x; y)

@2u

@y2
+D(x; y; u;

@u

@x
;
@u

@y
) = 0

se numeşte de tip
eliptic dac¼a B2 �AC < 0
hiperbolic dac¼a B2 �AC > 0
parabolic dac¼a B2 �AC = 0

Vom demonstra c¼a semnul funçtiei B2 �AC este invariant faţ¼a de anumite schimb¼ari de variabil¼a,
cu alte cuvinte, tipul ecuaţiei r¼amâne neschimbat.

Aducere la form¼a canonic¼a
Trebuie precizat ce anume se inţelege prin "form¼a canonic¼a" a unei ecuaţii liniare cu derivate paŗtiale.
Conteaz¼a coe�cienţii derivatelor paŗtiale de ordin 2.

Consider¼am o schimbare de variabil¼a regulat¼a�
� = �(x; y)
� = �(x; y)

şi inversa
�
x = x(�; �)
y = y(�; �)

adic¼a

det

 
@�
@x

@�
@y

@�
@x

@�
@y

!
6= 0 , @�

@x

@�

@y
� @�
@x

@�

@y
6= 0

Not¼am tot cu u funçtia u(�; �) = u(x(�; �); y(�; �)) .

Teorem¼a. O schimbare de variabil¼a regulat¼a nu modi�c¼a tipul unei ecuaţii cu derivate partiale.

Demonstraţie. Pentru a realiza schimbarea de variabil¼a trebuie calculate derivatele paŗtiale în funçtie de vari-
abilele �; �.
Deriv¼am relaţia u(x; y) = u(�(x; y); �(x; y)) , folosind teorema de derivare a funçtiilor compuse

@u

@x
=
@u

@�

@�

@x
+
@u

@�

@�

@x
şi

@u

@y
=
@u

@�

@�

@y
+
@u

@�

@�

@y

Deriv¼am înc¼a odat¼a
@2u

@x2
=
@

@x

�
@u

@x

�
=
@

@x

�
@u

@�

@�

@x
+
@u

@�

@�

@x

�
=

=
@

@x

�
@u

@�

�
� @�
@x

+
@u

@�
� @
@x

�
@�

@x

�
+
@

@x

�
@u

@�

�
� @�
@x

+
@u

@�
� @
@x

�
@�

@x

�
=

=

"
@ @u@�
@�

@�

@x
+
@ @u@�
@�

@�

@x

#
� @�
@x

+
@u

@�
� @

2�

@x2
+

"
@ @u@�
@�

@�

@x
+
@ @u@�
@�

@�

@x

#
� @�
@x

+
@u

@�
� @

2�

@x2
=
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=

�
@2u

@�2
@�

@x
+
@2u

@�@�

@�

@x

�
� @�
@x

+
@u

@�
� @

2�

@x2
+

�
@2u

@�@�

@�

@x
+
@2u

@�2
@�

@x

�
� @�
@x

+
@u

@�
� @

2�

@x2
=

=
@2u

@�2

�
@�

@x

�2
+
@2u

@�@�

@�

@x
� @�
@x

+
@u

@�
� @

2�

@x2
+
@2u

@�@�

@�

@x
� @�
@x

+
@2u

@�2

�
@�

@x

�2
+
@u

@�
� @

2�

@x2
=

@2u

@x2
=
@2u

@�2

�
@�

@x

�2
+ 2

@2u

@�@�

@�

@x
� @�
@x

+
@2u

@�2

�
@�

@x

�2
+
@u

@�
� @

2�

@x2
+
@u

@�
� @

2�

@x2

În mod exact analog, înlocuind x cu y se obţine

@2u

@y2
=
@

@y

�
@u

@y

�
=
@

@y

�
@u

@�

@�

@y
+
@u

@�

@�

@y

�
= ::: =

@2u

@y2
=
@2u

@�2

�
@�

@y

�2
+ 2

@2u

@�@�
� @�
@y

@�

@y
+
@2u

@�2

�
@�

@y

�2
+
@u

@�
� @

2�

@y2
+
@u

@�
� @

2�

@y2

şi în �ne derivata paŗtial¼a "mixt¼a"

@2u

@x@y
=
@

@x

�
@u

@y

�
=
@

@x

�
@u

@�

@�

@y
+
@u

@�

@�

@y

�
=

=
@

@x

�
@u

@�

�
� @�
@y
+
@u

@�
� @
@x

�
@�

@y

�
+
@

@x

�
@u

@�

�
� @�
@y
+
@u

@�
� @
@x

�
@�

@y

�
=

=

"
@ @u@�
@�

@�

@x
+
@ @u@�
@�

@�

@x

#
� @�
@y
+
@u

@�
� @

2�

@y@x
+

"
@ @u@�
@�

@�

@x
+
@ @u@�
@�

@�

@x

#
� @�
@y
+
@u

@�
� @

2�

@y@x
=

=

�
@2u

@�2
@�

@x
+
@2u

@�@�

@�

@x

�
� @�
@y
+
@u

@�
� @

2�

@y@x
+

�
@2u

@�@�

@�

@x
+
@2u

@�2
@�

@x

�
� @�
@y
+
@u

@�
� @

2�

@y@x
=

=
@2u

@�2
� @�
@x

@�

@y
+
@2u

@�@�

�
@�

@x

@�

@y
+
@�

@x

@�

@y

�
+
@2u

@�2
@�

@x

@�

@y
+
@u

@�
� @

2�

@y@x
+
@u

@�
� @

2�

@y@x
=

Înlocuind în ecuaţia ini̧tial¼a

A(x; y)
@2u

@x2
+ 2B(x; y)

@2u

@x@y
+ C(x; y)

@2u

@y2
+D(x; y; u;

@u

@x
;
@u

@y
) = 0

obţinem

@2u

@�2

2664A� @�@x
�2
+ 2B

@�

@x

@�

@y
+ C

�
@�

@y

�2
| {z }

a

3775+

+
@2u

@�@�

266642A@�@x � @�@x + 2B
�
@�

@x

@�

@y
+
@�

@x

@�

@y

�
+ 2C

@�

@y

@�

@y| {z }
2b

37775+

+
@2u

@�2

2664A�@�@x
�2
+ 2B

@�

@x

@�

@y
+ C

�
@�

@y

�2
| {z }

c

3775+
+D1(�; �; u;

@u

@�
;
@u

@�
) = 0

Deci putem scrie pe scurt noua ecuaţie diferenţial¼a

a
@2u

@�2
+ 2b

@2u

@�@�
+ c

@2u

@�2
+D1(�; �; u;

@u

@�
;
@u

@�
) = 0
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Pentru a demonstra c¼a tipul ecuaţiei nu se schimb¼a, e su�cient s¼a ar¼at¼am c¼a

b2 � ac =
�
B2 �AC

�
� factor şi factor > 0

calculând obţinem

b2 � ac =
�
A
@�

@x
� @�
@x

+B

�
@�

@x

@�

@y
+
@�

@x

@�

@y

�
+ C

@�

@y

@�

@y

�2
�

�
"
A

�
@�

@x

�2
+ 2B

@�

@x

@�

@y
+ C

�
@�

@y

�2#
�
"
A

�
@�

@x

�2
+ 2B

@�

@x

@�

@y
+ C

�
@�

@y

�2#
= ::: =

=
�
B2 �AC

�
�
�
@�

@x

@�

@y
� @�
@x

@�

@y

�2
Reamintim c¼a schimbarea de variabil¼a este regulat¼a, adic¼a

@�

@x

@�

@y
� @�
@x

@�

@y
6= 0

Ceea ce încheie demonstraţia.�
În continuare prezent¼am aducerea la form¼a canonic¼a pentru �ecare tip de ecuaţie în parte.

Cazul 1. Pentru tipul hiperbolic avem B2 �AC > 0 .

Ecuaţia caracteristic¼a A(y0)2 � 2By0 + C = 0 , ( în ipoteza A 6= 0 ) are soluţiile

y01 =
B

A
+
1

A

p
B2 �AC şi y02 =

B

A
� 1

A

p
B2 �AC

Integrând aceste dou¼a relaţii în raport cu x , obţinem dou¼a relaţii care de�nesc implicit y = y(x)
Not¼am aceste relaţii �

�(x; y) = C1 = constant
�(x; y) = C2 = constant

Aceste relaţii de�nesc schimbarea de variabil¼a de care avem nevoie pentru a aduce ecuaţia la form¼a canonic¼a.
Este o schimbare de variabil¼a regulat¼a deoarece

det

 
@�
@x

@�
@y

@�
@x

@�
@y

!
=
@�

@x

@�

@y
� @�
@x

@�

@y
6= 0

pentru c¼a dac¼a deriv¼am cu x �(x; y) = C1 , obţinem

@�

@x
+
@�

@y
� y01(x) = 0

şi în mod analog
@�

@x
+
@�

@y
� y02(x) = 0

înmuļtim prima relaţie cu @�
@y , a doua cu @�

@y , le sc¼adem şi obţinem

@�

@x

@�

@y
� @�
@x

@�

@y
+
@�

@y

@�

@y
[y01(x)� y02(x)] = 0

Aici @�@y 6= 0 , deoarece altfel din
@�
@x +

@�
@y � y

0
1(x) = 0 ar rezulta şi @�@x = 0 , ceea ce este imposibil, y1 este funçtie

de x nu constant¼a.
R¼amân de calculat a; b; c aşa cum am notat în teorema anterioar¼a.
Folosim relaţiile de mai înainte

a = A

�
@�

@x

�2
+ 2B

@�

@x

@�

@y
+ C

�
@�

@y

�2
= A

�
�@�
@y
� y01(x)

�2
+ 2B

�
�@�
@y
� y01(x)

�
@�

@y
+ C

�
@�

@y

�2
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a = A

�
@�

@y

�2
(y01(x))

2 � 2B
�
@�

@y

�2
y01(x) + C

�
@�

@y

�2
=

�
@�

@y

�2 24A (y01(x))2 � 2B2y01(x) + C| {z }
0

35 = 0
c = A

�
@�

@x

�2
+ 2B

@�

@x

@�

@y
+ C

�
@�

@y

�2
= A

�
�@�
@y
� y02(x)

�2
+ 2B

�
�@�
@y
� y02(x)

�
@�

@y
+ C

�
@�

@y

�2

c = A

�
@�

@y

�2
(y02(x))

2 � 2B �
�
@�

@y

�2
� y02(x) + C

�
@�

@y

�2
=

�
@�

@y

�2 24A (y02(x))2 � 2B2y02(x) + C| {z }
0

35 = 0
b = A

@�

@x
� @�
@x

+B

�
@�

@x

@�

@y
+
@�

@x

@�

@y

�
+ C

@�

@y

@�

@y
=

= A

�
�@�
@y
� y02(x)

��
�@�
@y
� y01(x)

�
+B

�
�@�
@y
� y02(x)

@�

@y
� @�
@y
� y01(x)

@�

@y

�
+ C

@�

@y

@�

@y
=

=
@�

@y

@�

@y
[Ay01(x)y

0
2(x)�B (y01(x) + y02(x)) + C] =

@�

@y

@�

@y

�
A
C

A
� 2B

2

A
+ C

�
=

b = 2
@�

@y

@�

@y

�
C � B

2

A

�
= 2

@�

@y

@�

@y

AC �B2
A

6= 0

Prin urmare forma canonic¼a în cazul hiperbolic este

@2u

@�2
� 0 + 2b @

2u

@�@�
+
@2u

@�2
� 0 +D1(�; �; u;

@u

@�
;
@u

@�
) = 0

adic¼a

2b
@2u

@�@�
+D1(�; �; u;

@u

@�
;
@u

@�
) = 0 , 4

@�

@y

@�

@y

AC �B2
A

@2u

@�@�
+D1(�; �; u;

@u

@�
;
@u

@�
) = 0

�
Exemplu. S¼a se determine tipul ecuaţiei şi s¼a se aduc¼a la forma canonic¼a.

2
@2u

@x2
+
@2u

@x@y
� @

2u

@y2
+ 2

@u

@x
� @u
@y

= 0

Soluţie. În acest caz A = 2 , 2B = 1 , C = �1 , deeci B = 1=2
deci B2 �AC = 1

4 + 2 > 0 şi ecuaţia este de tip hiperbolic.
Ecuaţia caracteristic¼a este

A(y0)2 � 2By0 + C = 0 , 2(y0)2 � y0 � 1 = 0

Soluţiile sunt

y01 = 1 , y02 = �
1

2

intergrând în raport cu x , obţinem

y1(x) = x+ ct , y2(x) = �
1

2
x+ ct

sau rearanjând
x� y = C1 , x+ 2y = C2

Prin urmare schimbarea de variabil¼a pe care o putem alege este�
� = �(x; y) = x� y
� = �(x; y) = x+ 2y

Deci derivând obţinem
@�

@x
= 1 ,

@�

@y
= �1 ,

@�

@x
= 1 ,

@�

@y
= 2
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@u

@x
=
@u

@�

@�

@x
+
@u

@�

@�

@x
=
@u

@�
+
@u

@�

@u

@y
=
@u

@�

@�

@y
+
@u

@�

@�

@y
= �@u

@�
+ 2

@u

@�

Conform calculelor anterioare , cu aceast¼a schimbare de variabil¼a se obţine forma canonic¼a

4
@�

@y

@�

@y

AC �B2
A

@2u

@�@�
+ 2

�
@u

@�
+
@u

@�

�
�
�
�@u
@�
+ 2

@u

@�

�
= 0 ,

4(�2)
� 94
2

@2u

@�@�
+ 3

@u

@�
= 0 ,

9
@2u

@�@�
+ 3

@u

@�
= 0

În plus, în acest caz, aceast¼a ultim¼a ecuaţie se poate integra , în raport cu � , obţinem

@

@�

�
@u

@�
+
1

3
u

�
= 0 ) @u

@�
+
1

3
u = ct = C(�)

Aceasta este o ecuaţie liniar¼a.
@u

@�
= �1

3
u+ C(�)

Se rezolv¼a conform algoritmului standard.
Mai întâi ecuaţia omogen¼a asociat¼a

@u

@�
= �1

3
u )

@u
@�

u
= �1

3
) ln juj = �1

3
� +K(�) , juj = e� 1

3�+K = eKe�
1
3�

u(�; �) = K(�)e�
1
3�

Apoi c¼at¼am soluţii pentru ecuaţia liniar¼a, de forma

u(�; �) = K(�; �)e�
1
3� ) @u

@�
=
@K

@�
e�

1
3� +K(�; �)(

�1
3
)e�

1
3�

înlocuind obţinem
@K

@�
e�

1
3� +K(�; �)(

�1
3
)e�

1
3� = �1

3
K(�; �)e�

1
3� + C(�)

@K

@�
= e

1
3�C(�) ) K(�; �) =

Z
e
1
3�C(�)d�

şi în �nal

u(�; �) = e�
1
3�

�Z
e
1
3�C(�)d�

�
= e�

1
3�

0@ �Z
0

e
1
3 sC(s)ds+ C1(�)

1A
unde C(�) şi C1(�) sunt funçtii arbitrare de clas¼a C2.
Aceste funçtii se pot determina din condi̧tii ini̧tiale sau condi̧tii la limit¼a ale problemei Cauchy.
�
Cazul 2. Pentru tipul hiperbolic avem B2 �AC = 0 .

Ecuaţia caracteristic¼a A(y0)2 � 2By0 + C = 0 , ( în ipoteza A 6= 0 ) are soluţiile

y01 =
B

A
= y02

Integrând în raport cu x , obţinem o relaţie care de�neşte implicit y = y(x)
Not¼am acest¼a relaţie �(x; y) = C2 = constant şi ad¼aug¼am �(x; y) = x , deci�

�(x; y) = C1 = constant
�(x; y) = C2 = constant
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Aceste relaţii de�nesc schimbarea de variabil¼a de care avem nevoie pentru a aduce ecuaţia la form¼a canonic¼a.
Este o schimbare de variabil¼a regulat¼a deoarece

det

 
@�
@x

@�
@y

@�
@x

@�
@y

!
=

�
1 0
@�
@x

@�
@y

�
=
@�

@y
6= 0

folosind acelaşi argument ca pentru cazul hiperbolic.
De asemenea derivând obţinem

@

@x
[�(x; y)] =

@�

@x
+
@�

@y
� y0(x) = 0 ) @�

@x
= �@�

@y
� y0(x) = �B

A

@�

@y

Efectu¼am schimbarea de variabil¼a şi obţinem

a = A

�
@�

@x

�2
+ 2B

@�

@x

@�

@y
+ C

�
@�

@y

�2
= A

b = A
@�

@x
� @�
@x

+B

�
@�

@x

@�

@y
+
@�

@x

@�

@y

�
+ C

@�

@y

@�

@y
= A

@�

@x
+B

@�

@y
= A

�
�B
A

@�

@y

�
+B

@�

@y
= 0

c = A

�
@�

@x

�2
+ 2B

@�

@x

@�

@y
+ C

�
@�

@y

�2
= A

�
�B
A

@�

@y

�2
+ 2B

�
�B
A

@�

@y

�
@�

@y
+ C

�
@�

@y

�2
c =

�
@�

@y

�2 �
B2

A
� 2B

2

A
+ C

�
=

�
@�

@y

�2
AC �B2

A
= 0

Deci forma canonic¼a în cazul parabolic este

A
@2u

@�2
+D1(�; �; u;

@u

@�
;
@u

@�
) = 0

�
Observaţie. Dac¼a alegem �(x; y) = ct relaţia obţinut¼a prin integrarea lui y0 = B

A , atunci ad¼aug¼am �(x; y) = y
, iar forma canonic¼a ce se obţine este

C
@2u

@�2
+D2(�; �; u;

@u

@�
;
@u

@�
) = 0

Exemplu. S¼a se determine tipul ecuaţiei şi s¼a se aduc¼a la forma canonic¼a.

4
@2u

@x2
+ 4

@2u

@x@y
+
@2u

@y2
� 2@u

@y
= 0

Soluţie. În acest caz A = 4 , 2B = 4 , C = 1 , deeci B = 2
deci B2 �AC = 4� 4 = 0 şi ecuaţia este de tip parabolic.
Ecuaţia caracteristic¼a este

A(y0)2 � 2By0 + C = 0 , 4(y0)2 � 4y0 + 1 = 0

Soluţiile sunt

y01 = y02 =
1

2

intergrând în raport cu x , obţinem

y(x) =
1

2
x+ ct ) x� 2y = ct , ad¼aug¼am � = x

Schimbarea de variabil¼a este �
� = (x; y) = x
�(x; y) = x� 2y
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Derivând obţinem
@�

@x
= 1 ,

@�

@y
= 0 ,

@�

@x
= 1 ,

@�

@y
= �2

@u

@x
=
@u

@�

@�

@x
+
@u

@�

@�

@x
=
@u

@�
+
@u

@�

@u

@y
=
@u

@�

@�

@y
+
@u

@�

@�

@y
= �2@u

@�

Forma canonic¼a a ecuaţiei diferenţiale este

4
@2u

@�2
� 2

�
�2@u
@�

�
= 0 , @2u

@�2
+
@u

@�
= 0

În acest caz se poate integra în raport cu � o dat¼a

@2u

@�2
+
@u

@�
= 0 , @

@�

�
@u

@�
+ u

�
= 0 , @u

@�
+ u = ct = C(�)

Se obţine o ecuaţie liniar¼a care se poate integra în mod standard
Mai întâi ecuaţia omogen¼a asociat¼a

@u

@�
= u )

@u
@�

u
= 1 ) ln juj = � +K(�) , juj = e�+K = eKe�

u(�; �) = K(�)e�

Apoi c¼at¼am soluţii pentru ecuaţia liniar¼a, de forma

u(�; �) = K(�; �)e� ) @u

@�
=
@K

@�
e� +K(�; �)e�

înlocuind obţinem
@K

@�
e� +K(�; �)e� = K(�; �)e� + C(�)

@K

@�
= e��C(�) ) K(�; �) =

Z
e��C(�)d�

şi în �nal

u(�; �) = e�
�Z

e��C(�)d�

�
= e�

0@ �Z
0

e�sC(s)ds+ C1(�)

1A
unde C(�) şi C1(�) sunt funçtii arbitrare de clas¼a C2.
Aceste funçtii se pot determina din condi̧tii ini̧tiale sau condi̧tii la limit¼a ale problemei Cauchy.
�
Cazul 3. Pentru tipul eliptic avem B2 �AC < 0 .

Ecuaţia caracteristic¼a A(y0)2 � 2By0 + C = 0 , ( în ipoteza A 6= 0 ) are soluţii complexe

y0 =
B

A
� i 1
A

p
AC �B2

Integrând în raport cu x , obţinem

y(x) =

Z
B(x; y)

A(x; y)
dx� i

Z
1

A

p
AC �B2dx , y(x)�

Z
B(x; y)

A(x; y)
dx+ i

Z
1

A

p
AC �B2dx

Alegem �
�(x; y) = Re(E) = constant
�(x; y) = Im(E) = constant
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Aceste relaţii de�nesc schimbarea de variabil¼a de care avem nevoie pentru a aduce ecuaţia la form¼a canonic¼a.
Este o schimbare de variabil¼a regulat¼a deoarece

det

 
@�
@x

@�
@y

@�
@x

@�
@y

!
=
@�

@x

@�

@y
� @�
@x

@�

@y
6= 0

Derivând cu x relaţia �(x; y) + i�(x; y) cu y = y(x) obţinem

@�

@x
+
@�

@y
y0(x) + i

�
@�

@x
+
@�

@y
y0(x)

�
= 0

@�

@x
+ i
@�

@x
+

�
@�

@y
+ i
@�

@y

�
y0(x) = 0

@�

@x
+ i
@�

@x
+

�
@�

@y
+ i
@�

@y

��
B

A
+ i

1

A

p
AC �B2

�
| {z }

E

= 0

Deci

(1) Re(E) =
@�

@x
+
@�

@y

B

A
� @�
@y

1

A

p
AC �B2 = 0

(2) Im(E) =
@�

@x
+
@�

@y

B

A
+
@�

@y

1

A

p
AC �B2 = 0

Presupunând prin absurd c¼a @�
@x

@�
@y �

@�
@x

@�
@y = 0 , rezult¼a c¼a vectorii (

@�
@x ;

@�
@y ) ,

�
@�
@x ;

@�
@y

�
sunt coliniari,

de exemplu �
@�

@x
;
@�

@y

�
= �(

@�

@x
;
@�

@y
)

Deci înlocuind în (1) şi (2) obţinem

@�

@x
+
@�

@y

B

A
� �@�

@y

1

A

p
AC �B2 = 0

�
@�

@x
+ �

@�

@y

B

A
+
@�

@y

1

A

p
AC �B2 = 0

înmuļtim prima relaţie cu �� adun¼am şi obţinem

�2
@�

@y

1

A

p
AC �B2 + @�

@y

1

A

p
AC �B2 = 0

(�2 + 1)
@�

@y

1

A

p
AC �B2 = 0 ) @�

@y
= 0 ) @�

@y
= 0 ) @�

@x
= 0 ,

@�

@x
= 0

ceea ce este absurd, deci neap¼arat @�
@x

@�
@y �

@�
@x

@�
@y 6= 0 , adic¼a schimbarea de variabil¼a este regulat¼a.

Efectuând calculele corespunz¼atoare schimb¼arii de variabil¼a obţinem

@�

@x
= �@�

@y

B

A
+
@�

@y

1

A

p
AC �B2

@�

@x
= �@�

@y

B

A
� @�
@y

1

A

p
AC �B2

înlocuim şi rezult¼a

b = A
@�

@x
� @�
@x

+B

�
@�

@x

@�

@y
+
@�

@x

@�

@y

�
+ C

@�

@y

@�

@y

b = A

�
�@�
@y

B

A
� @�
@y

1

A

p
AC �B2

�
�
�
�@�
@y

B

A
+
@�

@y

1

A

p
AC �B2

�
+

+B
@�

@y

�
�@�
@y

B

A
� @�
@y

1

A

p
AC �B2

�
+B

@�

@y

�
�@�
@y

B

A
+
@�

@y

1

A

p
AC �B2

�
+ C

@�

@y

@�

@y
=
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=
B2

A

@�

@y

@�

@y
� AC �B

2

A

@�

@y

@�

@y
� B
A

p
AC �B2

�
@�

@y

�2
+
B

A

p
AC �B2

�
@�

@y

�2
+

�B
2

A

@�

@y

@�

@y
�
�
@�

@y

�2
B

A

p
AC �B2 � B

2

A

@�

@y

@�

@y
+
B

A

p
AC �B2

�
@�

@y

�2
+ C

@�

@y

@�

@y
= 0

b = 0

Prin urmare forma canonic¼a în cazul eliptic este

a
@2u

@�2
+ 0

@2u

@�@�
+ c

@2u

@�2
+D1(�; �; u;

@u

@�
;
@u

@�
) = 0

a
@2u

@�2
+ c

@2u

@�2
+D1(�; �; u;

@u

@�
;
@u

@�
) = 0

�
Exemplu. S¼a se determine tipul ecuaţiei şi s¼a se aduc¼a la forma canonic¼a.

@2u

@x2
� 6 @

2u

@x@y
+ 10

@2u

@y2
+
@u

@x
� 3@u

@y
= 0

Soluţie. În acest caz A = 1 , 2B = �6 , C = 10 , deci B = �3
deci B2 �AC = 9� 10 < 0 şi ecuaţia este de tip eliptic.
Ecuaţia caracteristic¼a este

A(y0)2 � 2By0 + C = 0 , (y0)2 + 6y0 + 10 = 0

Soluţiile sunt
y01 = �3� i

integrând obţinem
y = �3x� ix , y + 3x+ ix = 0

alegem �
�(x; y) = Re(�3x+ ix) = y + 3x
�(x; y) = Im(�3x+ ix) = x ) �(x; y) = y + 3x , �(x; y) = x

Deci
@�

@x
= 3 ,

@�

@y
= 1 ,

@�

@x
= 1 ,

@�

@y
= 0

@u

@x
=
@u

@�

@�

@x
+
@u

@�

@�

@x
= 3

@u

@�
+
@u

@�

@u

@y
=
@u

@�

@�

@y
+
@u

@�

@�

@y
=
@u

@�

Pentru a obţine forma canonic¼a r¼amâne s¼a calcul¼am coe�cienţii

a = A

�
@�

@x

�2
+ 2B

@�

@x

@�

@y
+ C

�
@�

@y

�2
= (3)

2 � 6 � 3 + 10 (1)2 = 1

c = A

�
@�

@x

�2
+ 2B

@�

@x

@�

@y
+ C

�
@�

@y

�2
= (1)

2 � 6 � 0 + 10 (0)2 = 1

Deci forma canonic¼a este
@2u

@�2
+
@2u

@�2
+ 3

@u

@�
+
@u

@�
� 3@u

@�
= 0

@2u

@�2
+
@2u

@�2
+
@u

@�
= 0

aceast¼a ecuaţie diferenţial¼a nu se poate integra prin metode elementare.
�
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6.2 Ecua̧tii difereņtiale liniare cu derivate paŗtiale.
Metoda separ¼arii variabilelor

Dac¼a se ştie apriori (�e din teoreme de existenţ¼a şi unicitate, �e din considerente �zice) , c¼a o anumit¼a problem¼a
are soluţie şi c¼a aceast¼a soluţie este unic¼a, atunci nu conteaz¼a metoda prin care se obţine aceast¼a soluţie.
În acest sens prezent¼am metoda separ¼arii variabilelor (atribuit¼a lui Fourier).

1. Problema Dirichlet pentru discul unitate. S¼a se determine funçtiile u = u(x; y) de clas¼a C2 pe interiorul
discului unitate fx2 + y2 < 1g şi continue pe discul închis fx2 + y2 � 1g ,
care veri�c¼a ecuaţia diferenţial¼a

�u = 0

�
�u =

@2u

@x2
+
@2u

@y2
= 0

�
pentru x2 + y2 < 1 (interiorul discului unitate)

şi condi̧tia la limit¼a

u(x; y) = f(x; y) pentru x2 + y2 = 1 (frontiera discului unitate = cercul unitate)

xx

yy

∆u = 0   pe disc u(x,y) = f(x,y)   pe cerc

Teorem¼a. Problema Dirichlet are soluţie unic¼a.

În aceast¼a expunere nu prezent¼am demonstraţia. Dar folosim acest rezultat.

Exemple.
i) dac¼a funçtia f din condi̧tia la limit¼a este nul¼a f(x; y) = 0 pentru orice (x; y) cu x2+ y2 = 1 , atunci funçtia

nul¼a u = u(x; y) = 0 pentru orice (x; y) cu x2 + y2 � 1 , veri�c¼a ecuaţia diferenţial¼a şi condi̧tia la limit¼a, deci este
soluţie a problemei Dirichlet. Din cauza unicit¼aţii, u(x; y) = 0 este unica soluţie.
ii) dac¼a funçtia f din condi̧tia la limit¼a este nul¼a f(x; y) = 5 pentru orice (x; y) cu x2+ y2 = 1 , atunci funçtia

u = u(x; y) = 5 pentru orice (x; y) cu x2+y2 � 1 , veri�c¼a ecuaţia diferenţial¼a şi condi̧tia la limit¼a, deci este soluţie
a problemei Dirichlet. Din cauza unicit¼aţii, u(x; y) = 5 este unica soluţie.
iii) dac¼a funçtia f din condi̧tia la limit¼a este nul¼a f(x; y) = ax+ by pentru orice (x; y) cu x2+ y2 = 1 , atunci

funçtia u = u(x; y) = ax+ by pentru orice (x; y) cu x2+ y2 � 1 , veri�c¼a ecuaţia diferenţial¼a şi condi̧tia la limit¼a,
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deci este soluţie a problemei Dirichlet.

@u

@x
= a ,

@u

@y
= b ,

@2u

@x2
= 0 ,

@2u

@y2
= 0 ) �u =

@2u

@x2
+
@2u

@y2
= 0

Din cauza unicit¼aţii, u(x; y) = ax+ by este unica soluţie.
iv) dac¼a funçtia f din condi̧tia la limit¼a este nul¼a f(x; y) = x2 � y2 pentru orice (x; y) cu x2 + y2 = 1 , atunci

funçtia u = u(x; y) = x2 � y2 pentru orice (x; y) cu x2 + y2 � 1 , veri�c¼a ecuaţia diferenţial¼a şi condi̧tia la limit¼a,
deci este soluţie a problemei Dirichlet.

@u

@x
= 2x ,

@u

@y
= �2y ,

@2u

@x2
= 2 ,

@2u

@y2
= �2 ) �u =

@2u

@x2
+
@2u

@y2
= 2� 2 = 0

Din cauza unicit¼aţii, u(x; y) = x2 � y2 este unica soluţie.
Consecinţ¼a. Dac¼a funçtia f din condi̧tia la limit¼a nu este nul¼a, atunci soluţia problemei Dirichlet este nenul¼a.
Prin urmare problema Dirichlet se rezolv¼a pentru condi̧tia la limit¼a nenul¼a , f 6= 0 .

Din cauza simetriei centrale a discului unitate se folosesc coordonate polare�
x = x(r; t) = r cos t
y = y(r; t) = r sin t

, r 2 [0; 1) , t 2 [0; 2�)

Exact ca pentru orice schimbare de variabil¼a obţinem u = u(x; y) = u(r cos t; r sin t) = u(r; t)

@u

@x
=
@u

@r

@r

@x
+
@u

@t

@t

@x
şi

@u

@y
=
@u

@r

@r

@y
+
@u

@t

@t

@y

apoi se obţin şi derivatele de ordin 2.
Înlocuind în ecuaţia diferenţial¼a obţinem ecuaţia �u = 0 în coordonate polare

r2
@2u

@r2
+ r

@u

@r
+
@2u

@t2
= 0

condi̧tia la limit¼a devine în coordonate polare (pentru r = 1)

u(1; t) = f(t) , t 2 [0; 2�]

Metoda separ¼arii variabilelor const¼a în a c¼auta soluţii u = u(r; t) de forma

u(r; t) = X(r) � T (t)

unde X;T sunt de clas¼a C2 , T este periodic¼a cu perioad¼a 2�.

Derivând rezult¼a

@u

@r
= X 0(r) � T (t) , @u

@t
= X(r) � T 0(t) , @

2u

@r2
= X 00(r) � T (t) , @2u

@t2
= X(r) � T 00(t)

Înlocuind în ecuaţia diferenţial¼a obţinem

r2X 00(r) � T (t) + rX 0(r) � T (t) +X(r) � T 00(t) = 0�
r2X 00(r) + rX 0(r)

�
� T (t) = �X(r) � T 00(t)

care se scrie separând variabilele

r2X 00(r) + rX 0(r)

X(r)| {z }
A

= �T
00(t)

T (t)| {z }
B

pentru orice r > 0 şi orice t 2 [0; 2�)

Cele dou¼a funçtii A (în stânga), respectiv B (în dreapta) depind de variabile diferite, parametri care variaz¼a în
mod independent: orice r > 0 şi orice t 2 [0; 2�)
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Singura posibilitate de a avea egalitate este ca cele dou¼a funçtii A şi B s¼a �e de fapt constante.

r2X 00(r) + rX 0(r)

X(r)
= K = �T

00(t)

T (t)

I. Începem cu studiul ecuaţiei

K = �T
00(t)

T (t)
, T 00(t) +KT (x) = 0

O ecuaţie diferenţial¼a liniar¼a de ordin 2 cu coe�cienţi constanţi. Folosim algoritmul standard de rezolvare.
Ecuaţia caracteristic¼a este �2 +K = 0

1) Pentru K < 0 avem r¼ad¼acini reale distincte �1;2 = �
p
�K , c¼arora li se asociaz¼a soluţiile et

p
�K , e�t

p
�K

soluţiile ecuaţiei diferenţiale sunt de forma

T (t) = C1e
t
p
�K + C2e

�t
p
�K

Dar funçtia T este periodic¼a cu perioada 2�. Funçtiile exponenţiale reale nu sunt periodice.
Deci funçtia T = T (t) astfel de�nit¼a, poate � periodic¼a numai dac¼a este constant¼a, deci neap¼arat C1 = 0 ,

C2 = 0
Sau putem deduce acest fapt prin calcul direct.
Din T (t+ 2�) = T (t) pentru t = 0; 2� obţinem(

C1e
2�
p
�K + C2e

�2�
p
�K = C1 + C2

C1e
4�
p
�K + C2e

�4�
p
�K = C1 + C2

,

8<: C1

�
e2�

p
�K � 1

�
+ C2

�
e�2�

p
�K � 1

�
= 0

C1

�
e4�

p
�K � 1

�
+ C2

�
e�4�

p
�K � 1

�
= 0

Ultimul sistem liniar omogen are determinantul nenul, deci are soluţie unic¼a C1 = 0 , C2 = 0
Aceasta implic¼a T (t) = 0 şi deci u = u(r; t) = X(r) � T (t) = 0 , ceea ce nu e acceptabil cu condi̧tia ini̧tial¼a f

nenul¼a.
Prin urmare cazul K < 0 nu este acceptabil.

2) Pentru K = 0 ecuaţia diferenţial¼a devine T 00(t) = 0 , care duce la T (t) = at+ b , şi
pentru c¼a trebuie s¼a �e periodic¼a rezult¼a neap¼arat c¼a este constant¼a T (t) = b

3) Pentru K > 0 not¼am K = !2 , ! > 0 , obţinem r¼ad¼acini complexe �1;2 = �i
p
K = �i! ,

c¼arora li se asociaz¼a soluţiile cos(!t) , sin(!t) .
soluţiile ecuaţiei diferenţiale sunt de forma

T (t) = C1 cos(!t) + C2 sin(!t)

Acestea sunt funçtii periodice cu perioada principal¼a 2�
! .

Pentru ca 2� s¼a �e perioad¼a este necesar ca (s¼a �e multiplu întreg al perioadei principale)

2� =
2�

!
n ) ! = n 2 N

Deci K = n2 , n � 0 şi
T (t) = A cos(nt) +B sin(nt)

II. Studiem acum ecuaţia

r2X 00(r) + rX 0(r)

X(r)
= n2 , r2X 00(r) + rX 0(r)� n2X(x) = 0

Aceasta e o ecuaţie diferenţial¼a liniar¼a de ordin 2, de tip Euler.
Facem schimbarea de variabil¼a 0 < r = es , derivând X(r) = X(es) = Y (s) obţinem

X 0(es)es = Y 0(s) ) X 0(es) =
1

es
Y 0(s) )
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[X 0(es)]
0
=

�
1

es
Y 0(s)

�0
, X 00(es)es =

Y 00(s)es � esY 0(s)
(es)

2 ) X 00(es) =
Y 00(s)� Y 0(s)

(es)
2

Înlocuind în ecuaţia de tip Euler obţinem

(es)
2 Y

00(s)� Y 0(s)
(es)

2 + es
1

es
Y 0(s)� n2Y (s) = 0

Y 00(s)� n2Y (s) = 0

Aceasta este o ecuaţie diferenţial¼a liniar¼a de ordin 2 cu coe�cienţi constanţi. Folosim algoritmul standard de
rezolvare.
Ecuaţia caracteristic¼a este �2 � n2 = 0 , cu r¼ad¼acini �1;2 = �n , se asociaz¼a soluţiile ens , e�ns

soluţiile ecuaţiei diferenţiale sunt de forma

Y (s) = C1e
ns + C2e

�ns ) X(r) = C1r
n + C2r

�n

Pe de alt¼a parte u reprezint¼a o m¼arime �zic¼a, deci e continu¼a în (0; 0) , deci limita pentru r & 0 trebuie s¼a �e
�nit¼a.
Deoarece r 2 [0; 1) obţinem mai precis

lim
r&0

rn = 0 şi lim
r&0

r�n = +1

lim
r&0

X(r) = lim
r&0

C1r
n + lim

r&0
C2r

�n = �nit¼a ) C2 = 0

Deci soluţiile sunt
X(r) = C1r

n

În concluzie, pentru �ecare num¼ar natural n � 0 obţinem o soluţie a ecuaţiei diferenţiale �u = 0 de forma

un(r; t) = X(r) � T (t) = C1rn [A cos(nt) +B sin(nt)] =

un(r; t) = r
n [An cos(nt) +Bn sin(nt)]

(unde am notat An = C1A , Bn = C1B )

Aplic¼am "principiul suprapunerii efectelor" (ideea atribuit¼a lui Fourier) ,
care a�rm¼a c¼a dac¼a seria este convergent¼a atunci suma ei este o soluţie a ecuaţiei �u = 0

u = u(r; t) =
1X
n=0

un(r; t) =
1X
n=0

rn [An cos(nt) +Bn sin(nt)]

Coe�cienţii An , Bn se determin¼a din condi̧tia la limit¼a

u(1; t) = f(t) ,
1X
n=0

[An cos(nt) +Bn sin(nt)] = f(t)

Aceasta se poate întampla numai dac¼a funçtiei f i se poate asocia o serie Fourier care s¼a �e convergent¼a cu suma
= f(x) .
Rezult¼a astfel formule de calcul pentru coe�cienţii An; Bn , coe�cienţi ai seriei Fourier.
Integralele se pot calcula �e pe intervalul [0; 2�] �e [��; �]

A0 =
1

2�

2�Z
0

f(s)ds , An =
1

�

2�Z
0

f(s) cos(ns)ds , Bn =
1

�

2�Z
0

f(s) sin(ns)ds

Soluţia se poate scrie

u(r; t) =
1

2�

2�Z
0

f(s)ds+
1X
n=1

rn

240@ 1
�

2�Z
0

f(s) cos(ns)ds

1A cos(nt) +
0@ 1
�

2�Z
0

f(s) sin(ns)ds

1A sin(nt)
35
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u(r; t) =
1

2�

2�Z
0

f(s)ds+
1

�

1X
n=1

rn

242�Z
0

f(s) [cos(ns) cos(nt) + sin(ns) sin(nt)] ds

35
u(r; t) =

1

2�

2�Z
0

f(s)ds+
1

�

1X
n=1

rn

242�Z
0

f(s) [cosn(s� t)] ds

35
u(r; t) =

1

2�

2�Z
0

f(s)

"
1 + 2

1X
n=1

rn cosn(s� t)
#
ds

Pe de alt¼a parte z = reit = r(cos t+ i sin t) , zn =
�
reit
�n
= rneint = rn(cosnt+ i sinnt) ,

deci rn cosnt = Re
��
reit
�n�

= Re(zn) , iar dac¼a adun¼am obţinem

1X
n=1

rn cosnt = Re

 1X
n=1

zn

!
= Re

�
z + z2 + z3 + :::

�
= Re

�
z
1

1� z

�
Seria geometric¼a este convergent¼a deoarece jzj = r < 1
În �ne pentru z = r(cos(s� t) + i sin(s� t)) obţinem

1 + 2

1X
n=1

rn cosn(s� t) = Re
�
1 + 2z

1

1� z

�
Pentru a simpli�ca s¼a not¼am � = (s� t) şi z = rei� = r(cos�+ i sin�) , z = re�i� = r(cos�� i sin�)

Re

�
1 + 2z

1

1� z

�
= Re

�
1 + z

1� z

�
= Re

�
1 + rei�

1� rei�

�
= Re

�
(1 + rei�)(1� re�i�)
(1� rei�)(1� re�i�)

�
=

= Re

�
1� r2 + rei� � re�i�
1 + r2 � rei� � re�i�

�
= Re

�
1� r2 + i2r sin�
1 + r2 � 2r cos�

�
=

1� r2
1 + r2 � 2r cos�

Deci în �nal

u(r; t) =
1

2�

2�Z
0

f(s)

�
1� r2

1� 2r cos(s� t) + r2

�
ds

u(r; t) =
1� r2
2�

2�Z
0

f(s)

1� 2r cos(s� t) + r2 ds

sau

u(r; t) =
1� r2
2�

�Z
��

f(s)

1� 2r cos(s� t) + r2 ds

şi reprezint¼a soluţia explicit¼a a problemei Dirichlet pentru discul unitate.
Se mai numeşte şi formula lui Poisson.
�

2. Oscila̧tiile unei coarde vibrante prins¼a la capete.
Consider¼am o coard¼a elastic¼a prins¼a la capete, care oscileaz¼a (vibreaz¼a) în planul xOy f¼ar¼a vitez¼a ini̧tial¼a, de

lungime = L , capetele coardei sunt �xe în punctele x = 0 , x = L , în �ne la momentul ini̧tial t = 0 pozi̧tia coardei
poate identi�cat¼a cu gra�cul unei funçtii continue f : [0; L]! R , u(x; 0) = f(x) .
Funçtia u = u(x; t) m¼asoar¼a oscilaţia coardei în dreptul punctului x (sau a�at la distanţa x de cap¼atul 0)
Coarda este presupus¼a dintr-un material omogen şi oscileaz¼a "liber" în sensul c¼a nu exist¼a alte in�uenţe.
Exemple de condi̧tii ini̧tiale, pozi̧tii de "plecare" pentru coard¼a.
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xx

yy

0 0 LL

Ecuaţia diferenţial¼a corespunz¼atoare (ecuaţia "undelor" unidimensionale) este

@2u

@t2
= a2

@2u

@x2
, a > 0 constant¼a

Condi̧tiile la limit¼a constau în prinderea la capete (în capete oscilaţia este nul¼a)

u(0; t) = 0 , u(L; t) = 0 , pentru orice t � 0

Condi̧tiile ini̧tiale, constau în pozi̧tia la momentul t = 0 şi viteza ini̧tial¼a nul¼a

u(x; 0) = f(x) ,
@u

@t
(x; 0) = 0 , pentru orice x 2 [0; L]

Asemenea problem¼a cu condi̧tii ini̧tiale şi condi̧tii la limit¼a se numeşte "problem¼a mixt¼a".

Problema este bine determinat¼a din punct de vedere �zic, deci are soluţie unic¼a.
Acest fapt se poate demonstra şi matematic ca şi pentru problema Dirichlet.
Consecinţ¼a. Dac¼a f(x) = 0 atunci singura soluţie este u(x; t) = 0 , (coarda nu oscileaz¼a dac¼a în momentul

ini̧tial se a�¼a în stare de repaos). Dac¼a f este nenul¼a (coarda este "ciupit¼a" la momentul ini̧tial) problema are
soluţie nenul¼a (coarda oscileaz¼a, vibreaz¼a). Problema coardei este de interes numai pentru f nenul¼a.

Metoda separ¼arii variabilelor const¼a în a c¼auta soluţii u = u(x; t) de forma

u(x; t) = X(x) � T (t)

unde X;T sunt de clas¼a C2 . Derivând rezult¼a

@u

@r
= X 0(r) � T (t) , @u

@t
= X(r) � T 0(t) , @

2u

@r2
= X 00(r) � T (t) , @2u

@t2
= X(r) � T 00(t)

Înlocuind în ecuaţia diferenţial¼a obţinem

X(x) � T 00(t) = a2X 00(x) � T (t) ,
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X 00(x)

X(x)
=
1

a2
T 00(t)

T (t)

Cele dou¼a expresii depind de variabile diferite, deci sunt neap¼arat constante

X 00(x)

X(x)
= K =

1

a2
T 00(t)

T (t)

I. Studiem mai întâi ecuaţia

X 00(x)

X(x)
= K , X 00(x)�K �X(x) = 0

Ecuaţie diferenţial¼a liniar¼a de ordin 2 cu coe�cienţi constanţi. Se rezolv¼a conform algoritmului standard.
Ecuaţia carateristic¼a este �2 �K = 0

1) Pentru K = 0 obţinem X 00(x) = 0 , care duce la X(x) = ax+ b
Din condi̧tiile la limit¼a (la capete)�

u(0; t) = 0
u(L; t) = 0

pentru orice t ,
�
X(0) � T (t) = 0
X(L) � T (t) = 0 )

�
X(0) = 0
X(L) = 0�

a � 0 + b = 0
aL+ b = 0

)
�
b = 0
a = 0

Ceea ce ar duce la X(x) = 0 ) u(x; t) = 0 , absurd deoarece coarda oscileaz¼a (f este nenul¼a). Deci K 6= 0

2) Pentru K > 0 r¼ad¼acinile ecuaţiei caracteristice sunt �1;2 = �
p
K , se asociaz¼a soluţiile ex

p
K , e�x

p
K

soluţiile sunt de forma
X(x) = C1e

x
p
K + C2e

�x
p
K

Din condi̧tiile la limit¼a (la capete)�
u(0; t) = 0
u(L; t) = 0

pentru orice t ,
�
X(0) � T (t) = 0
X(L) � T (t) = 0 )

�
X(0) = 0
X(L) = 0�

C1 + C2 = 0

C1e
L
p
K + C2e

�L
p
K = 0

)
�
C1 = 0
C2 = 0

Ceea ce ar duce la X(x) = 0 ) u(x; t) = 0 , absurd deoarece coarda oscileaz¼a (f este nenul¼a). Deci r¼amâne
K < 0

3) Pentru K < 0 r¼ad¼acinile ecuaţiei caracteristice sunt �1;2 = �i
p
�K , se asociaz¼a soluţiile cosx

p
�K ,

sinx
p
�K

soluţiile sunt de forma
X(x) = C1 cosx

p
�K + C2 sinx

p
�K

Din condi̧tiile la limit¼a (la capete)�
u(0; t) = 0
u(L; t) = 0

pentru orice t ,
�
X(0) � T (t) = 0
X(L) � T (t) = 0 )

�
X(0) = 0
X(L) = 0�

C1 cos 0 + C2 sin 0 = 0
C1 cosL

p
�K + C2 sinL

p
�K = 0

)
�

C1 = 0
C2 sinL

p
�K = 0

Deoarece C2 6= 0 rezult¼a

sinL
p
�K = 0 ) L

p
�K = n� ) K = �n

2�2

L2

şi soluţia este
X(x) = C2 sin

n�x

L
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II. Studiem acum ecuaţia

�n
2�2

L2
=
1

a2
T 00(t)

T (t)
, T 00(t) +

n2a2�2

L2
T (t) = 0

Ecuaţie diferenţial¼a liniar¼a de ordin 2 cu coe�cienţi constanţi, se rezolv¼a conform algoritmului standard.
Ecuatia caracteristic¼a este

�2 +
n2a2�2

L2
= 0 , r¼ad¼acini �1;2 = �i

na�

L

se asociaz¼a soluţiile cos an�L t , sin an�L t , soluţiile sunt de forma

T (t) = D1 cos
na�

L
t+D2 sin

na�

L
t

În concluzie, pentru �ecare num¼ar natural (întreg) n � 1 obţinem o soluţie a ecuaţiei diferenţiale, de forma

u(x; t) = X(x) � T (t) = C2 sin
n�x

L

h
D1 cos

an�

L
t+D2 sin

an�

L
t
i

un(x; t) = sin
n�x

L

h
An cos

na�

L
t+Bn sin

na�

L
t
i

unde am notat An = C2D1 , Bn = C2D2

Aplic¼am "principiul suprapunerii efectelor" (ideea atribuit¼a lui Fourier) ,
care a�rm¼a c¼a dac¼a seria este convergent¼a atunci suma ei este o soluţie a ecuaţiei coardei vibrante

u = u(x; t) =
1X
n=1

un(x; t) =
1X
n=1

sin
n�x

L

h
An cos

na�

L
t+Bn sin

na�

L
t
i

Coe�cienţii An , Bn se determin¼a din condi̧tiile ini̧tiale

u(x; 0) = f(x) ,
@u

@t
(x; 0) = 0 , pentru orice x 2 [0; L]

f(x) = u(x; 0) =

1X
n=1

sin
n�x

L
An , 0 =

@u

@t
(x; 0) =

1X
n=1

sin
n�x

L
Bn
na�

L
, pentru orice x 2 [0; L]

deoarece derivând obţinem

@u

@t
(x; t) =

1X
n=1

sin
n�x

L

h
�An sin

na�

L
t+Bn cos

na�

L
t
i na�
L

Din egalitatea
@u

@t
(x; 0) =

1X
n=1

sin
n�x

L
Bn
na�

L
= 0 , pentru orice x 2 [0; L]

O serie Fourier are suma nul¼a dac¼a şi numai dac¼a toţi coe�cienţii sunt nuli , adic¼a Bn = 0 , n � 1
Rezult¼a soluţia de forma

u(x; t) =
1X
n=1

An sin
n�x

L
cos

na�

L
t

Coe�cienţii An se calculeaz¼a din condi̧tia ini̧tial¼a

f(x) = u(x; 0) =

1X
n=1

sin
n�x

L
An , pentru orice x 2 [0; L]

An =
2

L

LZ
0

f(y) sin
n�y

L
dy

S¼a observ¼am c¼a funçtia f se dezvolt¼a în serie de sinuşi.
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�
Interpretare �zic¼a.
Fiecare "vibraţie armonic¼a"

un(x; t) = An sin
n�x

L
cos

na�

L
t

descrie câte una din mi̧sic¼arile (vibraţiile) coardei şi are

frecvenţa proprie =
na�

L
şi amplitudinea = An sin

n�x

L

Punctele

0;
L

n
;
2L

n
;
3L

n
; :::;

(n� 1)L
n

;L

în care se anuleaz¼a amplitudinea se numesc noduri, iar punctele în care amplitudinea este maxim¼a se numesc
ventre.
Vibraţia armonic¼a

u1(x; t) = A1 sin
�x

L
cos

a�

L
t

are frecvenţa minim¼a a�
L , se numeşte tonul fundamental al coardei, iar fun(x; t)gn şirul armonicelor.

Soluţia problemei se obţine deci prin suprapunerea efectelor tonului fundamental şi al şirului armonicelor.

3. Propagarea c¼aldurii într-o bar¼a in�nit¼a.
Se consider¼a o bar¼a in�nit¼a, omogen¼a, identi�cat¼a cu axa (dreapta) real¼a.
Presupunem c¼a temperatura barei u = u(x; t) în punctul x 2 R m¼asurat¼a la momentul t � 0 veri�c¼a
ecuatia diferenţial¼a

@u

@t
=
@2u

@x2

şi condi̧tia ini̧tial¼a
u(x; 0) = f(x) pentru orice x 2 R

Presupunem c¼a funçtiile u; f; @u@x ;
@2u
@x2 sunt continue şi integrabile în modul pe R (sunt funçtii din L1(R) ) pentru

orice t � 0, deci admit transformate Fourier.
În plus ����@u@t (x; t)

���� � g(x) , cu g 2 L1(R)

Metoda de rezolvare const¼a în aplicarea transformatei Fourier (în raport cu x) ecuaţiei diferenţiale.

F
�
@u

@t

�
= F

�
@2u

@x2

�
, F (f(x)) = 1p

2�

+1Z
�1

f(x)e�ixydx

1p
2�

+1Z
�1

@u

@t
(x; t)e�ixydx =

1p
2�

+1Z
�1

@2u

@x2
(x; t)e�ixydx

Folosim proprietatea transform¼arii Fourier

F
�
df

dx

�
= (iy)F (f(x))

În cazul de faţ¼a obţinem

@u

@t

24 1p
2�

+1Z
�1

u(x; t)e�ixydx

35 = 1p
2�

+1Z
�1

@u

@t
(x; t)e�ixtdx =

1p
2�

+1Z
�1

@2u

@x2
(x; t)e�ixtdx = (iy)2F (u) = �y2F (u)

@u

@t
[F (u)] = �y2F (u)
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Aceasta este o ecuaţie diferenţial¼a liniar¼a care se rezolv¼a conform algoritmului standard.

@u
@t [F (u)]
F (u) = �y2

integr¼am în raport cu t obţinem (ad¼aug¼am o "constant¼a faţ¼a de t" K care îns¼a poate � funçtie de y )

ln jF (u)j = �ty2 +K(y) ) jF (u)j = e�ty
2+K = eKe�ty

2

F (u) = C(y)e�ty
2

, am notat eK = C(y)

Aplic¼am transformarea Fourier condi̧tiei ini̧tiale

u(x; 0) = f(x) pentru orice x 2 R ) F (u(x; 0)) = F (f(x))

înlocuind rezult¼a
F (f(x)) = F (u(x; 0)) = C(y) � e�0�y

2

= C(y) , pentru t = 0

Soluţia se scrie
F (u) = F (u(x; 0)) e�ty

2

= F (f(x)) e�ty
2

Ţinând seama de faptul c¼a

F
�
e
�x2
2

�
=

1p
2�

+1Z
�1

e
�x2
2 � e�ixydx = e

�y2
2

rezult¼a

e�ty
2

= e
�(y

p
2t)2

2 =
1p
2�

+1Z
�1

e
�x2
2 � e�ixy

p
2tdx =

facem schimbarea de variabil¼a x
p
2t = z , x = 1p

2t
, z dx = 1p

2t
dz ,

=
1p
2�

+1Z
�1

e
�z2
2�2t � e�izydz = 1p

2�

+1Z
�1

e
�z2
4t � e�izy 1p

2t
dz = F

�
1p
2t
e
�z2
4t

�

Soluţia se poate scrie ca produs de transformate Fourier care apoi este transformata Fourier a unui produs de
convoluţie

F (u) = F (u(x; 0)) e�ty
2

= F (u(x; 0)) � F
�
1p
2t
e
�z2
4t

�
=

F (u) = F
�
u(x; 0) � 1p

2t
e
�z2
4t

�
Transformarea Fourier este injectiv¼a, deci obţinem soluţia efectiv

u(x; t) = u(x; 0)| {z }
f(x)

� 1p
2t
e
�z2
4t =

1p
2t

+1Z
�1

f(x� y)e
�y2
4t dy

sau pentru c¼a produsul de convoluţie este comutativ

u(x; t) =
1p
2t

+1Z
�1

f(y)e
�(x�y)2

4t dy

Iat¼a un caz particular de interes.

u(x; 0) = f(x) =

�
K , x 2 [a; b]
0 , în rest
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obţinem soluţia în forma

u(x; t) =
1p
2t

+1Z
�1

f(y)e
�(x�y)2

4t dy = K
1p
2t

bZ
a

e
�(x�y)2

4t dy =

cu schimbarea de variabil¼a (x�y)
2
p
t
= z , y = x� 2

p
tz , dy = �2

p
tdz obţinem

u(x; t) = K
1p
2t

x�b
2
p
tZ

x�a
2
p
t

e�z
2
�
�2
p
t
�
dz = �K

p
2

x�b
2
p
tZ

x�a
2
p
t

e�z
2

dz

u(x; t) = �K
p
2

�
'(
x� b
2
p
t
)� '(x� a

2
p
t
)

�
unde funçtia ' este

'(w) =

wZ
0

e�z
2

dz

�

7. Poteņtial Scalar - Poteņtial Vector

Consider¼am m¼arimi �zice scalare sau vectoriale, cu alte cuvinte câmpuri scalare sau câmpuri vectoriale,
m¼asurate în spaţiul tri-dimensional R3;pe care le raport¼am la un reper ortogonal
cu versorii notaţi în mod "canonic"

�!
i ,
�!
j ,
�!
k şi axele de coordonate "carteziene" Ox , Oy , Oz .

7.1 Poteņtial Scalar

De�ni̧tie. Numim câmp scalar o funçtie F : D � R3 ! R , cel puţin de clas¼a C1 şi
câmp vectorial o funçtie v : D � R3 ! R3

v = v(x; y; z) = (P;Q;R) = (P (x; y; z); Q(x; y; z); R(x; y; z)) = P
�!
i +Q

�!
j +R

�!
k

componentele câmpului P;Q;R : D � R3 ! R , sunt funçtii (câmpuri) scalare, cel puţin de clas¼a C1

Vom folosi doar ocazional notaţia �!v pentru câmpuri vectoriale.
Domeniul de de�ni̧tie D � R3 este o muļtime deschis¼a. Vom numi "domeniu" o muļtime deschis¼a.
Un câmp vectorial este câmp de gradienţi dac¼a exist¼a o funçtie F : D � R3 ! R astfel încât

v = gradF

sau altfel scris

(P;Q;R) =

�
@F

@x
;
@F

@y
;
@F

@z

�
funçtia F se numeşte potenţial scalar (pentru câmpul v ), se spune "câmpul v provine dintr-un potenţial scalar".
Cu alte cuvinte, cele trei componente ale câmpului P;Q;R sunt derivatele paŗtiale ale "potenţialului scalar" F
Este evident c¼a funçtia F (potenţial scalar) este de clas¼a C2

(deoarece derivatele sale paŗtiale - componentele câmpului - sunt de clas¼a C1 )

Observa̧tie.
Este clar c¼a dac¼a F este potenţial scalar, la fel este orice alt¼a funçtie de forma F + ct

Se subînţelege c¼a v este câmp de gradienţi pe domeniul D � R3 , altfel formulat
câmpul admite potenţial scalar pe domeniul D � R3
(tot aşa cum se spune "funçtia este continu¼a pe domeniul ..., sau este derivabil¼a pe domeniul ...")
Domeniul de de�ni̧tie este esenţial în cele ce urmeaz¼a.

Exemple.
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1. Câmpul gravitaţional este un câmp de gradienţi

v = v(x; y; z) = �K 1

r3
�!r , pentru (x; y; z) 6= (0; 0; 0)

Am folosit notaţia
�!r = (x; y; z) = x�!i + x�!j + x�!k pentru "vectorul de pozi̧tie" şi
r = k�!r k =

p
x2 + y2 + z2 pentru modulul sau norma vectorului de pozi̧tie

K reprezint¼a constanta gravitaţional¼a.
Putem deci scrie

v = v(x; y; z) = �K 1

r3
�!r =

0BBBBBB@
�Kx�p

x2 + y2 + z2
�3

| {z }
P

;
�Ky�p

x2 + y2 + z2
�3

| {z }
Q

;
�Kz�p

x2 + y2 + z2
�3

| {z }
R

1CCCCCCA
Nu este di�cil de observat c¼a cele trei componente P;Q;R sunt derivatele paŗtiale ale funçtiei

F (x; y; z) =
Kp

x2 + y2 + z2

Deci câmpul gravitaţional este un câmp de gradienţi şi funçtia F = F (x; y; z) este un potenţial scalar.

2. Câmpul vectorial
v = v(x; y; z) = (2x; 2y; 2z)

este în mod evident un câmp de gradienţi. Sunt uşor de recunoscut derivatele paŗtiale ale funçtiei

F (x; y; z) = x2 + y2 + z2

gradF =

�
@F

@x
;
@F

@y
;
@F

@z

�
= (2x; 2y; 2z) = v

3. Un câmp vectorial ce açtioneaz¼a într-un plan, de exemplu planul "orizontal" xOy , este de forma

v = v(x; y; z) = (P;Q; 0) = (P (x; y); Q(x; y); 0) = P
�!
i +Q

�!
j + 0

�!
k

deci componenta dup¼a versorul
�!
k este nul¼a ( R = 0 ) ,

iar componentele P şi Q depind numai de x şi y (nu depind de z ).
Un astfel de câmp vectorial este câmp de gradienţi dac¼a exist¼a o funçtie F : D � R3 ! R , cu @F

@z = 0 şi

v = gradF , (P;Q; 0) =

�
@F

@x
;
@F

@y
; 0

�
Pentru a nu complica notaţiile în mod inutil, putem ignora atât variabila z cât şi componenta dup¼a versorul

�!
k

şi scriem mai simplu v = v(x; y) , F = F (x; y)

v = gradF , (P;Q) =

�
@F

@x
;
@F

@y

�

4. În general orice funçtie F : D � R3 ! R (de clas¼a C2 ) este potenţial scalar
pentru propriul s¼au câmp de gradienţi

v = gradF =

�
@F

@x
;
@F

@y
;
@F

@z

�

Se pune evident întrebarea de ce câmpurile de gradienţi merit¼a studiate.
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Pentru un câmp vectorial este important lucrul mecanic efectuat de-a lungul unui drum.
S¼a calcul¼am lucrul mecanic pentru un câmp de gradienţi.
Consider¼am un câmp de gradienţi v cu potenţialul scalar F : D � R3 ! R , funçtie de clas¼a C2

v = (P;Q;R) = gradF =

�
@F

@x
;
@F

@y
;
@F

@z

�
şi un drum parametrizat  : [a; b]! D , �!r = (t) = (x(t); y(t); z(t)) , de clas¼a C1
(deci funçtiile x(t); y(t); z(t) : [a; b]! R sunt derivabile cu derivate continue)

y

z

x

r = γ(t)

dr = γ’(t)

v(x,y,z)
γ(b)

γ(a)

Vectorul de pozi̧tie �!r = (t) , vectorul tangent la drum (traiectorie)

d�!r = 0(t) = (x0(t); y0(t); z0(t)))

În general lucrul mecanic reprezint¼a o m¼asur¼a a efortului, principial este "foŗta � deplasarea".
În acest caz "foŗta" este �!v = (P;Q;R) vectorul câmpului, iar "deplasarea" are loc de-a lungul drumului  ,
în �ecare punct pe direçtia tangent¼a la drum d�!r = 0(t) , deci integr¼am produsul scalar �!v � d�!r
(presupunem cunoscut¼a integrala curbilinie şi faptul c¼a nu depinde de parametrizarea drumului)
Lucrul mecanic al câmpului vectorial �!v de-a lungul drumului  este

Z


�!v � d�!r =
bZ
a

�
@F

@x
;
@F

@y
;
@F

@z

�
� (x0(t); y0(t); z0(t)))dt =

=

bZ
a

�
@F

@x
(x(t); y(t); z(t)) � x0(t) + @F

@y
(x(t); y(t); z(t)) � y0(t) + @F

@x
(x(t); y(t); z(t)) � x0(t)

�
dt

S¼a observ¼am faptul c¼a integr¼am exact derivata unei funçtii compuse.

[a; b]
! D

F! R ; [a; b] F�! R ; (F � )(t) = F ((t)) = F (x(t); y(t); z(t))

Matricile Jacobi corespunz¼atoare sunt

JF =

�
@F

@x
;
@F

@y
;
@F

@z

�
, J =

0@ x0(t)
y0(t)
z0(t)

1A
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iar matricea Jacobi a funçtiei compuse se obţine înmuļtind matricile Jacobi ale funçtiilor F şi 

JF� = JF � J =
�
@F

@x
;
@F

@y
;
@F

@z

�
�

0@ x0(t)
y0(t)
z0(t)

1A =
@F

@x
� x0(t) + @F

@y
� y0(t) + @F

@x
� x0(t)

S¼a observ¼am c¼a funçtia compus¼a F �  depinde de un singur parametru "t" şi ia valori reale,
deci matricea Jacobi corespunz¼atoare este de ordin 1, adic¼a este de fapt un num¼ar real

JF� =
d

dt
[(F � )(t)] = d

dt
[F (x(t); y(t); z(t))]

şi obţinem derivata funçtiei compuse F � 

d

dt
[F (x(t); y(t); z(t))] =

@F

@x
(x(t); y(t); z(t)) � x0(t) + @F

@y
(x(t); y(t); z(t)) � y0(t) + @F

@x
(x(t); y(t); z(t)) � x0(t)

Prin urmare lucrul mecanic este

Z


�!v � d�!r =
bZ
a

266664@F@x (x(t); y(t); z(t)) � x0(t) + @F@y (x(t); y(t); z(t)) � y0(t) + @F@x (x(t); y(t); z(t)) � x0(t)| {z }
d
dt [F (x(t);y(t);z(t))]

377775 dt =
bZ
a

d

dt
[F (x(t); y(t); z(t))] dt = F (x(t); y(t); z(t))jt=bt=a = F (x(b); y(b); z(b)| {z })

(b)

� F (x(a); y(a); z(a)| {z }
(a)

)

pe scurt Z


�!v � d�!r = F ((b))� F ((a))

�
Prin urmare am demonstrat urm¼atorul rezultat, care este adev¼arat şi pentru drumuri de clas¼a C1 pe poŗtiuni.

Teorem¼a.
Dac¼a v = (P;Q;R) : D � R3 ! R3 este câmp de gradienţi şi F : D � R3 ! R este un potenţial scalar, atunci
lucrul mecanic al câmpului de-a lungul unui drum  : [a; b]! D (de clas¼a C1 pe poŗtiuni) esteZ



�!v � d�!r = F ((b))� F ((a))

Comentariu.
Cu alte cuvinte, pentru un câmp de gradienţi, lucrul mecanic nu depinde de drum,
ci numai de diferenţa de potenţial la capetele drumului.

Aceast¼a formul¼a se poate numi "formula Newton-Leibniz" pentru câmpuri de gradienţi.̧si
motiveaz¼a interesul pentru câmpurile de gradienţi.
Toate drumurile pe care le consider¼am în continuare sunt de clas¼a C1 pe poŗtiuni.

Consecinţa 1.
Pentru un câmp de gradienţi, lucrul mecanic de-a lungul unui drum închis este nul.
Alfel scris

v = gradF )
I


�!v � d�!r = 0

unde "
I
" desemneaz¼a integrala pe un drum închis.

Demonstraţie.
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Un drum  : [a; b]! D � R3 este închis dac¼a punctul de "sosire" coincide cu punctul de "start"

(b) = (a)

Conform teoremei anterioare lucrul mecanic esteZ


�!v � d�!r = F ((b))� F ((a)) = 0

�

Consecinţa 2.
Dac¼a exist¼a un drum închis pentru care lucrul mecanic nu este nul, atunci v nu este câmp de gradienţi.
Alfel scris

9 drum închis cu
I


�!v � d�!r 6= 0 ) v nu este câmp de gradienţi

Am obţinut astfel un criteriu practic de a demonstra c¼a un câmp vectorial nu este câmp de gradienţi.

Exemplu.
Câmpul vectorial v = (P;Q) : R2nf(0; 0)g ! R2

v(x; y) =

�
�y

x2 + y2
;

x

x2 + y2

�
nu este un câmp de gradienţi, deoarece lucrul mecanic de-a lungul unui cerc x2 + y2 = R2 nu este nul.
Acest exemplu va � reluat şi demonstrat ulterior.
Teorema împreun¼a cu consecinţele sale permit o caracterizare a câmpurilor de gradienţi folosind calculul lucrului

mecanic.

De�ni̧tie.
O muļtime D � R3 ( sau D � R2) se numeşte conex¼a, dac¼a pentru orice dou¼a puncte A;B din muļtimea D
exist¼a un drum  : [a; b]! D aşa încât A = (a) şi B = (a) .

Cu alte cuvinte, orice dou¼a puncte din muļtimea D se pot uni printr-un drum conţinut în D.
Acest mod de a de�ni "conexiunea" folosind drumuri, se mai numeşte şi "conex prin arce"
(un drum este numit "arc" sau "arc de curb¼a")

Teorem¼a (caracterizarea câmpurilor de gradienţi folosind lucurul mecanic)
Fie D � R3 un domeniu conex (muļtime deschis¼a şi conex¼a) şi v = (P;Q;R) : D � R3 ! R3 un câmp vectorial.
Atunci urm¼atoarele a�rmaţii sunt echivalente:
i) v este câmp de gradienţi pe domeniul D
ii) pentru orice drum închis  : [a; b]! D lucrul mecanic este nulI



�!v � d�!r = 0

iii) pentru orice dou¼a drumuri 1 : [a; b]! D şi 2 : [c; d]! D cu aceleaşi capete

1(a) = 2(c) şi 1(b) = 2(d)

lucrul mecanic este acelaşi Z
1

�!v � d�!r =
Z
2

�!v � d�!r

Demonstraţie.
i) ) ii) reprezint¼a consecinţa 1 şi a fost demonstrat¼a.
ii) ) iii) consider¼am drumul închis � format din reuniunea drumurilor 1 şi opusul drumului 2 , � = 1[2
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lucrul mecanic de-a lungul drumului închis � este nul (conform cu ii)

0 =

I
�

�!v � d�!r =
I

1[2

�!v � d�!r =
Z
1

�!v � d�!r +
Z
2

�!v � d�!r =
Z
1

�!v � d�!r �
Z
2

�!v � d�!r

rezult¼a Z
1

�!v � d�!r �
Z
2

�!v � d�!r = 0 ,
Z
1

�!v � d�!r =
Z
2

�!v � d�!r

iii) ) i) Indic¼am un mod de a construi un potenţial scalar.
Fie (x0; y0; z0) 2 D un punct arbitrar din muļtimea D.
De�nim funçtia F : D ! R3 prin lucrul mecanic efectuat "între" punctul (x0; y0; z0) şi punctul (x; y; z)

F (x; y; z) =

(x;y;z)Z
(x0;y0;z0)

�!v � d�!r

lucrul mecanic se calculeaz¼a de-a lungul oric¼arui drum ce uneşte punctele (x0; y0; z0) şi (x; y; z)
Funçtia este corect de�nit¼a deoarece din (iii) rezult¼a c¼a lucrul mecanic este acelaşi pentru orice drum care uneşte

dou¼a puncte. Prin urmare putem alege un drum "convenabil" şi anume o reuniune de segmente paralele cu axele
de coodonate Ox , Oy , Oz.
Se demonstreaz¼a c¼a funçtia F (x; y; z) are derivate paŗtiale şi c¼a

@F

@x
= P ,

@F

@y
= Q ,

@F

@z
= R

Deci funçtia F astfel de�nit¼a este potenţial scalar pentru câmpul vectorial v , care astfel devine câmp de
gradienţi.
�

Se pune evident problema :
în ce condi̧tii un câmp vectorial este câmp de gradienţi ?

I. Pentru câmpuri ce açtioneaz¼a de-a lungul unei direçtii, cu alte cuvinte funçtii de o singur¼a variabil¼a

v = v(x)

problema devine : exist¼a o funçtie F : D � R! R (de clas¼a C1 ) astfel încât

dF

dx
= F (x)0 = v(x)

(practic o ecuaţie diferenţial¼a)
R¼aspunsul este a�rmativ pentru câmpuri v = v(x) (funçtii) continue.
(orice funçtie continu¼a are "primitive" sau "antiderivate", care se pot numi "potenţial scalar").
Reg¼asim în acest caz simplu "formula" de calcul a lucrului mecanic demonstrat¼a în teorema anterioar¼a

bZ
a

v(x)dx = F (b)� F (a)

în forma teoremei "Newton-Leibniz".

II. În cazul unui câmp vectorial în spaţiul tri-dimensional v = v(x; y; z) = (P;Q;R)
r¼aspunsul nu este totdeauna a�rmativ.
Exist¼a câmpuri vectoriale de clas¼a C1 care nu sunt câmpuri de gradienţi.

Observa̧tie.
Dac¼a v = (P;Q;R) : D � R3 ! R3 este câmp de gradienţi de clas¼a C1 , atunci rotorul câmpului este nul :

rot v = 0
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sau scris în detaliu ������
�!
i
�!
j
�!
k

@
@x

@
@y

@
@z

P Q R

������ = 0 ,

�
@R

@y
� @Q
@z
;
@P

@z
� @R
@x
;
@Q

@x
� @P
@y

�
= 0 ,

@R

@y
� @Q
@z

= 0 ,
@P

@z
� @R
@x

= 0 ,
@Q

@x
� @P
@y

= 0

(am notat cu "0" atât scalarul zero @R
@y �

@Q
@z = 0 , cât şi vectorul nul rot v = 0 =

�!
0 = (0; 0; 0) care are trei

componente nule)

Demonstraţie.
Câmp de gradienţi înseamn¼a c¼a exist¼a o funçtie F : D � R3 ! R (de clas¼a C1 ) astfel încât

v = (P;Q;R) = gradF =

�
@F

@x
;
@F

@y
;
@F

@z

�
Prin urmare

@R

@y
=
@

@y

�
@F

@z

�
=
@2F

@y@z
,

@Q

@z
=
@Q

@z

�
@F

@y

�
=
@2F

@z@y

Pe de alt¼a parte, funçtia F este de clas¼a C2 deoarece
derivatele paŗtiale @F

@x ;
@F
@y ;

@F
@z (componentele câmpului) sunt de clas¼a C1,

deci conform teoremei lui Schwarz
@2F

@y@z
=
@2F

@z@y

(cu alte cuvinte nu conteaz¼a ordinea de derivare)
Rezult¼a

@R

@y
� @Q
@z

=
@2F

@y@z
� @2F

@z@y
= 0

Absolut la fel se arat¼a c¼a
@P

@z
� @R
@x

=
@2F

@z@x
� @2F

@x@z
= 0

@Q

@x
� @P
@y

=
@2F

@x@y
� @2F

@y@x
= 0

Deci

rot v =

�
@R

@y
� @Q
@z
;
@P

@z
� @R
@x
;
@Q

@x
� @P
@y

�
= 0

�

Consecinţ¼a.
Dac¼a un câmp vectorial v = (P;Q;R) veri�c¼a rot v 6= 0 (nu are rotorul nul), atunci
câmpul v nu este un câmp de gradienţi.
Cu alte cuvinte nu exist¼a o funçtie F : D � R3 ! R (de clas¼a C1 ) astfel încât

v = (P;Q;R) = gradF =

�
@F

@x
;
@F

@y
;
@F

@z

�
sau componentele câmpului nu sunt derivatele paŗtiale ale unei anumite funçtii.

Exemplu.
Câmpul vectorial

v = v(x; y; z) = ( 2x|{z}
P

; 2y|{z}
Q

; 2z + y| {z }
R

)
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nu este un câmp de gradienţi, deoarece în acest caz

@R

@y
� @Q
@z

= 1� 0 = 1 6= 0

sau calculând rotorul

rot v =

������
�!
i
�!
j
�!
k

@
@x

@
@y

@
@z

2x 2y 2z

������ =
�
@R

@y
� @Q
@z
;
@P

@z
� @R
@x
;
@Q

@x
� @P
@y

�
= (0; 0; 1) 6= (0; 0; 0)

De�ni̧tie.
Un câmp vectorial v = (P;Q;R) : D � R3 ! R3 care veri�c¼a rot v = 0 , se numeşte
câmp irota̧tional sau câmp conservativ.

Observaţia anterioar¼a arat¼a c¼a orice câmp de gradienţi este irotaţional sau conservativ.
Aceast¼a observaţie constitue un criteriu practic pentru a "elimina" câmpurile care în mod evident nu sunt

câmpuri de gradienţi (deoarece se presupune c¼a este relativ uşor calculul unor derivate paŗtiale).
Prin urmare, pentru orice funçtie F : D � R3 ! R (de clas¼a C2 ) câmpul de gradienţi corespunz¼ator

v = (P;Q;R) = gradF =

�
@F

@x
;
@F

@y
;
@F

@z

�
este un câmp conservativ.
Cum altfel putem g¼asi exemple de câmpuri conservative ?
Iat¼a un caz particular interesant.

Câmpuri vectoriale ce açtioneaz¼a într-un plan, de exemplu planul "orizontal" xOy sunt de forma

v = v(x; y) = (P (x; y); Q(x; y))

cu v = (P;Q) : D � R2 ! R2 .
Un asemenea câmp este conservativ dac¼a

@Q

@x
=
@P

@y

Aceast¼a condi̧tie reprezint¼a exact condi̧tia anterioar¼a rot v = 0 . Iat¼a de ce.
Aşa cum am observat anterior, putem imagina un astfel de câmp ca açtionând în spaţiul tri-dimensional

v = v(x; y; z) = (P;Q; 0) = (P (x; y); Q(x; y); 0) = P
�!
i +Q

�!
j + 0

�!
k

deci componenta dup¼a versorul
�!
k este nul¼a ( R = 0 ) ,

iar componentele P şi Q depind numai de x şi y (nu depind de z ).
Prin urmare aceste funçtii au derivatele paŗtiale nule în raport cu z (�ind constante în raport cu z )

@P

@z
= 0 ,

@Q

@z
= 0

Rotorul în acest caz este

rot v =

������
�!
i

�!
j

�!
k

@
@x

@
@y

@
@z

P (x; y) Q(x; y) 0

������ =
0BB@ @0

@y|{z}
0

� @Q

@z|{z}
0

;
@P

@z|{z}
0

� @0

@x|{z}
0

;
@Q

@x
� @P
@y

1CCA =

�
0; 0;

@Q

@x
� @P
@y

�

Deci condi̧tia rot v = 0 devine în acest caz @Q
@x �

@P
@y = 0 , care este echivalent¼a cu

@Q
@x =

@P
@y

Ei bine unde se reg¼asesc perechi de funçtii (P;Q) care s¼a veri�ce o condi̧tie de tip

@Q

@x
=
@P

@y
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R¼aspuns : în analiza complex¼a.
Pentru o funçtie olomorf¼a f = u+ iv , partea real¼a u = u(x; y) şi partea imaginar¼a v = v(x; y)
veri�c¼a relaţiile Cauchy-Riemann

@u

@x
=
@v

@y
,
@u

@y
= �@v

@x

Not¼am câmpul vectorial cu " �!v " pentru a-l deosebi de funçtia "v = Im f"
(pentru a p¼astra notatia "tradi̧tional¼a" din analiza complex¼a)
Prin urmare, câmpul vectorial format

�!v = �!v (x; y) =

0B@v(x; y)| {z }
P

; u(x; y)| {z }
Q

1CA
este un câmp conservativ.

Exemplu.
Câmpul vectorial

�!v = �!v (x; y) =
�
�y

x2 + y2
;

x

x2 + y2

�
: R2nf(0; 0)g ! R2

este un câmp vectorial conservativ, care se obţine prin procedeul anterior din funçtia complex¼a f(z) = 1
z .

Demonstraţie.
Consider¼am funçtia complex¼a

f(z) =
1

z
: Cnf0g ! C

Partea real¼a şi partea imaginar¼a sunt

1

z
=

1

x+ iy
=
x� iy
x2 + y2

=
x

x2 + y2| {z }
u(x;y)

+ i
�y

x2 + y2| {z }
v(x;y)

Re f = u(x; y) =
x

x2 + y2
, Im f = v(x; y) =

�y
x2 + y2

Prin urmare câmpul vectorial format

�!v = �!v (x; y) =

0BBB@ �y
x2 + y2| {z }

P

;
x

x2 + y2| {z }
Q

1CCCA : R2nf(0; 0)g ! R2

este un câmp conservativ.
Acest fapt se poate veri�ca şi direct

@P

@y
=
@

@y

�
�y

x2 + y2

�
= �x

2 + y2 � y � 2y
(x2 + y2)

2 =
�x2 + y2

(x2 + y2)
2 =

@Q

@x
=
@

@x

�
x

x2 + y2

�
=
x2 + y2 � x � 2x
(x2 + y2)

2 =
�x2 + y2

(x2 + y2)
2

Deci
@Q

@x
=
@P

@y

�

Se pune în mod natural întrebarea dac¼a orice câmp conservativ (irotaţional) este un câmp de gradienţi.
S¼a formul¼am problema.
Pentru un câmp vectorial v = (P;Q;R) : D � R3 ! R3 care veri�c¼a rot v = 0 , (câmp irotaţional sau conservativ)
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exist¼a o funçtie F : D � R3 ! R (de clas¼a C2 ) astfel încât

v = (P;Q;R) = gradF =

�
@F

@x
;
@F

@y
;
@F

@z

�

Reamintim c¼a cea mai simpl¼a ecuaţie diferenţial¼a este

dF

dx
= f(x)

(sau în forma
Z
f(x)dx =? , adic¼a determinarea "primitivelor" - antiderivatelor pentru o functie de o variabil¼a)

Pentru funçtii de trei variabile aceast¼a ecuaţie diferenţial¼a se formuleaz¼a astfel :
- s¼a se determine funçtiile F = F (x; y; z) care veri�c¼a8<:

@F
@x = P (x; y; z)
@F
@y = Q(x; y; z)
@F
@z = R(x; y; z)

Din analiza facut¼a pân¼a acum rezult¼a c¼a
- dac¼a o astfel de ecuaţie diferenţial¼a are soluţii, atunci

câmpul vectorial format cu funçtiile P;Q;R este un câmp de gradienţi.
- dac¼a acest câmp nu este conservativ, atunci ecuaţia diferenţial¼a nu are soluţii.
- ce se întâmpl¼a dac¼a acest câmp este conservativ ? ecuaţia are sau nu are soluţii ?
Din punct de vedere "strict logic" r¼aspunsul la aceast¼a problem¼a este negativ.

Exemplu.
Câmpul vectorial v = (P;Q) : R2nf(0; 0)g ! R2

v(x; y) =

�
�y

x2 + y2
;

x

x2 + y2

�
este un câmp vectorial conservativ, dar nu este un câmp de gradienţi.
Cu alte cuvinte nu exist¼a o funçtie F : R2nf(0; 0)g ! R astfel încât

gradF =

�
@F

@x
;
@F

@y

�
=

�
�y

x2 + y2
;

x

x2 + y2

�

Demonstraţie.
Calcul¼am lucrul mecanic de-a lungul cercului x2 + y2 = r2 , parcurs o dat¼a în sens trigonometric.
Folosim parametrizarea cu coordonate polare

x(t) = r cos t , y(t) = r sin t , t 2 [0; 2�) , x2 + y2 = r2

x0(t) = �r sin t , y0(t) = r cot s , t 2 [0; 2�)

Lucrul mecanic esteI
�!v � d�!r =

I
(P;Q) � (x0(t); y0(t))dt =

2�Z
0

P (r cos; r sin t)(�r sin t) +Q(r cos; r sin t)(r cos t)dt =

=

2�Z
0

�
�r sin t
r2

(�r sin t) + r cos t
r2

(r cos t)

�
dt =

2�Z
0

1dt = 2�

Pe scurt I
�!v � d�!r = 2� 6= 0
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Deci conform unei consecinţe anteriorare �!v nu este câmp de gradienţi.
�

Am precizat în de�ni̧tia unui câmp de gradienţi importanţa domeniului D � R3 pe care câmpul admite un
potenţial scalar.
Faptul c¼a domeniul este conex a fost esenţial în demonstrarea teoremei de caracterizare a câmpurilor de gradienţi.
Forma domeniului este esenţial¼a pentru a r¼aspunde la problema
"în ce condi̧tii un câmp conservativ este câmp de gradienţi".

De�ni̧tie.
Un domeniu D � R3 (sau D � R2 ) se numeşte stelat dac¼a exist¼a un punct (x0; y0; z0) cu proprietatea
pentru orice punct (x; y; z) segmentul ce uneşte punctele (x0; y0; z0) şi (x; y; z) este conţinut în domeniul D

Exemple.
Orice muļtime convex¼a este stelat¼a. În particular R3 , R2 , o sfer¼a, un disc, un dreptunghi.

Teorem¼a.
Dac¼a un câmp vectorial v = (P;Q;R) : D � R3 ! R3 este conservativ şi domeniul D este stelat, atunci
v este câmp de gradienţi.

Omitem demonstraţia.În schimb analiz¼a un caz particular relevant, în care putem determina un potenţial scalar.

Teorem¼a.(Determinarea unui potenţial scalar)
Consider¼am un domeniu D � R3 stelat, pentru care este posibil s¼a
unnim punctul (x0; y0; z0) cu orice alt punct (x; y; z) 2 D cu drumuri care parcurg muchiile unui paralelipiped,
muchii care sunt paralele cu axele de coordonate Ox;Oy;Oz
Pentru astfel de domenii putem scrie o formul¼a simpl¼a pentru un potenţial scalar pentru câmpul vectorial v
De exemplu drumul "ABCC1" format din reuniunea de segmente (muchii paralelipiped)

x

z

y

A(xo,yo,zo) B(x,yo,zo)

C(x,y,zo)

D

A1

C1(x,y,z)D1

C1

� = AB [BC [ CC1
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funçtia F : D ! R3 de�nit¼a prin lucrul mecanic efectuat "între" punctul (x0; y0; z0) şi punctul (x; y; z)

F (x; y; z) =

(x;y;z)Z
(x0;y0;z0)

�!v � d�!r =
xZ
x0

P (t; y0; z0)dt+

yZ
y0

Q(x; t; z0)dt+

zZ
z0

R(x; y; t)dt

este un potenţial scalar pentru câmpul vectorial v.

Demonstraţie.
Conform teoremei de caracterizare a câmpurilor de gradienţi funçtia F astfel de�nit¼a este potenţial scalar pentru

câmpul vectorial v.
Nu r¼amâne decât s¼a ar¼at¼am c¼a folosind drumul � = AB [BC [ CC1 obţinem formula enunţat¼a.
Consider¼am parametrizarea "natural¼a" a segmentelor

AB

8<: x(t) = t 2 [x0; x]
y(t) = y0
z(t) = z0

, BC

8<: x(t) = x
y(t) = t 2 [y0; y]

z(t) = z0

, CC1

8<: x(t) = x
y(t) = y

z(t) = t 2 [z0; z]

prin urmare derivatele sunt

AB

8<: x0(t) = 1
y0(t) = 0
z0(t) = 0

, BC

8<: x0(t) = 0
y0(t) = 1
z0(t) = 0

, CC1

8<: x0(t) = 0
y0(t) = 0
z0(t) = 1

Atunci lucrul mecanic este

F (x; y; z) =

(x;y;z)Z
(x0;y0;z0)

�!v � d�!r =
Z
AB

�!v � d�!r +
Z
BC

�!v � d�!r +
Z
CC1

�!v � d�!r =

xZ
x0

(P (x(t); y(t); z(t)); Q;R) � (x0; y0; z0)| {z }
(1;0;0)

dt+

xZ
x0

(P;Q;R) � (x0; y0; z0)| {z }
(0;1;0)

dt+

xZ
x0

(P;Q;R) � (x0; y0; z0)| {z }
(0;0;1)

dt =

=

xZ
x0

P (t; y0; z0)dt+

yZ
y0

Q(x; t; z0)dt+

zZ
z0

R(x; y; t)dt

�
S¼a observ¼am c¼a obţinem formule similare considerând drumuri de-a lungul altor muchii ale paralelipipedului
(sunt 6 posibilit¼aţi în total)
- � = AB [BC [ CC1 , � = AB [BB1 [B1C1 , � = AD [DC [ CC1 ,
� = AD [DD1 [D1C1 , � = AA1 [A1B1 [B1C1 , � = AA1 [A1D1 [D1C1 ,

de exemplu pentru drumul � = AD [DD1 [D1C1 obţinem

F (x; y; z) =

(x;y;z)Z
(x0;y0;z0)

�!v � d�!r =
yZ
y0

Q(x0; t; z0)dt+

zZ
z0

R(x0; y; t)dt+

xZ
x0

P (t; y; z)dt

Exemplu.
S¼a se determine un potenţial scalar pentru câmpul vectorial v = (P;Q) : R2nf(x; 0) , x � 0 g ! R2

v(x; y) =

0BBB@ �y
x2 + y2| {z }
P (x;y)

;
x

x2 + y2| {z }
Q(x;y)

1CCCA
Soluţie.
Am demonstrat deja c¼a acest câmp vectorial nu este un câmp de gradienţi pe domeniul R2nf(0; 0)g
Acum consider¼am un domeniu mai restrâns R2nf(x; 0) , x � 0 g,
(întreg planul din care se "scade" semidreapta Ox)
Acest domeniu este stelat, deci câmpul vectorial astfel restriçtionat este un câmp de gradienţi.
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x

y

A(1,0)

C1(x,y)

C(x,y)

B1(1,y)

B(1,y)

O(0,0)

Observ¼am c¼a punctul A(�1; 0) se poate uni cu orice alt punct din domeniu prin drum format din reuniunea de
segmente

� = segment [(�1; 0)� (�1; y)] [ segment [(�1; y)� (x; y)]
Consider¼am parametriz¼arile "naturale" ale segmentelor AB şi BC (sau AB1 şi B1C1 )

segment [(�1; 0)� (�1; y)]
�

x(t) = �1
y(t) = t 2 [0; y] , segment [(�1; y)� (x; y)]

�
x(t) = t 2 [�1; x]

y(t) = y

derivatele sunt

segment [(�1; 0)� (�1; y)]
�
x(t) = 0
y(t) = 1

, segment [(�1; y)� (x; y)]
�
x(t) = 1
y(t) = 0

Obţinem deci potenţialul scalar

F (x; y; z) =

(x;y)Z
(�1;0)

�!v � d�!r =
Z
AB

�!v � d�!r +
Z
BC

�!v � d�!r =

yZ
0

(P (x(t); y(t); z(t)); Q) � (x0; y0)| {z }
(0;1)

dt+

xZ
�1

(P;Q) � (x0; y0)| {z }
(1;0)

dt =

=

yZ
0

Q(�1; t)dt+
xZ
�1

P (t; y)dt =

yZ
0

�1
(�1)2 + t2 dt+

xZ
�1

�y
t2 + y2

dt =

i) pentru y = 0 obţinem

= �
0Z
0

1

1 + t2
dt+

xZ
�1

�0
t2 + 02

dt = 0

ii) pentru y 6= 0 obţinem

= �
yZ
0

1

1 + t2
dt+

xZ
�1

�1
y

1�
t
y

�2
+ 1

dt =
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= � arctg tjt=yt=0 + arctg
t

y

����t=x
t=�1

= � arctg y + arctg 0 + arctg x
y
� arctg 1

y
=

= arctg
x

y
�

26664arctg y + arctg 1y| {z }
��

2

37775 =
�
arctg xy �

�
2 pentru y > 0

arctg xy +
�
2 pentru y < 0

În �nal am obţinut potenţialul scalar F = F (x; y) : R2nf(x; 0) , x � 0 g ! R

F (x; y) =

8<:
arctg xy �

�
2 pentru y > 0

0 pentru y = 0
arctg xy +

�
2 pentru y < 0

�

7.2 Poteņtial Vector

De�ni̧tie.
Un câmp vectorial v = (P;Q;R) : D � R3 ! R3 de clas¼a C1 se numeşte solenoidal dac¼a

div v = 0 sau echivalent
@P

@x
+
@Q

@y
+
@R

@z
= 0

Câmpul v este un câmp de rotori dac¼a exist¼a w : D � R3 ! R3 câmp vectorial de clas¼a C2 astfel încât

v = rotw

câmpul vectorial w se numeşte potenţial vector pentru câmpul v.

Observa̧tie.
Orice câmp de rotori este câmp solenoidal.

Demonstraţie.
Consider¼am w = (P;Q;R). Un simplu calcul arat¼a c¼a div(rotw) = 0

div(rotw) = div

������
�!
i
�!
j
�!
k

@
@x

@
@y

@
@z

P Q R

������ = div
��
@R

@y
� @Q
@z
;
@P

@z
� @R
@x
;
@Q

@x
� @P
@y

��
=

=
@

@x

�
@R

@y
� @Q
@z

�
+
@

@y

�
@P

@z
� @R
@x

�
+
@

@z

�
@Q

@x
� @P
@y

�
=

=
@2R

@x@y
� @2Q

@x@z
+
@2P

@y@z
� @2R

@y@x
+
@2Q

@z@x
� @2P

@z@y
= 0

deoarece componentele P;Q;R sunt de clas¼a C2 şi deci
conform teoremei lui Schwarz nu conteaz¼a ordinea de derivare

@2P

@y@z
=
@2P

@z@y
,
@2Q

@x@z
=
@2Q

@z@x
,
@2R

@x@y
=
@2R

@y@x

�

Exemplu.
Câmpul gravitaţional este câmp solenoidal.

Demonstraţie.
Câmpul gravitaţional este

v = v(x; y; z) = �K 1

r3
�!r , pentru (x; y; z) 6= (0; 0; 0)
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sau în detaliu

v = v(x; y; z) = �K 1

r3
�!r =

0BBBBBB@
�Kx�p

x2 + y2 + z2
�3

| {z }
P

;
�Ky�p

x2 + y2 + z2
�3

| {z }
Q

;
�Kz�p

x2 + y2 + z2
�3

| {z }
R

1CCCCCCA
Calcul¼am derivatele paŗtiale

@P

@x
=
@

@x

0B@ �Kx�p
x2 + y2 + z2

�3
1CA = �K

�p
x2 + y2 + z2

�3
� x32

�p
x2 + y2 + z2

�
� 2x�p

x2 + y2 + z2
�6 =

@P

@x
= �K

�
x2 + y2 + z2

�
� 3x2�p

x2 + y2 + z2
�5 = �K �2x2 + y2 + z2�p

x2 + y2 + z2
�5

Prin analogie obţinem celelalte dou¼a derivate paŗtiale

@Q

@y
= �K x2 � 2y2 + z2�p

x2 + y2 + z2
�5 ,

@R

@z
= �K x2 + y2 � 2z2�p

x2 + y2 + z2
�5

Adunând obţinem

div v =
@P

@x
+
@Q

@y
+
@R

@z
=

= �K �2x2 + y2 + z2�p
x2 + y2 + z2

�5 �K x2 � 2y2 + z2�p
x2 + y2 + z2

�5 �K x2 + y2 � 2z2�p
x2 + y2 + z2

�5 = 0
�

Teorem¼a (de caracterizare a câmpurilor solenoidale)
Fie un câmp vectorial v = (P;Q;R) : D � R3 ! R3 de clas¼a C1. Urm¼atoarele a�rmaţii sunt echivalente:
i) câmpul v este solenoidal ( div v = 0 )
ii) câmpul v este "local" un câmp de rotori, , mai precis
pentru orice punct a 2 D exist¼a o vecin¼atate V a punctului a şi un câmp vectorial w : V ! R3 de clas¼a C2 cu

v = rotw

iii) �uxul câmpului v printr-o suprafaţ¼a închis¼a �
(frontiera unui domeniu "compact elementar" 
 � R3 ) este nulZ

�

(�!v � �!n ext) d� = 0

unde �!n ext este direçtia normal¼a la suprafaţa � .

Demonstraţie.
i) ) iii) se foloseşte formula integral¼a Gauss-Ostrogradski (formula "�ux-divergenţ¼a")Z

�

(�!v � �!n ext) d� =
ZZZ



div v|{z}
0

dxdydz = 0

nu demonstr¼am iii) ) i)
ii) ) i) este exact observaţia demonstrat¼a anterior
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i) ) ii) proced¼am astfel : c¼aut¼am un câmp vectorial de forma w = (w1; w2; 0) astfel încât rotw = v

rotw =

������
�!
i
�!
j
�!
k

@
@x

@
@y

@
@z

w1 w2 0

������ =
�
@0

@y
� @w2
@z

;
@w1
@z
� @0
@x
;
@w2
@x
� @w1
@y

�
= (P;Q;R) = v ,

�
�@w2
@z

;
@w1
@z

;
@w2
@x
� @w1
@y

�
= (P;Q;R)

obţinem sistemul 8<:
�@w2@z = P
@w1
@z = Q

@w2
@x �

@w1
@y = R

Fie a = (x0; y0; z0) coordonatele punctului a 2 D . Alegem ca vecin¼atate V o sfer¼a cu centrul în punctul a

V = f(x; y; z) , (x� x0)2 + (y � y0)2 + (z � z0)2 � r2g

Integr¼am primele dou¼a ecuaţii şi obţinem

w2(x; y; z) = �
zZ
z0

P (x; y; t)dt+B(x; y) , w1(x; y; z) =

zZ
z0

Q(x; y; t)dt+A(x; y)

apoi înlocuim în a treia ecuaţie

@w2
@x
� @w1
@y

=
@

@x

0@� zZ
z0

P (x; y; t)dt+B(x; y)

1A� @

@y

0@ zZ
z0

Q(x; y; t)dt+A(x; y)

1A = R ,

�
zZ
z0

@P

@x
(x; y; t)dt+

@B

@x
(x; y)�

zZ
z0

@Q

@y
(x; y; t)dt� @A

@y
(x; y) = R(x; y; z) ,

�
zZ
z0

266664@P@x (x; y; t) + @Q@y (x; y; t)| {z }
� @R

@z

377775 dt+ @B@x (x; y)� @A@y (x; y) = R(x; y; z)
din ipotez¼a div v = 0 , deci

@P

@x
+
@Q

@y
+
@R

@z
= 0 , @P

@x
+
@Q

@y
= �@R

@z

înlocuind obţinem

�
zZ
z0

�
�@R
@z
(x; y; t)

�
dt+

@B

@x
(x; y)� @A

@y
(x; y) = R(x; y; z) ,

R(x; y; t)jt=zt=z0
+
@B

@x
(x; y)� @A

@y
(x; y) = R(x; y; z)

R(x; y; z)�R(x; y; z0) +
@B

@x
(x; y)� @A

@y
(x; y) = R(x; y; z)

@B

@x
(x; y)� @A

@y
(x; y) = R(x; y; z0)

prin urmare pentru câmpul vectorial de forma

w =

0@ zZ
z0

Q(x; y; t)dt+A(x; y);�
zZ
z0

P (x; y; t)dt+B(x; y); 0

1A
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avem rotw = 0 , unde A = A(x; y) şi B = B(x; y) sunt funçtii arbitrare care veri�c¼a relaţia

@B

@x
(x; y)� @A

@y
(x; y) = R(x; y; z0)

�

Consecint¼a.
Din demonstraţie rȩtinem tehnica prin care obţinem un potenţial vector pentru un câmp solenoidal.

Observa̧tie.
Un potenţial vectorial este unic pâna la un câmp de gradienţi.

Demonstraţie.
Dac¼a rotw = v şi rotu = v atunci rotu� rotw = 0 , rot(w � u) = 0 , reamintim faptul c¼a aceast¼a relaţie

are loc într-o
vecin¼atate de tip sfer¼a, deci un câmp irotaţional este câmp de gradienţi, adic¼a

rot(u� w) = 0 ) u� w = gradF ) u = w + gradF

Deci dac¼a rotw = v orice alt câmp vectorial cu rotu = v este de forma u = w + gradF
�

8.1 Anex¼a - Integrale Improprii - Funçtiile B şi �

Începem prin a argumenta din ce motive consider¼am integrale improprii.
Iat¼a mai multe exemple concrete.

+1Z
1

1

x2
dx ,

+1Z
1

1

x
dx ,

+1Z
0

e�xdx ,

+1Z
1

1

1 + x2
dx ,

+1Z
�1

1

1 + x2
dx

Se pune în mod natural întrebarea, ce algoritm de calcul se poate asocia unei "integrale" de tip "

+1Z
1

1
x2 " ?

Putem calcula integrala pe un interval m¼arginit [1; b]

bZ
1

1

x2
dx =

�
� 1
x

�����x=b
x=1

=

�
�1
b

�
�
�
�1
1

�
= 1� 1

b

apoi calcul¼am limita b! +1

lim
b!+1

bZ
1

1

x2
dx = lim

b!+1

�
1� 1

b

�
= 1� 1

+1 = 1

s¼a not¼am
+1Z
1

1

x2
dx

not
= lim

b!+1

bZ
1

1

x2
dx = 1

Se pune în mod natural întrebarea, ce semni�caţie poate avea o "integral¼a" de tip "

+1Z
1

1
x2 " ?
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y

x
1 b

y = 1/x2

Integrala pe un interval m¼arginit [1; b] reprezint¼a aria domeniului m¼arginit de "sub" gra�cul funçtiei y = 1=x2

.
Asta numai dac¼a funçtia are numai valori pozitive, adic¼a gra�cul funçtiei este "deasupra" axei Ox
Integrala "improprie" pe intervalul nem¼arginit [1;+1) reprezint¼a "aria" domeniului nem¼arginit de "sub"

gra�cul funçtiei y = 1=x2 .
Putem repeta acest procedeu şi pentru alte integrale.
- Calcul¼am integrala pe un interval m¼arginit [1; b]

bZ
1

1

x
dx = (lnx)jx=bx=1 = (ln b)� (ln 1) = ln b

apoi calcul¼am limita b! +1

lim
b!+1

bZ
1

1

x
dx = lim

b!+1
(ln b) = +1

şi not¼am
+1Z
1

1

x
dx

not
= lim

b!+1

bZ
1

1

x
dx = +1

- Calcul¼am integrala pe un interval m¼arginit [1; b]

bZ
0

e�xdx =
�
�e�x

���x=b
x=0

=
�
�e�b

�
�
�
�e�0

�
= 1� e�b = 1� 1

eb

apoi calcul¼am limita b! +1

lim
b!+1

bZ
1

e�xdx = lim
b!+1

�
1� 1

eb

�
= 1� 1

e+1
= 1

şi not¼am
+1Z
0

e�xdx
not
= lim

b!+1

bZ
0

e�xdx = 1
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- Calcul¼am integrala pe un interval m¼arginit [1; b]

bZ
1

1

1 + x2
dx = (arctg x)jx=bx=1 = arctg b� arctg 1 = arctg b�

�

4

apoi calcul¼am limita b! +1

lim
b!+1

bZ
1

1

1 + x2
dx = lim

b!+1

�
arctg b� �

4

�
=
�

2
� �
4
=
�

4

şi not¼am
+1Z
1

1

1 + x2
dx

not
= lim

b!+1

bZ
1

1

1 + x2
dx =

�

4

S¼a studiem ce sens pot avea astfel de integrale.
Consider¼am o funçtie integrabil¼a Riemann f : (�; �)! R , de fapt integrabil¼a pe orice subinterval [a; b] � (�; �).
Prin urmare are sens s¼a calcul¼am integrale de tipul

bZ
a

f(x)dx
not
= H(a; b)

Notaţia nu este relevant¼a, doar arat¼a c¼a integrala depinde de a şi b ca de doi parametri.
Ce se înt¼ampl¼a dac¼a a& � şi b% �, adic¼a

lim
a!�;b!�

bZ
a

f(x)dx
not
=

�Z
�

f(x)dx

În mod natural apare întrebarea, de ce s¼a calcul¼am limite şi nu calcul¼am direct integrala

�Z
�

f(x)dx

Din motive foarte simple :
1) f poate s¼a nu �e integrabil¼a Riemann pe intervalul (�; �) sau
2) � = �1 sau � = +1
(situaţii total neobi̧snuite în care algoritmul de calcul pentru integrala Riemann nu funçtioneaz¼a ! ) sau
3) f este integrabil¼a Riemann pe intervalul (�; �) , dar integrala e greu de calculat

Vom considera doar un caz foarte simplu : f este continu¼a pe intervalul (�; �)
Prin urmare f are antiderivate (primitive), de exemplu F : (�; �)! R , funçtie derivabil¼a şi F 0(x) = f(x)
Deci

bZ
a

f(x)dx = F (b)� F (a)

trec¼and la limit¼a a! �; b! � obţinem

�Z
�

f(x)dx
not
= lim

a!�;b!�

bZ
a

f(x)dx = lim
a!�;b!�

[F (b)� F (a)] = lim
b%�

F (b)� lim
a&�

F (a)

Este clar c¼a o asemenea integral¼a are sens doar dac¼a ambele limite exist¼a şi sunt �nite.
Iat¼a o de�ni̧tie mai precis¼a.
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De�ni̧tie. Fie f : (�; �)! R , o funçtie continu¼a pe (�; �) şi F 0 = f o antiderivat¼a oarecare.
Numim integral¼a "improprie"

�Z
�

f(x)dx
def
= lim

a!�;b!�

bZ
a

f(x)dx = lim
b%�

F (b)� lim
a&�

F (a)

Integrala improprie se numeşte
i) convergent¼a dac¼a ambele limite exist¼a şi sunt �nite
ii) divergent¼a în caz contrar

Vom folosi o notaţie simpli�cat¼a

�Z
�

f(x)dx = F (x)j�� = lim
x%�

F (x)� lim
x&�

F (x)

Comentariu. Pân¼a acum aceasta pare s¼a �e o simpl¼a problem¼a de calcul pentru limite şi nu pare s¼a aibe
leg¼atur¼a cu a "integra".
Excelent¼a observaţie !
Tot ce avem de f¼acut este s¼a determin¼am o antiderivat¼a şi apoi s¼a calcul¼am limitele.
Iat¼a alte câteva exemple.

Exemple.

+1Z
�1

1

1 + x2
dx = lim

b!+1;a!�1

bZ
a

1

1 + x2
dx = lim

b!+1;a!�1
(arctg x)jx=bx=a =

= lim
b!+1

(arctg b)� lim
a!�1

(arctg a) =
�

2
�
�
��
2

�
= �

1Z
�1

exdx ,

+1Z
1

1

x2
dx ,

1Z
0

1p
x
dx ,

1Z
0

1

x2
dx

+1Z
0

1p
x
dx ,

+1Z
0

1

x2
dx ,

1Z
0

1p
x(1� x)

dx

Toate se pot rezolva în mod "direct", determinând o antiderivat¼a şi calculând limitele la capetele intervalului
corespunz¼ator.
Unele din aceste exemple sunt rezolvate în cele ce urmeaz¼a.

Problema se complic¼a semni�cativ dac¼a nu putem determina o antiderivat¼a !
Atunci cum e posibil s¼a determin¼am dac¼a o integral¼a improprie este convergent¼a sau divergent¼a ?

Pare s¼a �e complicat s¼a consider¼am dou¼a limite deodat¼a, şi atunci
descompunem integrala improprie în dou¼a p¼aŗti (integrale) ( pentru orice c 2 (�; �) )

�Z
�

f(x)dx =

cZ
�

f(x)dx+

�Z
c

f(x)dx = lim
a!�

cZ
a

f(x)dx+ lim
b!�

bZ
c

f(x)

Cele dou¼a integrale improprii
cZ
�

f(x)dx ,

�Z
c

f(x)dx

au doar un singur "cap¼at" din cauza c¼aruia se pot numi "improprii".
Astfel de integrale improprii sunt mai uşor de manipulat.

320



Observa̧tie. Din descompunerea integralei

�Z
�

f(x)dx =

cZ
�

f(x)dx+

�Z
c

f(x)dx

rezult¼a c¼a

�Z
�

f este convergent¼a dac¼a şi numai dac¼a ambele integrale

cZ
�

f şi

�Z
c

f sunt convergente

Pe scurt, putem scrie
Conv + Conv = Conv

Conv + Div = Div

Div + Div = Div

Exemplu.
+1Z
0

1

x2
dx =

1Z
0

1

x2
dx

| {z }
DIV

+

+1Z
1

1

x2
dx

| {z }
CONV

= DIV

Studiem în detaliu câteva cazuri importante.
Iat¼a dou¼a tipuri de integrale improprii importante, deoarece sunt folosite frecvent ca "termen de comparaţie"

Observa̧tie 1. Integrala improprie, (pentru orice A > 0 )

+1Z
A

1

x�
dx =

�
convergent¼a pentru � > 1
divergent¼a pentru � � 1

Soluţie. Cazul � = 1
+1Z
A

1

x
dx = lnxj+1A = lim

x!+1
(lnx)� lnA = +1

Deci în acest caz integrala improprie este divergent¼a.
Cazul � < 1 , avem 1� � > 0 şi deci

+1Z
A

1

x�
dx =

+1Z
A

x��dx =
x1��

1� �

����+1
A

= lim
x!+1

x1��

1� � �
A1��

1� � = +1

deoarece 1� � > 0 )
lim

x!+1
x1�� = +1

şi deci integrala improprie este divergent¼a.
Cazul � > 1 , avem �� 1 > 0 şi deci

+1Z
A

1

x�
dx =

+1Z
A

x��dx =
x1��

1� �

����+1
A

= lim
x!+1

x1��

1� � �
A1��

1� � = lim
x!+1

�
�1
x��1

+A1��
�

1

�� 1 =
A1��

�� 1

deoarece �� 1 > 0 )
lim

x!+1

�1
x��1

=
1

+1 = 0

şi deci integrala este convergent¼a.
�
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Iat¼a câteva cazuri particulare pentru acest tip, frecvent întâlnite

+1Z
1

1

x
dx div ,

+1Z
1

1

x2
dx conv ,

+1Z
1

1p
x
dx div

Observa̧tie 2. Integrala improprie, (pentru orice A > 0 )

AZ
0

1

x�
dx =

�
divergent¼a pentru � � 1
convergent¼a pentru � < 1

Soluţie. Cazul � = 1

AZ
0

1

x
dx = lnxjA0 = lnA� lim

x&0
(lnx) = lnA� (�1) = +1

Deci în acest caz integrala improprie este divergent¼a.
Cazul � > 1 , avem �� 1 > 0 şi deci

AZ
0

1

x�
dx =

AZ
0

x��dx =
x1��

1� �

����A
0

=
A1��

1� � � limx&0

x1��

1� � = lim
x&0

�
1

x��1
�A1��

�
1

�� 1 = +1

deoarece �� 1 > 0 )
lim
x&0

1

x��1
=

1

+0
= +1

lim
x!+1

x1�� = +1

şi deci integrala improprie este divergent¼a.
Cazul � < 1 , avem 1� � > 0 şi deci

AZ
0

1

x�
dx =

AZ
0

x��dx =
x1��

1� �

����A
0

=
A1��

1� � � limx&0

x1��

1� � =
A1��

1� �

deoarece �� 1 > 0 )
lim
x&0

x1�� = 0

şi deci integrala improprie este convergent¼a.
�

Iat¼a câteva cazuri particulare pentru acest tip, frecvent întâlnite

1Z
0

1

x
dx div ,

1Z
0

1

x2
dx div ,

1Z
0

1p
x
dx conv

Reamintim o inegalitate important¼a ce are loc pentru orice funçtie integrabil¼a������
bZ
a

f(x)dx

������ �
bZ
a

jf(x)j dx
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Consecinţ¼a. Dac¼a

�Z
�

jf(x)j dx este convergent¼a, atunci

�Z
�

f(x)dx este de asemenea convergent¼a.

O integral¼a improprie se numeşte "absolut convergent¼a" dac¼a

�Z
�

jf(x)j dx este convergent¼a.

Reciproca nu este totdeauna adev¼arat¼a.

Exemplu.

+1Z
0

sin x
x dx este convergent¼a, dar

+1Z
1

jsin xj
x dx este divergent¼a.

Criteriul de compara̧tie cu inegalit¼a̧ti .
i) dac¼a jf(x)j � g(x) pentru orice x 2 (�; �) atunci

�Z
�

g(x)dx convergent¼a )
�Z
�

jf(x)j dx şi
�Z
�

f(x)dx ambele convergente

ii) dac¼a 0 � g(x) � f(x) pentru orice x 2 (�; �) atunci
�Z
�

g(x)dx divergent¼a )
�Z
�

f(x)dx divergent¼a.

Exemple.

1. Pentru integrala improprie

+1Z
1

sin x
x2 dx , avem

�� sin x
x2

�� � 1
x2 pentru orice x 2 (1;+1) şi

deoarece

+1Z
1

1
x2 dx este convergent¼a, conform criteriului de comparaţie cu inegalit¼aţi rezult¼a c¼a

+1Z
1

jsin xj
x2 dx şi

+1Z
1

sin x
x2 dx sunt ambele convergente.

2. Pentru integrala improprie

+1Z
1

1p
x+ 3

p
x
dx are loc inegalitatea 1p

x+ 3
p
x
� 1

3
p
x+ 3

p
x
= 1

2 3
p
x
şi

deoarece

+1Z
1

1
2 3
p
x
dx este divergent¼a, rezult¼a conform criteriului de comparaţie cu inegalit¼aţi c¼a

integrala

+1Z
1

1p
x+ 3

p
x
dx este divergent¼a.

Criteriul de compara̧tie cu limit¼a.

S¼a presupunem c¼a integrala improprie

�Z
�

f(x)dx are doar un singur cap¼at în care este improprie,

de exemplu � ,
în plus f(x) � 0 pentru orice x 2 (�; �) .

Compar¼am cu integrala improprie

�Z
�

g(x)dx unde g(x) > 0 pentru toti x 2 (�; �) .

Dac¼a exist¼a limita

lim
x%�

f(x)

g(x)

not
= L
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atunci
i) dac¼a limita L este �nit¼a şi nenul¼a atunci

cele dou¼a integrale improprii

�Z
�

f şi

�Z
�

g au "aceeaşi natur¼a"

(integrale improprii sunt �e ambele convergente, �e ambele divergente)

ii) dac¼a limita L este zero şi

�Z
�

g este convergent¼a, atunci şi

�Z
�

f este convergent¼a.

Ghid Practic.
În mod "standard" se încearc¼a a se compara cu integrale de tipul

i)

+1Z
1

1

xp
dx ii)

1Z
0

1

xp
dx iii)

1Z
0

1

(1� x)p dx iv)

bZ
a

1

(b� x)p dx

:

pentru lim
x!+1

lim
x&0

lim
x%1

lim
x%b

Problema se pune astfel :
" determinaţi valorile lui p 2 R aşa încât limita s¼a �e �nit¼a şi nenul¼a "

lim
x%�

f(x)

xp

Evident dac¼a aşa ceva e posibil, adic¼a exist¼a astfel de valori pentru p,
Exist¼a funçtii pentru care nu exist¼a astfel de valori pentru p.

Exemple.

1. Pentru

+1Z
1

1
x4+x3+

p
x+2

dx compar¼am cu

+1Z
1

1
xp dx , calcul¼am limita

lim
x!+1

1
x4+x3+

p
x+2

1
xp

= lim
x!+1

xp

x4 + x3 +
p
x+ 2

= lim
x!+1

xp

x4(1 + 1
x +

q
1
x7 +

2
x8

= 1

Limita este �nit¼a şi nenul¼a, doar pentru p = 4.

Deci de fapt compar¼am cu

+1Z
1

1
x4 dx , care este convergent¼a,

Conform criteriului de comparaţie cu limit¼a rezult¼a c¼a integrala

+1Z
1

1
x4+x3+

p
x+2

dx este convergent¼a.

2. Pentru

3Z
2

1
x sin�(3�x)dx compar¼am cu

3Z
2

1
(3�x)p dx , calcul¼am limita

lim
x%3

1
x sin�(3�x)

1
(3�x)m

= lim
x%3

(3� x)p
x sin�(3� x) =

�

3

Limita este �nit¼a şi nenul¼a, numai pentru p = 1.

Deci de fapt compar¼am cu

3Z
2

1
(3�x)dx care este divergent¼a, şi deci

conform criteriului de comparaţie la limit¼a rezult¼a c¼a integrala

3Z
2

1
x sin�(3�x)dx este divergent¼a.
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�
Pentru calculul integralelor improprii, se pot folosi integrarea prin p¼aŗti sau schimbare de variabil¼a.

Integrare prin p¼aŗti. pentru Integrale Improprii.

�Z
�

f(x)g(x)dx

| {z }
A

=

�Z
f(x

�
g(x)

�����
�| {z }

C

�
�Z
�

�Z
f(x

�
)g0(x)dx

| {z }
B

unde

C =

�Z
f(x

�
g(x)

�����
�

= lim
x%�

�Z
f(x

�
g(x)� lim

x&�

�Z
f(x

�
g(x)

Egalitatea are sens numai dac¼a C este �nit, adic¼a ambele limite sunt �nite.

Integrarea prin p¼aŗti a�rm¼a urm¼atorul fapt :
dac¼a (C) este �nit, atunci integralele improprii (A) şi (B) au "aceeaşi natur¼a",
adic¼a sunt �e ambele convergente , �e ambele divergente.

Exemplu.

Pentru a demonstra c¼a integrala este convergent¼a

+1Z
1

sin x
x dx proced¼am astfel

+1Z
1

sinx

x
dx =

�Z
sinx

�
1

x

����+1
1

�
+1Z
1

�Z
sinx

��
1

x

�0
dx =

= lim
x!+1

� cosx
x

� lim
x&1

� cosx
x

�
+1Z
1

� cosx
�x2 dx = cos 1�

+1Z
1

cosx

x2
dx

deoarece

����� cosxx

���� � 1

x
!

x!+1
0

obţinem
+1Z
1

sinx

x
dx = cos 1�

+1Z
1

cosx

x2
dx

Pe de alt¼a parte avem jcos xj
x2 � 1

x2 pentru orice x 2 (1;+1) , şi pentru c¼a
+1Z
1

1
x2 dx este convergent¼a,

rezult¼a conform criteriului de comparaţie cu inegalit¼aţi c¼a integrala

+1Z
1

cos x
x2 dx este convergent¼a,

deci tot convergent¼a este şi

+1Z
1

sin x
x dx .

Schimbare de variabil¼a. pentru Integrale Improprii.

�Z
�

f(x)dx =

dZ
c

f(u(t))u0(t)dt

unde x = u(t) , u : (�; �)! (c; d) este bijectiv¼a şi avem x& �) t& c , x% � ) t% d

Exemplu.
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Pentru

1Z
0

1p
x(1�x)

dx proced¼am astfel .

Încerc¼am o schimbare de variabil¼a pentru a "sc¼apa" de radical.
Deoarece x; (1� x) > 0 putem scrie x = a2 şi (1� x) = b2.
Adun¼am aceste relaţii şi obţinem 1 = a2 + b2.
Exist¼a un "model" cunoscut pentru asemenea situaţie a = sin t and b = cos t (sau invers)
Prin urmare facem schimbarea de variabil¼a x = sin2 t ,
avem x& 0) t& 0 şi x% 1) t% �

2 , înlocuind obţinem

1Z
0

1p
x(1� x)

dx =

�=2Z
0

1q
sin2 t(1� sin2 t)

(sin2 t)0dt =

deoarece pentru t 2 (0; �=2) funçtiile sunt pozitive sin t; cos t > 0 şi avem
p
sin2 t � cos2 t = sin t � cos t

=

�=2Z
0

1

sin t � cos t2 sin t � cos tdt =
�=2Z
0

2dt = �

Prin urmare, integrala improprie este convergent¼a şi

1Z
0

1p
x(1� x)

dx = �

�

Funçtiile B şi � - Funçtiile lui Euler

În cele ce urmeaz¼a de�nim funçtiile B şi � (funçtiile lui Euler),
prezent¼am pe scurt principalele propriet¼aţi şi aplicaţii la calculul unor integrale.

De�ni̧tie. Integrala

B(p; q)
def
=

1Z
0

xp�1(1� x)q�1dx

este convergent¼a pentru orice p; q > 0 , deci are sens "funçtia B beta".

De�ni̧tie. Integrala

�(p)
def
=

+1Z
0

xp�1e�xdx

este convergent¼a pentru orice p > 0 , deci are sens "funçtia � gama".

Demonstr¼am convergenţa celor dou¼a integrale improprii.

i) Pentru p; q � 1 , funçtia x ! xp�1(1� x)q�1 este continu¼a pe intervalul [0; 1] ,
deci integrala ce de�neşte funçtia B nu este improprie pentru p; q � 1 .
Integrala ce de�neşte funçtia B este improprie în 0 doar pentru p 2 (0; 1) şi în 1 doar pentru q 2 (0; 1) .
Integrala improprie se descompune în suma a dou¼a integrale improprii convergente (C) şi (D) ,
pentru orice punct a 2 (0; 1) ,

1Z
0

xp�1(1� x)q�1dx

| {z }
B

=

aZ
0

xp�1(1� x)q�1dx

| {z }
C

+

1Z
a

xp�1(1� x)q�1dx

| {z }
D

326



integrala improprie C este "improprie" doar în 0 , deoarece pentru p < 1 avem

lim
x&0

�
xp�1(1� x)q�1

�
= lim

x&0

�
1

x1�p
(1� x)q�1

�
=

1

+0
= +1

integrala improprie D este "improprie" doar în 1 , deoarece pentru q < 1 avem

lim
x%1

�
xp�1(1� x)q�1

�
=

1

+0
= +1

Folosim criteriul de comparaţie cu limit¼a.

Compar¼am integrala (C)

aZ
0

xp�1(1� x)q�1dx cu

aZ
0

xp�1dx şi

integrala (D)

1Z
a

xp�1(1� x)q�1dx cu

1Z
a

(1� x)q�1dx

limitele corespunz¼atoare sunt �nite şi nenule

lim
x&0

xp�1(1� x)q�1
xp�1

= 1 , lim
x%1

xp�1(1� x)q�1
(1� x)q�1 = 1

Prin urmare

- integrala improprie (C)

aZ
0

xp�1(1� x)q�1dx are aceeaşi natur¼a cu

integrala improprie

aZ
0

xp�1dx =

aZ
0

1
x1�p dx , care este convergent¼a deoarece p < 1

- integrala improprie (D)

1Z
a

xp�1(1� x)q�1dx are aceeaşi natur¼a cu

integrala improprie

1Z
a

(1� x)q�1dx =
1Z
a

1
(1�x)1�q dx , care este convergent¼a deoarece q < 1

deci este convergent¼a şi suma lor B = C +D .

ii) Integrala improprie � se descompune în suma a dou¼a integrale improprii convergente (E) şi (F ) ,
pentru orice punct a 2 (0;+1)

+1Z
0

xp�1e�xdx

| {z }
�

=

aZ
0

xp�1e�xdx

| {z }
E

+

+1Z
a

xp�1e�xdx

| {z }
F

Pentru integrala E folosim criteriul de comparaţie cu limit¼a, compar¼am cu

aZ
0

xp�1dx

limita corespunz¼atoare este

lim
x&0

xp�1e�x

xp�1
= 1

Prin urmare

- integrala improprie (E)

aZ
0

xp�1e�xdx are aceeaşi natur¼a cu

integrala improprie

aZ
0

xp�1dx =

aZ
0

1
x1�p dx , care este convergent¼a deoarece p < 1

Pentru integrala F folosim criteriul de comparaţie cu limit¼a,
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compar¼am cu integrala improprie

+1Z
a

1
x2 dx , care este convergent¼a.

Folosim limita

lim
x!+1

xp�1e�x

1
x2

= lim
x!+1

xp+1

ex
= 0

Conform criteriului de comparaţie cu limit¼a cazul ii) , rezult¼a c¼a integrala F

+1Z
a

xp�1e�xdx

este convergent¼a.
În �nal convergent¼a este şi suma lor � = E + F .
�

Propriet¼a̧ti ale funçtiilor B şi �
1.

�(1) = 1

2. Urm¼atoarea proprietate sugereaz¼a faptul c¼a funçtia �
poate � considerat¼a o "generalizare" a funçtiei "factorial"
(factorialul are sens numai pentru numere naturale).

�(p) = (p� 1) � �(p� 1) pentru orice p > 1

�(n) = (n� 1)! pentru price n 2 N

Relaţia de recurent¼a se scrie în mod tradi̧tional

�(p+ 1) = p � �(p) pentru orice p > 0

3.
B(q; p) = B(p; q) pentru orice p; q > 0

4.

B

�
1

2
;
1

2

�
= �

5.

B(p; q) =

1Z
0

xp�1(1� x)q�1dx = 2
�=2Z
0

(sin t)2p�1(cos t)2q�1dt

sau citind invers relaţia obţinem

�=2Z
0

(sin t)m(cos t)ndt =
1

2
B

�
m+ 1

2
;
n+ 1

2

�

6.

B(p; q) =

1Z
0

xp�1(1� x)q�1dx =
+1Z
0

tp�1

(t+ 1)p+q
dt

7.

B(p; q) =
�(p) � �(q)
�(p+ q)

pentru orice p; q > 0
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8. formula "complementelor"

�(p) � �(q) = �

sin p�
=

�

sin q�
pentru orice p+ q = 1 , p; q > 0

sau scris¼a în forma

�(p) � �(1� p) = �

sin p�
=

�

sin(1� p)� pentru orice p 2 (0; 1)

Demonstraţii.
1.

�(1) =

+1Z
0

e�xdx = �e�x
��+1
0

= lim
x!+1

(�e�x)� (�e�0) = 1� lim
x!+1

1

ex
= 1

2.

�(p) =

+1Z
0

xp�1e�xdx = prin p¼aŗti = xp�1
�Z

e�x
�

| {z }
�e�x

���������
+1

0

�
+1Z
0

�
xp�1

�0 �Z
e�x

�
dx =

=

�
lim

x!+1

�xp�1
ex

� �0
p�1

e0

�
�
+1Z
0

(p� 1)xp�2(�e�x)dx =

= 0� 0 + (p� 1)
+1Z
0

xp�2e�xdx = (p� 1) � �(p� 1)

Deci
�(p) = (p� 1) � �(p� 1)

apoi pentru numere naturale n � 2 obţinem inductiv

�(n) = (n� 1)�(n� 1) = (n� 1)(n� 2)�(n� 2) = :::

::: = (n� 1)(n� 2):::3 � 2 � 1 � �(1) = (n� 1)!�(1) = (n� 1)!
3.

B(q; p) =

1Z
0

xq�1(1� x)p�1dx = schimbarea de variabil¼a x = 1� t duce la =

=

0Z
1

(1� t)q�1tp�1(�dt) =
1Z
0

(1� t)q�1tp�1dt = Bp; q)

4. Aceast¼a integral¼a improprie am rezolvat-o deja mai înainte, proced¼am exact la fel:
folosim schimbarea de variabil¼a x = sin2 t , dx = (sin2 t)0dt = 2 sin t cos tdt , cu t 2 [0; �=2] , obţinem

B

�
1

2
;
1

2

�
=

1Z
0

1p
x(1� x)

dx =

�=2Z
0

1q
sin2 t(1� sin2 t)

(sin2 t)0dt =

�=2Z
0

1p
sin2 t cos2 t

2 sin t cos tdt = �

=

�=2Z
0

1

jsin t cos tj2 sin t cos tdt =
�=2Z
0

1

sin t cos t
2 sin t cos tdt =

�=2Z
0

2dt = �

5. Exact ca pentru 4)

B(p; q) =

1Z
0

xp�1(1� x)q�1dx = facem schimbarea de variabil¼a x = sin2 t
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avem x& 0) t& 0 şi x% 1) t% �
2 , înlocuind obţinem

=

�=2Z
0

(sin2 t)p�1(1� sin2 t)q�12 sin t cos tdt = 2
�=2Z
0

(sin t)2p�1(cos t)2q�1dt

În relaţia

B(p; q) =

1Z
0

xp�1(1� x)q�1dx = 2
�=2Z
0

(sin t)2p�1(cos t)2q�1dt

not¼am 2p� 1 = m şi 2q � 1 = n , deci p = m+1
2 şi q = n+1

2
apoi rescriem

B

�
m+ 1

2
;
n+ 1

2

�
= 2

�=2Z
0

(sin t)m(cos t)ndt

6.

B(p; q) =

1Z
0

xp�1(1� x)q�1dx folosim schimbarea de variabil¼a x =
t

t+ 1
, rezult¼a dx =

1

(t+ 1)2
dt

t =
x

1� x , deci x& 0 ) t& 0 şi x% 1 ) t! 1

+0
= +1

deci

B(p; q) =

+1Z
0

�
t

t+ 1

�p�1�
1� t

t+ 1

�q�1
1

(t+ 1)
2 dt =

=

+1Z
0

tp�1

(t+ 1)p�1

�
1

t+ 1

�q�1
1

(t+ 1)
2 dt =

+1Z
0

tp�1

(t+ 1)p+q
dt

Rezult¼a

B(p; q) =

1Z
0

xp�1(1� x)q�1dx =
+1Z
0

tp�1

(t+ 1)p+q
dt

7. 8. Omitem demonstraţiile deocamdat¼a, deoarece nu sunt elementare,
iar pe de alt¼a parte nu sunt relevante pentru aplicaţii.

Prezent¼am câteva aplicaţii ale acestor propriet¼aţi la calculul unor integrale (de�nite sau improprii).

Exemple.
1) S¼a se arate c¼a

�(
1

2
) =
p
�

Soluţie.
Folosim proprietatea (4)

� = B

�
1

2
;
1

2

�
=
�( 12 ) � �(

1
2 )

�( 12 +
1
2 )

=
�( 12 )

2

�(1)
) �(

1

2
) =
p
�

sau folosind formula complementelor

�(
1

2
) � �(1

2
) =

�

sin 12�
= � ) �(

1

2
) =
p
�

330



2) S¼a se calculeze integrala
�=2Z
0

(sin t)6(cos t)8dt =?

Soluţie.
Folosim proprietatea (5)

�=2Z
0

(sin t)6(cos t)8dt =
1

2
B

�
6 + 1

2
;
8 + 1

2

�
=
1

2
B

�
7

2
;
9

2

�
=
1

2

�( 72 ) � �(
9
2 )

�( 72 +
9
2 )

�(
7

2
+
9

2
) = �(8) = 7!

�(
9

2
) = �(

7

2
+ 1) =

7

2
�(
7

2
) =

7

2
�(
5

2
+ 1) =

7

2

5

2
�(
5

2
) =

7

2

5

2
�(
3

2
+ 1) =

sau
�(
9

2
) = (

9

2
� 1)�(9

2
� 1) = 7

2
�(
7

2
) =

7

2
(
7

2
� 1)�(7

2
� 1) = 7

2

5

2
�(
5

2
) =

=
7

2

5

2
(
5

2
� 1)�(5

2
� 1) = 7

2

5

2

3

2
�(
3

2
) =

7

2

5

2

3

2
(
3

2
� 1)�(3

2
� 1) = 7

2

5

2

3

2

1

2
�(
1

2
)

Analog obţinem

�(
7

2
) =

5

2
�(
5

2
) =

5

2

3

2
�(
3

2
) =

5

2

3

2

1

2
�(
1

2
)

Folosim
�(
1

2
) =
p
� ) �(

1

2
) � �(1

2
) = �

În �nal obţinem

�=2Z
0

(sin t)6(cos t)8dt =
1

2

�( 72 ) � �(
9
2 )

�(8)
=

5
2
3
2
1
2�(

1
2 ) �

7
2
5
2
3
2
1
2�(

1
2 )

7!
=

5
2
3
2
1
2 �

7
2
5
2
3
2
1
2

7!
�

3) S¼a se calculeze integrala improprie
+1Z
0

1

(x3 + 1)3
dx

Soluţie.

facem schimbarea de variabil¼a x3 = t şi obţinem x = t1=3 dx =
1

3
t1=3�1dt

apoi folosim proprietatea (6)

+1Z
0

1

(x3 + 1)3
dx =

+1Z
0

1

3

t1=3�1

(t+ 1)3
dt =

1

3
B(
1

3
; 3� 1

3
) =

1

3
B(
1

3
;
8

3
) =

1

3

�( 13 ) � �(
8
3 )

�( 13 +
8
3 )

=

=
�( 13 )

5
3�(

5
3 )

3 � �(3) =
�( 13 )

5
3
2
3�(

2
3 )

3 � 2! =
1

6

5

3

2

3
�(
1

3
)�(

2

3
) =

5

27

�

sin �3
=
5 � 2�
27
p
3
=

10�

27
p
3

Deoarece
�(
8

3
) = �(

5

3
+ 1) =

5

3
�(
5

3
) =

5

3
�(
2

3
+ 1) =

5

3

2

3
�(
2

3
)

sau
�(
8

3
) = (

8

3
� 1)�(8

3
� 1) = 5

3
�(
5

3
) =

5

3
(
5

3
� 1)�(5

3
� 1) = 5

3

2

3
�(
2

3
)

�(
1

3
)�(

2

3
) =

�

sin �3
=

�
p
3
2

331



4) S¼a se calculeze valoarea integralei lui Poisson

+1Z
0

e�x
2

dx = ?

Soluţie.

facem schimbarea de variabil¼a x2 = t ) x = t1=2 , dx =
1

2
t1=2�1dt

+1Z
0

e�x
2

dx =

+1Z
0

e�t
1

2
t
1
2�1dt =

1

2

+1Z
0

e�tt
1
2�1dt =

1

2
�(
1

2
) =

p
�

2

�

8.2 Schimb¼ari de Variabile

Derivarea funçtiilor compuse.

Exist¼a multe argumente pentru a explica de ce anume consider¼am derivarea funçtiilor.
Unul din cele mai simple dar şi mai naturale argumente este cel al "vitezei de variaţie".
Derivata este o m¼asur¼a a vitezei de variaţie. Orice fenomen are loc în spaţiu şi în timp.
S¼a presupunem c¼a funçtia f : D � R! R m¼asoar¼a (numeric) f(x) o anumit¼a m¼arime
în funçtie de o alt¼a m¼arime "x".

De exemplu "x" poate � timpul, atunci funçtia f înregistreaz¼a valorile unei m¼arimi �zice
la diverse momente de timp.
Devine interesant de ştiut cât de repede variaz¼a m¼arimea în timp.
Pare natural s¼a m¼asur¼am aceast¼a variaţie calculând
raportul dintre variaţia funçtiei f(x)� f(x0) şi variaţia timpului x� x0 .

f(x)� f(x0)
x� x0

Apoi a venit ideea de a calcula limita acestui raport pentru x! x0

lim
x!x0

f(x)� f(x0)
x� x0

not
= f 0(x0)

not
=
df

dx
(x0)

şi obţinem "viteza de variaţie" în x0 .
În acest mod putem calcula derivata ("viteza de variaţie") pentru funçtiile elementare.
Atunci de ce mai este nevoie de formule de calcul pentru derivate ?
Multe funçtii interesante se pot obţine folosind funçtiile elementare prin adunare, înmuļtire, etc.
Este mai uşor s¼a folosim câteva reguli (formule) simple şi derivatele funçtiilor elementare,
decât s¼a calcul¼am limite pentru �ecare funçtie.

(f + g)0 = f 0 + g0 , (�f)0 = �f 0 , (fg)0 = f 0g + fg0 ,
�
f

g

�0
=
f 0g � fg0

g2

În afar¼a de calcule numerice (adunare, înmuļtire) putem s¼a şi compunem funçtii

A
g! B

f! C , A
f�g! C , (f � g)(x) = f [g(x)]

În mod natural calcul¼am derivata funçtiei compuse

lim
x!x0

f [g(x)]� f [g(x0)]
x� x0
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folosind un truc destul de simplu

lim
x!x0

f [g(x)]� f [g(x0)]
x� x0

= lim
x!x0

f [g(x)]� f [g(x0)]
g(x)� g(x0)| {z }
!f 0(g(x0))

� g(x)� g(x0)
x� x0| {z }
!g0(x0)

= f 0(g(x0)) � g0(x0)

Pentru funçtii care depinde de mai multe variabile (m¼arimi �zice care depinde de mai muļti parametri) situaţia
este oarecum diferit¼a.
S¼a consider¼am o funçtie F : D � R3 ! R , cu alte cuvinte un câmp scalar,
care depinde de trei parametri F = F (x; y; z) .

În aceast¼a situaţie, are sens s¼a calcul¼am "viteza de variaţie" în raport cu �ecare parametru în parte.
Este un fenomen cât se poate de natural.
Practic se efectueaz¼a un experiment în care doar un singur parametru variaz¼a, iar ceilaļti r¼amân constanţi sau

dac¼a totuşi variaz¼a foarte puţin, in�uenţa acestei variaţii este neglijabil¼a.
În mod tradi̧tional derivata în raport cu un singur parametru se numeşte "derivat¼a partial¼a".
Prin urmare calcul¼am o limit¼a absolut identic¼a cu cea pentru o singur¼a variabil¼a (un singur parametru).
De exemplu pentru derivata în raport cu "x" în punctul (a; b; c) un singur parametru variaz¼a x! a
în timp ce ceilaļti doi parametri sunt constanţi y = b şi z = c

lim
x!a

F (x; b; c)� F (a; b; c)
x� a

not
=
@F

@x
(a; b; c)

Apar astfel derivate paŗtiale pentru �ecare parametru, în acest caz trei @F
@x ,

@F
@y ,

@F
@z .

În �zic¼a (mecanic¼a) are relevanţ¼a câmpul vectorial format cu aceste derivate paŗtiale, numit "gradient"

gradF =

�
@F

@x
;
@F

@y
;
@F

@z

�
=
@F

@x

�!
i +

@F

@y

�!
j +

@F

@z

�!
k

Funçtia F (câmpul scalar) se numeşte "potenţial" scalar pentru câmpul vectorial (numit "câmp de gradienţi")

�!v = gradF

Deşi unanim folosit¼a, notaţia tradi̧tional¼a
df
dx pentru funçtii care depind de un singur parametru şi
@F
@x pentru funçtii care depind de mai muļti parametri,

reprezint¼a de fapt exact acelaşi tip de limit¼a, deci nu totdeauna sunt justi�cate notaţii diferite d
dx ,

@
@x

care au doar rolul de a atrage atenţia c¼a o anumit¼a funçtie depinde de unul sau de mai muļti parametri
(deşi atunci când deriv¼am în raport cu "x" de exemplu, ceilaļti parametri sunt consideraţi constante,
deci tot doar un singur parametru este luat în considerare)
În matematic¼a se de�neşte noţiunea de diferenţiabilitate.

lim
(x;y;z)!(a;b;c)

F (x; y; z)� F (a; b; c)� L[(x; y; z)� (a; b; c)]
k(x; y; z)� (a; b; c)k = 0

unde L : R3 ! R este o aplicatie liniar¼a, în general notat¼a L = dF(a;b;c) ,
numit¼a diferenţiala funçtiei F în punctul (a; b; c)
Matricea acestei aplicaţii liniare în "baza canonic¼a", numit¼a "matricea Jacobi" ,
este exact matricea format¼a cu derivatele paŗtiale

JF (a; b; c) =

�
@F

@x
;
@F

@y
;
@F

@z

�
unde toate cele trei derivate paŗtiale sunt calculate în punctul (a; b; c) .
"baza canonic¼a" desemneaz¼a bazele canonice pentru �ecare spaţiu vectorial R2;R3;R4:::
Se pune în mod natural întrebarea cum se calculeaz¼a diferenţiala unei funçtii compuse.

Pentru A
h! B

F! C , A F�h! C , diferenţiala funçtiei compuse d (F � h) este
compunerea celor dou¼a diferenţiale dh şi dF

d (F � h) = dF � dh
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Din algebra liniar¼a se ştie c¼a matricea asociat¼a unei compuneri de aplicaţii liniare
se obţine înmuļtind matricile aplicaţiilor liniare respective, în acest caz e vorba de matricile Jacobi asociate

JF�h = JF � Jh

Aceast¼a relaţie ofer¼a modul de calcul al derivatelor paŗtiale pentru funçtii compuse.

Pentru exempli�care, consider¼am trei cazuri în care am folosit derivarea funçtiilor compuse.
- calculul lucrului mecanic pentru un câmp de gradienţi
- determinarea soluţiilor unei ecuaţii Pfa¤ exacte
- laplacianul în coordonate polare la problema Dirichlet pentru discul unitate.

Câmpuri de gradieņti
Consider¼am un câmp de gradienţi �!v cu potenţialul scalar F : D � R3 ! R , funçtie de clas¼a C1

�!v = gradF =
�
@F

@x
;
@F

@y
;
@F

@z

�
şi un drum parametrizat  : [a; b]! D , �!r = (t) = (x(t); y(t); z(t)) , de clas¼a C1

y

z

x

r = γ(t)

dr = γ’(t)

v(x,y,z)

Vectorul de pozi̧tie �!r = (t) , vectorul tangent la drum (traiectorie) d�!r = 0(t) = (x0(t); y0(t); z0(t)))
În general lucrul mecanic reprezint¼a o m¼asur¼a a efortului, principial este "foŗta � deplasarea".
În acest caz "foŗta" este �!v vectorul câmpului, iar "deplasarea" are loc de-a lungul drumului  ,
în �ecare punct pe direçtia tangent¼a la drum d�!r = 0(t) , deci integr¼am �!v � d�!r
Lucrul mecanic al câmpului vectorial �!v de-a lungul drumului  este

Z


�!v � d�!r =
bZ
a

�
@F

@x
;
@F

@y
;
@F

@z

�
� (x0(t); y0(t); z0(t)))dt =

=

bZ
a

�
@F

@x
(x(t); y(t); z(t)) � x0(t) + @F

@y
(x(t); y(t); z(t)) � y0(t) + @F

@x
(x(t); y(t); z(t)) � x0(t)

�
dt
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Acum realiz¼am faptul c¼a integr¼am exact derivata unei funçtii compuse.

[a; b]
! D

F! R , [a; b]
F�! R , (F � )(t) = F ((t)) = F (x(t); y(t); z(t))

Matricile Jacobi corespunz¼atoare sunt

JF =

�
@F

@x
;
@F

@y
;
@F

@z

�
, J =

0@ x0(t)
y0(t)
z0(t)

1A
iar matricea Jacobi a funçtiei compuse este

JF� = JF � J =
�
@F

@x
;
@F

@y
;
@F

@z

�
�

0@ x0(t)
y0(t)
z0(t)

1A =
@F

@x
� x0(t) + @F

@y
� y0(t) + @F

@x
� x0(t)

S¼a observ¼am c¼a funçtia compus¼a F �  depinde de un singur parametru "t" şi ia valori reale,
deci matricea Jacobi corespunz¼atoare este de ordin 1, adic¼a este de fapt un num¼ar real

JF� =
d

dt
[(F � )(t)] = d

dt
[F (x(t); y(t); z(t))]

şi obţinem

d

dt
[F (x(t); y(t); z(t))] =

@F

@x
(x(t); y(t); z(t)) � x0(t) + @F

@y
(x(t); y(t); z(t)) � y0(t) + @F

@x
(x(t); y(t); z(t)) � x0(t)

Prin urmare lucrul mecanic este

Z


�!v � d�!r =
bZ
a

266664@F@x (x(t); y(t); z(t)) � x0(t) + @F@y (x(t); y(t); z(t)) � y0(t) + @F@x (x(t); y(t); z(t)) � x0(t)| {z }
d
dt [F (x(t);y(t);z(t))]

377775 dt =
bZ
a

d

dt
[F (x(t); y(t); z(t))] dt = F (x(t); y(t); z(t))jt=bt=a = F (x(b); y(b); z(b)| {z })

(b)

� F (x(a); y(a); z(a)| {z }
(a)

)

pe scurt Z


�!v � d�!r = F ((b))� F (a))

Cu alte cuvinte, pentru un câmp de gradienţi, lucrul mecanic nu depinde de drum,
ci numai de diferenţa de potenţial la capetele drumului.

�

Ecua̧tii cu difereņtiale totale exacte
Consider¼am o ecuaţie Pfa¤ exact¼a (ecuaţie cu diferenţiale totale) P (x; y)dx+Q(x; y)dy = 0
deci exist¼a o funçtie (potenţial) F (x; y) astfel încât

gradF =

�
@F

@x
;
@F

@y

�
= (P (x; y); Q(x; y))

Prin urmare ecuaţia Pfa¤ se scrie de fapt

@F

@x
(x; y)dx+

@F

@y
(x; y)dy = 0

O funçtie y = y(x) este soluţie dac¼a veri�c¼a

@F

@x
(x; y(x)) +

@F

@y
(x; y(x))y0(x) = 0
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S¼a observ¼am c¼a relaţia exprim¼a faptul c¼a derivata unei funçtii compuse este nul¼a.
Consider¼am funçtia compus¼a :

A
h! B

F! R , A
F�h! R , h(x) = (x; y(x)) , (F � h)(x) = F (x; y(x)) , h0(x) = (1; y0(x))

matricile Jacobi corespunz¼atoare sunt

JF =
�

@F
@x

@F
@y

�
, Jh =

�
d
dx (x)
d
dxy(x)

�
=

�
1

y0(x)

�
S¼a observ¼am c¼a funçtia compus¼a F � h depinde de un singur parametru "x" şi ia valori reale,
deci matricea Jacobi corespunz¼atoare este de ordin 1, adic¼a este de fapt un num¼ar real

d

dx
[F (x; y(x))] = JF�h = JF � Jh =

�
@F
@x

@F
@y

�� 1
y0(x)

�
=
@F

@x
� 1 + @F

@y
� y0(x)

deci relaţia ce de�neşte o soluţie se scrie

@F

@x
(x; y(x)) +

@F

@y
(x; y(x))y0(x)| {z }

d
dx [F (x;y(x))]

= 0

sau
d

dx
[F (x; y(x))] = 0

prin urmare funçtia compus¼a este constant¼a

F (x; y(x)) = ct

şi de�neşte în mod implicit soluţiile ecuaţiei Pfa¤.
�

Laplacianul în coordonate polare
Consider¼am o funçtie de clas¼a C2 (un câmp scalar) , u = u(x; y) , u : R3 ! R şi laplacianul corespunz¼ator

�u =
@2u

@x2
+
@2u

@y2

Dorim s¼a determin¼am expresia laplacianului în coordonate polare.
Coordonatele polare sunt

x = x(r; t) = r cos t

y = y(r; t) = r sin t

cu r 2 [0;+1) , t 2 (0; 2�) .
Putem calcula derivatele paŗtiale

@x

@r
= cos t ,

@x

@t
= �r sin t ,

@y

@r
= sin t ,

@y

@t
= r cos t

Apoi reformul¼am funçtia u = u(x; y) în coordonate polare

u = u(x; y) = u(r cos t; r sin t) = u(x(r; t); y(r; t))| {z }
u�h

not
= v(r; t) = u(r; t)

Am notat cu v = v(r; t) funçtia compus¼a u(x(r; t); y(r; t)) , pentru a înţelege mai clar calculul derivatelor
paŗtiale.
În "practic¼a" (�zic¼a) nu se schimb¼a numele funçtiei.
M¼arimea �zic¼a "u" nu depinde de modul prin care identi�c¼am un punct din plan,
prin coordonate carteziene (x; y) sau cooordonate polare (r; t) .
S¼a observ¼am compunerea funçtiilor
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[0;+1)� (0; 2�) h! R2 u! R ; h(r; t) = (x(r; t); y(r; t) ) ; u = u(x; y) ; [0;+1)� (0; 2�) u�h! R

Deci v = v(r; t) = (u � h)(r; t) = u (x(r; t); y(r; t))
Matricile Jacobi corespunz¼atoare sunt

Jv =
�

@v
@r

@v
@t

�
, Ju =

�
@u
@x

@u
@y

�
, Jh =

�
@x
@r

@x
@t

@y
@r

@y
@t

�
=

�
cos t �r sin t
sin t r cos t

�
Matricea Jacobi a funçtiei compuse se obţine înmuļtind cele dou¼a matrici Jacobi Ju , Jh

Jv = Ju�h = Ju � Jh

Deci �
@v
@r

@v
@t

�
=
�

@u
@x

@u
@y

�� @x
@r

@x
@t

@y
@r

@y
@t

�
sau înlocuind �

@v
@r

@v
@t

�
=
�

@u
@x

@u
@y

�� cos t �r sin t
sin t r cos t

�
Scriind pe componente obţinem

@v

@r
=
@u

@x
� @x
@r
+
@u

@y
� @x
@t

@v

@t
=
@u

@x
� @y
@r
+
@u

@y
� @y
@t

sau înlocuind
@v

@r
=
@u

@x
� cos t+ @u

@y
� sin t

@v

@t
=
@u

@x
� (�r sin t) + @u

@y
� (r cos t)

Pentru a obţine laplacianul este nevoie de derivate de ordin 2, deci mai deriv¼am o dat¼a aceste relaţii.
S¼a interpret¼am ultimele dou¼a relaţii ca derivate paŗtiale ale unei funçtii compuse

@v

@r
=
@

@r
[u � h] = @

@r
[u(x(r; t); y(r; t))] =

@u

@x
� cos t+ @u

@y
� sin t

@v

@t
=
@

@t
[u � h] = @

@t
[u(x(r; t); y(r; t))] =

@u

@x
� (�r sin t) + @u

@y
� (r cos t)

cu alte cuvinte pentru orice funçtie compus¼a A � h derivatele în raport cu r şi t sunt

@

@r
[A � h] = @A

@x
� cos t+ @A

@y
� sin t

@

@t
[A � h] = @A

@x
� (�r sin t) + @A

@y
� (r cos t)

Aplic¼am aceste relaţii pentru derivata în raport cu r şi obţinem
(funçtia "A" se înlocuieşte cu @u

@x respectiv cu @u
@y )

Aici scrierea nu este explicit¼a. Pentru a nu complica notaţia, se scrie @u@x , dar de fapt e vorba de funçtia compus¼a

@u

@x
(x; y) =

@u

@x
(x(r; t); y(r; t)) =

@u

@x
� h

Deci

@

@r

�
@v

@r

�
=
@

@r

�
@u

@x
� cos t+ @u

@y
� sin t

�
=
@

@r

2664 @u

@x|{z}
"A�h"

3775 cos t+ @

@r

2664 @u

@y|{z}
"A�h"

3775 sin t ,
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@2v

@r2
=

"
@ @u@x
@x
� cos t+

@ @u@x
@y
� sin t

#
cos t+

"
@ @u@y
@x
� cos t+

@ @u@y
@y
� sin t

#
sin t

Obţinem derivate paŗtiale de ordin 2 pentru care nu conteaz¼a ordinea de derivare

@2u

@y@x

not
=�!

@

@y

�
@u

@x

�
=
@

@x

�
@u

@y

�
not
= �

@2u

@x@y

(conform criteriului lui Schwarz pentru funçtii de clas¼a C2 ) şi deci

@2v

@r2
=
@2u

@x2
� cos2 t+ 2 @

2u

@y@x
� sin t cos t+ @

2u

@y2
� sin2 t

Aplic¼am aceleaşi relaţii pentru derivata în raport cu t şi obţinem

@

@t

�
@v

@t

�
=
@

@t

�
@u

@x
� (�r sin t) + @u

@y
� (r cos t)

�
,

@2v

@t2
=
@

@t

2664 @u

@x|{z}
"A�h"

3775 (�r sin t) + @u@x � @@t [�r sin t] + @

@t

2664 @u

@y|{z}
"A�h"

3775 (r cos t) + @u@y � @@t (r cos t)
@2v

@t2
=

"
@ @u@x
@x
� (�r sin t) +

@ @u@x
@y
� (r cos t)

#
(�r sin t)�@u

@x
r cos t+

"
@ @u@y
@x
� (�r sin t) +

@ @u@y
@y
� (r cos t)

#
(r cos t)�@u

@y
r sin t

@2v

@t2
=
@2u

@x2
r2 sin2 t� 2 @

2u

@y@x
� r2 sin t cos t+ @

2u

@y2
� r2 cos2 t�@u

@x
r cos t� @u

@y
r sin t| {z }

�r @v@r

În �nal adun¼am şi obţinem

r2
@2v

@r2
+
@2v

@t2
=
@2u

@x2
� r2 sin2 t| {z }+2 @

2u

@y@x
� r2 sin t cos t+

z }| {
@2u

@y2
� r2 sin2 t+

+
@2u

@x2
r2 cos2 t| {z }�2 @

2u

@y@x
� r2 sin t cos t+

z }| {
@2u

@y2
� r2 cos2 t�r @v

@r

r2
@2v

@r2
+
@2v

@t2
= r2�u� r @v

@r

r2�u = r2
@2v

@r2
+ r

@v

@r
+
@2v

@t2

�u =
@2v

@r2
+
1

r

@v

@r
+
1

r2
@2v

@t2

sau pur si simplu

�u =
@2u

@r2
+
1

r

@u

@r
+
1

r2
@2u

@t2

dac¼a p¼astr¼am numele funçtiei şi not¼am u = u(x; y) = u(r cos t; r sin t) = u(r; t) şi nu v(r; t) .
Care reprezint¼a laplacianul în coordonate polare.
�

8.3 Anex¼a - Ingrediente Tehnice
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În condi̧tiile de examen "cu c¼aŗtile deschise" (open book exam) este util¼a o "baz¼a de date" care s¼a conţin¼a
anumite "ingrediente tehnice" : limite fundamentale, propriet¼aţile operatorului de derivare, calcul de antiderivate,
funçtii elementare, tehnici de calcul algebric, funçtii periodice (trigonometrice).
Am considerat util s¼a prezent¼am câteva din aceste ingrediente tehnice.
Urm¼atoarea prezentare îns¼a este doar un exemplu.
Stundenţii sunt încurajaţi s¼a-̧si creeze propria baz¼a de date tehnice "personalizat¼a".
Consider¼am muļtimea numerelor naturale N, "generat¼a" de un element notat "1" şi de o operaţie (lege de

compozi̧tie) notat¼a "+" numit¼a adunare.

1 + 1| {z }
2 ori

not
= 2 , 1 + 1 + 1| {z }

3 ori

not
= 3 , 1 + 1 + 1 + 1| {z }

4 ori

not
= 4 ... 1 + 1 + :::+ 1| {z }

n ori

not
= n ...

Este decizia �ec¼aruia care anume formule merit¼a incluse şi cum anume trebuie organizate.

Limite fundamentale
(pentru funçtii reale de variabil¼a real¼a)

lim
n!1

�
1 +

1

n

�n
= e , lim

n!1

"
nX
k=0

1

k!

#
= lim

n!1

�
1 +

1

1!
+
1

2!
+ :::+

1

n!

�
= e , 0!

not
= 1

pentru a > 1 lim
x!+1

ax = +1 , lim
x!+1

ex = +1

lim
x!+1

lnx = +1 , lim
x&0

lnx = �1

lim
x!0

ln (1 + x)
1
x = 1 , lim

x!+1
ln

�
1 +

1

x

�x
= 1

lim
x!0

(1 + x)
1
x = e , lim

x!+1

�
1 +

1

x

�x
= e

lim
x!+1

x�x

e�x
= 0 , pentru orice �; � > 0

lim
x!0

ex � 1
x

= 1 , lim
x!0

ln(1 + x)

x
= 1

lim
x!0

sinx

x
= 1 , lim

x!0

arcsinx

x
= 1 , lim

x!0

tg x

x
= 1 , lim

x!0

arctg x

x
= 1

lim
x!0

tg x� x
x3

=
1

3
, lim

x!0

x� sinx
x3

=
1

6
, lim

x!0

1� cosx
x2

=
1

2

Observa̧tie.
Ultimele limite sunt importante deoarece arat¼a c¼a anumite funçtii trigonometrice

sin , arcsin , tg , arcsin , arctg , tg x� x , x� sinx , 1� cosx

se pot aproxima (sau se pot înlocui în calcule aproximative) cu polinoame simple x , x2 , x3

pentru x într-o vecin¼atate su�cient de mic¼a x 2 (�"; ") .

"Regula" lui l�Hospital se aplic¼a numai în cazul în care

lim
x!A

f(x)

g(x)
avem �e

(
lim
x!A

f(x) = 0

lim
x!A

g(x) = 0
�e

(
lim
x!A

f(x) = �1
lim
x!A

g(x) = �1
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Operatorul de derivare - Propriet¼a̧ti

Not¼am f 0 = Df = df
dx

Derivarea este un operator liniar (sau aplicaţie liniar¼a)

(f + g)0 = f 0 + g0 , (�f)0 = �f 0

O funçtie este constant¼a dac¼a şi numai dac¼a derivata sa este zero

(ct)0 = 0 şi f 0 = g0 , f = g + ct

Derivarea unui produs
(f � g)0 = f 0 � g + f � g0

Observaţie.
Dac¼a una din funçtii este constant¼a g = ct , atunci nu "merit¼a" folosit¼a formula de derivare a unui produs

(f � ct)0 = f 0 � ct+ f � (ct)0|{z}
0

= ct � f 0

este mai simplu s¼a folosim direct liniaritatea

(f � ct)0 = ct � f

Derivarea unei fraçtii �
f

g

�0
=
f 0 � g � f � g0

g2

Observaţie.
Dac¼a funçtia f este constant¼a f = ct , nu "merit¼a" folosit¼a formula de derivare a unei fraçtii

�
ct

g

�0
=

0z}|{
(ct)0 � g � ct � g0

g2
= ct
�g0
g2

este mai simplu s¼a folosim direct liniaritatea şi derivarea de tip "
�
1
u

�0
= � u0

u2 "�
ct

g

�0
= ct
�g0
g2

Derivarea funçtiilor compuse
[f(g(x))]

0
= f 0(g(x)) � g0(x)

Derivarea unei exponenţiale - puteri�
[f(x)]

g(x)
�0
= g(x) [f 0(x)]

g(x)�1
+ ln [g(x)] � g0(x) � [f(x)]g(x)

Derivatele funçtiilor elementare - Antiderivatele corespunz¼atoare
citind de la stanga spre dreapta " ! " : funçtia f(x) are derivata = ....

f(x) = ( ::::)

"  " citind de la dreapta spre stanga : funçtia (...) provine prin derivare din f(x)

f(x) =

Z
(::::)dx
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Derivarea unei constante
(ct)0 = 0

Derivarea unei puteri

(x�)0 = �x��1 ,
1

�
x� =

Z
x��1dx pentru � 6= 0

cazuri particulare frecvent întâlnite

(x)0 = 1 () x+ ct =

Z
1dx

x2)0 = 2x () 1

2
x2 + ct =

Z
xdx

(
p
x)0 =

1

2
p
x

() 2
p
x+ ct =

Z
1p
x
dx�

1

x

�0
=
�1
x2

() �1
x
+ ct =

Z
1

x2
dx

funçtia exponenţial¼a

(ax)0 = ax � ln a () 1

ln a
ax + ct =

Z
axdx

(ex)0 = ex () ex + ct =

Z
exdx

funçtia logaritm

(lnx)0 =
1

x
()

�
lnx+ ct1 , x > 0
ln(�x) + ct2 , x < 0

=

Z
1

x
dx pentru x > 0

funçtii trigonometrice

(sinx)0 = cosx () sinx+ ct =

Z
cosxdx

(cosx)0 = � sinx () � cosx+ ct =
Z
sinxdx

(tg x)
0
=

1

cos2 x
() tg x+ ct =

Z
1

cos2 x
dx�

1

tg x

�0
=
�1
sin2 x

() �1
tg x

+ ct =

Z
1

sin2 x
dx

(arcsinx)0 =
1p
1� x2

() arcsinx+ ct =

Z
1p
1� x2

dx

(arccosx)0 =
�1p
1� x2

() � arccosx+ ct =
Z

1p
1� x2

dx

(arctg x)0 =
1

1 + x2
() arctg x+ ct =

Z
1

1 + x2
dx

Pentru calcul de antiderivate.

Integrarea prin p¼aŗti

"integrala" unui produs
Z
A(x) �B(x)dx , se poate "reduce" la integrala altui produs obţinut :

una din funçtii se deriveaz¼a, iar cealalt¼a se integreaz¼a

de exemplu:
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i) A(x) se deriveaz¼a , iar B(x) se integreaz¼a

i)
Z
A(x) �B(x)dx = A(x) �

�Z
B(x)

�
�
Z
A0(x) �

�Z
B(x)

�
dx

sau
ii) A(x) se integreaz¼a , iar B(x) se deriveaz¼a

ii)
Z
A(x) �B(x)dx =

�Z
A(x)

�
�B(x)�

Z �Z
A(x)

�
�B0(x)dx

Schimbarea de variabil¼a (i)

i)
Z
f(u(x)) � u0(x)dx =

Z
f(y)dy , y = u(x)

bZ
a

f(u(x)) � u0(x)dx =
u(b)Z
u(a)

f(y)dy , y = u(x)

Schimbarea de variabil¼a (ii) x = v(t) , v bijectiv¼a [a; b]
v [c; d] , a = v(c) , b = v(d)

ii)

bZ
a

f(x)dx =

dZ
c

f(v(t)) � v0(t)dt

Funçtii elementare (reale)

Funçtia putere , exponent natural, continu¼a şi derivabil¼a pe R

xn : R! R

Funçtie raţional¼a (raport de polinoame) continu¼a şi derivabil¼a pe R cu excepţia r¼ad¼acinilor numitorului
Q(x) = 0

P (x)

Q)x)
: Rn fx , Q(x) = 0g ! R

În particular
1

x
: Rnf0g! R

Funçtia radical de ordin par 2n
p , p continu¼a pe [0;+1) , derivabil¼a pe (0;+1)

p
x : [0;+1)! [0;+1)

Funçtia radical de ordin impar 2n+1
p , 3

p continu¼a pe R , derivabil¼a pe Rnf0g

3
p
x : R! R

Funçtia putere , exponent real � 6= 1 continu¼a şi derivabil¼a pe (0;+1)

x1=3 : (0;+1)! (0;+1)

Observaţie.
Funçtia putere x1=3 şi funçtia radical 3

p
x coincid numai pentru x > 0

- funçtia radical 3
p
x are sens şi pentru numere negative : 3

p
�1 = �1
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- funçtia putere x1=3 are sens numai pentru numere pozitive x > 0

Funçtia exponenţial¼a exp(x) = ex continu¼a şi derivabil¼a pe R

ex : R! (0;+1)

Funçtia logaritm lnx continu¼a şi derivabil¼a pe (0;+1)

lnx : (0;+1)! R

Funçtii trigonometrice
- sinx continu¼a şi derivabil¼a pe R , inversabil¼a pe [��2 :

�
2 ]

sinx : R![�1; 1] , sinx : [��
2
:
�

2
]! [�1; 1]

- cosx continu¼a şi derivabil¼a pe R , inversabil¼a pe [0:�]

cosx : R![�1; 1] , cosx : [0:�]! [�1; 1]

- tg x continu¼a şi derivabil¼a pe Rnf (2k+1)�2 , k 2 Zg , inversabil¼a pe (��2 :
�
2 )

- arcsinx continu¼a pe [�1; 1] , derivabil¼a pe (�1; 1)

arcsinx : [�1; 1]! [��
2
:
�

2
]

- arccosx continu¼a pe [�1; 1] , derivabil¼a pe (�1; 1)

arccosx : [�1; 1]! [0:�]

- arctg x continu¼a şi derivabil¼a pe R

arctg x : R! (��
2
:
�

2
)

Funçtii trigonometrice - Propriet¼a̧ti

sin2 x+ cos2 x = 1

cos 2x = cos2 x� sin2 x = 2 cos2 x� 1 = 1� 2 sin2 x

cos2 x =
1 + cos 2x

2
, sin2 x =

1� cos 2x
2

sin 2x = 2 sinx � cosx

Transform¼ari
cos(a+ b) = cos a cos b� sin a sin b

sin(a+ b) = sin a cos b+ cos a sin b

- sume în produs

sin a+ sin b = 2 sin
a+ b

2
cos

a� b
2

cos a+ cos b = 2 cos
a+ b

2
cos

a� b
2

cos a� cos b = 2 sin a+ b
2

sin
b� a
2
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- produs în sume (se citesc de la dreapta spre stanga egalit¼aţile anterioare)

sin a cos b =
1

2
[sin(a+ b) + sin(a� b)]

cos a cos b =
1

2
[cos(a+ b) + cos(a� b)]

sin a sin b =
1

2
[cos(a� b)� cos(a+ b)]

Funçtii trigonometrice inverse

arcsinx+ arccosx =
�

2
pentru orice x 2 [�1; 1]

arctg x+ arctg
1

x
=
�

2
pentru orice x > 0

arctg x+ arctg
1

x
= ��

2
pentru orice x < 0

Funçtii trigonometrice - de�ni̧tie "geometric¼a"

Unghiuri m¼asurate ca arce de cerc , cerc cu raza = 1

2π

π π/2

1 cerc complet 2�
1/2 cerc = semicerc �
1/4 cerc = 1/2 semicerc = sfert de cerc �=2 (unghi drept)
1/2 semicerc �=4
1/3 semicerc �=3

Funçtiile sin , cos , tg de�nite geometric
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A

B

C
α

A2

A1C1

C2

B2

B1

sin� =
AB

BC
, cos� =

AC

BC
, tg� =

AB

AC
Dac¼a unghiul �! 0 , atunci A1B1 ! 0 şi deci

sin 0 = 0 , iar din sin2 0 + cos2 0 = 1 deducem cos 0 = 1
Dac¼a unghiul �! �=2 , atunci C2A2 ! 0 şi deci

cos �2 = 0 , iar din sin
2 �
2 + cos

2 �
2 = 1 deducem sin �2 = 1

sin 0 = 0 , cos 0 = 1 , sin
�

2
= 1 , cos

�

2
= 0

Putem obţine unghiul �
4 considerând un p¼atrat şi o diagonal¼a a p¼atratului.

Dac¼a latura p¼atratului are lungime 1 , atunci (conform teoremei lui Pitagora)
diagonala are lungime =

p
12 + 12 =

p
2

1

1

π/4

2

şi obţinem valorile corespunz¼atoare pentru sin , cos , tg

sin
�

4
=

1p
2

, cos
�

4
=

1p
2

, tg
�

4
= 1
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Putem obţine unghiul �
3 considerând un triunghi echilateral �ABC şi o în¼aļtime ( median¼a) AD

A

CB
D

π/3

1

1/2

3
2

π/6

Dac¼a latura AB = 1 , atunci BD = 1=2 şi conforma teoremei lui Pitagora

AD =
p
AB2 �BD2 =

r
1� 1

4
=

p
3

2

şi obţinem valorile corespunz¼atoare pentru sin , cos , tg

sin
�

6
=
1

2
, cos

�

6
=

p
3

2
, tg

�

6
=

1p
3

, sin
�

3
=

p
3

2
, cos

�

3
=
1

2
, tg

�

3
=
p
3

Funçtii trigonometrice - de�nite ca sume de serii de puteri

sinx =
1X
n=0

(�1)n
(2n+ 1)!

x2n+1 =
x

1!
� x

3

3!
+
x5

5!
� x

7

7!
+ :::

cosx =
1X
n=0

(�1)n
(2n)!

x2n = 1� x
2

2!
+
x4

4!
� x

6

6!
+
x8

8!
+ :::

În aceast¼a form¼a, este mai uşor de observat c¼a

sin 0 = 0 , cos 0 = 1
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Formule Algebrice

a2 � b2 = (a� b)(a+ b)

a3 + b3 = (a+ b)(a2 � ab+ b2)

an � bn = (a� b)(an�1 + an�2b+ :::abn�2 + bn�1)

xn � 1 = (x� 1)(xn�1 + xn�2 + :::x+ 1)

1 + x+ x2 + ::+ xn =
1� xn+1
1� x pentru x 6= 1

Num¼arul a 2 R este r¼ad¼acin¼a de ordin k pentru polinomul P (x) dac¼a şi numai dac¼a

P (x) = (x� a)kQ(x) şi Q(a) 6= 0

sau echivalent

P (a) = 0 , P 0(a) = 0 , P 00(a) = 0 , .... , P (k�1)(a) = 0 şi P (k)(a) 6= 0

Observaţie.

Scrierea sub form¼a de fraçtie A
B = C reprezint¼a de fapt relaţia A = B � C

Pentru A = 1 , interpret¼am relaţia B � C = 1 în sensul c¼a B şi C sunt inversabile.
( B este inversul lui C şi C este inversul lui B )

Dac¼a B = 0 , atunci A = B � C este posibil¼a numai dac¼a A = 0 ,
dar relaţia 0 = 0 � C este adev¼arat¼a pentru orice C 2 R
prin urmare "fraçtia" 0

0 nu reprezint¼a un anumit num¼ar unic , se spune c¼a " 00" nu are sens
Dac¼a A 6= 0 şi B = 0 relaţia 0 6= A = 0 � C = 0 este fals¼a.

Aceste observaţii simple, justi�c¼a de ce anume o fraçtie de tip " A
0 " nu are sens.
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