CAPITOLUL 1. ELEMENTE DE ALGEBRA

1.1 Multimi

Definitia 1.1.1 (Cantor) Prin multime se intelege un ansamblu de obiecte bine determinate §i

distincte, care formeaza o entitate.
Obiectele care formeaza o multime se numesc elementele multimii.
Vom nota multimile cu literele mari A, B,....... , iar elementele lor cu literele mici a, b, ...., X.

A determina o mulfime inseamna a preciza individual elementele sale sau a preciza o
proprietate caracteristica (pe care o au elementele mulfimii respective si numai acestea).
Mentionam ca nu orice proprietate (in sensul uzual al cuvantului) determind o multime, insa se
accepta ca orice proprietate determind o clasd (sau famili) (clasa obiectelor ce satisfac
proprietatea respectivd). Amintim, de exemplu, cd nu se poate vorbi de multimea tuturor
multimilor ci de clasa tuturor multimilor. Restrictiile ce se impun asupra proprietatilor pentru ca

acestea sa determine mulfimi deriva din presupunerile enuntate in definifia 1.1.1.

Daca A este o multime, iar a este un element al multimii A, vom nota a € A, iar in caz

contrar notam a & A.

Definitia 1.1.2 Spunem ca multimea A este inclusa in multimea B si scriem A € B daca orice
element din multimea A se afla si in multimea B. Daca A € B, atunci A mai este numita
submultime a lui B.

Admitem existenta unei mulfimi care nu are nici un element, numita multimea vida, pe care
0 vom nota cu @.

Pentru orice multime A, are loc @ € A.

Spunem ca multimile A si B coincid si scriem A =B daca A € Bsi B C A.
Definitia 1.1.3 Fiind date doua multimi A si B, vom nota cu A N B multimea

{X| x €4 si x €B} si 0 vom numi intersectia mulfimilor A si B.

Daca A N B =@ vom spune ca A si B sunt disjuncte.



Definitia 1.1.4 Fiind date doua multimi A si B, vom nota cu A U B multimea { x | x EAsaux €
B} si 0o vom numi reuniunea mulfimilor A si B .
Definitia 1.1.5 Fiind date doua multimi A si B, vom nota cu B — A multimea

{x|x €B,x A}

si o vom numi diferenta multimilor B si A. Daca A € B, atunci B - 4 se mai noteaza CBA Si

este numita complementara multimii A relativ la B.
Daca pentru un context dat se are in vedere o multime U (numitd si multimea universald) ce

contine ca submultimi toate multimile in discutie in contextul respectiv si A € U, atunci CUA se

mai noteaza CA si este numita, simplu, complementara lui A.
Pentru orice mulfimi A, B, D au loc urmatoarele proprietati:
DONA=0;ANU=A;0UA=A;AUU=U;A-0=A;A-A=0;
2)ANBSA;ANBEB,ACAUB;BSAUB,;
3) AN(AUB)=A=AU(ANB);
4)AUB=BUA;ANB=BNA,;
SY (ANB)ND=AN(BND);(AuB)uD=AU(BuUD);
6) AUA=A=ANA;
NVACSCB=>AuUDCSBUD;ANDCSBND,;CBCcCA,
8 ANBUD)=(ANB)U(AND)
AuBND)=(AuB)N(AuUD)
99C(AuB)=CANCB;C(ANB)=CAUCB;
C(CA)=A;
10)B-A=B N CA.
Pentru o familie de multimi M ={Mi| i € 1} definim:

e reuniunea multimilor din familia M si scriem U;¢; M; , multimea {x | exista i€ I, astfel
incat x eM;}

e reuniunea multimilor din familia M si scriem ;¢; M; , multimea {x | pentru orice i€ |,
avem X €M;}

Sunt adevarate proprietatile:

1. M; € U;e; M;, pentru orice i€ I;

2. Ner M; € M; pentru orice i€ I;



3. M N (UierM;) =Uje;(M 0 M),
4. M U(Niegr M) = Nier(M U M;);
5. C(Nier M;) = Ujer CM; 51 C(U e M;) = Ny CM;.

Daca A si B sunt multimi si a € A, b € B, atunci putem forma perechea ordonat: (a,b).
Avem (al, bl) = (a2, b2) daca a =asi b1 = b2.
Definitia 1.1.6 Multimea {(a, b) | a €A, b € B} este notatd cu A x B §i este numita produsul

cartezian al multimilor A si B.

2
Pentru A=Bnotam A X Acu A .

Inductiv, definim pentru multimile Al, Az’ vy An produsul cartezian
A1 X A2 X .. % An: {(a1 an) |Vi=1,2,...n, a € Ai, }

Definitia 1.1.7 Multimea ( A - B) U ( B - A) se numeste diferenta simetrici (Sau suma booleana)
a multimilor A §i B §i se noteazd cu A A B.

Pentru orice multimi A, B, D au loc egalitatile:

1)(AAB)AD=AA(BAD),

2)AAB=BAA;

AAD=A;AAA=0Q;

4HAN(BAD)=(ANB)A(AND).
Exemple de multimi importante:

Prima multime de numere cunoscute este multimea numerelor naturale, notata
N ={0, 1, 2, 3, ...,n,...}, iar multimea numerelor naturale fara zero
N*={1,2,3,...n,...}

Apare apoi multimea numerelor intregi, notata
Z={...n,...,-3,2,-1,0,1,2,3, ...,n, ...}, observandu-se cda Nc Z.

Tn aceastd multime nu se poate efectua impartirea de fiecare dati ca si obtinem un numar

intreg. Exempu 7:2=3,5¢N.



Atunci, vom fi condusi la ideea extinderii mulfimii numerelor intregi, obtindind mulfimea

. o m . . .. .

numerelor rationale, notata Q= {—/ mneZ,n# O} numite si fractii, cu observatia ca NcZcQ,
n

Q contine numerele zecimale finite, periodice simple si periodice compuse.

Dar mai apar si alte numere in practica, spre exemplu la calculul diagonalei unui patrat de
latura 1, unde diagonala este \/Z . De aici, necesitatea definirii unei multimi mai largi de numere,

numita multimea numerelor reale si notata cu R.

Multimea numerelor reale se defineste axiomatic, unele axiome fiind, de fapt, proprietati
ale multimilor N, Z, Q, ceea ce face ca prin aceastd definire sd se regaseasca In R proprietatile

multimilor anterioare.

In definirea axiomatica a multimii numerelor reale se cere ca acesta multime sa verifice un

sistem de axiome Tmpartit in cinci grupe:
1. Axiomele operatiei de adunare

Pe R se defineste o lege internd, notatd +: RXR — R, care asociaza fiecarei perechi ordonate

de numere reale (a, b), numarul real unic a+b, care verifica:
Al. Este asociativa: (a+b)+c=a+(b+c); Va, b, ceR.
A2. Este comutativa:a+b=b+a; Va,b eR.
A3. Numarul 0 est element neutru pentru adunare :a+0=0+a=a.
A4. Numarul (-a) este simetricul lui a (opusul ) fata de adunare : a+ (-a) =(-a) +a=0
(R, +) capata astfel o structura de grup abelian
2. Axiomele operatiei de inmultire

Pe R se defineste inca o lege interna, notata -: RXR — R, care asociaza fiecarei perechi

ordonate de numere reale (a, b), numarul real unic a-b, care verifica:

11. este asociativa: (a-b) -c = a- (b-c); Va, b, ¢ eR.



12. este comutativi : a-b = b-a; Va, b €R.
13. Numarul 1 est element unitate pentru inmultire : a-1=1-a = a.

4. Pentru orice numar real a diferit de zero existi un numar real a'l, numit inversul lui a astfel

ca:

3. Axioma distributivitatii inmultirii fata de adunare
a- (b+c)=a-b+a-b (V)a, b, ¢ eR. (revedeti scoaterea factorului comun)
Cu cele doua legi multimea numerelor reale devine corp comutativ.

4. Axiomele de ordine

R este un corp comutativ total ordonat, adica intre elementele sale exista o relatie notatda <

astfel Incat sunt indeplinite conditiile:

O1. Pentru orice numar real a, a < a (reflexivitate);

O2. Pentru orice numere reale a,b, ¢, din a < b sib < c, rezulta a < c (tranzitivitate);
O3. Pentru orice numere reale a, b, din a < b sib < a, rezultd a = b (antisimetrie);
O4. Pentru orice numere reale a, b, avem a < b sau b < a (totala ordonare);

O5. Pentru orice numere reale a,b, ¢, din a < b, rezulta a + ¢ < b + ¢ (compatibilitatea relatiei

de ordine cu adunarea);

06. Pentru orice numere reale a,b, ¢, din a<b si 0<c, rezultd a-c < b - c (compatibilitatea

relatiei de ordine cu inmultirea).
Deoarece si Q verifica relatiile de mai sus, rezulta ca este nevoie de Tnca o axioma:
5. Axioma marginii superioare

Definitia 1.1.8 O multime A de numere reale se numeste majorata sau mdrginita superior daca

exista un numar real M astfel incdt a< M, pentru orice a din A.



O mulfime A de numere reale se numeste minorata sau marginita inferior daca exista un

numar real m astfel incat m < a, pentru orice a din A.
O multime A de numere reale se numeste marginita daca este majorata si minorata.

Definitia 1.1.9 Fie o multime A de numere reale majoratd. Se numeste supremum lui A cel mai

mic majorant. Cu alte cuvinte o = supA daca:

1) a este majorant pentru multimea A;
2) o este cel mai mic dintre majoranti, adica pentru orice ¢ > 0 existd a, € A, astfel ca

a. >oa—¢

Definitia 1.1.10 Fie o multime A de numere reale minorata. Se numeste infimum lui A cel mai

mare minorant. Cu alte cuvinte o = inf4A daca:

1) a este minorant pentru multimea A;
2) o este cel mai mare dintre minoranti, adicd pentru orice ¢ > 0 existd a, € A, astfel ca

a. <o +teg

Axioma marginii superioare: Daca A este o multime majoratd de numere reale, atunci

existd un cel mai mic majorant.

Principiul lui Arhimede: Pentru orice numere reale X, y cu y > 0 existd un numar natural n

astfel ca ny > x.

Definitia 1.1.11 O dreapta pe care s-a fixat originea O, un sens §i o unitate de mdsura se

numeste axd.

Intre multimea punctelor de pe axa si mulfimea numerelor reale existd o corespondenta
biunivoca. Oricarui numar real ii corespunde un punct pe axa si reciproc. S-au mai introdus doua
2

simboluri respectiv “+o0” g1 “-0”, care reprezintd un numar foarte mare pozitiv iar “-oo

reprezintd un numar foarte mare in valoare absoluta dar cu semnul minus.
1.2 Functii

Definitia 1.2.1 Fiind date doua multimi A si B, spunem ca am definit o functie pe A cu valori in

B si notam f: A = B, daca fiecarui element din A ii corespunde un singur element din B.



Multimea A poartd numele de domeniu de definitie al functiei f, iar B poartd numele de
codomeniu functiei f. Elementele multimiii A se numesc variabile sau argumente, iar
elementele multimii B se numesc valori.

Vom spune ca doua functii f si g coincid daca au acelasi domeniu de definitie A, acelasi
codomeniu B si V X € A, avem f(x) = g(x).
Fief:A—>B,A'C AsiB' € B.
f(A") = {f(x) | X € A'} este numitd imaginea directa a submultimii A' prin functia f,
iar
f -1(B') = {x € A[f(x) € B'} este numita imaginea inversa a submultimii B' prin functia f.

-1 -1
Se poate arataca f(f (B)) S B'siA'cSf (f(A")) deunde obtinem ca:

F(E (FAN=F(A)sif (F(E B))=F (B).

Au loc proprietatile: pentru orice familie de submulfimi ale lui A, {Ai}iEI, si pentru orice familie

de submultimi ale lui B, {Bi}iEI, avem:

1. f(Uier4) = Uier f(A)
2. T (UierB) = Uies f71(BY)
3. f(Nier 4i) € Nier f(Ap
4. TYNierB) = Nigr f1(By

Definitia 1.2.2 Fief: 4 -> B, g: B— C.
Functiag .f: A— C, ¥x €A, (90f) (x) = g (f (x)) este numita compusa functiilor g si f.

Se remarca faptul ca, dacd f: A — B, g: B — Csih: C — D atunci: ho (gof) = (hog) of.
Definitia 1.2.3 Fie f: A — B o functie.

1) f este numita functie injectiva daca:

VX, X, EA, X #Xx, =>f (xl) #f(xz) (sau, echivalent VX, X, EAf (xl) =f (xz) X = xz);
ii) f este numitd functie surjectiva daca Vb €B, 3 a € A, asa incdt f (a) = b;

iii) f este numita functie bijectivd daca este injectiva si surjectiva.

Observatie:

Fief:A—-B,g:B—>C

1) Daca f si g sunt injective (surjective), atunci gof este injectiva (surjectiva);



i1) Daca gof este injectiva (surjectiva), atunci f este injectiva (g este surjectiva).
Definitia 1.2.4 Functia h : B — A se numeste inversa functiei f: A — B daca
hof = 1A sif h= 1B (unde 14 : A = A, prin 1a(a) = a pentru orice a din A).
Inversa functiei f, daca exista, se noteaza cu f -1. In acest caz, functia f se numeste functie
inversabila.
Definitia 1.2.4 O functie f: R —R se numeste;
e pard (respectiv impard) daca f(x) = f(-X) (respectiv f(-x) = -f(x)) pentru orice x real
(respectiv f(-x) = -f(x));
e crescdtoare daca pentru orice x <Y, avem f(X) < f(y). Daca inegalitatile sunt stricte,
atunci f se numeste strict crescatoare;

o descrescatoare daca pentru orice x =Y, avem f(x) > f{y). Daca inegalitatile sunt

stricte, atunci f se numesgte strict crescatoare;

e monotond daca este crescatoare sau descrescaroare.

Functii elementare:
1. Functia putere
e Cu exponent par
Este functia f: R - Ry, f(x) = X", cu n par.

Graficul functiei este:

bl

Functia este para, este descrescatoare pe (-0, 0 ), crescatoare pe (0, o), nu este injectiva,

dar este surjectiva.

e Cu exponent impar



Este functia f: R —» R, f(x) = X", cu n impar.
Functia este crescatoare si bijectiva.

Graficul functiei este:

2. Functia radical

e De ordin par
Este functia f: R+ = R., f(X) = Vx, cu n par.

Graficul functiei este:

Functia este crescdtoare si bijectiva.
e De ordin impar
Este functia f: R — R, f(x) = 3/x, cu n impar.

Graficul functiei este:



e

Functia este crescatoare, bijectiva si impara.

3. Functia de gradul 1

Functia f:R—>R, f(x)=ax+b, a=0senumeste functie de gradul 1.

Exemplu: f:R—>R, f(x)=-2x+1

Intersectia cu axele

Q) NOX= Yy = f(x):0:>ax+b=0:>x:%:):>A(%:),Oj;

b) noy=>x=0=y=f(x)=b= B(0,b);

Graficul functiei de gradul I

Este 0 dreapta.

Se construieste astfel: se afla intersectia cu axele, se reprezinta in sistem ortogonal de axe
XxQy cele doua puncte A si B, apoi se unesc aceste puncte obtinandu-se o dreapta ce

reprezinta graficul functiei.

Monotonia functiei de gradul I

Daca a > 0 atunci f este crescatoare
Daca a < 0 atunci f este descrescdtoare
Daci a = 0 atunci f este constantd (f(x) =b)

Semnul functiei de gradul I, f :R —> R, f(x)=ax+b, a=#0, se determina astfel:

. § . y -b
Se scrie si se rezolva ecuatia atasatd: ax+b=0=>x=—;
a



e Se face tabelul:

f(x) semn contrar lui a 0 semnul lui a

Exemplu: Sa se afle semnul functiei f (X) = —3x +18, atagam ecuatia -3x+18=0 si gasim x=6.

- 00 6 +

x € (6,0): f(x)<0

ax+b<0_ ax+b>C

Exemplificadm aplicatii la rezolvarea unor inecuatii de forma <0; >
cx+d cx+d

5x-10
—X+6

Sa se rezolve inecuatia <0

Rezolvam numaratorul si numitorul acestei fractii, apoi studiem semnul in tabelul.
5x-10=0 X=2
—X+6=0 X=6

Solutia: X & (— o0, 2) (6, )




-X+6 | + + + + + 0 - -

5x—10 | - - - o + [ - -
-X+6

ax+by=c

,m,n, p,c,a,beR
mx-+ny = p

Rezolvarea sistemelor de tipul : {

Repetam metoda reducerii si metoda substitutiei din gimnaziu. Avand in vedere ca cele doua

ecuatii sunt doua drepte , ne intereseaza pozitia relativa a celor doua drepte.

Pentru rezolvarea sistemelor de inecuatii de gradul I vom rezolva fiecare inecuatie apoi

intersectam solutiile lor si obtinem solutia sistemului.
Exemplu:
X e (2,
(2.%) 9

X+1>3 X>2
a) & < 9= XE(Z,OO)(W(—OO,—:|=(2, —}
2x+1<10 2X<9 X e —oo,E 2 2

Sa se rezolve:

X%Zerzi_l 2x-3<0 2Xx+3>0
b) <3x-1>0 _

K _§+3_x<_x+1 ) 2X 120 K X(X 1)<O
3t 5 -1> X+1

4. Functia de gradul 2
Functia f :R—>R, f(x)=ax*+bx+c, a=0senumette functie de gradul 2.
Ecuatia atasata: ax” +bx+c=0; A=b?—-4ac

—b++A : e I
e Daca A>0= X #X,; X, = 2—\/— - ecuatia are 2 radacini reale diferite;
' a



< -b . L
e Daci A=0=X =X, = 25 ecuatia are 2 racini reale egale;
a

e Dacd A <0 - ecuatia nu are radacini reale.

Intersectia cu axele, varf, grafic, monotonie

e QGraficul este o parabola cu varful jos dacd a>0 si cu varful sus dacd a<0.

e Varful are coordonatele x, =;—:; Yy =%. Deci, V(;—b;—Aj
a’ 4a

e Nox=>y=Ff(X)=0=ax’ +bx+c=0

_—b++A

a) Daca A>0= X, # X,; 5
a

X, deci graficul intersecteazd axa OX in 2 puncte

distincte.
g -b . : 5 . .
b) Daca A=0=X, =X, = Za deci graficul intersecteaza axa OX intr-un singur punct care
a

va fi varful parabolei.

c) Daca A <0 graficul nu intersecteaza axa OX.

e Noy=x=0=y="f(x)=c= A(0,c)

Relatiile lui Viete
b
S=X+X,=——
x* —-Sx+P=0; & ax? +bx+c=a(x—x)(X—X,);
c
P=x -X, =—
1 2 a
Semnul functiei de gradul II — se studiaza astfel: se scrie ecuatia atasatd
ax’ +bx+c=0;
—b++A .
e Daca A>0=X #X,; X, = —\/_ , deci avem tabelul:

2a

X — 0 X1 Xo + 00



f(x) semnul luia 0 semn contrar lui a 0 semnul lui a

e Daci A=0=>X =X, = ;—b , deci avem tabelul:
a

-b
—© — +00
2a
X
f(x) semnul lui a 0 semnul lui a
e Daca A <0 nuavem radacini reale, deci tabelul devine:

f(x) | semnul lui a

Sa se determine functia
f(x)=ax’ +bx+c daci f(0)=1 f(-2)=2 g f(1)=-1

Conditiile date conduc la sistemul de ecuatii:
f(0)=1 a-0+b-0+c=1
f(c2)=2 ola-(C2P+(-2)brc=2a=-tib=—Sic=1= f(x)=—X X,

2 2 2
fl)=-1 a-12+1.b+c=-1

Forma canonica a functiei de gradul al doilea:

f(x)= a(x+£j2 A

2a _E

Exemplu:



Sa se scrie functia de gradul doi sub forma canonica si sa se deduca valoarea extrema a functiei

Tn cazurile:

a) f(x)=3x> —x;b) f(x)=x>+x+2;¢) f(x)=—-4x" +2x+3

Rezolvare:
2 2 2
Pentrub) f =a x+£ A x+1 +Z= x+£ +Z
2a 4a 2 4 2 4
a=1
b=1 A=b?-4ac=1-8=-7
c=2

b ij b
2a 4a

Daca a=1>0, f are un minim Vmin[__ -2

A 7 7
Ymin=-— =—= fmin =—;
" 4a 4 4

La fel pentru a) si ¢).
Sa se traseze graficul urmatoarelor functii:
D f(x)=—x*—2x+8; 2) f(x)=—x>+4x—4; 3) f(x)=x*+2x-3; 4) f(x)=—x>—2x+3
Aplicatii: Rezolvare de inecuatii:
a) x> —x>0; b)3x* +6x<0; c)x*—-9<0; d)x*+4x+9>0

Rezolviam b) 3x? +6x < 0; atasdm ecuatia 3x* +6x =0; o rezovim

X(3x+6)=0 x,=0;x,=—2 S:xe(-2,0)

-0 -2 0 + o0

f(x)=3x> +6x |- 0 - 0 +




. . . X+y=S
Rezolvarea sistemelor simetrice de forma
X-y="P
Atunci ecuatia in suma si produs este Z> —SZ +P =0

Exemple:

2xy+5(x+y)=55 [2P+58=55 (S=7 .
=4 & atunci
6xy+3(x+y)=81 ~|6P+35=81 |P=10

Z?-7Z+10=0=Z, =2 i Z, =5 care dau tocmai solutia sistemului (2, 5) si (5, 2)

Rezolvarea sistemelor formate dintr-o ecuatie de gradul I si o ecuatie de gradul 2 sau intersectia

' ' mx+n=y
dintre o dreapta si o parabola , de forma{ ) a,b,c,mneR
ax“+bx+c=y
Exemplu:
y=x+1 ) )
) S X =3X+5=X+1 X" —-4x+4=0 X, =X, =2=Yy,=Y,=3
y=Xx"-3X+5

y—-x+1=0 ) {y—2x=0 , {x+y+xy:29

Sa se rezolve sistemele: 1) { Xy 2(X y) 2
— + =

y=x>-2x-1 y=x>+Xx+3
1.3 Algebra liniara

1.3.1 Matrice
Definitia 1.3.1: Se numeste matrice cu n linii §i m coloane de numere reale orice aplicatie

AL 2 )X {1 2 .m}->R, (i,j)— ajER,

descrisa cu ajutorul tabloului



Pentru elementul a.;, indicele i aratd linia

ij?

indica pe ce coloana este situat.

a12 a'lm
a22 ' a2m
Ay o Any

pe care se afld elementul, iar al doilea indice j

VVom nota cu M j, x m(R) multimea tuturor matricelor cu n linii $i m coloane de numere reale.

Cazuri particulare

1) O matrice de tipul 1x m(deci cu o linie si n coloane) se numeste matrice linie si are forma

A=(a, a, .. a,).

2) O matrice de tipul nx1(cu n linii si 0 coloana) se numeste matrice coloanda si are forma

3) O matrice de tip nxmse numeste nula (zero)
o)

daca toate elementele ei sunt zero. Se noteaza cu



Printre aceste matrici una este foarte importanta aceasta fiind

. 0
01 ..0
1, =
00 .1

si se numeste matricea unitate (pe diagonala principala are toate elementele egale cu 1, iar in rest

sunt egale cu 0).
Sistemul de elemente (a,, a,, .. a,,) reprezintd diagonala principald a matricii A, iar

n
suma acestor elemente a;, + a,, +... + a,,se numeste urma matricii A notatd Tr(A) = Za” :
i=1

Sistemul de elemente (a,, a,,, ... a,) reprezintd diagonala secundard a matricii A,

Fie A= (aij), B= (bij)e M 1 x m(R). Spunem ca matricile A, B sunt egale si scriem A = B

daci a,;=b,;, (V)i=1n,(V) j=1m.

Definitia 1.3.2 Date fiind doua matrice de n linii i m coloane, A= (aij )ij si B= (bjj )ij, definim

suma acestora, A+B, ca fiind o matrice C = (Cjj )ij ot cu n linii i m coloane, unde ci; = ajj +

bij, pentru orice i = 1,n i oricej = 1,m, deci

a, a, .. a, b, b, .. b, a,+b, a,+b, .. a,+b,
a21 a'22 a2m + b21 22 b2m — a'21 + b21 a22 + b22 a'2m + b2m
anl an2 e anm bnl bn2 e bn anl + bnl an2 + bn2 e anm + bnm

Exemplu: Sa se calculeze A + B pentru:

1-12 05 -3
1. A= , B= :
301) (1015]

11 01
2. A= B=|_ _|
Jelo

-11)




Rezolvare: 1. Avem

1-12 0 5 -3 1+0 -1+5 2-3 1 4 -1
A+B= + = =
(3 0 1} (10 1 5} (3+10 0+1 1+5j (13 1 6}

2. Avem
11 01 1+0 1+1 12
A+B= + .= =
e o 1))

Proprietati ale adunarii matricilor
A, Adunarea matricilor este asociativa, adica:
(A+B)+C=A+(B+C), (V)A B,C e Muxu(R).
A, Adunarea matricilor este comutativa, adica:
A+B=B+A, (V)A Be Mnxn(R).

A; Adunarea matricilor admite matricea nuld ca element neutru, adicd 30, € M , x n(R)

astfel incat A+0,,=A (V)Ae Myxm(R).

A, Orice matrice Ae M xn(R) are un opus, notat— A, astfel incat

A+(-A)=0

n,m?*

Definitia 1.3.3 Produsul dintre o matrice Ae M nxm(R) si un numdr real J. se defineste ca fiind

o matrice C = (Cjj )ij tot cu n linii §i m coloane, unde cij = 1 ajj , pentru orice i = 1,n gi orice j

ajq o A1m A aiq e A A1m
a’Tll ee anm A.anl e A-anm

=1,m, deci



-3 5

Exemplu Fie A=

. 3 -18 30
. Atunci 6A = 0

4 6)

O N

- 1
3

Proprietiti ale inmultirii matricilor cu scalari
S, HuA)=(Au)A, (V) A, ueR, (V) Ae M 1xm(R);
S, (A+B)=1A+B,(V) 1 e R,(V) A, Be M 1xu(R);
S, (A+u)A=2A+uA (V) A, ue R,(¥) Ac M 1xn(R);
S,1.-A=A,le R,(Y) Ae M 1xm(R);

Definitie 1.3.4 Fie A € M 1xm(R), B € M nxp(R). Produsul dintre matricile A si B (in aceasta

ordine), notat A-B este matricea C = (ck j ) € M xp(R) definita prin

m —

j=1m.

o
=
QD
Z
e
—~
<
~
=~
I
S|
—
<
~
N

Observatii

1) Produsul AB a doua matrici nu se poate efectua intotdeauna decat daci A € M xn(R) si B €
M mxp(R), adica numarul de coloane ale lui A este egal cu numérul de linii ale lui B, cand se

obtine o matrice C = A‘Be M 4 ,(R).

2) Daci matricile sunt patratice A, Be M, (R) atunci are sens intotdeauna atat A-B cat si B -A, iar,

n general, A-B # B -A adicd inmultirea matricilor nu este comutativa.
Proprietiti ale inmultirii matricilor
I, Inmultirea matricilor este asociativi, adici

(A-B)-C=A-(B-C),(V)Ae M,,,(C),(V)Be M, ,(C),(V)Ce M, (C).

I, Inmultirea matricilor este distributiva in raport cu adunarea matricilor, adica



(A+B)-C=A-C+B-C, C-(A+B)=C-A+C-B, (¥)A, B, C matrici

pentru care au sens operatiile de adunare si inmultire.
I, Daca |, € M, (R) este matricea unitate, atunci
I,-A=A-1_ =A (V)Ae M,(R) .

Se spune ca |, este element neutru in raport cu operatia de inmultire a matricilor.
Definitia 1.3.5 Fie Ae M, (R) . Atunci A' = A, A>=A-A, A>=A%.A, .., A=A A (V)
keN”". (Convenim A° =1).

1.3.2 Determinanti
Definitie 1.3.5 Se numeste permutare de ordinal n orice functie bijectiva

o:{1,2,.,n}—{1, 2,..n}

Pentru a nota o permutare se foloseste urmatorul tablou

( 1 2 e n )

o(l) o(2) .. on)

Multimea tuturor prmutdrilor de ordin n se noteaza Sp,.

Definitie 1.3.6 Perechea (i, j) se numeste inversiune pentru permutarea o daca
i<jsia(i)>o().

Numdrul inversiunilor unei permutdri se noteazd cu m(c), iar numdrul (—1)™) se noteazd cu

e(0) §i se numeste signatura permutarii o.
Permutarea o se numeste para daca (o) =1 si impara daca ¢(o) = -1.

Fie A= (ai j ) € M, (R) o matrice patratica. Vom asocia acestei matrici un numar notat

det(A) numit determinantul matricii A, definit prin

det(A) = Zaesn E(U)ala(l) A16(2) - Ano(n)



Observatii:
1. Daca A=(a,,) este o matrice patratici de ordinul intdi, atunci

det(A) =a,;.

- - = all a12 -
2. Determinantul matricii A= este numarul
a21 a22

a;; 9y
dEt(A) =a,,8y, — 8,8, =

21 a22

Deoarece exista doua inversiuni de ordinal doi:
o = (1 g) cu &(oy) =1 si 0, = (% f) cu &(0y) = -11
3. Determinantul matricii
a11 a12 a13
A=|a, a,, a, |este numarul

a31 a‘32 a‘33

det(A) = anazzass + a13a21a32 + a12a23a31 - a13a22a3l - a12a21a33 - aua233-32

Deoarece exista sase inversiuni de ordinal trei:
1 3 12 3 /12 3 /1 2 3 12 3
01_(1 3)’02_(3 1 2)’03_(2 3 1)’04_(3 2 1)’05_(2 1 3)’
1 3\ . _ _ _ _ _ —
o6 =(1 5 ) sie01)=5(02)=s(05) =1, &(03) = £(05) = £(05) = -1

Pentru calculul determinantului de ordin trei se utilizeaza doua tehnici simple:

wnNn NN

Regula lui Sarrus

Fie determinantul de ordin 3, d :‘aij‘i et Pentru a calcula un astfel de determinant se

utilizeaza tabelul de mai jos.



(am scris sub determinant

primele doua linii)

Se face produsul elementelor de pe diagonale. Produsul elementelor de pe o diagonala

descendentd este cu semnul plus. Avem trei astfel de produse: a,,8,,8,,, 8,38,,83,, 8,853, -

Produsul elementelor de pe o diagonala ascendentd este cu semnul minus. Avem trei astfel de

prOduse: - a13a22a31' - a123-213-33’ - a11a233-32 '

Suma celor sase produse da valoarea determinantului d de ordin 3. Acest procedeu de

calcul se numeste ,,regula lui Sarrus”.

Regula triunghiului

Am viazut ca determinantul de ordin trei are in dezvoltarea sa sase termeni, trei cu semnul

plus si alti trei cu semnul minus.

Primul termen cu plus se gaseste inmulfind elementele de pe diagonala principala, iar
ceilalti doi, Tnmultind elementele situate in varfurile celor doua triunghiuri care au o latura

paralela cu cu diagonala principald. Dupa aceeasi reguld, referitoare la diagonala secundard, se

obtin termenii cu minus.

Observatie: Atat ,,regula lui Sarrus” cat si ,,regula triunghiului” se aplica numai

determinantilor de ordin 3.

Exemplu: Sa se calculeze prin cele doua metode de mai sus determinantul



Regula lui Sarrus

d=-3-2.0+0-1-1+3-0-(-1) - [3-2-1+(-3)-1:(-1)+0-0-0]=0+0+0— (6 +3+0) = -9

Regula triunghiului

d=-3-2.0+0-(-1)-3+0-1.1-[3-2-1+(-3)-1-(-1)+0-0-0]=0+0+0— (6 +3+0) = -9

Definitie 1.3.7 Se numeste minor asociat elementului a;; determinantul matricii patratice de

ordin n — [ obtinut prin suprimarea liniei i §i coloanei j din matricea A. Se noteaza acest minor

prin D;;.
Definitie 1.3.8 Se numegte complement algebric al elementului a;; numdarul (—=1)"*7 - D;; si se
noteaza A;;.

Proprietate (dezvoltarea determinantului dupa linia i) Determinantul matricii A de ordin n este

suma produselor elementelor din o linie cu complementii lor algebrici adica
det(A) = ay A, +8,A, +8Ag +..+3, A,

Deci, calculul unui determinant de ordinul n se poate reduce la calculul a n determinanti

de ordinul n-1.

Exemplu Sa se calculeze determinantul de ordin 4:

1 0 -1 2
1 -2 0 O
d= .
0 1 1 -1
1 -1 0 O

Rezolvare: Aplicam proprietatea datd mai sus pentru n = 4 si dezvoltam determinantul dupa

elementele liniei Tntai. Avem:



-2 0 0 [1 0 O 1 -2 0 1 -2 0
d=1{1 1 -1/-0:/0 1 -1|+(-1):{0 1 -1|-2:]0 1 1|=

-1 0 0 1 0 O 1 -1 0 |1-1 0
=0-0-1+2=1,

unde determinantii de ordin 3 i-am calculat prin una din metodele prezentate la determinantii de

ordin 3.

Proprietitile determinantilor

P,. Determinantul unei matrici coincide cu determinantul matricii transpuse, adica

det(A) = det(*A).

P,. Daca toate elementele unei linii (sau coloane) dintr-0 matrice sunt nule, atunci determinantul
matricii este nul.

P,. Daca intr-o matrice schimbam doua linii (sau doud coloane) intre ele obtinem o matrice care
are determinantul egal cu opusul determinantului matricii initiale.

P,. Daca o matrice are doua linii (sau coloane) identice, atunci determinantul sau este nul.

P.. Dacd toate elementele unei linii (sau coloane) ale unei matrici sunt inmultite cu un numar «,
obtinem o matrice al carei determinant este egal cu « inmultit cu determinantul matricii initiale.
P,. Dacd elementele a doud linii (sau coloane) ale unei matrici sunt proportionale, atunci
determinantul este nul.

P,. Daca linia i a unei matrici A este suma a doi vectori, atunci determinantul ei este egal cu

suma a doi determinanti corespunzatori matricelor care au aceleasi linii ca A, cu exceptia liniei i

unde au cate unul din cei doi vectori.

P,. Daca o linie (o coloanad) a unei matrici pdtratice este o combinatie liniard de celelalte linii

(coloane), atunci determinantul matricii este zero.



P,. Daca la o linie (o coloand) a matricii A adundm elementele altei linii (coloane) Inmultite cu

acelasi numar, atunci aceasta matrice are acelasi determinant ca si matricea A.

P, det(l,)=1

P,,. det(1A) = 2" det(A), Ae M (R).

P,,. Daca A= (ai i ) este o matrice triunghiulard (sau diagonald), atunci det(A) =a,,8,,...8,,.
(Valoarea determinantului este egald cu produsul elementelor de pe diagonala principald).

P,,. Daci A, Be M, (R), atunci det(AB)= det(A)-det(B) (Determinantul produsului a dou

matrici patratice este egal cu produsul determinantilor acelor matrici).

Tn particular det(A" )= (det(A))", ne N
1.3.3 Transformari elementare asupra matricelor

Definitie 1.3.9 Fie T o matrice patratica de ordinal n. Se numeste transformare matriceald 0
aplicatie T : Mpm = Mnm care asociaza fiecarei matrice A€ M, , matricea produs T- A € My,

numitd transformarea matricei A prin matricea T.
Transformiri elementare:

1. Inmultirea unei linii cu un numar nenul A

Daca T; = () /1 0 , adica se obtine din matricea unitate prin Tnmultirea
o .. 0 -~ 1

liniei i cu A, atunci T;- A va fi o matrice egalda cu A cu exceptia liniei i care va avea
elementele inmultite cu A;

2. Adunarea la o linie a unei alte linii Tnmultita cu un numar A se obtine cu transformarea:



o
[UEN
e..
o

T2:
\0... A 1.0
0. 0 0. 1

3. Schimbarea locului a doua linii se obtine cu transformarea

/1 0 0. 0
0.. 0 1. 0

[e)
e pm
[e)

0

0. 0 0. 1

Astfel, o transformare elementara a unei matrice consta in:
1. Inmultirea unei linii(coloane) cu un numar nenul
2. Adunarea la o linie (coloana) a altei linii (coloane) inmultita cu un numar nenul

3. Schimbarea intre ele a doua linii (coloane)

Definitie 1.3.10 Doua matrice A si B care se obtin una din cealalta printr-o transformare

elementara se numesc echivalente.
Aplicatii ale transformarilor elementare:
I.  Metoda eliminirii totale (Gauss-Jordan) sau metoda pivotarii

Constd 1n aducerea unei matrici la o forma cat mai simpld, numita forma redusa). Se

procedeaza astfel:

e Se alege in matricea A un element nenul a;; care se va numi pivot;
e Linia i, notata L; (care se va numi linie pivot) se Tmparte la pivot si se inlocuieste

cu linia Lj’= ai ‘L, iar astfel locul pivotului va fi luat de numarul 1;
ij

e Pentru fiecare k=i se scade din linia Ly produsul ay- L;’ si se obtine o noua linie
1

'I—i
a-j

3

Li" = Lk - &y Li” = Lk - &y



Astfel, elementele ay ale matricei, care nu se afla pe linia pivotului vor fi
Tnlocuite cu ax’ obtinute dupa regula dreptunghiului:
Din dreptunghiul

la;]  au

Agj  Apg
ce calculeaza ay’ ca fiind diferenta dintre produsul elementelor de pe diagonala ce
contine pivotal si produsul elementelor de pe cealaltd diagonal, iar rezultatul se

_ Qij Ok Qi Ak;j

imparte la pivot, adica ay’ = . Tn acest fel toate elementele de pe

ajj

coloana pivotului devin 0. Se va obtine deci o noua coloana C;j cu toate elementele
0 cu exceptia celui de pe pozitia (i,j) care va fi 1. Noua linie i se va numi linie
pivot cu coloand redusa.

Procedeul continua alegand alt pivot de pe o linie neconsideratd panad in acel
moment.

Algoritmul se Incheie cand nu mai existd linii cu elemente nenule sau nu mai

exista linii neconsiderate.

Definitie 1.3.11 O matrice A € My, se numeste matrice redusd daca fiecare linie ce contine

elemente nenule este linie pivot cu coloanda redusa.

Exemplu: Sa se aduca la forma redusa matricea:

-1 2 -3
A =< 2 -6 9)
2

-3 2

Consideram linia Intai ca linie pivot §i ca pivot a;:
-1 2 -3 1 -2 3 1 0 0 1 0 0
A~(2 -6 9>~<0 -2 3)~ 0 1 -3/2 ~<O 1 0)
-3 2 2 0 —4 11 0 0 5 0o 0 1

Il. Metoda eliminarii partiale



Aceasta este o formad simplificatd a metodei elimindrii totale, ea constand tot in pivotari
successive, 1nsa se lucreaza numai sub diagonal principal, iar elementele noii matrice se

calculeaza tot dupa regula dreptunghiului, fara sa mai Impartim la a;;.
Aceastd metoda se poate folosi, spre exemplu pentru a calcula rangul unei matrice:

Definitie 1.3.12 Se numeste rangul matricei A acel numar r cu proprietatea ca exista un minor

de ordin r, nenul si toti minorii de ordin r + 1 sunt nuli.

Pentru a calcula rangul unei matrice se foloseste metoda elimindrii partiale pentru a

adduce matricea la o matrice superior triunghiulara.

Exemplu: Sa se afle rangul matricei:

1 3 2 -1 4 1 3 2 -1 4 1 3 2 -1 4
A=|2 4 6 2 —4) (0 -2 6 2 —4) (0 -2 6 2 -4

1 -1 0 3 -1 0 -4 0 3 -1 0 0 0 3 -1

1 2 3 4 1 0 -1 3 4 1 0 0 0 4 1
Deci rangA =3

1.3.4 Inversa unei matrice

Definitie 1.3.9 Spunem ca o matrice A patratica de ordinul n este inversabild daca exista o

matrice patraticd de ordin n, A1 astfel incat AAT=ALA =1,
Proprietati:

P1. (AHt=A
P2. Daci A si B sunt inversabile, atunci A+B este inversabila si (A+B)*=A™'+B™

P3. Daci A si B sunt inversabile, atunci A-B este inversabila si (A-B)* =B A*
Aflarea inverse unei matrice A se poate afla prin mai multe metode. Prezentam aici doua:
Metodal. Se urmeaza algoritmul:

e Se calculeaza determinantul matricei A;



e Se face transpusa matrice A, A';

e Se afld adjunct matricei A, A= (Ajj)ij unde Aj; sunt complementii algebrici ai transpusei;

11 *

[ ) -
detA

Metoda 2. Se aplicd metoda eliminarii totale matricei de n linii si 2n coloane obtinutd prin
alaturarea matricei unitate la dreapta matricei A. Dupa n pivotari in stanga tabloului se va obfine

matricea unitate, iar in dreapta chiar inversa cautata.

Exemplu: Sa se afle inversa matricei

1 2 3
A= <—1 -1 2>
-2 -3 1

Metodal:

e Se calculeaza determinantul matricei A: detA=-1+9-8-6+6+2=2

e Se face transpusa matrice A:

1 -1 =2
At:<2 -1 —3>
3 2 1

e Se afla adjuncta matricei A,

/5 11 7
A=<—3 7 —5)

1 -1 1
5 -11 7
° l:deltA *:é (—3 7 —5>
1 -1 1

1 2 3 1 0 0 1 2 3 10 0 1 0 -7 -1 -2 0
(—1 -1 2 0 1 O>~<O 1 511 0>~<0 1 5 1 1 O>~
31 0 0 1 017 2 01 0 0 2 1 -1 1

010 -3/2 7/2 =5/2

10 0 5/2 =11/2 7/2
~<0 01 1/2 -1/2 1/2 )



5 -11 7 ) 5 -11 7
Deci, At=| -3 7 -5 |==- <_3 7 _5>
1/2 -1/2 1/2 1 -1 1

1.3.5 Sisteme de ecuatii liniare

Forma generala a unui sistem de ecuatii liniare cu m ecuatii i n necunoscute este

urmatoarea:

A11X1 + Q12X + - QX = by
Az1X1 + A%z + o+ AgmXm = by (1.3.5.1), unde

An1X1 + AnaXy + - AymXoy = by

all a12 e alm
A= a__z_l a_?_z o a?_?” formeaza matricea sistemului
Apn1 Az - Qum
by
B= b2 formeaza coloana termenilor liberi
by,

Forma matriceala a sistemului dat este A-X =B (1.3.5.2), unde

Xm

Definitie 1.3.10 Sistemul (1.3.5.1) se numeste compatibil daca exista vectorul coloana X pentru

care A-X = B, caz in care X se numeste solutia sistemului.

Sistemul (1.3.5.1) se numeste compatibil determinat dacd solutia este unicd. In caz contrar se

numeste compatibil nedeterminat.

Definitie 1.3.11 Sistemul (1.3.5.1) se numeste liniar omogen daca vectorul coloand al

termenilor liberi este nul.
Observatie: orice sistem liniar omogen este compatibil, acesta admitand solutia nula.

Metode de rezolvare a sistemelor de ecuatii liniare



1.

Metoda matriceala:

Se aplica in cazul in care matricea sistemului este patratica.

Consideram forma matriceala a sistemului:

A-X=B

Daca det A #0, atunci A este inversabild, atunci exista inversa A™ si putem inmulti la stanga

cu A, deci vom obtine X =A1-B

Exemplu: Rezolvati sistemul de ecuatii:

liberi.

{ xl—x2=1
2x1+x2:_1

Rezolvare: Scriem forma matriceala a sistemului A-X = B, unde:

A=(y 7)sn=()

Acum calculam inversa matricei A:

_ _ 1/3 1/3
(12 11 (1) (1))~(10 31 —12 01)~<é 2 —2//3 1//3>

At=2 (—12 1)
Deci, X = § (_12 1) : (_11) = % (_03) = (_01)

Metoda lui Cramer:

Se aplica tot pentru matricele patratice, deci pentru sisteme de n ecuatii cu N necunoscute.

Daca d = detA este nenul, atunci solutiile sistemului vor fi:
d;
x. —_ —_—
ood

Unde d; este determinantul obtinut din d prin inlocuirea coloanei i cu coloana termenilor

Exemplu: Rezolvati sistemul de ecuatii:



le - 6x2 + 9x3 == _1

{_xl'l‘ 2x2_3X3 =1
—3x1 + sz + 2x3 == 2

Rezolvare:
-1 2 -3
Matricea sistemului este A :< 2 =6 9>, jardetA=12-12-54+54+18-8=10
-3 2 2
1 2 -3
d=[-1 -6 9|:-12+6+36—36—18+4:-20
2 2 2
-1 1 -3
d=1]2 -1 9‘:2—12—27+9+18—4:-14
-3 2 2
-1 2 1
d3=|2 -6 —1‘:12+4+6—18—2—8:-6
-3 2 2
Deci,
—_20__95 _ -14_ =7 — -3
X1 10 X2 = T T 5 X3 T

3. Metoda lui Gauss (metoda eliminarii succesive)
Consta in aducerea la o forma redusa a matricei extinse a sistemului (matricea format prin
alaturarea coloanei termenilor liberi la matricea sistemului si pe care o vom nota A). Daca

rangA= rangA, atunci sistemul va fi compatibil, Tn caz contrar sistemul este incompatibil.

Ca exemplu sa rezolvam sistemul anterior cu ajutorul acestei metode:

le - 6x2 + 9X3 =-1

{—x1+ 2x,—3x3 =1
—3x1 + 2x, +2x3 =2

Matricea extinsa:

-1 2 -3 1 1 -2 3 -1 1 0 0 -2
< 2 -6 9 —1>~<O -2 3 1 >~ 0 1 -3/2 -1/2|~
-3 2 2 2 0 -4 11 -1



1 0 O -2
~(() 1 0 —7/5)
0 O 1 -3/5

Se observa ca rangA= rangA=3, deci sistemul va fi compatibil determinat, iar solutia se

. . o o .. -7 -3
citeste din forma finald a matricii reduse: x; = — 2, x, = - X3 = o



Capitolul 2: Elemente de algebra liniara

2.1 Spatii vectoriale. Dependenta si independenta liniara

Definitia 2.1.1 Se numeste spatiu vectorial real orice multime V pe care s-au definit doua legi,
una internd, notata “+” (numita adunare) si alta externa, notata “-” (inmultire), unde:

+:VxXV - V,iar-:RxV -V

indeplinesc urmatoarele axiome:

V1) pentru orice X, y, zdin V (x +y) + z = x + (y + z) (asociativitatea)
V2) pentru orice X, y din V X +y =y + x (comutativitatea)

V3) exista un element in V, notat 0, astfel incdat x + 0 = x, pentru orice x € V ( 0 se numeste
element nul)

V4) pentru orice x din V existd un element in V notat — X, astfel cax + (-x) =0
V5) pentru orice x, y din V si orice aER, a- (x +y) =oa-x+a-y

V6) pentru orice x din V si orice o, ER, (a + ) X=a-x+ X

V'7) pentru orice x din V si orice a, B ER, (o )X =a " (f*X)

V8) pentru orice x dinV 1-x =X

Elementele unui spatiu vectorial se vor numi vectori.

Exemple:

1) R" se poate organiza ca un spatiu vectorial considerind adunarea definiti astfel:
Pentru orice X, y € R" si orice a€E R :
X +y: (xl +y1' X2 +y2' ey Xp + yn)
a-X=(axy, axy, .., ax,)
unde X = (x4, X2, ., X)) SIY = (Y1, Vo ovr V)
2) Multimea M, m(R) a matricelor de n linii $i m coloane formeaza spatiu vectorial impreuna
cu adunarea matricelor si inmultirea cu scalari a acestora.



Definitia 2.1.2 Se numeste subspatiu vectorial al spatiului V orice submultime W CV care
verifica:

SV1) pentru orice X, y din Wrezulta x +y e W

SV2) pentru orice x din W i orice o € R rezultd o.- x € W

Observatie: Conditiile SV1) si SV2) pot fi inlocuite cu:

SV3) pentru orice X, y din W si orice a, § € R, rezulta a-x +f-yeW
Exemple:

1) Multimea M = { (X, 0) / X € R} formeazi un subspatiu pentru R".
a
—b
vectorial al matricelor patratice de ordinul 2.

2) Multimea matricelor de forma ( 2) cu a, b € R formeaza subspatiu pentru spatiul

Fie S ={vy, Va,...,vy} 0o submultime a spatiului vectorial V, pe care 0 vom mai numi si sistem
de vectori.

Definitia 2.1.3 Se numeste combinatie liniarda a vectorilor din S orice vector v de forma:
V=aq v +a,v, +a, vy

unde @y , a,,..a, €R.

a,, @, ,..a, Sevor numi coeficientii combinatiei liniare.

Multimea tuturor combinatiilor liniare a vectorilor din S se va nota cu Sp(S).

Definitia 2.1.4 Sistemul de vectori S ={va, Vo, ..., vy} se numeste liniar independent daca din orice
combinatie liniard nula a acestora rezulta ca toti coeficientii sunt nuli.

In caz contrar (adicd dacd existd o combinatie liniard nuld in care mdcar un coeficient este
nenul), sistemul se numeste liniar dependent.

Exemple:

1) Vectoriie; = (1,0, 0), e, =(0, 1, 0), e3=(0, 0, 1) sunt liniar independenti deoarece daca
am considera o combinatie liniard nula a acestora a; e; + @, e; + a3 e; = (0,0,0), ar
rezulta (@, , a, ,as )=(0,0,0), deci rezulta ca toti coeficientii sunt nuli.

2) Vectorii vi = (1, 0), v2 = (0, 1), vz = (1, 2) sunt liniar dependenti deoarece daca am
considera o combinatie liniard nula a acestora a; v; + a, v, + a3 v; = (0,0,0), ar rezulta
(a1 + a3, a, + 2a3 )=(0,0), ceea ce este posibil pentru (a; , a, , a3 )=(-1,-2,1).



Se poate observa imediat ca daca un sistem este liniar dependent, atunci unul dintre ei va fi o
combinatie liniara a celorlalti vectori.

2.2 Baze. Dimensiune

Definitia 2.2.1 Un sistem de vectori S se numeste sistem de generatori daca Sp(S) = V.
Fie B ={v1, V,...,vq} un sistem de vectori in spatiul vectorial V.

Definitia 2.2.2 Sistemul de vectori B se numeste baza in V daca sunt indeplinite:

B1) B este sistem de vectori liniar independenti;

B2) B este sistem de generatori.

Observatie: Daca B este baza, atunci orice vector vV din V se va scrie ca o combinatie liniara a
vectorilor din B, adica v = ay vy +ay v+, v, 1A a;, ay,..a, Se vor numi
coordonatele vectorului v in baza B.

Exemple:

1) Sistemul format din vectorii e; = (1, 0, 0), e, =(0, 1, 0), e3=(0, 0, 1) formeaza o baza in
R3, numita baza canonica.

2) Generalizand, vectorii e; = (1, 0,..., 0), e2 = (0, 1,..., 0), ...en = (0, 0,... 1) formeaza o
baza in R", numiti baza canonica in R".

3) Vectorii vy = (1, 1), v = (2, 1) formeazi bazi in R".

Observatie: Daca exista o baza formata cu n vectori, atunci orice baza va avea tot n vectori, iar
numarul n se va numi dimensiunea spatiului vectorial V si se va nota dimV=n.

Daca B ={ey, €,,...,en} este 0 bazd in V, iar S ={Vv1, Va,...,vm} €ste un sistem de vectori, vom scrie
vectorii din S in baza data astfel:

V1= aq1 €1+ Ay e+ apy €y

V= Qqp €1t Az €3+ "y €y

Um™= Qi €1 1+ Az €2 + " Auup €y

Astfel, sistemului de vectori i se va asocia 0 matrice cu n linii si m coloane, format din
coordonatele fiecarui vector, agsezate ca si coloana:



a, a, .. 4
a, a, .. a

m

8y 8y - @

nm

2.3 Aplicatii liniare

Definitia 2.3.1 Fie U si V doua spatii vectoriale reale. Aplicatia AU —V se numeste

aplicatie liniara daca sunt indeplinite urmatoarele conditii:
L1) A(x +y) = A(x) +A (y), pentruorice X,y e U (vom spune ca A este aditiva)
L2) A(ax) = aA(x) pentru orice x € U §i pentru orice o. € R (A este omogena).
Cele doua proprietati ale aplicatiei liniare pot fi formulate intr-una singura:
L3) A(ax +8Y) = aA(X) +SA (y), pentruorice X,y € U si pentru orice o, f € R .
Exemple:

1) A:V -V, Ax)=x (aplicatia identica)
2) A:My(R) = R, A(A)=tr(A), pentru orice matrice A patratica de ordin n

Vom nota cu £(U, V) multimea tuturor aplicatiilor liniare definite pe U cu valoriin V.

Definitia 2.3.2 Pentru orice aplicatie liniara A€ g (U, V) definim nucleul lui A ca fiind

multimea notata Ker(A), unde
Ker (A) ={xe U /A(x) = 0}
iar imaginea lui A, notata Im(A4) ca fiind multimea:
Im(A) ={ye V/axeUcu A(x) =y}

Definitia 2.3.3 O aplicafie liniara A € £ (U, V) se numeste:



1. injectiva daca:
Vxl, X, eu, xlqé X, =>f (xl) ¢f(x2) (sau, echivalent l/xl, X, ey, f (xl) =f (xz) X = xz), ceea

ce este echivalent cu Ker(A)={0};

2. surjectivd daca Yy €V, 3 X € U, asa incat A(x) =y, ceea ce este echivalent cu

Im(A)=V;

Daca dimU = n si dimV = m, iar B; ={uy, Uy,...,un} este o baza in U, iar B, ={vi, Va,...,vm}

este 0 baza in V, atunci vectorii A(uy),...4(u,) Se vor putea scrie n baza B astfel:
AU1)=aq1 V1 + azq V2 + - Ay Uy

A(U2)= a1 V1 + Az vy + Ay Uy

A(Un): ain V1 + arn U + e Amn Um
Matricea

a'11 a12 a'lm
Ay Ay . A

m

a, a, .. a

nm

avand pe coloane coordonatele vectorilor A(uy), ...A(u,) In baza B, se va numi matricea asociatdi

aplicatiei liniare A in raport cu bazele B, si B, si0 vom nota cu Tp g, .
Observam, pe baza proprietatilor aplicatiilor liniare, ca pentru orice XxeU avem scrierea
_ mt .
A(x) B, =T BB, " XB,

unde yg reprezinti vectorul coloand din R" care are ca si componente coordonatele vectorului y

in baza B, iar T'p_p, reprezinta transpusa matricei de trecere Ty, p,.



Exemplu:

1. Fie A:R*>R? prin A(X) = (X1 + X, X2 + X3), unde X = (Xq, X2, X3)
a. Sa se arate ca aplicatia A este liniara

b. Sa se scrie matricea asociata aplicatiei A in raport cu bazele canonice din R®si R%.
Rezolvare:

a. Vom ardta ca A(ax +fy) = aA(x) +pA (v), pentru orice x, y € R3 si pentru orice a, f§
€ R.

Fie X = (X1, X2, X3) s1Y = (Y1, Y2, ¥3)-

A(ox +pY)= A((ax1 +BY1, aXz +fY2, axs +Y3))= (ax1 +py1+ oXo +fY2, oXo +fYo+ axXs +fy3) =
= (a(X1 + X2) +B(Y1 +Y2), a(Xo + X3) +B(Y2 +Y3)= a(X1 + Xz, X2 + Xa)+ B(y1 + Va2, Y2 + V3)=

= aA(x) +BA (Y)

Deci, aplicatia A este liniara.

b. Pentru a scrie matricea asociatd vom exprima vectorii A(e1), A(ez), A(es) in baza canonica
din R?, ai carei vectori vor fi fy= (1, 0) si f> = (0,1).
A(e1)=A(1,0,0)=(1,0)
A(e2)=A0,1,0)=(1,1)
A(e3)=A(0,0,1)=(0, 1)
Deci,

Tor = 1 1)

Vom vedea acum cum se modifica matricea de trecere atunci cand se trece la doua noi

baze.

Fie B’y ={uy, Uy, ...,un} este 0 altd baza in U, iar B, ={v1, Vo, ...,vn} este 0 noud baza in V si fie C

si D matricele de trecere de la B; la By, respectiv de la B, la Bj.

Deci



A(X) g, =T'p,p, " Xp,
Si

A(X) g, = TtB{Bg "Xp!
Stim ca
xp,=C- Xp! $1 A(X) p, = D A(X) i,
Prin urmare,
D-A(X) 5,,=T'p,5, - C X!
Daca inmultim la stdnga cu inversa lui D, obtinem:
A(X) p,,=D71 Ttz 5, - C: Xp!
Pe de altd parte, A(X) p,, = TtB{Bé ‘X!, deci

TtB{Béz D™'-Ttgp,-C
De unde Ty p,= (D" -T¢; ; - C),
Tinand cont de proprietatile transpusei, rezulta ca

Tpipy= C* T3, - (DY)

Formula anterioara constituie formula de schimbare a matricei asociata unei aplicatii

liniare cand se schimba bazele in cele doua spatii vectoriale U si V .

2.3 Forme biliniare
Fie U si V doua spatii vectoriale reale.

Definitia 2.3.1 Se numeste formd biliniard o aplicatie A: UXV =R, care indeplineste conditiile:



B1) A(x +y, z) = A(X, z) + A(y, 2), pentru orice x,ye Usize V

B2) A(ox , z) = aA(x, z), pentru orice ae R, Xe UgsizeV

B3) A(x,y +2) = A(X, y) + A(X, 2), pentru oricex e U siy,zeV

B4) A(X, az) = aA(x, z), pentru orice ae R, Xe UsizeV

Observatie: Conditiile de mai sus pot fi inlocuite cu:

B5) A(ax +By, z) = ad(x, z) + PA(y, z), pentru orice o, B € R, X,y e UsizeV
B6) A(X, ay tfz) = ad(x, y) + PA(x, z), pentru orice o, S € R, Xe Uiy, zeV

Daca By ={uy, Uy, ...,un} este o baza in U, iar B, ={vy, Vy,...,vn} este o baza in V, iar X €U si yeV

admit scriereaX =xq Uy + X, Uy + = Xy Uy SIY =Y V1 + Vo Uy + =+ Vi Uy, ALUNCI
AKX Y) = A(g ug +xp Uy + Xy Up, Y1 V1 + V2 Vo o Vi Um)
Deci
AKX, Y) = Ximq X7eq Xy A(ug, v))
Notand a;; = A(u;, vj), rezultd
AKX, Y) = Xizq Xjm1 QXY

Matricea (a;;);;j care s-a evidentiat astfel se numeste matricea formei biliniare A in raport cu
bazele B; si By, iar elementele q; ; se numesc coeficientii formei biliniare in raport cu cele doud

baze.
Dacd X = (X1 ,Xp , .. Xp ), 10'Y = (V1 , V2 5 - Yy )\ AUNC
A(x,y) =x- Ay, unde A este matricea cu n linii si m coloane, de elemente (a;;);;.

Definitia 2.3.2 O forma biliniara A se numeste simetrica daca U =V si A(x, y) = A(y, x) pentru

orice x,y € U.



Probleme de algebra
Probleme rezolvate
1. Fie A si B doua mulfimi. Definim suma acestor mulgimi prin:
A+B={a+b/a€A,beB}
Aratati ca daca A si B sunt marginite, atunci A + B este marginitd si:
sup(A + B) = supA + supB si inf(A + B) = infA + infB
Rezolvare:
Fie a = supA si = supB, rezulta ca
a < o pentru orice a €A si b < B pentru orice b € B, de unde:
a+b < a+ B, pentru orice a €A si orice b € B. Tn concluzie, a + B este
majorant pentrumultimea A +B.
Fie € > 0; deoarece a = supA, rezultd cd a este cel mai mic majorant, deci
existd a, € A, astfel ca a, > o — &/2.
Analog, din = supB, rezulta ca exista b, € B, astfel ca b, > p — /2.
Prinurmare, a, + b, >a + B —¢esia; € A, b, € B, deci a + f este cel mai
mic majorant pentru A + B, adicad o + = sup(A + B).
Analog se demonstreaza pentru infimum.
2. Fie A o mulgime de numere reale si x un numar pozitiv. Definim produsul
dintre numarul x si mulgimea A prin:
xA={x-ala€cA}
Aratati cd daca A este marginitd, atunci x*A este marginita si SUp(X-A) =
X- supA si inf(x-A) = x- infA.
Rezolvare: Fie a = supA, rezultd ca a < a pentru orice a €A si deci X -a < X

-0, pentru orice a €A. Asadar, X -o este majorant pentru multimea x-A.



Fie € > 0; deoarece a = supA, rezulta ca a este cel mai mic majorant, deci
existd a, € A, astfel ca a, > a — &/x. Prin inmultire cu x (care este pozitiv),
rezulta ca
X-a; > X 0— g, ceea ce arata ca X -o este cel mai mic majorant pentru
multimea x-A.
Deci, X -a.= sup( X"A)
Analog se demonstreaza pentru infimum.
. Fie A si B doua multimi astfel ca B < A. Atunci:

InfA < infB < supB < supA
Rezolvare: Fie b € B, rezulta ca b € A, deci b < supA, cu alte cuvinte supA
este majorant pentru multimea B, cum supB este cel mai mic majorant
pentru mulsimea B, rezulta ca supB < supA. Analog pentru infimum.
. Fie A si B doua mulfimi de numere reale positive. Definim produsul acestor
mulgimi prin:

A-B={a-b/a€cA,beB}
Aratati ca daca A si B sunt marginite, atunci A - B este marginita §i

Sup(A-B) =sup A-supB siinf(A-B)=infA-infB

Rezolvare: Fie a € A; atunci a-Bc A - B, deci potrivit exercitiului 3. Rezulta
ca:
inf (A-B) <infa-B <supaB <sup(A-B)
Acum folosim exercitiul 2. Deci inf a-B =a- inf B si sup a-B =a- sup B, prin
urmare:
inf (A-B)<ainf B<a-sup B<sup (A-B), relatie care este adevarata
pentru orice a € A, cu alte cuvinte inf (A - B) si sup( A - B) sunt minoranti
pentru multimea (infB) - A, respectiv (supB) - A. Deci inf((infB) - A) > inf

(A - B), adica, folosind din nou ex.2, avem



infA-infB>inf(A-B) (1)

Pentru inegalitatea inversa vom observa caa-b = inf A -inf B (A si B fiind
multimi de numere positive), deci inf A - inf B este minorant pentru
multimea A - B, deci

inf A-infB<inf(A-B) (2)

Din (1) si (2) rezulta ca inf(A - B) =infA-infB

Analog se demonstreaza si pentru supremum.

5. Sa se determine infA4 si SUPA pentru multimile urmatoare:

I. A={%/m,n€NOSm<n}

i. A={S nenN)

n

. A={ {(2 + \/§)n} /n € N }, unde { } reprezinta parte fractionara.

Rezolvare: i. Observam ca 0 se afla in multimea A, iar celelalte elemente
sunt positive, deci infA = 0.
Vom demonstra ca supA =1. Deoarece m < n, resultd ca 1 este un majorant

pentru A.

Fie € >0. Alegem n€ N astfel ca % < ¢ ( spre exemplun = E] +1)sim=n-

o - . . n—1 . . . .
1. Se observa imediat ca —> 1 —¢, deci 1 este cel mai mic majorant.

. . - 1 1
1i. Se observa ca -lS( n) SE :

2

si -1 si%apan;in multimii, deci SUpA =
infA =-1.
Iii. Deoarece elementele multimii sunt numere positive, iar 0 € A, rezulta ca
infA =0.
Tn continuare vom arata ca supA = 1.

Folosind binomul lui Newton obtinem ca:

(2+V3) =2+ et NE + OV 23



(2—V3)r=Cr2mt - Cp M3+ CTR2v 23+

Prin adunare obtinem
Q+V3)"+ 2=V =2(Cr2"t + ¢r22"23+...)=p€EN
Deci, (2 +V3)" =p- (2 —V3)"
Deoarece (2 —+/3)"® €[0, 1), rezultd ca [(2++3)"] = p-1, unde [ ],
reprezinta partea intreaga, deci
{@+V3)"}=@+V3)"-p+1=1-(2-+3)"
Aceasta ultima relatie ne aratd ca 1 este majorant pentru A. Vom ardta ca 1
este cel mai mic majorant:

Fie ¢ >0. Trebuie sa aratam ca exista un numar natural n astfel ca 1 -

(2—+/3)" > 1 — g, care este echivalent cu (2 —+/3)" < ¢, iar prin

. . Ine . ~
logaritmare obtinem n > NG (deoarece In(2 —+/3) este negativ). Tn
. _ Ine
concluzie, putem alege n= [ln(2+\/§)] +

Exercitii:
1) Sa se rezolve inecuatiile:

a) 2x—1£0; b) 1-3x
X+3 X

e)(2x -1)3x +1)(4x-5)>0

<0;¢) —Xi(rBzo; d) —(X;)l()gxg_l)zo;

2) Sa se reprezinte grafic functiile: :D—R

a) f(x)=3x;D=[-2,0) b) f(x)=-3x;D=(-wl} ¢) f(x)=-2x+1L D=[-13}

i . by =
Rezolvarea sistemelor de tipul : {ax+ y=¢ ,m,n, pcabeR
mx-+ny=p



Probleme rezolvate:

1. Sa se calculeze produsele A-B si B A pentru urmatoarele matrice:

. A:(i i ;)§iB:<(} :252>

A_B:(2-1+3-0+1-1 2-(—2)+3-2+1-5>:(3 7)

1-1+4-04+2-1 1-(—2)+4-2+2-5 3 16

B-A= 0-2+2-1 0-3+2-4 0-1+2-2

(1-2+(—2)-1 1-3+(=2)-4 1-1+(—2)-2)
1-2+5-1 1-3+5-4 1-1+5-2

0 -5 -3
B-A= <2 8 4 )
7 23 11

3 -2 4 4 1 4 2
ii. A:<2 2 —3>§iB:<1 4 1 6)
1 0 -1
14 -5 22 6
A-B=<7 10 1 7)
3 1 1 -1

Produsul B-A nu se poate realiza.

1 -2 0 4 -2 1
i, A:<2 1 —3>§iB=<1 0 —1)
1 3 -2 2 3 -2

2 -2 3 1 -3 4
A-B=<3 —13 7) iarB-A=<0 -5 2>
3 -8 2 6 —7 -5

2. Se considera matricea patratica de ordinal n, A definita astfel incdt
___{1, i+j=n+1
10, i+j#En+1



. 2
Sa se calculeze A°.

Rezolvare: Se observa ca matricea are toate elementele 0, cu exceptia celor

de pe diagonala secundara care sunt 1. Deci:

0 0 .. 1 1
ao|00 0
10 . 0Jl10 0
1 0
A2 = 0
00 1

. cosx  Sinx
&FmA:( . )
—Sinx cosx

- n
Sa se calculeze A".

Rezolvare: A= ( CoSX sinx) ( CoOSX sinx)

—sinx cosx/ \—sinx cosx
( cos’x — sin®x 2 -sinx - cosx)
—2-sinx - cosx cos*x — sin’x
A2= ( coS2x sian)
—sin2x cos2x

3_ ( coS2x sian) ( CcoSX sinx)
—sin2x cos2x/ \—sinx cosx

_( CoS2x ' cosx — Sin2x - sinx coS2x - sinx + sin2x - cosx)_
—C0S2Xx " Sinx — Sin2x * cosx Cco0S2Xx - cosSx — Sin2x - sinx

(COS3X Sin3x)
—sin3x cos3x

cos nx sSinnx

. ) reguld care se demonstreza
—sinnx cosnx

Deci, se observi ca A" = (

prin inductie matematica.



V3 o1

- — 2 2

4. FleA= R
2 2

. 33
Sa se calculeze A7 .

cos - sing _ o o
Rezolvare: Se observa ca A = o ~ | si, potrivit exercitiului
—sin— cos—

precedent:
nm . Nnm 33m . 331
0 COS? Sln? . 33 COST SlnT
A= . NI nmw | deCI A™ = . 33m 331
—SIiNn— COS— —Sin— CO0S —
6 6 6 6

Dar cosg%ﬂ = cos(67 - 3?”) = cos(67 - %) = cos% = 0. tinand cont de
periodicitatea si de paritatea functiei cos, iar:

sinZE = sin(6r - 25 = sin(6r - &) = - sinf = -1
6 6 2 2

Deci, A*® = ((1) _01)

. . 1
5. Fie matricea A patratica de ordinal 2, A= (0 ?j a=0.

a) Sa se calculeze A* i A* si apoi sa se determine A", in functie de n numar
natural.
b) Sa se afle x,y,u,v, numere reale astfel incat

11yxy) (10
01luv) (11
Rezolvare:

) 1a)(la) (11+a-0 a-1+a-1 1 2a
a) A>=A-A= : = =
01)01) (0-1+0-1 1-1+0-a) (0 1

1 2a) (1 a 1-1+2a-0 a-1+2a-1 1 3a
A= AZ. A= . = =
0 1){01 0-1+0-1 1-1+0-a 0 1



Observam ca:

. (1 na
A" =
Demonstram formula propusa prin inductie:

P(1): A= G) i) este adevarata

P(n) > P(n+1)

Presupunem ca

. (1 na
A" =

A _ (1 (n +1)aj

si aratdm ca
0 1
1 1la 1-1+na-0 a-1 -1 1 1
AL AN LA na) _ +n +na-13 (n+Da (A)
0 1)\01 0-1+0-1 1-1+0-a 0 1

) 1
Deci A":( naj.
0 1

X+u=1=x=0

(1 1J(x yj (1 OJ (x+u y+vj (1 Oj y+v=0=>y=-1
b) = = = =
0 1\uv 11 u v 11 u=1
v=1
Deci [ XV ]=(Y ¢
uv), (1 1)

Probleme rezolvate

1. Sa se calculeze urmatorii determinanfi:

i 12—._.:_
i. |3 Y =14-2-32-2



1 2 0
I |—1 1 3‘=3
0 1 0
12 1
o [3 0 1
M1 2 4
0 2 1

(2) 2 1 2 1 2 2
1 =3 D" 12 4 1|+ 1-¢D)*%|-1 2 1f(am
3 2 1 3 0 2 3

dezvoltat dupa linia a doua)

2 1 2
2 4 1‘=24+4+2—16—2-6:6
2 1 3
1 2 2 1 2 2 4 3
-1 2 1‘=‘0 4 3 (amadunatlinialIalinia2):|2 3|=6(am
0 2 3 0 2 3
dezvoltat dupa linia 1)
Iv.
a+d b+d c+d abc |ddd [abc¢ [111
a b c |=(conformP7)a b c/+ja b c|=ja b c/+dja b ¢c[=0+d-0=0
1 1 1 111 11 1 011 111

b ¢ 0 b? + c? ab ac
2. Daca A =<a 0 C),calcula,ti ab a? + c2 bc
0 a b ac bc b? + a?
b ¢ 0
Rezolvare: detA=|a 0 c¢|=-2abc
0 g b



b? + c? ab ac
Deci| ab  a2+c¢2  bc |=det(A-A) = det(A)* = 4a° b ¢

ac bc b? + a*
1 1 1 1
3. Calculasid = Czl Zz Cg gz
3 3

a® b3 3 dd
Scadem: linia 2 din linia 1, linia 3 din linia 2, linia 4 din linia 3 si obtinem:

D=

0 0 0
a—>b b—c c—d
(a—=b)(a+Db) (b—c)(b+0) (c=d)(c+d)
(a=b)(a*+ab+b?) (b—c)(b?>+bc+c?) (c—d)(c?+cd+d?)
1 1 1

a+b b+ c c+d

D = (-1)*"* (a-b)(b-c)(b-d)
a’?+ab+b? b2+bc+c?® c?+cd+d?

(am folositPs)
Pentru calculul determinantului de ordin 3 scadem linia 2 din linia 1 si linia

3 din linia2:

1 1 1
a+b b+c c+d =
a’?+ab+b? b?>+bc+c? c?+cd+d?
0 0 1
= a—=c¢ b—d c+d =
(a—c)a+b+c) (b—ad)(b+d+c) c?+cd+ d?

a—c b—d
(a=—c)la+b+c) (b—d)(b+d+0)

= (1)

1 e

:(a-c)(b-d)|a +b+c b+d+c

= (a-c)(b-d)(d-a)



Asadar, D = - (a-b)(b-c)(b-d) (a-c)(b-d)(d-a), adica D = (a-b)(b-c)(b-d)(a-c) (a-

d)(b-d)

4. Sa se rezolve ecuatia:

1 x X
X1 x=0
X X
Rezolvare: Dezvoltam determinantul dupa prima linie:
1wl X LolX X 13| X 1 X |x X |
1-(-D™ +x- (=D~ +x- (=D~ =0 — X + X =0<
X X 1 X X X x 1 X X

S1-X = X(X=X)+X(X* -X)=01-x > X +xX* + X’ - x* =0 = 2x* -3x* +1=0 <
S22 -2 =X +1=0=2x*(Xx-) - (X* =) =0 = 2x*(x-) - (x-D(x+1) =0=
= (X-D(2x* - x-1)=0=>(x-1)=0=x, =1

=2X* -Xx-1=0=>A=1+8=9=x, =1

=X, =——
)
Deci XE{—E,]}.
2

Probleme rezolvate:

1. Sa se rezolve §i sa se discute sistemul:
{mx1 + X, +x3 =

[N

X1 +mx, +x3 =
X1+ X, +mx; =1

Rezolvare:



m 1 1 1 1 1/m 1/m 1/m
(1 m 1 1)~ 0 (mM*-1)/m @m-1)/m (m-1)/m |~

11 m 1 0 (m—1)/m (m*-1)/m (m-1)/m
1 0 1/(m+1) 1/(m+1)

~10 1 1/(m+1) 1/(m+1) ~
0 0 (m—-1)(m+2)/(im+1) (m-1)/(m+1)

1 0 0 1/(m+2)
~10 1 0 1/(m+ 2)
0 0 1 1/(m+2)

1

Deci, sistemul este compatibil determinat si are solutia X; = X, = X3 = —

. Sa se rezolve si sa se discute sistemul:

2%y +mx, +x3 =2

{Xl-l- 2x2+X3=1
X1 — 2%y +2x3 =3

Rezolvare:

1 2 1 1 1 2 1 1
(2 m 1 2)"’(0 m-—4 -1 0)
1 -2 2 3 0 —4 1 2
1 0 (m-2)/(m-4) 1
~[o 1 ~1/(m—-4) 0 |~
0 0 (m-8)/(im—-—4) 2

1 0 0 —-(m+4)/(m-8)
~| 0 1 0 2/(m—8) ~

0 0 1 2(m —4)/(m — 8)
Aceasta configuratie corespunde cazului m+4 si m+8 (pentru a putea
considera pivotii m-4 si (m-8)/(m-4) la pivotirile a 2-a, respective a 3-a. In

. . . . +4 2 .
acest caz sistemul este compatibil determinat iar x, =— % Xp = —— 5l Xg =

2(m—4)
m-8




Tn cazul m=4 pivotarea a doua se va face cu pivotul a,3, deci avem:

1 2 11 1 2 1 1 1 2 0 1
(2 4 1 2)"'(0 0 -1 O>~<O 0 1 0>~
1 -2 2 3 0 —4 1 2 0 —4 0 2
1 0 0 2
~<0 0 1 0 )
0 1 0 -1/2

.. 5 . 1 .
De aici rezulta solutiile X; =2, X, =—25IXs= 0.

Tn cazul m=8 dupi pivotarea a doua obtinem:

1 2 11 1 2 1 1 1 0o 3/2 1

< 2 8 1 2) ~ ( 0 2 -1 O) ~{0 1 —-1/4 0
1 -2 2 3 0 —4 1 2 0 0 0 2

Deci nu se mai poate face o pivotare. Se observa cd rangA = 2, iar rangA =

3, deci n acest caz sistemul este incompatibil.

. Sa se rezolve si sa se discute sistemul:
x1 + xz + X3 - 1
ax; + bx, +cx3 =d
a’x; + b? x, + c?x3 = d?

Rezolvare:

1 1 1 1 0 0
d =detA = b cl=la b-a c—a |=1-(-1)""

C - a =
|b2 —a? c?2-— a2|

c—a
fo-atra ©-ocral7EAEA0 1, e

a)(c-b)

Deci, daca a#b+c+a, atunci detA +0 si se poate aplica regula lui Cramer



1 1 1
d, =(d b c|,care seobtine din detA pentru a =d, deci d; =(b-d)(c-
d? p2 c?
d)(c-b)
1 1 1
d,=]a d ¢ |,careseobtine din detA pentru b=d, deci d; =(d-a)(c-
a)(c-d)
1 1 1
d;=(a b d|,care se obtine din detA pentru c=d, deci d; =(b-a)(d-
a’* p% d?
a)(d-b)
Deci x, = (b—d)(c=d)(c=b) _ (b—d)(c—d)
(b-a)(c—a)(c=b) (b-a)(c—a)
_(d-a)(c-ad) .
 (b-a)(c-b)
_ (d-a)(d-b)
"~ (c—a)(c-b)
a=b+c

Folosind metoda pivotarii obtinem:
1 1 1 1 1 1 1 1
(a a c d)~(0 0 c—a d—a >~
aZ az C2 d2 0 0 C2 _ aZ d2 _ aZ

1 1 0 1 1 1 0 1
~<O 0 1 (d—a)/(c—a)>~<0 0 1 (d—a)/(c—a)>~
0 0 0 (d=—a)(c—a) 0 0 0 (d—a)c—d)

Daca d+a si d#cC rezulta ca rangA = 3% rangA=2, deci sistemul va fi

incompatibil.

Probleme propuse:



1. Fie A §i B doua multimi marginite de numere reale. Aratati ca:
I.  Orice submulfime a lui A este marginita,
ii.  ANB, AUB, A/B, A A B sunt marginite;
2. Dayi exemple de mulgimi A si B pentru care:
SUp(A-B) # supA - supB si inf(A-B) # infA - infB
3. Sa se determine infA si SUPA pentru multimile urmatoare:

A:{%+ %/m, neN" }

B:{(_:J)r?n/nEN }
C={ {\/ﬁ} /n € N }, unde { } reprezinta parte fractionara.
D={Z% /x € [-21])

E={a=x*+1/x€[-21]}
4. Explicitayi funcria f(x)=inf,,t2.
5. Sa se determine functia f:R—R, f(x)=ax? +bx+c daca punctele A(4,0),
B(2,0), C(5,12) apartin graficului functiei.
6. Sa se determine parametrul m incdt intre radacinile x; si x, ale ecuatiei

x* —3x+m=0 sd existe relatia x? +x; =3

2
7. Sa se rezolve inecuaia: > 3 _x 1
3 15
; ; - X’ -4
8. Sa se determine semnul expresiei : E(x)==; .
X" —

9. Rezolvati sistemele de ecuatii liniare:

3x; +4x, — 2x3 =11

{ le_xZ_X3:4
[
3x1 —2xy +4x3 =11

x1—2x2+X3=0

[4x1+ X, —2x3 =0
I
11x1—4x2—X3=0



x1+ x2+X3=1
”l x1+2x2+3x3 =4‘
xl+4‘x2+OX3:16

10.Sa se discute si sa se rezolve sistemele:

ax,+ x;, +x3=1
. {xytax, +x3=2
X1+ xy+ax; =3
nx,+ x, +x3 =4
. { xg+mx, +x3=3
X, +2mx, +x3 =4

mx,;+ x, +x3=1
||| x1+me+X3 =m
x; + x, + mx; = m?

Probleme rezolvate de algebra liniara

2. Decideti care sistemele de vectori sunt liniar independenti:
av=(12,-1),u=(,0,3),w=(111)
b.u=(,-1),v=(1,2)
cu=(1,2,1),v=(1-1,3),w=(2,4,2)
3. Fie A: R®*> R?, prin A(X) = (X1 + Xo, X2 + X3), unde X = (Xy, X2, X3)
C. Sa se arate ca aplicatia A este liniara
d. Sa se scrie matricea asociata aplicatiei A in raport cu bazele canonice

din R® 5i R?.
Rezolvare:

C. Vom arata cad A(ax +py) = aA(x) +PA (v), pentru orice x, y € R3 §i pentru

orice o, f € R.

Fie X = (xq, X2, X3) 51y = (Y1, Y2, Ya)-



Afox +py)= A((oxy +py1, oxz +fys, oxs +pys))=
= (oxy Pyt axp +fya, axy +fyot oxs +fys) =
= (a(x1 + X)) T(v1 1Y), alxz + Xg) +h(v2 +Y3))=

= afxy+ Xo, X2 + Xg)F By + Y2, Yo + ¥3)=
= ad(x) tpA (y)
Deci, aplicatia A este liniara.

d. Pentru a scrie matricea asociata vom exprima vectorii A(e1), A(ez), A(es) In
baza canonica din R?, ai cirei vectori vor fi f,= (1, 0) si f» = (0,1).
A(e1)=A(1,0,0)=(1,0)

A(e)=A0,1,0)=(1,1)
A(e3)=A(0,0,1)=(0,1)
Deci,

Ton = 1 1)

4. Fie A: R’% R® = R prin A(X, y)=X1y2 + 2X1y5 — Xsy1 +3Xays, unde X = (Xy, X,,
X3), ¥ = (Y1, Y2, Y3)
a. Sa se arate ca A este o forma biliniara si sa se decida daca este
simetricad;
b. Sa se gaseascd matricea formei A in baza canonicd din R3
C. Sa se determine matricea formei A in raport cu baza formata din vectorii
u=(1,-1,2),v=(10,1),w=(2,-1,1)
5. Sa se decida care dintre aplicatiile urmatoare sunt forme biliniare:
a. A: R*% R3 >R prin A(X, Y)=X1Y» - Xoy1 — Xay1 +2
b. A: R R* - R prin A(X, Y)=Xiys + X1Y3 + XoY3 +XaYs



6. Fie A: R>* R3 - R prin A(X, Y)=X1y1 + 2X1y> +3 Xoy> — XoY3, unde X = (Xg, Xp,
X3), ¥ = (Y1, Y2, Y3)
a. Sa se arate ca A este o forma biliniara si sa se decida daca este
simetrica;
b. Sa se gdseascd matricea formei A in baza canonicd din R3

C. Sa se determine matricea formei A in raport cu baza formata din vectorii

u=(0,2,-1),v=_(-11,1),w=(10,1)

7. Fie A: R R3® >R care are forma A(X, Y)=Xiy1 + XiYa + Xay1 +4%y, — 3
X3Ys. Sa se determine expresia sa in baza formata de vectorii
u=(1,0,-1),v=(2,1,0),w=(1,1,-1)
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